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Aufgabe A25: Momentane Winkelgeschwindigkeit: Komponenten im korperfesten System
Zur Beschreibung der Bewegung eines starren Koérpers fithrt man ein sogenanntes korper-
feste Koordinatensystem ein: Dazu markiert man einen Punkt Op auf dem Ko&rper und
denkt sich ein in Op fest mit dem Ko6rper verbundenes rechtshindiges Orthonormalsy-
stem (K) mit den Basisvektoren €1, €3, €3. Weiterhin betrachtet man die Lage des Korpers
in einem raumfesten Intertialsystem (I), das durch eine rechtshindige Orthonormalbasis
(711, 72, 73) gegeben ist (siehe Fig. 1). In der Vorlesung wurde gezeigt, dass fiir irgendeinen
Punkt 7, = R(t) 4+ Z,(t) des starren Korpers (siehe Fig. 1) gilt

Falt) = B(t) + () x Zalt)

Dabei ist Q(¢) die sogenannte momentane Winkelgeschwindigkeit. Im Inertialsystem (I)
(Basis i1, 72, #3) hat €(¢) die Komponenten QZ(-I):

Wie Sie weiterhin aus der Vorlesung wissen, lassen sich die Komponenten QZ(I) von ﬁ(t)
folgendermaflen durch die Eulerschen Winkel ¢,1, 1 und ihre Ableitungen nach der Zeit
ausdriicken:

le) = cos(p)d + sin(®) sin(p) 9
Qg) = sin(p)d — sin(®) cos(p) P
Q:(,,I) = ¢ + cos(d) 9

Bestimmen Sie nun mit Hilfe der in der Vorlesung angegebenen Drehmatrix D(¢p,d, ),
die den Ubergang vom korperfesten System (&, €5, €3) ins Intertialsystem (71, 7, 7i3) be-
schreibt, die Komponeten QgK) von () = o

i )é'i im korperfesten System (€1, €3, €3) als

Funktion der Eulerschen Winkel und ihrer Ableitungen. (4 Punkte)
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Aufgabe A26: Trdgheitsmoment: Rohrstick und Vollkugel auf schiefer Ebene

Ein homogenes Rohrstiick mit der Dichte p, der Linge L, Aulendurchmesser 2R, Innen-
durchmesser 2r = R sowie eine homogene Vollkugel mit Radius R und mit der gleichen
Masse M wie das Rohrstiick rollen eine schiefe Ebene der Lange [ und Neigung ¢ hinab.

a) Berechnen Sie fiir beide Korper das Trigheitsmoment um die Symmetrieachse.
(2 Punkte)

b) Stellen Sie die Lagrangefunktion auf und leiten Sie die Bewegungsgleichungen ab.
(2 Punkt)

c) Berechnen Sie fiir beide Korper die Laufzeit und vergleichen Sie dazu einen (rei-
bungsfrei) gleitenden Massenpunkt der gleichen Masse M. (2 Punkte)

Aufgabe A27: Symmetrischer, kriftefreier Kreisel

Einen starren, rotierenden Korper bezeichnet man auch als Kreisel. Ein Kreisel heifit
symmetrisch, wenn zwei seiner Haupttrigheitsmomente gleich sind. Es sei z.B. I1 = I». Die
dritte Haupttriagheitsachse, die sich auf I3 bezieht, bezeichnet man auch als Figurenachse.
Diese kennzeichnet die Lage des Kreisels im Raum. Wir betrachten nun die Bewegung
eines kriftefreien symmetrischen Kreisels.

a) Wihlen Sie ein (geeignetes) korperfestes Koordinatensystem (€1, €2, €3), so dass die
€3 Achse in Richtung der Figurenachse zeigt und formulieren Sie die Eulerschen Krei-
selgleichungen fiir die Komponenten QZ(K) der momentanen Winkelgeschwindigkeit

in diesem Koordinatensystem. (2 Punkt)
b) Zeigen Sie, dass €3, Q) und der Drehimpuls L stets in einer Ebene liegen.(1 Punkt)

c) Losen Sie die in a) aufgestellten Eulerschen Kreiselgleichungen und diskutieren Sie
die Bewegung von €(t) und L(t) im kérperfesten Koordinatensystem: Zeigen Sie,
dass Q(t) und L(¢) im korperfesten System jeweils auf einem Kegelmantel um die
Figurenachse € umlaufen (siehe Fig. 2). Bestimmen Sie die Winkelgeschwindigkeit
dieser Umlaufbewegung sowie die Winkel 3 zwischen & und 3 sowie o zwischen &
und I als Funktion der Haupttrigheitsmomente. (3 Punkte)

Tipp zur Losung der Eulerschen Kreiselgleichungen: Fassen Sie QgK) und QgK) Zu einer
komplexen Grofle u := QgK) + ngK) zusammen.



