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3.0 Endliche Gruppen

Satz: Fiir endliche Gruppen sind alle Darstellungen unitar und daher vollreduzibel.

Begriindung:
Sei {e;} eine Basis im Darstellungsraum mit hermitischem Skalarprodukt (e;, e;) = d; ;

Die Darstellung D(g) wird im allgemeinen beziiglich (, ) nicht unitéar sein.

Betrachte als neues Skalarprodukt: (u,v)p := ﬁ > gec (D(g")u, D(g')v).

(u,v)p ist positiv definit, da (v,v)p =0« D(g)Jv =0< v =10

D ist unitér beziiglich (u,v)p , da:

(D(9)u, D(9)v)p = & Xyec (D(9)D(g")u, D(9)D(g')v) = i 2og-1gec (D(9)u, D(g)v)
und 3 1 peq = Dy

In einer Basis die beziiglich (-,-)p orthonormiert ist sind die Darstellungsmatrizen also
unitar, d.h. erfiillen U~! = UT. Eine gegebene Darstellung ist also immer dquivalent zu
einer unitaren Darstellung.

Ausschlaggebend fiir diese Konstruktion ist die Moglichkeit der Mittelbildung M[f] =" .. f(g')
fiir Funktionen f auf der gegebenen endlichen Gruppe G.

Diese Mittelbildung ist links und rechtsinvariant, d.h. M|[f(g-)] = M[f(-g)] = M|f]

(- ist der Platzhalter fiir das Funktionsargument , e.g. f(-g) : ¢ — f(g9') ).

Das Konzept der Mittelbildung lasst sich auf eine gewisse Klasse von kontinuierlichen
Gruppen verallgemeinern, zur der zum Bespiel die orthogonalen und die unitaren Gruppen
gehoren. Wir werden dies an konkreten Beispielen im Laufe dieses Kapitels nachvollziehen.
Zunachst wollen wir jedoch das Vorhandensein einer Mittelbildung postulieren, und die sich
daraus ergebenden allgemeinen Folgerungen besprechen.



3.1 M-Gruppen, Haar-Maf

M-Gruppe :
G heisst Gruppe mit Mittelbildung oder kiirzer M-Gruppe wenn es fiir die Funktionen f
auf G eine Mittelbildung M|f] mit den folgenden Eigenschaften gibt:

e linear: MM fi+ Xafo)()] = MM[fi(-)] + XM [ fo(4)]
e positiv definit: f > 0= M[f(-)] >0

o invariant:  M[f(-)] = M[f(g-)] = M[f(-g)]
e normiert: f(y=1= M[f(-)] =1

Integralbegriff, Haar-Maf3:

Diese Eigenschaften entsprechen einem Integralbegriff fiir Funktionen auf der Gruppe mit
einem Maf3 dyu(g') das links- und rechtsinvariant ist d.h. du(g’) = du(gg’) = du(g'g) erfiillt.
Die Links- beziehungsweise Rechtsinvarianz legen das Mafl im wesentlichen fest. Es wird
iiblicherweise als Gruppenmafl oder Haar-Mafl bezeichnet. Die Normierungsbedingung
ist dabei ganz wesentlich und hangt eng zusammen mit der Klassifikation als kompakte
( M1(-) < o0) beziehungsweise nichtkompakte ( M1(-) = oo) Gruppe. Durch geignete
Reskalierung von M kann bei endlichem M[1(-)] natiirlich immer M[1(-)] = 1 erreicht wer-
den.

Fiir endliche Gruppen ergibt sich fiir M gerade die in 3.0 verwendete Mittelung
MIF()] = & 3 yec (9.

Beispiele fiir Haar-Maf3:
Einfache Beispiele fiir das Haar-Maf3sind :

kompakt: G = U(1) = {eaplip). ¢ € [0.27), o=-} du(p)~dg
nichtkompakt: G = R = {z € (—o0,0), o=+} du(x)~dx

Aquivalenz zu unitiren Darstellungen :

Die Aussage der Aquivalenz zu unitéren Darstellungen von 3.0 iibertriigt sich in voller Form
auf M-Gruppen. Insbesonders garantiert dies die Vollreduzibilitat der Darstellungen. Das
Auftreten einer nicht vollreduziblen Darstellung der Poincare-Gruppe in 2.3 kann jetzt
in Verbindung gebracht werden mit der Nichtkompaktheit dieser Gruppe. Lasst man die
Raumdimensionen weg, dann reduziert sich die Poincare-Gruppe ja gerade auf das oben
angefiithrte Beispiel der reellen Zahlen.

Es wére ziemlich verfehlt zu erwarten, dass Darstellungen fiir nichtkompakte Gruppen in
der Regel nicht vollreduzibel sind. Es bleibt jedoch zu klaren welche Voraussetzungen fiir
diesen Fall die Vollreduzibilitat garantieren konnen.



3.2 Orthogonalitatsrelationen

Seien D, D" zwei irreduzible Darstellungen der Dimension d, d" einer M-Gruppe G.
Dann gilt:

- 0 D#D
/ 1 N —
M[Dj,y, (=) Dy ()] { LSuud D' =D

zwischen den d’? beziehungsweise d? Funktionen die durch die Matrixelemente dieser Darstel-
lungen definiert sind.

Hierbei bedeutet -—! die entsprechende Funktion bei g~
fiir aquivalent.

! statt ¢ zu nehmen, und ~ steht

Bei unitarer Form der Darstellungsmatrizen schreibt sich dies als:

__ B 0 D'#D
M D3y () Dra(-)] = { iOwk0n D' =D

d.h. die Funktionen {D(g);;} zu einem Satz von endlich endlich dimensionalen irre-
duziblen inaquivalenten unitaren Darstellungen bilden ein orthogonales System im Vektor-
raum der komplexwertigen Funktionen tiber der Gruppe mit dem Skalarprodukt (fi, f2) =

M[f()f2()]-

Es stellt sich die Frage ob ein kompletter Satz von solchen Darstellungen zu einem
vollstandigen Funktionensystem fithrt. Dies ist in der Tat der Fall fiir Gruppen mit Mit-
telbildung. (Peter-Weyl Theorem, Kap.3.6)

Beweis der Orthogonalitatsrelationen :

Sei A : V. — V' eine lineare Abbildung zwischen den Vektorrdumen der DarstellungenD
und D’. Durch Vor- und Nachschalten von D und D'~! entstehen daraus neue Abbildun-
gen dieser Art deren Mittelwert tiber die Gruppe gebildet werden kann( Mittelung der
Matrixelemente).

Der Mittelwert H = M[D'(-"Y)AD(-)] erfilllt D'(9)H = HD(g)
da: D/(g)MID'(—).] = MID/(g)D(—1).] = M[D/(g(-—)).] = MID'((-g~)).]
MID'((-g~")")AD()] = M[.AD(-g~"g)] = M[..AD(-g~"]D(g)

1

und ¢~ wegen der Rechtsinvarianz von M in - absorbiert werden kann.

Fir D' « D folgt H =0 d.h. Hy; = 0 fiir die Matrixelemente, unabhéngig von der Wahl
von A. Die Freiheit in der Wahl von A besteht in der Beliebigkeit mit der in A;; = dpp i
die Indizes k', k gewahlt werden kénnen. Die Orthogonalitétsrelationen fiir D’ «¢ D sind



somit gezeigt.

Fiir D' = D folgt H = A1. Wegen der Zyklizitat der Spur gilt allgemein Spur(H) = Spur(A)
und somit A = Spur(A)/d. Fir obige durch k', k parametrisierte Wahl von A kommt
Spur(A) = Opp heraus, womit auch der (D' = D) Teil der Orthogonalitétsrelationen
gezeigt ist.

Die irrediblen Darstellungen von M-Gruppen sind endlich dimensional

Die fiir feste k, [ geltende Relation M[Dy(-)Di(-)] = 1/d ist unvertraglich mit d = oo da
auf der linken Seite das Integral iiber eine positive Funktion steht.

Endliche Gruppen haben nur endlich viele irreduzible Darstellungen

Da eine irreduzible d-dimensionale Darstellung d? orthogonale Funktionen beisteuert, und
|G| die Dimension des Vektorraums der Funktionen iiber G angibt, muss >, .. . d5, < |G]
gelten.

Die Zahl der irreduziblen Darstellungen ist demnach begrenzt. Die Beschrankung ist am
schwachsten fiir abelsche Gruppen da hier die irreduziblen Darstellungen alle eindimen-

sional sind.

Die Ungleichung ist in Wirklichkeit eine Gleichung wie wir Kapitel 3.6 sehen werden.



3.3 Charaktere

Den Charakter xp(g) einer Darstellung erhélt man durch Bildung der Spur der Darstel-
lungsmatrizen, d.h. xp(g) = Spur(D(g))

Die Invarianz der Spur gegeniiber Basisiwechseln bedeutet, dass dquivalente Darstellungen
denselben Charakter haben.

Gleichermassen impliziert dies, dass konjugierten Gruppenelementen derselbe Wert zugewiesen
wird, d.h. xp(9) = xn(9'99™")

Fiir unitiare Darstellungen gilt ferner xp(g~!) = xp(g) was sich fiir M-Gruppen sofort
auf alle Darstellungen iibertragt.

Fiir die direkte Summe von zwei Darstellungen D', D gilt:
Xpep() = xo(-) + xn(-)

Orthogonalitatsrelationen fiir Charaktere
Durch Spurbildung ergibt sich aus den Relationen von 3.1

Mxp (- )xp(-)] = { (1) g: fg

Die Charaktere der irreduziblen Darstellungen einer M-Gruppe bilden also ein orthogonales
System von Funktionen auf den Konjugationsklassen der Gruppe.

Folgerungen aus den Orthogonalitatsrelationen

1) xp charakterisiert eine irreduzible Darstellung

Seien D', D zwei irreduzible Darstellungen mit dem gleichen Charakter.

Es folgt M[xp/(-)xp(")] = Mxp(-)xp(-)] =1
Fiir D' 4 D miisste jedoch 0 herauskommen.

2) M[Xpo (-)xp(-)] gibt an wie oft die irreduzible Darstellung D™ in D vorkommt.

Seien {D®} die verschiedenen irreduziblen Darstellungen, die bei der Ausreduktion
von D auftreten und n; die jeweilige Haufigkeit. Aus xp(-) = > pe nixpe () folgt
dann sofort aus den Orthogonalitétsrelationen dass M[xpe (*)xp(:)] = ni

3) MlIxp()I!l = X pw ni
Man niitzt aus dass M[Xp(-)xp(-)] =D po niM[Xpo (-)xp(-)] und wendet 2) an.
4) M[|xp(-)|*] =1 < D irreduzibel

Dieses Kriterium fiir die Irreduzibilitét ist eine unmittelbare Konsequenz von 3)



3.4 Beispiel SO(3)

Darstellung D

Wir nehmen die Diskussion von Kapitel 2.1 wieder auf, hier jedoch unter dem Blickwinkel
der Charaktere und der Orthogonalitatsrelationen. Da bei Drehungen nur die Winkel-
abhéangigkeit eingeht, lassen wir die r-Abéngigkeit weg und nehmen als Vektorraum die
Funktionen auf der Kugeloberflache, d.h. :

V = {4(Q)} mit der Darstellung D(R)¥(Q) = ¢(R~'Q)

Charakter yp von D
Die Berechnung des Charakters x einer Darstellung der SO(3) gestaltet sich einfach, da x
eine Klassenfunktion ist und jede Drehung aquivalent ist zu einer Drehung um die z-Achse.

Eine zu Drehungen um die z-Achse passende Basis ist zum Beispiel:

{Vm () = exp(imp) P, (cosb),m € Z ,n=0,1,..}.
Wir haben ¥y, ,(R(z,w)'Q) = exp(—imw) 1, » () und somit :

xp(R) =2, exp(—imw) mit w = |[J(R)|
Dieser Ausdruck ist leider unbrauchbar. Die Summe tiber m gibt 0 , so dass formal 0 x oo
herauskommt. Dass Spurberechnungen von unitaren Operatoren in unendlich dimension-
alen Rdumen problematisch sind, kommt jedoch nicht unerwartet, da die Eigenwerte eines
unitaren Operators alle vom Betrag 1 sind. Bei der Summe tiber die Eigenwerte hat man
es daher notwendig mit einer nicht absolut konvergenten Reihe zu tun.

Eine geeignetere Basis sind die Kugelfunktionen {Y;™}. Fiir festes [ ergibt sich :

exp(ilw) — exp(—i(l + Dw)  sin((l + §)w)

1 — exp(—iw) ~ sin(3w)

xi(R) = Z exp(—imw) =

—1<m<l

Ausgehend vom Ausdruck in der Mitte ergibt sich durch Anwendung der Formel fiir die
geometrische Reihe :

2 2

0B =2 xR) = o A= eapia)) ~ (@)

Haar-Maf3
Wie in Kapitel 3.5 gezeigt wird ist das Haar-Mafl von SO(3) gegeben durch
2 S w dn .
M) = [ SRYp(R), du(R) = ~sin*(S)do -, G(R)=wi, D<w<n
7 ™

Gruppenintegrale
Die Berechnung der Gruppenintegrale gibt:

o Mxi(-)xi()] = dvs,



o Mpu()xn(-)] =1

Da y; gerade der Charakter der Darstellung DY ist finden wir erwartungsgemaéss:

e Die Darstellungen D sind irreduzibel und wechselseitig indquivalent

e Jede der Darstellungen D kommt in D genau einmal vor

Darstellungsmatrizen D() +(R)

Die Orthogonahtatsrelatlonen fiir Dir?’m(R) sollten nicht verwechselt werden mit den Or-

thogonalitatsrelationen fiir die Kugelfunktionen. Erstere betreffen Funktionen auf der
Gruppe, letztere Funktionen auf der Kugeloberflache. Es besteht jedoch ein im folgen-
den hergeleiteter Zusammenhang.

Anstelle von & , kann eine Drehung auch durch Eulerwinkel {v, 0, ¢} geméss

R(,0,¢) = R(Z,9)R(9,0)R(2, ¢)

charakterisiert werden. Die Drehung R(y,6,) fiihrt Z {iber in den Einheitsvektor mit
Raumwinkel 2 = (0, ). Die DY definierende Beziehung

Y (R7'Q) = Y™ (DS (R)

impliziert daher z
Y (6, so) = Y/™(0,0)D) (R (¢0,0,))

Unter Verwendung von Y;™(0,0) = /(21 + 1)/47 6,y sowie der Unitaritit von DU folgt
somit :
2041 ———
Dio(R(e,0,0)) = | = — Y7 (0,¢)

Damit die Orthogonalitétsrelationen fir D (R) und Y;"(€2) vertraglich sind muss das
Haar-Maf§ in den Eulerwinkeln offenbar gegeben sein durch:
_dip dcos(0) dyp
du(y, 0, ¢) = o 2 on’

Dies ist in der Tat der Fall.

v, €[0,2n], 0€l0,n]

Der Vollstandigkeit halber sei hier noch eine Formel fiir D(l)“(R) angegeben, die obiges Re-
sultat auf allgemeine Indizes ausdehnt und eine vollstandige Ubersicht tiber die Abangigkeit

von den Winkeln bietet (¢ = sin®(%)) :

Dl m(R(6,6,0)) = ™™ (B)e™™?

mit
0 _ m'—m <l+m/) m—m')/2 —m—m')/2 i —-m/ fl-m(q m
ot 1 (0) = (1) \/(l_ DT T e O 72 A S s O



3.5 Haar-Maf} fiir SO(3) und SU(2)

Das Haar-Mafl wird durch seine Invarianzeigenschaft d.h. du(gog) = du(g) = du(gge) fest-
gelegt, da sie das Mafl in der Umgebung des Einselements mit dem Mafl in der Umgebung
der anderen Gruppenelemente in Beziehung setzt. Seine Bestimmung lauft daher auf die
Auswertung dieser Bedingung hinaus.

Fiir kontinuierliche Gruppen kann man folgende allgemeine Uberlegung anstellen.

Die Gruppenelemente seien durch x = (x1, .., x) parametrisiert wobei zweckméssigerweise
r = 0 dem Einselement entsprechen soll. Wir schreiben du(g) = p(x) d’z mit einer posi-
tiven Dichtefunktion p(x). Der Produktbildung ¢ — ¢’ = gog entspricht im Parameterraum
die Bildung & — 2/(z¢, r). Die Invarianzbedingung p(z')d’ 2’ = p(x)d’z hat also die Form:

pla’w,2) Gy = pla) ()

Fiir x = 0 ist somit p(zg) iiber die Funktionaldeterminante von z— > a’(xg, ) genommen
bei z = 0 mit p(0) verkniipft.

Die Invarianzbedingung hat natiirlich dieselbe Struktur wenn statt der Links- die Rechts-
multiplikation oder die Konjugation g — go g gy " genommen wird, es sind nur jeweils die
entsprechenden Funktionaldeterminanten zu nehmen.

SO(3) :

Wir gehen aus von der Parametrisierung der Drehungen durch den Drehvektor und schreiben
dp(&3) = p(&d)dPw. Der Eigenschaft RyR(J)R™ = R(Ry&) entspricht auf Parameterebene
W — RoW. Da die Funktionaldeterminante dieser Abbildung 1 ist reduziert sich die Invar-
ianzbedingung auf p(J) = p(ReW) d.h. p kann nur vom Betrag w = |J| abhéngen.

Die Abhangigkeit von w zu bestimmen fallt wesentlich schwerer. Man benotigt dazu In-
formationen iiber das Bildungsgesetz &'(&y,d) zu R(&y)R(J) = R(&’) fur infitesimale
Wo = "ig 0¢po.

Eine ziemlich langliche Rechnung liefert :

w:w+(5¢3, 55:5@0— ﬁg—l—(———i——)—(ﬁo-ﬁ)w—l—nox&

o o 1 wsinw sinw 2. 1
2 \1— cosw 1l—cosw w w

Fiir die Funktionaldeterminate ergibt sich daraus zur Ordnung dy:

&U’_l+5 3_1 stnw
o5 $o w? w1l —cosw

Die Langenénderung in w’ = w + dw ergibt sich aus obigem zu dw = 7 - J/w dgpg. Die



Forderung (*) fiihrt daher auf die Differentialgleichung:
d ' 2
o) =ple) (2 2)

1—cosw w

die durch 1/w?sin?(w/2) gelost wird. Die Beriicksichtigung von d*w = w?dw di gibt daher
das in 3.4 verwendete Maf:

- 2 Hw dn
du(J) = —sin (§)dw o WE [0, 7]

SU(2) :
Aus der in Kapitel 1.2 Beispiel d) beschriebenen Parametriserung von SU(2) durch einen
Drehvektor folgt, dass das Haar-Maf} im wesentlichen das von SO(3) ist, mit einem von
[0, 7] nach [0, 27] ausgedehnten Variablenbereich, d.h.:

U= ep(-id 5), du@) = Zsint(S)do b, w=1a] € [0,21]

=exp(—i- o), du(W) = —sin’(5)dw —, w=|J 27

Wir wollen hier jedoch eine unabhéangige Herleitung vorstellen die auf den geometrischen
Eigenschaften der SU(2) beruht.

Die Parametrisierung;:

SU((2) ={U = ( _O% g) ., aa+pB=1, a=x+iry, ,B=x3+irs, z; € R}
zeigt, dass die Gruppenmannigfaltigkeit identisch ist zur Oberflache (S3) der 4-dimensionalen
Einheitskugel. Da jeder Punkt x = (x1, .., z4) dieser S5 gleichberechtigt erscheint erwartet

man, dass das Haar-Maf} proportional ist zum Oberflachelement do(z).

Zur Begriindung sei bemerkt, dass das durch U(zo)U(x) = U(2'(xo, z)) definierte x’ linear
von x abhéngt, d.h. sich schreiben lésst als @’ = O(x¢)z wo O(xg) eine 4 x 4 Matrix ist.
2"? = 2% verlangt, dass O(z) eine orthogonale Matrix ist und der stetige Zusammenhang
mit O(zy = 0) = 1 lésst nur det(O(xp)) = 1 zu. Die Funktionaldeterminate 0z'/0x ist
daher 1.

Man zeigt leicht dass in der Parametrisierung der S3 durch Z = (z1,z9,x3) mit z4 =
++v/1 — 72 das Oberflachelement gegeben ist durch:

d>x

ml

do

Es bleibt die Aufgabe d3z auszudriicken durch die Koordinaten des Drehvektors &. Unter
Verwendung von exp(—id - £) = cos ¢ — isin ¥ f - & und ergibt sich:

w . W . . . LWy
T = cos(g), Ty = —sm(g)cos(Q) , Ty = —sm(g)sm(Q)sm(go), Ty = —sm(g)sm(@)cos(cp)

S
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wo 6, p die Polarwinkel der Drehachse sind. Fiir die entsprechende Funktionaldeterminante
findet man :
6(1’1, X2, x3) 1

9w 0.9) =5 sz’n?’(g) 5in*(6) cos(p)
Wir erhalten also das Endergebnis:

1 dn
dp(U (@) = = sin* (D) dw o w e [0,2n]
T 2 47

im Einklang mit den fritheren Uberlegungen.
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3.6 Regulare Darstellung, Peter-Weyl Theorem

Regulare Darstellung
Aus der in Kapitel 3.4 betrachteten Darstellung der SO(3) im Raum der Funktionen auf
der Kugeloberflache lasst sich folgendes Konstruktionsschema abstrahieren.

Es ist eine Gruppe G [SO(3)] gegeben, die auf eine Menge S [S = {Q}] als Transforma-
tionsgruppe T, : s — T,(s) [Tr : @ — RQ] wirkt. Die Wirkung auf S ist transitiv, d.h.
man kommt von jedem Element von S durch Anwendung der Transformationen iiberall
hin in S. Auf S ist ferner ein Mafl du(s) [du(€2)] vorhanden das invariant ist unter der
Wirkung der Ty d.h. dpu(s) = du(Ty(s)). Dann ist durch D(g)y(s) := (T, 's) im Raum
der quadrat-integrierbaren Funktionen iiber S eine unitare Darstellung von G definiert.

Gruppen mit invariantem Maf} liefern automatisch die Moglichkeit einer solchen Konstruk-
tion , nahmlich mit G selbst als Menge und den Linksmultiplikationen als Transformatio-
nen. Die so gebildete unitare Darstellung :

D™ (g)v(g") :=1(97'q)

wird als regulare Darstellung bezeichnet.

Charakter der Regularen Darstellung
Die Spurberechnung fiihrt auf eine Deltafunktion , d.h.:

Xreg(9) = 0(g,€)  MIf(-)0(-e)] = f(e)

Zur Begriindung betrachten wir den Fall einer endlichen Gruppe G' = {g1, 92, ..., gz} - Als
Basis nehmen wir die Funktionen {f,,(¢') = dy4,,% = 1,....|G|} . Fiir D"9(g) ergibt sich:

Dreg(Q)fgz‘ (gl) = 59_19/,92' = fggi (gl) = Z fgj (g/)égj,ggi

Die Darstellungsmatrix zu g hat demnach nur ausserdiagonale Elemente, es sei denn dass
g =e. Somit X,eq(g) = |G|dg.e.

Dies macht plausibel dass sich im allgemeineren Fall einer M-Gruppe die besagte §-Funktion
ergeben muss.

Ausreduktion der Regularen Darstellung
Den Darstellungsgehalt von D" ermitteln wir durch Bildung der Gruppenintegrale mit
den Charakteren ; der irreduziblen Darstellungen D':

M [Xreq(-)xi(-)] = MO (- €)x: ()] = xi(e) = ds

Jede irreduzible Darstellung kommt also in der regularen Darstellung vor und zwar mit
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einer Multiplizitat die durch ihre Dimension gegeben ist.
Entsprechend diesem Darstellungsinhalt ist:

Xreg(g> = Z dez(g)

irred

Fiir eine endliche Gruppe folgt daraus unmittelbar das Theorem von Burnside

Gl=>_d

irred

Die verschiedenen irreduziblen Darstellungen {D®} kommen nicht nur alle vor, sie liefern
auch gleichzeitig eine Basis die die regulare Darstellung ausreduziert. Betrachte dazu die

Funktionen: ' '
{189 = DG Wi, kil =1,.d)

) )

Man sieht leicht dass: ‘ ' .
D4(9){)(-) = L ()Di)(9)
Fiir jedes k = 1,, .., d; liefert {f,gll) ,1=1,..,d;} also eine Basis fiir D".
Die Orthogonalitatsrelationen garantieren, dass es sich hier tatsachlich um linear un-

abhangige Basen handelt. Wird D};vl unitar angenommen dann ist das Funktionensystem
{fi.} gerade orthonormiert.

Peter-Weyl Theorem
Die Erkenntnisse die wir inzwischen iiber die Darstellungen von M-Gruppen gewonnen
haben sind im Theorem von Peter und Weyl zusammengefasst.

e Die irreduziblen Darstellungen sind endlich dimensional

e Die Darstellungsmatrizen bilden ein orthogonales System von quadrat-integrierbaren
Funktionen iiber der Gruppe

e Die Charaktere der irreduziblen Darstellungen bilden ein orthonormiertes System
von quadrat-integrierbaren Funktionen tiber den Aquivalenzklassen

e Jede irreduzible Darstellung kommt in der regulien Darstellung so oft vor wie ihre
Dimension betragt.
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3.7 Beispiel Fouriertransformation

Ein instruktives Beispiel zu den Aussagen des Peter-Weyl Theorems wird durch die Fouri-
erzerlegung geliefert.

nicht-kompakt

Wir betrachten zunéchst die additiven Gruppe G' = {z,z € R} der reellen Zahlen mit dem
nicht-endlichen Gruppenmafl du(z) = dz.

Die irreduziblen Darstellungen sind: D®)(z) = exp(—ipz), p € C. Fiir reelle p sind diese
Darstellungen unitar und erfiillen die Orthogonalitéatsrelationen

/ 4D () DV (z) = 276(p — o)

Die reguldre Darstellung ist gegeben durch D" (z) f(z') = f(2’ — x).
Sie ist unitar im Raum V' der quadrat-integierbaren Funktionen.
Die Ausreduktion dieser Darstellung entspricht der Fouriertransformation:

fa) = [ 3£ 7 D)

Man beachte, dass sowohl die Form der Orthogonalitétsrelationen als auch die Form der
Ausreduktion eine Verallgemeinerung der Formeln darstellen wie wir sie von M-Gruppen
her kennen.

kompakt

Die vertrauten Aussagen fiir M-Gruppen ergeben sich nur beim Ubergang auf die kompakte
Gruppe G, = G/{zL,z € Z}={x € (—=L/2,L/2), o = +mod L}.

Dies entspricht der Ersetzung von V' durch den Raum V}, der Funktionen mit Periode L.
Das normierte Mafl ist du(z) = x/L.

Die Periodizitit verlangt D® (x 4+ L) = D®)(z). Die Mbglichkeiten fiir p reduzieren sich
daher auf {p = z (27)/L, z € Z}, d.h. nicht-unitdre Darstellungen treten hier nicht auf.
Die Orthogonalitatsrelationen sind :

L/2 dr ————
[ DY@ D) =y,
—L/2
Die Ausreduktion der reguldren Darstellung entspricht gerade der Fourierreihe

fo) =1 3 e
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