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P 32 Drehimpulsalgebra (+ 3 Punkte)

Wir wollen allgemeine Drehimpulsoperatoren betrachten, d. h. Operatoren j fiir deren Kom-
ponenten gilt [Ji , J;] = ihegym . Beispiele hlerfur sind der Operator des Bahndrehimpulses
L mit Ly = €41 QP , oder der Spinoperator S. Wir definieren Ji =J1 +£iJs.
=2 =2
(a) Zeigen Sie [J, Ji] = 0. Folgern Sie, dass [J ', J+] =0.

Hinweis: Beachten Sie einen geeigneten fritheren Hinweis.

(b) Zeigen Sie, dass [J3, 1] = £AJ4 und [J4, J_] = 2hJ3.

S 33 Laplace-Operator in sphédrischen Polarkoordinaten (optional, + 12 Punkte)

Zeigen Sie, dass der Laplace-Operator in sphérischen Polarkoordinaten (7, ¢,0) mit =
(rcosesin®, rsinpsinf, rcosf) gegeben ist durch
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Hinweis: Eine (wenn auch nicht die eleganteste) Moglichkeit ist die Benutzung der Kettenregel

0 _oro op0 000
dx; Ox; Or  Ox; 0p  Ox; 00

3)

S 34 Kohéarenter Zustand im harmonischen Oszillator 111 (8 Punkte)

Wir wollen nochmals kohérente Zustédnde im harmonischen Oszillator betrachten (s. Aufg.
22 und 29) und zeigen, dass diese explizit durch Gaufsche Wellenpakete gegeben sind. Dazu
verwenden wir wiederum die Leiteroperatoren A, AT und definieren den Operator

D(co) = e0AT=GA it ¢ € C. (4)

(a) Zeigen Sie, dass D(cg) unitér ist und als D(cp) = e 2lol* geoAT o—ciA geschrieben werden
kann.

Hinweis: Der Kommutator [cgAT, —c§A] sowie das Ergebnis von Aufg. 9(c) kénnen
hierbei hilfreich sein.



(b) Zeigen Sie nun, dass man mit dieser Darstellung fiir D(cp) den kohérenten Zustand
|pe) = e~ leol?/2 exp (CUAT) |tbo), mit dem Grundzustand [ip) des harmonischen Oszil-
lators, schreiben kann als

|¢co> = D(CO) W)O) . (5)

(¢) Nun wollen wir die Ortsraumdarstellung ¢., () des kohdrenten Zustands bestimmen.
Driicken Sie dazu D(cp) durch Orts- und Impulsoperator aus und verwenden Sie, dass
T, = e~ #'F ein Translationsoperator ist, also (vgl. Aufg. 14) Ty e(z) = ¢(x — b).

Verwenden Sie die in Aufg. 29(b) berechneten Erwartungswerte, (Q),, = 21 Re(ey)
(P)., = V2mwh Im(co) , um das Ergebnis in die Form

Beo () = €0 " Plo™ My (& — (Q)ey) (6)

*2_ 2 mw
zu bringen, wobei i, = 00 und y(z) = (”7;‘—;;’)1/4 e~ 2" die Grundzustandswel-
lenfunktion ist.

(d) Mithilfe der in Aufg. 29(e) berechneten Zeitentwicklung des kohérenten Zustands,
’¢c(t)> = e—i‘*’t/2 ‘¢c(t)> mit C(t) = COQ_Wt,

sowie den dort bestimmten zeitabhéngigen Erwartungswerten (Q), (t) und (P), (t) kén-
nen Sie direkt die Zeitentwicklung des kohérenten Zustands erhalten als

Belir, ) = €% e/ PO gy (1 (Q)(t)) (7)

Berechnen Sie das Betragsquadrat |¢.(z,t)|? um zu zeigen, dass die Form des Wellen-
pakets zeitlich konstant ist.

S 35 WKB-Na&herung (12 + 5 Punkte)

Wir betrachten die eindimensionale Schrédingergleichung im Ortsraum mit dem Potential
V(x),

0
— il —ih— t) =
[ A V(@) —ih at] bl t) =0, ®)
und schreiben 1 in der Form ) (z,t) = e!S@H/h

(a) Zeigen Sie, dass S(x,t) die klassische Hamilton-Jacobi-Gleichung

1 [88)? S
% <a$> + V(l‘) + E =0 (9)
erfiillt, falls
h P*(x)

Dabei sei

p(z) = % =2m(E-V). (11)

Wir werden sehen, dass p(x) als ortsabhéngiger Impuls interpretiert werden kann, den
ein Teilchen der Energie F nach den Regeln der klassischen Mechanik am Ort x hétte.



Wie gut ist die Bedingung (10) erfillt fiir

(i) ein Elektron: m = m., V(z) = %, z=1A, E=20¢V?

(i) 60 - 160 Streuung: mo = 16 GeV/c?, V(z) = 2162 ,x=5fm, E =6 A-MeV ?
(iii) einen Golfball: m =45 g, V(z) =mgz, £ =10 m, v =50 km/h ?
Zeigen Sie, dass Gl. (10) aquivalent ist zu

1 dA(z)

1 12
27de<<’ (12)

worin A(z) = % die de Broglie-Wellenldnge ist. Was ist die physikalische Bedeutung

von Gl (12) ?

In niedrigster Ordnung in 7 ist die Schrédingergleichung also durch die Hamilton-Jacobi-
Gleichung gegeben und S(x,t) ist (bis auf eine additive Konstante) die klassische Wirkung.
Wir wollen im Folgenden den néchsten Term in A betrachten, was auf die WKB- (Wentzel,
Kramers, Brillouin) oder quasiklassische N#herung fithrt. Dazu schreiben wir (wie in der
klassischen Mechanik fiir nicht explizit zeitabhédngige Hamiltonfunktionen iiblich)

S(z,t) =W(x)— Et (13)
und entwickeln W (x) in eine Potenzreihe in 7,
W(z) = Wo(x) + AW () + B2 Wa(x) + ... . (14)
(b) Leiten Sie aus der Schrodingergleichung eine Differentialgleichung fiir W (x) her. Zeigen
Sie, dass diese in 0. Ordnung in A (d. h. in klassischer Naherung) gelost wird durch
Wola) =+ [ pla') s (15)
o
o)

und begriinden Sie damit die Interpretation von p(z) = 3> in (11) als ortsabhéngiger
Impuls.

(c) Zeigen Sie weiter, dass die allgemeine Losung bis zur 1. Ordnung in A (WKB-Néaherung)
gegeben ist durch ‘
Yz, t) = e F My (x) (16)
mit

W) = pl(x) [Al exp (; / 0 (@) d:c’) + Ay exp <—; / 0 (&) d:cﬂ Can

Wir wollen nun annehmen, dass die klassische Bewegung im Potential V' (z) zwei Umkehr-
punkte @ und b hat, d.h. fira <beRist V(a) = V(b) = E und

Vi) <E fira<z<b (18)

und
E<V(z) firz<a oder z>b. (19)

(d) Driicken Sie die WKB-Losung (17) im klassisch verbotenen Bereich (19) durch |p(z)|
aus. Welche der Terme in (17) sind dann fiir z < a bzw. x > b zuléssige Losungen 7



(e) Warum ist die WKB-Losung in der Nahe der Umkehrpunkte keine gute Naherung ?
(optional) (+ 2 Punkte)

Zeigen Sie, dass z. B. am Umkehrpunkt a die WKB-Néaherung erst ab einem Abstand
|z —a| > £ giiltig ist.

Hinweis: In der Umgebung von a kann V'(z) linear approximiert werden.

Wegen der Resultate in (e) kann man an den Umkehrpunkten keine einfachen Anschlussbe-
dingungen zwischen den Losungen im klassisch verbotenen und klassisch erlaubten Bereich
angeben. Die richtige Fortsetzung vom klassisch verbotenen in den klassisch erlaubten Be-
reich ist gegeben durch die folgende Ersetzungsregel (Kramers 1926):

linker Umkehrpunkt:

\;mexp (-711 / ’ |p(:):')dx'> _, jﬁcos (711 / " o) da’ — D , (20)

E < V klassisch verboten E > V klassisch erlaubt

rechter Umkehrpunkt:

jﬁcos (;L /:p(:c') da’ — Z) — \/lﬂexp (‘711/1, |p($')]dx'> (21)

FE > V klassisch erlaubt E < V klassisch verboten

(f) Leiten Sie aus der Ubereinstimmung der beiden Losungen, die sich durch die Ersetzungs-
regel im klassisch erlaubten Bereich ergeben, die Bohr-Sommerfeld-Quantisierungs-
bedingung

1 1 b 1
Py p(:c)dx:m2/a p(a;)da::n+§ (22)

her. (Das erste Integral hierin ist tiber eine gesamte klassische Periode zu verstehen.)
Zeigen Sie, dass n € N sein muss, also insbesondere dass n > 0. Warum erwartet man,
dass die WKB-Naherung fiir grofse n gut ist ?

Im Falle des harmonischen Oszillators liefert die Bohr-Sommerfeld-Bedingung sogar fiir alle
n das exakte Resultat.

(g) (optional) (+ 3 Punkte)

Bestimmen Sie die klassischen Umkehrpunkte fiir ein Teilchen der Energie F im Po-
tential V(z) = $mw?z?. Berechnen Sie dann das Integral § p(z)dx fiir eine Schwin-
gungsperiode und zeigen Sie, dass die Bedingung (22) auf das exakte Spektrum des
quantenmechanischen harmonischen Oszillators fiihrt.

Hinweis: Ein hierbei auftretendes Integral kann nach Reskalierung der Integrationsva-
riable geometrisch interpretiert und dann einfach gelést werden.



