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P 42 Paritat und Drehimpuls (+ 5 Punkte)

Wir wollen den Zusammenhang zwischen Paritédt und Drehimpuls untersuchen. Die Wirkung
des Paritétsoperators P auf einen Zustand [¢)) € H ist in Ortsdarstellung Py (%) = ¢ (—),
vgl. Aufg. 24.

Betrachten Sie die dreidimensionale Bewegung eines Teilchens der Masse m in einem rotati-
onssymmetrischen Potential, H = —ﬁA+V(r). Zeigen Sie, dass [P, H] = 0 und [P, L] = 0,

2m
und schlieften Sie, dass es simultane Eigenfunktionen von H, f2, L3 und P gibt. Zeigen Sie
aukerdem fiir ¥(Z) = f(r)Yin (0, v)

PY(@) = (—1)'%(@). (1)

Hinweis: Es gilt  Yy(0, ) = (;l;!)l \/ (25;1)! sin @ e'l# .

S 43 Lie-Algebra der Drehgruppe und Vektoroperatoren (6 + 3 Punkte)

(a) Bestimmen Sie fiir einen gegebenen Vektor @ € R?® eine Matrix I; so, dass fiir jeden
Vektor b € R3 gilt
Iz;b=adxb. (2)

Geben Sie fiir die Basisvektoren €; der Standardbasis in R? die Matrixelemente (Iz,)jx
an. Zeigen Sie, dass gilt

Lz, 1] = €iji Le, - (3)

Die Matrizen I bilden die Lie-Algebra so(3) der Drehgruppe, s0(3) = {# € GL(3) |07 = -6} .
Man nennt die €5 in der Vertauschungsrelation (3) die Strukturkonstanten von SO(3). Die
Elemente der Drehgruppe SO(3) erhilt man aus den Elementen der Lie-Algebra durch die
Exponentialfunktion

Rg =explz, (4)

wobei |&| der Drehwinkel und g die Drehachse sind.
(b) Zeigen Sie (4) am Beispiel einer Drehung um die 1-Achse.

Wir verwenden im Folgenden wieder die unitdre Darstellung D(R) der Drehung R auf dem
Hilbertraum H aus Aufg. 37.
Man bezeichnet einen Operator S als skalaren Operator, wenn er sich unter Drehungen
transformiert als

D™ (Rz)SD(Rz) =S. (5)

Man nennt einen Operator V einen Vektoroperator, wenn er sich unter Drehungen trans-
formiert als

D Y (Rz)VD(Rz) = RzV . (6)



(c) Zeigen Sie, dass fiir jeden Vektoroperator V die folgende Vertauschungsrelation mit
dem Bahndrehimpuls L gilt

[Li, V,] =ih) €k Vi . (7)
k

Man kann zeigen, dass diese Bedingung dquivalent zu (6) ist und daher einen Vektor-
operator charakterisiert.

Hinweis: Benutzen Sie eine bekannte Darstellung von D(Rz) und entwickeln Sie (6) fiir
kleine || bis zur ersten Ordnung.

(d) Zeigen Sie, dass Orts- und Impulsoperator Vektoroperatoren sind.

(e) (optional, + 3 Punkte)
Zeigen Sie: Falls A und B Vektoroperatoren sind, so ist auch A x B ein Vektoroperator.

S 44 Algebraische Herleitung des Wasserstoff-Spektrums (optional, + 20 Punkte)

Das Coulomb-Potential (und damit das Wasserstoff-Problem) besitzt eine verborgene Sym-
metrie, die es erlaubt, das Spektrum rein algebraisch herzuleiten. Diese Herleitung wollen wir
hier durchfiihren. Konsequenz der verborgenen Symmetrie, die nur beim Coulomb-Potential
auftritt, ist die Existenz einer zusétzlichen Erhaltungsgrofe, des Lenzschen Vektors

f:i(ﬁxﬂ_ﬂxﬁ)_épd. (8)

Es ist also [F, H] = 0 fir H= £ — |Z(§<|> vgl. Aufg. 38.
(a) Zeigen Sie, dass F hermitesch ist.

(b) Schreiben Sie (mit Hilfe der Vertauschungsrelation von L; und P;) F als

FolBxL-#p_Z254Q. 9)
m m Q
Verwenden Sie dies um zu zeigen, dass
LF=F.L=0 (10)
(c) Zeigen Sie folgende Relationen

G- BxL) = L (11)
BxL) @ = L +2inP-Q, (12)
(BxL? = PL, (13)
P-PxL) = 0, (14)
(PxL)-P = 2ihP (15)

Nutzen Sie diese, um F‘2 darzustellen als
F* = 2 H(L? + 12) + 2%}, (16)

Laut dieser Darstellung lassen sich die Energieeigenwerte (d.h. die Eigenwerte von H)

. =2
aus den Eigenwerten von F berechnen.



(d) Wir wollen als néchstes zeigen, dass die Operatoren L und F eine geschlossene Algebra
bilden, die H involviert. Leiten Sie dazu her (was der mithsamste Teil unserer Herleitung
ist)

[Fi,F;] = —%hZeiijLk. (17)
k
Zeigen Sie weiter (hierbei kann Aufg. 43 helfen)

[L;,Fj] = ih Zeijk F}.. (18)
k

Wir fithren jetzt die Operatoren B, ein als

B.=}(C+,/ZF). (19)

Wir interessieren uns hier nur fiir die gebundenen Zusténde von H. Wenn wir uns auf
diese beschrianken, sind B4 hermitesch. (Warum?)

(e) Benutzen Sie (17) und (18) um die folgenden Vertauschungsrelationen herzuleiten:

[B+i, Byl = i Z €ijk B1k (20)
k

B_;,B_;] = ih Z €ijk Bk, (21)
!

B+, B_;] = 0. (22)

Die Vertauschungsrelationen (20)-(22) entsprechen Algebren zweier unabhéngiger Dreh-
gruppen, SO(3) x SO(3) . Diese Symmetrie ist (lokal) isomorph zu O(4). Die verborgene
Symmetrie des Coulomb-Potentials ist also eine O(4)-Symmetrie.

=2
(f) Argumentieren Sie, dass die moglichen Eigenwerte der Operatoren B, nur die Werte
A% by (b4 + 1) mit by € Z/2 annehmen kénnen. Benutzen Sie (10) um zu zeigen, dass

) 2 m ) 22
Folgern Sie, dass daher by =b_ =:b.

=)
Wenden Sie nun (23) auf gemeinsame Eigenzustéinde von B, und H (mit Eigenwert F)
an. Benutzen Sie (16), um daraus die moglichen Werte fiir £ zu bestimmen. Bringen
Sie schlieflich das Ergebnis auf die bekannte Form mit der Hauptquantenzahl n .

S 45 Eichinvarianz (5 Punkte)
Der Hamiltonoperator fiir ein Teilchen der Masse m und der Ladung e im elektromagnetischen
Feld ist 1 e -\ 2
H:—(ﬁ—#l) ted, (24)
2m c

worin A und ® die Potentiale fiir die Felder E und B sind. Zeigen Sie, dass die zeitabhéngige
Schrodingergleichung ihre Form behélt, wenn man eine Eichtransformation der Potentiale,

—

A A =A—VA, 5P =4 - (25)

mit einer beliebigen Funktion A(Z,t), und gleichzeitig eine lokale Phasentransformation der
Wellenfunktion durchfiihrt

V@E) — (3 1) = exp [—;:C A(f,t)} W@ 1). (26)



S 46 Aharonov-Bohm-Effekt (4 Punkte)

Elektronen aus einer Quelle bei @y treffen auf eine Doppelspaltanordnung, hinter der ein
Schirm aufgestellt ist. Zwischen den beiden Spalten sei eine (unendlich lange) Spule parallel zu
den Spalten angebracht, die ein Magnetfeld erzeugt, das auf das Innere der Spule beschrankt
ist. Die Spule sei derart abgeschirmt, dass die Elektronen nicht in das Magnetfeld eindringen
kdnnen.

Der Hamiltonoperator fiir die Bewegung eines Elektrons im konstanten Magnetfeld B ist

1 /= ey »\2
H:—(P —A) : 27
2m +c (27)

wobei —eq die Elektronladung und A ein Vektorpotential fiir B ist, d. h. B=Vx A. Zeigen
Sie zunéchst, dass das Vektorpotential (A € R)

E(f):( Ary Az o) (28)

) 20 .2 2
7+ xy x]+ x5

das Magnetfeld obiger Versuchsanordnung beschreibt. Zeigen Sie weiter, dass

¥p(T) = exp (—hc / e d3> Po(Z) (29)

eine Losung der Schrodingergleichung mit Magnetfeld ist, wenn 1y(Z) eine Losung der Schro-
dingergleichung ohne Feld ist. Zeigen Sie mit Hilfe der Ergebnisse der Aufgabe 41, dass sich
das Interferenzmuster auf dem Schirm &dndert, wenn das Magnetfeld in der Spule ein- bzw.
ausgeschaltet wird.

S 47 Endliche Kernausdehnung und atomare Energieniveaus (5 Punkte)

Der Atomkern eines wasserstoffartigen Atoms werde als homogen geladene Kugel der Ge-
samtladung Zeg mit Radius R aufgefasst. Das Elektron bewegt sich dann im Potential

_Zeg _1/r)2 fii <
Vi) = { iG] wer<n (30)
=0 firR<r.

\][VV)

r

Behandeln Sie die Abweichung des Potentials V() vom Coulomb-Potential eines punktfor-
migen Kerns als Stérung und berechnen Sie in Stérungsrechnung 1. Ordnung die Energiever-
schiebung des 1s-Zustands in Abhéngigkeit vom Bohrschen Radius a und vom Kernradius
R. Dabei kénnen Sie annehmen, dass R < a. Wie grofs ist die Energieverschiebung des
Grundzustands beim Wasserstoff (Z =1, R = 1.2- 1075 m)?

Hinweis: Die Wellenfunktion des 1s-Zustands im Coulomb-Potential ist (im Ortsraum)

77b100(747 97 SO) = \/177_ (f) ’ 6_% (31)

mit dem Bohrschen Radius a = A?/(me3) = 0.5 - 107 m. Beachten Sie, dass e"/e ~ 1 fiir

r<R<a.

Weitere Informationen unter:
http://www.thphys.uni-heidelberg.de /~ewerz/qm15.html


http://www.thphys.uni-heidelberg.de/~ewerz/qm15.html

