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Blatt 7
Besprechung;:
am 04.06. um 16:15 Uhr und am 06.06. um 11:15 im groflen Horsaal,
Philosophenweg 12

1. Fiir die Kosmologie ist es sinnvoll, die Zustandsgleichung in der Form p = wp zu schrei-
ben. Dabei ist p der Druck und p die Energiedichte des Fluidums, und w ist ein kosn-
tanter Parameter.

(a) Bestimme w fiir ein ideales Gas mit der Zustandsgleichung pV' = NkT. Betrachte
dazu die beiden Grenzfille von Staub (d.h. nichtrelativistische Teilchen mit der
Energie £ ~ m + %kT, kT < m) und eines hochrelativistischen Gasen (£ =~
3KT +m?/(KT)?, kT > m).

(b) Bestimme w fiir ein Photonengas, d.h. fiir ein elektromagnetisches Feld. Berechne
dazu den Energie-Impuls-Tensor auf der Wirkung Se, = —i f dx FE,, F* . Fiir
eine homogene und isotrope Feldkonfiguration musss der Energie-Impuls-Tensor
dem einer idealen Fliissigkeit entsprechen. Berechne die Spur des Energie-Impuls-
Tensors, um w zu finden.

(c) Betrachte den Energie-Impuls-Tensor eines homogenen skalaren Feldes ¢ und driicke
p und p durch kinetische und potentielle Energie aus (Fyiy, ~ ¢*, Epor ~ V()

2. In der Vorlesung wurden die Metriken fiir die maximal symmetrischen dreidimensionalen
Réume gegeben durch

dy? +sin?d Q2 sphirisch (k > 0)

dsj = y;dr'da? = ¢ da? +dy® +dz?* flach (k = 0)
dy? + sinh? dQ? hyperbolisch (x < 0)

Y

mit dQ2 = df? + sin? §d¢?. Die Indizes i, j, ... laufen von 1 bis 3.

(a) Zeige, daBl diese drei Geometrien durch die Metrik

+72dQ3, ke {-1,0,1}

beschrieben werden konnen.



(b) Die Metrik der gesamten Raumzeit ist dann
ds® = g, datdz” = —dt* + a®(t) ds3,

wobei a(t) der Skalenfaktor ist. Zeige, dal sich a(t) und der Betrag von k durch
Transformationen der r-Koordinate dndern lassen.

Berechne den Einstein-Tensor fiir diese Metrik und verifiziere so die Friedmann-
Gleichungen.

Hinweis: Nutze aus, dal die rdumlichen Schnitte maximale Symmetrie haben, so
daB RE?)(V) = 2k, Um die Kriimmung der vollen Raumzeit zu berechnen, setze
die Christoffelsymbole I (g) in Beziehung zu den dreidimensionalen Christoffel-
symbolen ff] (7), der Metrik ;; sowie dem Skalenfaktor a(t) und seiner Ableitung
a(t). Damit kannst du die rdumlichen Komponenten des Ricci-Tensors als Summe
RZ(?) (9) = Rg’) (7) + (Zusatzterm),; schreiben. Die anderen Komponenten R((;é) und
Rg;) kannst du durch a(t) und Ableitungen davon ausdriicken.



