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Kapitel 0

Einleitung

0.1 Mechanik

1. klassische Mechanik

(a) ohne Quantenmechanik
(b) Galileitransformation (euklidisch)
(c) Spezielle Relativitét

2. Bedeutung fiir die Theoretische Physik

(a) Mechanik hat die Theor. Physik definiert (17tes - 18tes Jahrhundert),
danach Thermodyn., Elektrodyn., Quantenmechanik

(b) Viele grundlegenden Konzepte wurden in der Mechanik entwickelt,
und sind hier am einfachsten und klarsten dargestellt.
i. Symetrieprinzip und Erhaltungssitze (Noethertheorem)
ii. Lagrange- und Hamiltonformalierung, Prinzip der kleinsten Wir-
kung
i.+ii. Unmittelbare Relevanz in der Quantenmechanik, Qunatenstati-
stik, Quantenfeldtheorie

0.2 Warum Theoretische Physik?

1. Herleitung von GesetzméBigkeiten aus (moglichst) wenigen Grundaxiomen
ermoglicht Ubertragbarkeit und Uberpriifbarkeit experimenteller Befunde
(Universalitidt der physikalischen Gesetze)

2. Konsistenz/Inkonsistenz der moglichen Axiome erméglicht eindeutige oder
zumindest restriktive Vorraussagen

1.42. Sehr wirksame und erfolgreiches Herangehen - in unerlésslicher Zusam-
menarbeit mit dem Experiment - an physikalische Fragestellungen
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Kapitel 1

Newtonsche Mechanik

1.1 Bezugssysteme

Die Newtonsche Mechanik beschéftigt sich mit der Beschreibung der Bewegung
von Korpern (Systeme von Massenpunkten) im Raum. Dazu wihlen wir ein
kartesisches Koordinatensystem K:

X3

X2

Abbildung 1.1: Kartesisches Koordindatensystem mit Massepunkt

Punkte kénnen durch Vektoren # € R3 beschrieben werden:

Ty
Z=|22 ], xymiti=1,...,3
Zs3

R3 ist ein reeller 3-dimensionaler Vektorraum. Die Wahl von K war beliebig.
Messbar sind Distanzen: dap = ||¥4 — ZB|| = />, (x4, — xp,)? (Euklidische
Geometrie)

Wechsel des Bezugssystems: K — K’

Forderung:

Transformation:

f'=M-f—b, MeGL3), beR? (1.2)
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mit
e e ! N N N N
|74 — 25| = |74 — Zpll = |M (T4 - T5)|
3
i,9,k ’
!
= Z(xAz —xp,;)?
i

und damit

Mij My, = 3% (1.4)

mit Kroneckersymbol

1 =k
5gk—{0 ik (1.5)

Es folgt, dass M eine orthogonale Matrix ist, also M € O(3) mit M - MT =1
ist.

X2'
X3
X3
b X1
/ X2

X1

Abbildung 1.2: Transfomiertes Kartesisches Koordinatensystem

Die Koordinaten des Ursprungs des neuen Bezugsystems K’ im Bezugssy-
stem K sind:

2y =0=" Mywor —b; (1.6)
K

Aok = Y M'bi = (M7 -b); (1.7)

Ab jetzt gilt die Einsteinsche Summenkonvention, die besagt, dass iiber dop-
pelt auftretende Indizes summiert wird. D.h. z.B. Zl M,;lbi — M,;ilbi = M;pb;.
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Bemerkungen: K’ ist ein kartesisches Koordinatensystem, é; ist der Einheits-
vektor in z; Richtung.

éLe (1.8)
mit

(&) = Mji; = M; (1.9)
und

M-MT =1 (1.10)

Zeit: Die Messung von zeitlichen Absténden t4p erfolgt mittels Uhren, die
synchronisiert werden miissen:

10, XO0: . .
Licht wird gesehen
A B N XA
RSN
\
tl: 7
XB XB

XA

Abbildung 1.3: Messung mit Uhren

Ereignisse: (ta,Z4); (tB,%B)

Zeitlicher Abstand:

lp—ta (1.11)
gleichzeitig:

tg—ta=0 (1.12)

Wechsel des Bezugssystems: K — K’

gleichzeitige Ereignisse: t4 = tp
1Z4 — Zpll = 1177 — Tl (1.13)
Transformation:

,TI- = Mij (t)xj — bi(t) (114)

K2

t'=t—to (1.15)
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mit

MeO@3),beR® tyeR

Die Trajektorie eines Punktes wird beschrieben durch:
T =Z(t)

Dabei ist die Abbildung
t—-7:R—R3

stetig, da sie eine Abfolge von Ereignissen darstellt.

X3

/—

R()

X2

X1

Abbildung 1.4: Trajektorie eines Punktes

Geschwindigkeit:

Beschleunigung:

(1.16)

(1.17)

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)
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Und damit gilt fiir die Geschwindigkeit in K”:

7t = %f'(t')
d N -
= 5 (M(®) - 7(t) = b(1)) (1.22)

— M(t)- 3(t) + M(¢) - Z(t) — b(t) |
= M(t' +to) - Tt +to) + Mt +to) - Zt' + to) — b(t' + to)

Fiir die Beschleunigung in K’ gilt:

=

at')y = M(t)-at)+2-M(t) o(t)+ M(t) - Z(t) — b(t) (1.23)

Bemerkung: Galilei-Transformation: gleichformig zueinander bewegte Koordi-
natensysteme
= gleichférmige Bewegung (@ = 0)

Aus
@) = 20()5() + N(OZ(E) — b(t) (1.24)
a=0
folgt
M =0 und E: 0
- I ' Gruppe 1.25
also b(t) =bg + U -t } bp (1.25)

7 (') = MoZ(t) — it — bg (1.26)
(') = Mov(t) — (1.27)
at'y=M-a(t) (1.28)

G"=G oG=(M oMM -G+d, M -b+1b) (1.29)

= Gruppe

1.2 Dynamik

Kinematik: Lehre von der Geometrie der Bewegungen ohne Riicksicht auf de-
ren physikalische Realisierung.

Dynamik: Lehre von den durch Krifte hervorgerufenen Bewegungen.

Kraft: Ursache einer Bewegungséinderung
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o Wird quantifiziert durch einen Kraftvektor:

F=| F | zB.: ABBILDUNG

° \iektogaddiﬁion:
F = Fi, + F5 z.B.: ABBILDUNG

o Messvorschrift:

1. Richtung(en) der Feder(n) und Verldngerung
2. Probekorper im Kraftfeld: z.B. Elektron im EM-Feld

1.3 Newton’sche Axiome

(1687) Wir betrachten Trajektorien #;(¢) von Massenpunkten mit Masse m;
(triige Masse)

e 1. Newton’sches Gesetz

— 1.Version: ,,Jeder Korper verharrt in seinem Zustand der Ruhe oder
der gleichférmigen geradlinigen Bewegung, wenn er nicht durch ein-
wirkende Krifte gezwungen wird, seinen Bewegungszustand zu &n-
dern*

d

E(mv(t)) =0 definiert Inertialsystem (1.30)

— 2.Version: Es gibt Inertialsysteme, in denen ein Massepunkt ruht
(rh = 0), wenn keine duflere Kraft angreift.

— Relativitatsprinzip der Newton’schen Mechanik: Gesetze der New-
ton’schen Mechanik sind invariant unter Galileitransformation

e 2. Newton’sches Gesetz

— 1.Version: ,Die Anderung der Bewegung ist der Einwirkung der be-
wegenden Kraft proportional und geschieht nach der Richtung derje-
nigen geraden Linie, nach welcher jene Kraft wirkt.“

— 2.Version: In Inertialsystemen gilt

. d . .

wobei das rechte Gleichheitszeichen fiir 1 = 0 gilt.
e 3. Newton’sches Gesetz

— 1. Version: ,,Die Wirkung ist stets der Gegenwirkung gleich, oder,
die Wirkungen zweier Korper aufeinander sind stets gleich und von
entgegengesetzter Richtung.“ (,,actio=reactio®)

— 2. Version:

—

Fij(t) = Fyu(t) (1.32)

mit ﬁij ist Kraft von Massenpunkt i auf j
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Konsequenzen: Der Einfachheit halber betrachten wir nur einen Massenpunkt

Bewegungsgleichung:

F(Z,7,1) (1.33)

5}‘ =
(Eine j:’—Abhéingigkeit der Kraft liegt z.B. bei der Reibung oder Lorentzkraft
vor)
Dies ergibt 3 Differentialgleichungen 2.0Ordnung. Man kann dies aber auch auf

6 Differentialgleichungen 1.0Ordnung reduzieren, was oft einfacher zu losen ist.
Hierzu definieren wir:

j=1i (1.34)
S
=y=—F(Z,7,d 1.35
j=—F@5,d) (1.35)
Dies ergibt nun 6 Differentialgleichungen 1.Ordnung.
Verallgemeinerung:
(flaglv"'vfnvgn) = (517"'75271) (136)
mit
z= f(z,t)
J2it1 = Z2it1 (1.37)
> = 1
Joi = Fi—
m;

Existenz- und Eindeutigkeitssatz
Seien ty und Zj gegeben. Dann existiert in einer Umgebung U von tj eine ein-
deutig Losung von 1.37 mit Z(tg) = 2, falls f in U stetig differenzierbar ist.

Heuristisch: 2 = f(z,t) (siche Abbildung)
Differenzierbarkeit: At — 0 moglich

Z0

sF-------
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e Integration entlang einer Trajektorie:

t1 t1 .
/ dtF(t) =m- / dtv = mi(t1) — mi(to)
to to

(1.38)
= ﬁ(tl) — ﬁ(fo) mit ﬁ: muv
o Arbeit:
tl - tl
A(tl,to)—/ v-Fdt =m- - Udt
1’50 to (1.39)
= —mu(t1)? — —mu(tz)?
mit kinetischer Energie T’ = 2muv?
o Kraftfelder:
F(t) = K(Z(1)) (1.40)
Konservativ:

P = VYV (1.41)
mit Potential V. Damit gilt fiir Konservative Kréfte die Integrabilitdtsbe-
dingung;:

0 0
—F, =—F, Vi, j 1.42
6:51- J 6,Tj bJ ( )
mit
o 0 0 o 0 0
6:51- al'j 6:51 J e al'j 6:51- al'j ( )
Einschub:
Die Integrabilitéitsbedinung ( 1.42) kann auch als
E€ij iF =0 Vi (1.44)
ijk 6,@]‘ k — .

formuliert werden. Der e-Tensor ist definiert durch
€ijk = —€jik = —€ikj i,7,k=1,2,3 (1.45)
Er ist total antisymmetrisch, und es gilt:

€123 = 1 (146)
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Der e-Tensor (Levi-Civita) ist z.B. niitzlich bei der Darstellung von Kreuzpro-
dukten:
(’17 X w)i = EijkVj Wk (1.47)

Ende Einschub

Krifte F , die die Integrabilititsbedinung ( 1.42) aijk%Fk = 0 erfiillen, sind
J
konservativ [in einfach zusammenh. Gebieten]. Fiir den Beweis definieren wir

Vgl(f):—/ F.dl mit (1.48)
1

ABBILDUNG
V ist wegunabhéngig! (aber Zp-abhingig)

X0

Abbildung 1.5: Beispiel fiir Wege unter konservativen Kriften

Dazu berechnen wir

Vgl(f)—v@(f):—/ ﬁ-df+/ F.dl
C2

1
=— ]{ﬁ-df (1.49)
sk [ (§xF)-dd
A
[einfach zusammenhéngend] # ABBILDUNG

Damit gilt: .
Fe V(@) = +V / Fdl = F (1.50)
o

1.4 Beispiele

1. Freier Fall mit Reibung (Newton-Reibung): Dies stellt ein eindimen-
sionales Problem dar:

Fr=|Fal . F,=|F,|ABBILDUNG (1.51)
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Reibung

Fr=c-v*  (Luft) (1.52)
Gravitation

Fo=m-g (1.53)
Bewegungsgleichung:

mg — ci? = mi (1 Differentialgleichung 2.0Ordnung) (1.54)

Ubergang zu 2 Differentialgleichungen 1.0rdnung mit v = i:

9 dv dv 1 1

mg—cv'=mv —>dt = —— = — 4

_ cw? 29 / ¢ c
m 1_ m—g'U 1+ m_gU

(1.55)

Es folgt mit fotl dt und ;' mit Anfangsbedingung to = 0, vo = 0 mit
v = ’U(tl)i

1+ val
o = /Dl — V2 (1.56)
Cg 1 — Lvl
mg
und damit (&, = ¢, v1 = u)
14,/
2t my
exp = ! (1.57)
m 1— . /<y
cg mg
2
Ao= M2 (1.58)

my

t

Abbildung 1.6: Geschwindigkeit beim freien Fall



1.4. BEISPIELE

17

~

- ®
Vg =
e

Abbildung 1.7: Raketenantrieb

2. Raketenantrieb

Keine dufleren Kréfte
d
E(Z mivi) =0
K2
Infinitesimal: vs = ||Ty|| , vr = ||Ug]l

—dm - U4+ mdigr =0

~ +1vg +mig =0

oder

Integriere [ und [ mit vg, =v(m1) und es folgt

my VR, m
In— = — N VR = —VgIn —
mo Vg ’ mo

Technische Verwirklichung: (z.B. Gerthsen)

vy o~ 108—10"Z  (bei 107°C)
S

mo
= ~ 6
m

Kreisbahngeschwindigkeit: 7,9 - 103%
Fluchtgeschwindigkeit: 11,2 - 1032

3. Starr verbundene Massenpunkte

(a) 2 Massenpunkte auf Schiene

F F12 F21

(1.59)

(1.62)

(1.63)

(1.64)

(1.65)

(1.66)
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F': dulere Kraft auf mq
Bewegungsgleichungen:

mljil = F—|— F12 (167)
moZo = —F1o (1.68)
r1 — X2 = const. Zwangsbedingung (1.69)
Es gllt fél = .fg
1 1
% —(F+ F12) = ——F12 (170)
my ma
m2
Fiog=——"-—F 1.71
o= (1.71)
1
P) = —F 1.72
= (1.72)

(b) 2 Massenpunkte im 3-dimensionalen Raum ABBILDUNG

miih = F + Fiy (1.73)
m2£2 = —ﬁlg (174)
|Z1 — Z2|| = const. (Zwangsbedingung) (1.75)
ﬁlg =cC- (fl - fQ) (176)
Schwerpunkt:
Tg = T F etz (1.77)
mi + mo
. 1 .
1.73)+(1.74) : ¥g=——F 1.78
ATHHLTY  Fs= —F (L7
Relativkoordinaten:
flg = fl — fg (179)
NT; =% — Tg (1.80)
[Koordinatensystem in Zg]
Bewegungsgleichung:
NGy = 2 ™2 FLiF (1.81)
i =—|— .
L= o U 12
o 1 mo — —
Nig=—— | ———F + F; 1.82
To . (ml iy + 12) ( )
. 1 - .
Fro= —F+ MFH (1.83)
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Arbeit:
2 t2 . .
=17t
t2 . - - .
:/ dt fl'F—i-FlQ'(fl—IQ)
o (1.84)

to . .
= / dtry - F
ty

t2 . . 2 t2 . .
[: / dtfs(ml + mg)fs + Z/ thfi . (mlAfz)]
t1 i=1 t1

Zwangskraft ﬁslg verrichtet keine Arbeit

ax — ®
<
° Xs
ml
X12

Abbildung 1.8: Schwerpunkt zweier Massepunkte
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Kapitel 2

Erhaltungssitze

2.1 Impulserhaltung

Ohne duflere Krafte ﬁezt = 0 gilt fiir ein System von Massepunkten m;

p= Zﬁl = konst. (2.1)
d.h.
=0 (2.2)
Beweis:
L d . .
NI WA Wt
i i i.j
= Futd Fy=) (Fy+Fy) 23)
i<j j<i i<j
=0 (3. Axiom)
Korollar:
]j’: Fewt (24)

2.2 Energieerhaltung

Fiir konservative Krifte F = —VV ist die Gesamtenergie eines Massenpunktes
(m = 0) erhalten, es gilt also:

1 .
E=T+V= Emfz + V() = konst. (2.5)

21
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Beweis:
1 cw  dx OV . -
E— Zomas oV an
i+ i~y
ZF -F
=ZF —#F =0

(2.6)

System von Massenpunkten:
Fiir konservative Kréfte mit Potential V(#) und Potentialen Vi, (||%; — Z;||) zwi-

schen den Massenpunkten m; und m;, mit V;; = Vj; ist die Gesamtenergie
erhalten,
N 1
E = Z(T + V(@) + 5 ; Vi; = konst. (2.7)
[ 1#£]

In dem System greifen an den Massenpunkte m; die Kréfte F; mit

F,=F,+ Z F_:ij (2.8)
i
mit
Foi = =ViV(T), Fij==ViVi;(|7i — %) = —F (2.9)

—

an. Es gilt (V;), = (6%, und i,j = 1,...,n indiziert die Massenpunkte;
a,b=1,2,3 indiziert die Koordinaten.

Beweis:
) D = 1 .o .
E = m;T; L5 +Z; ViV | + = &V, Vij+Z;V,;Vi
2| on) nlleal )| &8 Wenll
Fi(Foit Yy Fig) —Fui (@)a 574 —Fji
= Z [fzﬁzg - fzég} =0
i

(2.10)

2.3 Drehimpulserhaltung

Fiir Krifte Ej = ¢(¥; — ;) parallel der Verbindungslinie gilt Drehimpulserhal-
tung,

E = Zmzfl X fl = Zfl X ]5; = konst. (211)

L ist ein Pseudo- oder Axialer Vektor, da er unter Spiegelungen (Z — —i)
invariant ist, sich unter Drehungen jedoch wie ein Vektor transformiert.
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Beweis:
EZZ(@X@-F@XIL?})
i
= mM; €Eabeli, Ti. + Z x F
; i abc_;b ic ; i i (212)

:ZszEJ:Z(fleJ+fJXF}1):O
i#j i<j

2.4 Beispiel: Eindimensionale Bewegung (Ener-
giesatz)

Im Allgemeinen gilt:

mi(t) = F(t) (2.13)
mit z(ty) = xo, und Z(ty) = vo
Integration:
1 t
z(t) =vo + — / dt'F(t") (2.14)
m Jy,
1 t t
x(t) = o +vo(t — to) + —/ dt’/ dt"F(t") (2.15)
m to to
konservative Kraft
av
F(t) = ——(x(t 2.16
(t) = -2 ((t)) (2.16)

Damit ist F' = F(z(t)) und obige Integration erfordert Kenntnis von z(t). Ener-
giesatz:

E= %mi:Q(t) +V(z(t)) mit E = konst. (2.17)

und damit Dgl. 1. Ordnung

2
z(t) = i\/E (E—V(z(t)) (2.18)
Integration iiber die rechte Seite liefert x(t); Seperation der Variablen:
d !/
T — (2.19)
(B =V())

Integration von f:o dt’ und [ da’
Es folgt:

m mit xg = z(to) und z = x(t).

x d /
t =t + / I (2.20)
xo

V(B = V(@)
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Das entspricht einer Losung ¢(x, zo): Die Zeit t(x,x0) — to ist die Zeit, die von
o nach z bendétigt wird.
Beispiel: V = —

_c
241

Diskussion des allgemeinen Falls

Phasenraum: ABBILDUNG mit p = £4/2m(E — V(x))

(
q
Tl

Stationire Punkte z; (Fixpunkte): V'(zs) =0 und E = V(zy)
stabile Fixpunkte: V" (z) >0
instabile Fixpunkte: V" (z;) <0
Umkehrpunkte z¢: V(xp) = F und V' (2g) # 0
. _ T dx’ . .
Im Allgemeinen kann das Integral 2.20 t = ty + fzo TEEve)) nicht gelost

werden. In Umgebungen von Fix- und Umkehrpunkten ist jedoch eine Losung

mittels Taylorentwicklung moglich.
Umkehrpunkt: V(zg) = E, V'(x9) <0, o= xz(t) ABBILDUNG

Viz)=E —|V'(z0)|(x — z0) + ... (2.21)
p(x) = £1/2m|V’(z0)|(x — o) (2.22)
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Es folgt (x — xo > 0)

r dx’ 2m
t=1ty+ +---=19+ 7(1‘—,@0)4—...
20 2|V (20)|(z - 20)

[V (o)
(2.23)
Auflsen nach x:
V/
x(t) = zo + [V (o)l (t —to)? +O(t — to)? (2.24)
2m
Beschleunigte Bewegung mit Kraft
F = |V'(a)| (2.25)

= direkt aus V = E — |V'(zo)|(x — z0) ~ F(z) = =V'(z0) = |V'(z0)| (2.26)
Stabiler Fixpunkt: V/(zy) =0, V"(zy) >0

E

X
1
V(x) :E—6—|—§V”(xf)(:v—xf)+... (2.27)
V(zy)
Energieerhaltung:
Ezi—l—E—a—i—lV”(:v Yz —xyp)? (2.28)
2m 2 / '
:ﬁJrlv"(x Yo —zs)2=¢ (2.29)
om 2 ! '
Kraft:
F(z) = =V"(z¢)(x — xy) (2.30)
Bewegungsgleichung:
mi(t) = —V"(x,)(2(t) — 2) (2.31)
———

Ax(t)
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oder
mAZ(t) = =V (zy)Az(t)

Schwingungsgleichung, harmonischer Operator

Losung:

z(t) = x5 + Acos (wt + ¢)

lp(t) = —Awmsin (wt + @)
m

mit Amplitude A und Frequenz w = \/ V" (x)

z(to) = x5 = z(t) =z + Asin (w(t — to)

Energie:

2
_ P l 1 _ 2
E = 2m+V((Ef)+ 2V (xf)(x — )

1
=V(zys)+ §A2V”(xf)(sin2 (wt + @) + cos®(wt + ¢))

1
=V(xs) + §A2V"(wf)

E gegeben:

2¢e
A2 = —
V' (xy)

Instabiler Fixpunkt: V'(zs) =0, V"(zy) <0

\Y

mit e = E —V(zy)
Bewegungsgleichung
mi(t) = V" (xs)(x(t) — xf)
= V" (zp)|(2(t) — zy)

(2.32)

(2.33)
(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)
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v

Xf

Losung: (formal wie bei stabilem Fixpukt)

z(t) = x5 + Acos(wt + )

_ 1 _ /i "
w= mV”(If) =1 m|V (xf)
2¢e
4= \ V" (xy)

1. e>0:  x(to) = zy ABBILDUNG
2(t) = oy & |Alsinh(Jw| (¢ — to))
+:d(to) = x5 £ |A|
2. <0 z(ty) =zy+ A ABBILDUNG
z(t) = x5 + Acosh(|w|(t —to))
ABBILDUNG
3. ¢ = 0: ABBILDUNG

2.5 Zentralpotential

27

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.45)

WLr betrachten zwei M:issenpunkte mit Massen m; und ms und Krifte Fio =
—V1iV(||#1 — #2||) = —Fs1. Relevante Beispiele sind: r = ||T12| = |71 — Z2||

e Gravitationspotential

m1M2
V(r)=- —
e Coulombpotential
I qig2
V(r)= ——
( deg 71

Wir haben:

(2.46)

(2.47)



28 KAPITEL 2. ERHALTUNGSSATZE

1. Impulserhaltung
2. Energieerhaltung
3. Drehimpulserhaltung

Bewegungsgleichungen:

mlél = ﬁlg (248)

mgi"g = ﬁgl = —ﬁlg (249)

(1) P =md) +mais (2.50)
mit B =0 (2.51)

1 b 1 b -

(2) E= Eml:v% + §m2x§ + V(|| #12]) (2.52)
mit £ =0 (2.53)

(3) E = myZ1 X fl + Mmooy X Li"g (254)
mit L =0 (2.55)

Aus (1) folgt, dass der Schwerpunkt

L maTy + mads

Ty = i (2.56)
mit Gesamtmasse M = mq + mq sich gleichférmig bewegt: (siehe 3)
To=0 N Ty=To+ st (2.57)
Bewegungsgleichung fiir Relativkoordinate ¥ = &1
mi* = Fi5(F) mit reduzierter Masse m = m]1\74712 (2.58)
Es gilt
B =+ %F (2.59)
Ty = Ty — %F (2.60)
und damit
E = %Mﬁﬁ + %m# +V(r) (2.61)
L =Mz, X T +mi X7 (2.62)
mit
L= miZT1 X ;?1 + moTs X :?'2
= ma (& + ) x (8 4 T2+ ma(F, — T x (0 — ) e

- - o LM - LL
:mlxsxvs—kmrxrﬁ—l—m(:rs><T—|—:175><f’)

- ﬂ RG] - S05
—l—mgxsxvs+mr><rﬁ—m(xsxr+xsxf')
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Auswerten von (2) und (3):

(2): E=0= %(%m# +V(r) (2.64)

wegen Us = 0

1. 1
€= §m7’2 +V(r) mit ¢ =0,e = E — 5MfQKmzR.rG.rEREN???

(2.65)
Reduktion auf 1-dim Problem mdoglich!?
(3):E:0:%(mfx?):0 (2.66)
wegen s = 0: %(:1?5 X Ug) = Us X Us = 0 und damit:
= mix #mit [=0 (2.67)
dass heifit
Fxi=0 2.68)
[7=0,lF=0 (2.69)

= Die Bewegung erfolgt in der Ebene senkrecht zu | (f Normalenvektor)
Geeignetes Koordinatensystem: [ || é3

/0
'=(o (2.70)
!

Auflerdem hingt v nur vom Radius r = ||@12|| ab:

R = (xll - ‘T21)2 + (‘le - 1'22)2 (271)
= Polarkoordinaten
X1 =TCoSP (2.72)
xo =rsing (2.73)
mit
&1 =7 cosp — rgsing (2.74)
&g = 7 sin @ + ¢ cos p (2.75)
A2 =2 4?2 (2.76)
~ cos
und damit, mit [ = [|I||, &, = £ = [ singp
0
1 1
E= §m7'“2 + 5mr2¢2 +V(r) (2.77)

L=mr?p (2.78)
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. . . —sing . 0
mit 7= L(ré,) =ré, +ré,, é=¢ | cosp |:éxé=¢|0
0 1
Aus (3):
1.
L2pr = L it =0 (2.79)
—mr = mi = .
2 L4 2mr?

2. Flichensatz (2. Keplersches Gesetz) aus [ = 0: ,7(t) {iberstreicht in einem
Zeitintervall dt die fixe Flache dA“

S DR
dA = 57 X rdt = 2mldt (2.80)

v(t)dt

r(t+dt)

r(t)

Wir haben eine 1-dim Bewegung, wegen (1):

1
E= §m7'°2 + Verr(r) (2.81)
mit
2
Vers(r) = 5—5 +ol(r) (2.82)
Integration der Bewegungsgleichung mi = —W%f(r) = V(1)

1. Kreisbahn: Eg = Vegs(rp) und VY (rp) = mrpo® +V'(ry) =0

V'@l 2,83
mry

N p==

2. Periodische Bahn: ro = r(t9) ABBILDUNG

,r,/

" d
Hr) = to+ (2.84)
0 /ro \/% (E—V(’I’/)—L)

2mr’2
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Veff(r)

€2l

el | I !

OpF-------=

Abbildung 2.1: Effektives Potential

mit Periode T:

1 /
T 2/ dr
w2 -V - 5a)
Winkel: ¢(tg) =0
. l
Y= mr?

31

(2.85)

(2.86)

I r(t) 1 I r(t) dr'
m@(T):_/ dr/.—2:—/ .
N
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Kapitel 3

Keplerproblem

Dieses Kapitel behandelt die Berechnung der Bahn von Himmelskérpern (Pla-
neten, Monden, Asteroiden, Kometen).

In unserem Sonnensystem

Sonne

Durchmesser: 1.4 -10° km
Masse ms,:  1.99-10%° kg
Mgy 1.33-1020

Erde

Durchmesser:  12.76 - 103 km
Perihel r_: 0.98 AE
Aphel r:  1.02 AE
Mittlere Bahngeschwindigkeit: 29.8 kTm
Masse m: 5.98-10%* kg

Ceres (Zwergplanet)

Durchmesser: 900 km

Perihel r_: 2.54 AE

Aphel r: 2,99 AE

Mittlere Bahngeschwindigkeit: 17.9 kTm
Masse m: 9.35-10%° kg

Gravitationspotential
Fiir das Gravitationspotential eines Korpers gilt

mimso = mimso
r T

7 (3.1)

33
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3.1 Virialsatz

“Die mittlere kinetische Energie eines Massenpunktes im Gravitationspotential
ist gleich der (negativen) halben potentiellen Energie.”

T—00 T T—00 T

i L ——1 im 1 ’ T
Jim —/O aT(t) =~ 3 | /O AtV (2(1)) (3.2)

Allgemeiner Virialsatz:

LT 1. 17 L =
Tlin(lo;/o dtT(t) = — 5711_%0;/0 dt;ri - F;
mit der Newtonschen Bewegungsgleichung

meds =4 =
und mit beschrankten Bewegungen und Impulsen

|7l <ei < oo

193] <di < o0
(3.3)
Beweis:
d
%ZTZ Di ZTZ pz"’ZTl pl
_22 m; 7‘1 Zn-Fi
i ‘\/—/
T;
Wir setzen
T=Y"T
und integrieren
1 T 1 1
—(r;-p:) (¢ =2— dtT — dt B
s o) =2 [larw 2 [ S
(3.4)

Da 7 und p’ beschréinkt sind, konvergiert der linke Ausdruck fiir 7 — oo gegen
Null. Es folgt:
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Fiir periodische Funktionen geniigt es, iiber die Periodendauer 7' zu mitteln
(Clausiussches Virial):

(T)p=— % <Zﬁ- ﬁ> (3.6)
T

Fiir konservative Krifte setzen wir den Gradienten des Potentials ein:

<T>—+%<Zﬁ- ﬁ--Vi> (3.7)

2

Fiir uns ist besonders der Fall eines Massenpunktes in einem Zentralpotential
interessant:

(T) =3 <r‘98—‘:> (3.8)

Der Operator r% “z&hlt” Potenzen, r%r" = nr”. Damit erhalten wir fiir Po-

tenzpotentiale
V o=yt

den Virialsatz

1
(T) =5(n+1) (V) (39)
Eingesetzt fiir das Gravitationspotential mit n = —2:
1
(1) == 5V) (3.10)

3.2 Bewegung im Gravitationspotential

Beispiel: Wir betrachten das Subsystem Sonne-Erde im Sonnensystem.

wond
(©] @ @- @
Merkur Venus Erde Mars

Sonne

Um diese Vereinfachung zu begriinden, schitzen wir die “Stérungen” durch
Mond, Venus und Mars ab:
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Mond

Der Mond ist ein Erdtrabant. Wir betrachten das System Erde-Mond als
ausdehnungslose Masse im gemeinsamen Schwerpunkt.

Masse mgya: 6.05-10%4kg
Masse Mond mys:  7.35-10%2kg
Abstand Erde-Mond dpop:  3.56 - 105 km — 4.07 - 10% km

Venus

Masse mye: 4.87-10%* kg
Perihel r_: 0.72 AE
Aphel r: 0.73 AE
Abstand zur Erde d_y.g: 0.26 AE
d/+VeE: 1.74 AE

Relative Gravitationskraft: ——y™ys™e . (—”ymSOmE)

2
VE dSoE

mve . [ dApheisor
- mso d_ver

= 245-1076.154=3.77-107°
Mars
Masse Mazars: 6.42-10%3 kg
Perihel r_: 1.38 AE
Aphel r1: 1.67 AE
Abstand zur Erde d_jrqr:  0.37 AE
d+MaE: 2.68 AE
Asteroidengiirtel

Saturn

Jupiter

Wie man am Beispiel der Venus gesehen hat, ist der Einfluss der anderen Him-
melskorper auf das System Sonne-Erde gering. Die Reduktion auf ein Zweikor-
perproblem ist sinnvoll. Wir betrachten zwei Massenpunkte mq, mo.

Reduzierte Masse:

mimsa

= e Rmy<ms M1, M =mq + mq (3.11)
1 2
Effektives Potential:
Mm 12
Vers(r) = ===+ 53 (3.12)
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Veff(r)

Abbildung 3.1: Effektives Potential

P

E=Veff

Abbildung 3.2: Der Phasenraum des effektiven Potentials

Umkehrpunkte
E=Veps(rs)
Mm Mm 12
mre=—ng TVOgp g
Fixpunkt
‘/fo (Tf) =0
l2
= = 2
20/2,3
v*M*m
Br=— 1" """
! 212
Bewegungsgleichung
. mM 2
mi = —ry

r2 mr3

37

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)



38 KAPITEL 3. KEPLERPROBLEM

3.2.1 Direkte Losung

Mit der Drehimpulserhaltung [ = konst. wandeln wir die ¢-Ableitung in eine
p-Ableitung um:

d I d
— 2 —

damit gilt fiir 7

£ _1d 1 d
dt2  mr2 de mr? dp

2
Pldid 5.15)
m2 r2 dp r? dy
2 ,d ,d
m2" dp dp
mit
1
p==
d 5d1 d ,14d d?
ORI S S . (3.19)
de” dop de” p*dp  dp?
die Differentialgleichung (3.16) nimmt nun die einfache Form an:
2, (d%
—p* | —5 =ymMp® 3.20
p (dw2+p) ymM p (3.20)
wir definieren
N m2M
P=r—1"]
d’p
Losung:
p=bcos(p —¢) (3.22)
Auflésen nach r
2 1
= 3.23
2 m2M~y 1+ ecos(p — ¢') (3:23)
mit
bi?
€ =—g—r (3.24)

m3 M-y
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Bestimmung der Exzentrizitét e:

12 1

= 3.25
" Mm2y1Fe (3.25)
Grofle Halbachse
1( tr) 2 1
a:=s(ry+ro)=—%5">
2 Mm?y1—¢ (3.26)
Mm
=(3.13) — VE

und damit

/ 2F12
e=4/1 + W (327)

Klassifizierung der Losungen (1. Keplersches Gesetz)

Kreisbahn:

520:E:Ef=wundr=rf (3.28)
Ellipse:

0<e<l:Ef<E<Oundry=(1xe)a (3.29)
Aperiodischer Grenzfall:
12

5:1:E:0und7°_=m (3.30)
Hyperbel

e>1 :E>0undr_=(1-¢)a (3.31)

3.2.2 Lo6sung durch Integration

Die direkte Losung fiihrte zwar auf eine einfache Differentialgleichung, den har-
monischen Oszillator, diese Riickfithrung bedurfte jedoch eines nicht-konstruktiven
Weges iiber die Substitutionen p und p. Im Allgemeinen ist die Integration hilf-
reicher. Ansatz: Setze Vjrq in o(r) ein.

T d,r,/
o) = [ -
r_ 7,/2\/2l_2m(E+,.YA4m_ )

T’ 2mr

(3.32)
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Wir benutzen ‘%/ = —dp’ mit p’ = L analog zur direkten Lésung. Es folgt fiir

e<l,a>0:

/

o(r) :/ 7 \/21lnE (1- “

2ap ) —p?
/

-
\/ 52 1) 1_ 2ap) p/2
mit p = [af - p

dﬁ

/ “lal
" lal \/(52 5+ 2

es folgt

|a

r _— arcsin 7|E —l‘p—l -
@()_|a|[ ( c .

T

Wir benutzen

oo MM
Y
2FI2
r_—a<1— 1+7M2m3>
=a-(1l—¢)
~ e 1||| l=14+¢l-1=¢

und damit

e2—1|ld 1

arcsin | ——— | = arcsin(1) =

Die Losung ¢(r) ist

@ () —arcsi 1- e 1]l T
|a|<p r) = arcsin . 5

und als Funktion

~a(l—e?)
~1+ecosy
€

a(l —e2?)

()

~ b=

mit p(r_) =

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)
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fiir die Periheldrehung gilt

14
a
1—|e® 1] —
. T+ ™
Ap =2p(ry) =2 | arcsin + 5
€
=2 (3.42)

3.2.3 Keplersche Gesetze

1. Keplersches Gesetz “Die Planeten bewegen sich auf Ellipsen, in deren
einem Brennpunkt die Sonne steht.”

E >0:¢e>1 Parabel
E =0:¢e¢=1 Hyperbel
E <0:¢e<1 Ellipse

my? .

Ez—WMS:OKreiS

(3.43)

2. Keplersches Gesetz “7(t) tberstreicht im fixen Zeitintervall eine fize Fld-
che.”

dA = —dt 44
5 (3.44)

3. Keplersches Gesetz “Die kubische Potenz der Halbachsen sind proportio-
nal zum Quadrat der Umlaufzeiten.”

Flache A
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M
b=ay/|1—¢e?| ,a:—72—g

z1(p) =r(p) - cos
z2(p) =r(p) -sing

KAPITEL 3. KEPLERPROBLEM

2
a
E+#0 :(:101:|:(>3|a|)2:|:b—29c§:a2
Fliche:
T l
A:Tr~a-b:/ —dt = —T
0o 2m 2m
und damit
Lo aM~(1—e?)
m Y
M~(1—e?
na?\/|1 — 2| = aMr( e)T
2
.— ﬁLMa (3.45)

Fooae ) d

3.3 Lenz-Runge-Vektor

X1

Wir hatten berechnet, dass es im Gravitationspotential keine Periheldrehung
gibt: Dies ist ein Hinweis auf einen neuen Erhaltungssatz.

S =px [+mV(r)7

mit§:O

(3.46)
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Beweis:
=0

gzﬁx f—i—ﬁx f—i—m(f’ ﬁV)F—i— mV(r)?
—~—
=0
!

. . . Vv .
=—VV x4+ m(F - 7)F— +mV¥
r

/ . 4 .
=— K(F>< l)—l—m(ﬂﬁFK—l-mVF
T T
4 . . 7 .
= — —7x (F x mi) + m(F - F)i— + mVF (3.47)
r r
V! ) ) \ )
=— — 7 X (FFx mi) +m(7- 7)F— + mVF
T N e’ r
V! 5 5 . V! .
= — — —(mr?*F — m(7 - 7)F) +m(F - P)F— + mV7
T T
V! . .
= — —(—mr*F) + mVF
,
= FV + V)
Im Fall n = —2 gilt 7V’ = —V und somit
S=prV' +V)=0 (3.48)
3.4 Relativistische Korrekturen
1. Relativistische Masse
m :&2 (3.49)
-4
2. Energiedichte des Feldes:
—(=VV)?
Eqg=——" 3.50
— (3.50)
—yM
mit V = 1 (3.51)
1 M3y
EFg=—— 3.52
e 8m 1t (8:52)
Masse bei Radius r: (WW-Stérke)
1 . 1 M2
M,= M —E/ . d ,TEG(H:TH) =M + 57@ (353)
M=Meq ||| >
Auflerdem nehmen wir eine Kreisbahn an:
2
M
o, Em (3.54)

r 72
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Es folgt
> 7m0v2 n mo v* ymoM (3.55)
2 4 c? r '
moM v? moM?>
_ — 3.56
"o 2 2r2¢? ( )
v? moM 3 ,mM?>
=my— — — 3.57
o c? r 47 r2c? ( )
V(ir)= —=Mm 4 o (358)
mit = —342 7"3242 (3.59)




Kapitel 4
Lagrangegleichungen

Motivation: Entwicklung eines allgemeinen formalen Rahmens zum Behan-

deln allgemeiner physikalischer Systeme. N Massenpunkte mit Koordinaten z1, . ..

und Zwangsbedingungen, wie z. B. zwei Massenpunkte mit konstanten Abstand
4 =gl = L.

Wir fithren verallgemeinerte Koordinaten ein und klassifizieren die Zwangs-
bedingungen.

4.1 Verallgemeinerte Koordinaten und Zwangs-
bedingungen

Gegeben seien N Massenpunkte in einem 3-dim Raum mit kartesischen Koordi-
naten:

(1(t),...,z3n(t))

Es werden nun Verallgemeinerte Koordinaten ¢; (mit i = 1,...,3N) ge-
wahlt. Man stelle sich fiir ¢; beispielsweise Kugelkoordinaten (7, ¢, 0) oder Zy-
linderkoordinaten (r, ¢, z) vor. Je nach Geometrie des Problems kénnen aber
auch andere generalisierte Koordinaten sinnvoll sein.

x; = xi(q1(t), ..., qsn(t);t)
¢ = qi(w1(t),...,xan(t);t) (lokal)

Beispiel: 1 Massenpunkt mit kartesischen Koordinaten (z1,z2,x3) bzw. Ku-
gelkoordinaten (7, ¢, 8). Es ergeben sich die bekannten Transformationsgleichun-
gen:

21 =rcospsind

To = rsinpsinf

x3 =1cosf
Im Allgemeinen unterliegen die Bewegungen Zwangsbedingungen, z. B. Pendel:

ABBILDUNG
3+ a2k +ad = R?

45

y L3N
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X3

X1

Abbildung 4.1: Massepunkt mit Kugelkoordinaten

Der Abstand des Pendels zum Ursprung bleibt konstant » = R, &ndert sich also
nicht mit der Zeit 7 = 0.

4.1.1 Kilassifizierung der Zwangsbedingungen

Die Zwangsbedingungen kénnen in verschiedene Unterklassen aufgeteilt werden:

1. Holonome Zwangsbedingungen

f,\(xl,...,ng;t)zo )\:1,...,A

Beispiele:

(a) Zwei Massenpunkte mit Koordinaten (y1, y2,y3) bzw. (21, 22, 23), die
sich mit konstantem relativen Abstand L auf der zo-Achse bewegen.
ABBILDUNG

fi=n , fa==2=
fo=ys , fi=2z3
5= (yz —22)2 - L?

Die Bewegung findet statt im R3*" = RS und reduziert sich aufgrund
der A =5 Zwangsbedinungen zu einem eindimensionalen Problem.

(b) Man betrachte die Bewegung eines 3-dimensionalen Pendels auf einer
Kugeloberfliche (Kugel vom Radius R). ABBILDUNG

fi =23 + 3 + a3 — R?

Jede unabhingige Zwangsbedingung f)\ kann dazu benutzt werden, eine
Koordinate aus den Bewegungsgleichungen zu eliminieren:

(Ila"'axfiN) —’(Q17---7QSN—A)
x; = xi(q1, - - -, q3N-A; )
mit fr(z1(q1,. .., @3n-n3t)s- . 23N (g1, ..., q3n—A3t)) =0

Holonome Zwangsbedingungen beschreiben also eine 3N — A =: K - di-
mensionale Mannigfaltigkeit My im R3Y. Die Bewegung findet auf My
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statt, wobei My = {# € R3V|f\(Z,t) =0 VA}.

An dieser Stelle soll nicht genauer auf die Definition einer Mannigfaltig-
keit eingegangen werden. Es geniigt, sich diese als Hyperfliche (ohne Ecken
und Kanten) im 3N-dimensionalen Raum vorzustellen, beispielsweise also
als Oberfliche der Kugel vom Radius R im R? (Beispiel b).

In Beispiel (b) gibt es nur eine Zwangsbedingung, also A = 1. Man kann
nun Kugelkoordinaten (r,¢,6) withlen' und mit Hilfe der Zwangsbedin-
gung die Koordinate 7 eliminieren und durch das konstante R ersetzen:

(xlvaax:)’) - (9079) :
21 = Rcospsind
x2 = Rsinpsinf ) f1=0
r3 = Rcosf

e Skleronome Zwangsbedingungen:
Bei ,,skleronomen® (starren) Zwangsbedingungen tritt keine explizite
Zeitabhéngigkeit der f) = Es gibt ¢; ohne explizite Zeitabhéngigkeit!

e Rheonome Zwangsbedingungen:
Bei ,rheonomen* (flieenden) Zwangsbedingungen tritt im Gegensatz
zu den skleronomen Zwangsbedingungen eine explizite Zeitabhéngig-
keit auf.

2. Nichtholonome Zwangsbedingungen

(a) Ungleichungen
(@1, manst) 20

Beispiele:
e Gas in Behilter
e Fadenpendel

(b) Geschwindigkeitsabhiingige Zwangsbedingungen
fnlxr, .o 23N, 21, .., 3N t) =0
oder in differentieller Form
wy = ZcAjd:cj +exdt =0
J

. wx . exnj = cxj(x, ..., x3n;1)
mit f\ = = = cxiZi +cxe und Y J
f)\ dt ; A A Caxt = CM(,Tl,...,,’EgN;t)
Falls wy integrierbar ist mit F)\ = [w) wegunabhéingig, so ist die
Zwangsbedingung holonom: F\ = F)(z1,...,z3N;t)

IDie Wahl von Kugelkoordinaten als generalisierten Koordinaten bietet sich natiirlich auf-
grund der vorhandenen Geometrie an
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Abbildung 4.2: Beispiele fiir nichtholonome Zwangsbedingungen (Gas, Faden-
pendel)

Integrabilitdtsbedingung: dwy = 0

Ocxi  Ocx Jcxe  Ocxs
W Z <—axi Bacj) Ty Ndrj + ; < oz, It ) T; N\

4.1.2 Geometrische Interpretation und Bewegungsgleichun-
gen

Holonome Zwangsbedingungen:

Holonome Zwangsbedingungen beschreiben einen K = 3N — A-dimensionale
Mannigfaltigkeit My im R3V. Die Bewegung findet auf M statt.

t fix:

X3 f(X1,X2,X3:t)=0
¢ J 51
! X2 T
X2
X1
Tangentialvektoren 7, ..., Tk : 7, = Orilqr, -, qx;t) =1 K

o0 ey
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Linear unabhingige Zwangsbedingungen: Matrix T mit Eintrégen Tj; = 7;,; hat
Rang K.

Ofr(x1,...,x3N;t)

Normalvektoren y,...,0Up :  Ur; =
) 6:101-
Ox; 0 0
mit Orthogonalitit: 7 -0\ = i I = A =0
Oq Oz;  Oq
Die Matrix N mit Ny; = vx; hat den Rang A.
Beispiel: 4.1.1 (b):
X3
o)/ |
r |
¢ : X2
\_/\\\ !
X1 ™
(Il,IQ,.Ig) $%+$2+$3 R2
7= (r,¢,0)
Z=(r osgosm9 rsin @ sin @, r cos 6)
Tangentialvektoren:
—singsinf —singp
Ty cos go sinf | =rsinf | cosyp | =rsinfé,
0
o7 €os p cos 0 A
Tg = — = sinpcosf | =réy
—sing
Normalenvektor:
a:l + a:2 a:
x1/r
r=Vf= xofr | = 2ré,

x3/r
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Wir zerlegen die Bewegungsgleichungen in Tangential- und Normalkomponen-
ten:
In Vektorschreibweise:

M - = F mit My; = 6;;m;
und my = mo = msg,
my = mgs = Mg, .. .
Mm3N—2 = M3N-1 = M3N
Die Kraft hat die Tangentialkomponenten ﬁT und Normalkomponenten ﬁy mit
F=F +F mitF  Hh=0=F, -7 VAl
Damit:

Tangential: (M CF— ﬁ) -7 =0

in Komponenten: Z (m;g; — F;) T4 = Z (m@; — Fri)m,; =0

7 7
Es liegt nahe, die tangentialen Gleichungen als dynamische und die normalen
als geometrische zu sehen.

Einfachstes Beispiel: skleronome Zwangsbedingungen:
z; =xi(q1, - - 4K)

mit Geschwindigkeiten

Verrichtete Arbeit:

Normalkrifte verrichten keine Arbeit. .
Fiir unsere Beispiele sind die Zwangskrifte F, normal. Mit dieser Annahme for-
mulieren wir das d’Alembertsche Prinzip: 1 =1,..., K (holonom)

(mu@; — Fy) 1 = (mydty — Fri) 1 =0
In ﬁT sind keine Zwangskrifte enthalten:
Fz-7i=0 ¥
Man nennt 7;;0¢; virtuelle Verrickungen

0x; = 11,;0q
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Allgemeine Definition virtueller Verriickungen

1. Virtuelle Verriickungen erhalten die Zwangsbedingungen:
Sei f(i[:l, ce ,{E3N;t) =0
holonom:

Ia(zr + 0z, ..., 235 + dxgn;t) =0

= Zafk&tl Z’U)‘ 17’1 léql =0

virtuelle Verriickungen unabhéngig!!

2. keine ,,Zeitverriickung®: t = 0
holonom: Betrachte infinitesimale Translation entlang der Trajektorien
Ty = xi(qlv" 7qK7t)

dI’L =T 15(11 (%
ox ox
Fa(@y + 61 + =16t .. 3N + ST3n + —— 5t t + Ot) =
ot ot
skleronom: 68””; = 85‘ S = 0 = virtuelle Verriickung dz; = d;

Nichtholonome Zwangsbedingungen: d¢; i. A. abhéngig

d’Alembertsches Prinzip:
Z FZi(SZZ?i =0

Wir benutzen die Verallgemeinerten Koordinaten, um Bewegungsgleichun-
gen zu standardisieren:
verallgemeinerte Krifte:

Q= Fim;

und damit (holonom):

E m&im = Q)
i

Verallgemeinerte Geschwindigkeiten: z; = z;(q1,...,qx;1t)
T = — = Ti =T
i 8ql qi 8 l qu 8 8QZ [ X
Wir schreiben:
, d . :
TiTl,i = E (Iﬂ'l,i) - IiETl,i

d (. 0 . d
=\ Tig ) —Ti T
at \""og "
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Der zweite Term kann wie folgt umgeformt werden

d o 9 92
T G 5 T agar”
)
C Oqld”

gen

Es folgt fiir die linke Seite der Tangentialkomponenten der Bewegungsgleichun-
6$1> )

Zm szl [ Zmz |:E (xz 8q1 - xi(?_ql q_fbi:|
d 0 . 0 1

dt 0q;
d 0
—<aa—q¢‘a—qz)z g it

und damit die Lagrangegleichungen 1. Art: (holonom)

dor oT
Ea—m—a—ql—@ (4.1)

mit T = %Zl m;i? und Q; = Fi7y ;.

Nichtholonom: éx; = g—”é?éqi mit z; = z;(q1, .-, qK;1)

und damit
d 01 o

, o1
;mszzél'l = Z (aa—qlimzfﬂz — a—qlgmzflﬁ) 5ql

il

Es folgen die allgemeinen Lagrangegleichungen 1. Art:

> <i8—T _or Ql> 51 =0 (4.2)

; die Definition der Tangentialvektoren 7;; = 22;’

: _ ox;
mit @Q; = Fim; = Figars
gilt allgemein!
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e Holonom: Zwangsbedingungen erhalten fiir beliebige dg, damit folgt Glei-
chung (4.1).

e Nichtholonom: Zwangsbedingungen erhalten fiir bestimmte Kombinatio-
nen (d¢qi,...,dqk ), unabhingige Variation der d¢; nicht moglich!

Konservative Krifte:

oV
F;, =
6:@»
Die verallgemeinerten Krifte folgen als
Ox; OV oV
@ & Oqi Oz; oq
Wir setzen Q; = —g—;/l in die Lagrangegleichungen 1. Art ein, Gleichung

(4.2), und erhalten die Lagrangegleichungen 2. Art:

doT-V) 9T-V) _ . oV
; (dt 9 90 0 =0, mit 9 =0.

Die Kombination T'— V ist die Lagrangefunktion: L =T —V
Es folgt

4.1.3 Zusammenfassung

e Virtuelle Verriickungen 0"
Z erfiille die Zwangsbedingungen zum Zeitpunkt ¢.
Z + 0 erfiille die Zwangsbedingungen zum Zeitpunkt ¢.

e Tangentialvektoren:
Zwangsbedingungen erfiillt fiir z;(q1, . .., qx;t) mit K = 3N —A, A Anzahl
der unabhéngigen Zwangsbedingungen: 7, ..., Tk
Ox;
T = i holonom u. nicht-holonom

oq
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e Normalenvektoren:

=0 VLA ~AX=1,...,A

holonom: Zwangsbed. fx(z1,...,zsn;t) =0
Uni = O/
A, 8:101-
und damit

_0m O Oh

7 - = = =0
e Oq Ox;  Og

Beispiel: 4-6 unten (SEITENZAHL KORRIGIEREN!)

Erhaltung der Zwangsbedingung:
0% = (Z(q1 +9q1, - .., qx + 0qx;it) — Z(q1, - - ., qK;t))
IE+6T5t) = 67 -V fr + [r(@t) + O(37?)

0T = L o2, !
=015 VIx = dqii -V =0
a

o d’Alembertsches Prinzip: Q; = Fi7;

> (mid; — F)ow; = (mid; — Fi)7:0q =0

i il

Z Fzim.i0q 20

il

Bewegungsgleichung kann gelost werden ohne Kenntnis der Zwangskréfte
Es folgt aus ). (m;&; — Fi)dx; =0

mit 4-11 unten - 4-12 (KORRIGIEREN).
Bemerkung: siehe 4-7 (KORRIGIEREN)

3 (i — Fy)oa; = (M - ﬁ) -6F mit My; = midi;— > 4.13KORRIGIEREN

4.2 Geschwindigkeitsabhingige Potentiale
Wir starten mit L =T —V

d OL 0L
> (a5~ ) b= (43



4.2. GESCHWINDIGKEITSABHANGIGE POTENTIALE

und

Frage: Fiir welche allgemeinen @); gilt Gleichung 4.37
Antwort:

dov oV

R

= Lagrangegleichungen 2. Art fiir Potentiale mit Kraft @; in 4.5.

Wichtigstes Beispiel:

55

(4.5)

Lorentzkraft in der E-Dynamik (Kraft auf Teilchen im elektromagnetischen

Feld):

aus Potential

_, = 10A
E=-Vo— ——
L4 c Ot
B=VxA

gegeben.

oo 1024 - (o - %) 47 -
2
= A2y = 28
v 2 0t? (V + c ot ¢’
Aus (%) folgt die Kraft mit
oV ddV _ 9p qO0A. qd

Fi:_a:cfr%avi__qaxi E(’“)xiv cdt’
B dp n g(’“)Al B gaAi B gaAi
o q(?:z:l- c 0x; vl c Oz vl c Ot

B dp  10A; 1 OAm
=50~ g+ g b~ ) )

1 .
=q <EZ + —(UX B)1>
c
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4.3 Lagrangegleichung mit Dissipation

1 Massenpunkt: B
Faiss = —n|0" 17
e Gleitende Reibung n =0
e Viskose Reibung n =1
e Luftreibung n =2

Fiss kann nicht aus einem Potential gewonnen werden. Aber (¢ = v)

~ OR . 1 .
Fdiss = _8_(] mit R = n—H’yn|’U|n+1

und damit (allgemein u. holonom)

4oL oL _ oR
dt 0¢  Oq oq

nicht holonom:

(ia_L_a_M%)a 0
atog  oq  o0q ) "

4.4 Zwangskrifte

Beschrénkung auf skleronome Zwangsbedingungen.

Bisher hatten wir die Bewegungsgleichungen auf den dynamischen Anteil redu-
ziert. Wir sind jedoch auch an den Zwangskréften interessiert, z. B. die Kraft
auf eine Schiene. Das bestimmt die Materialeigenschaften wie Zugfestigkeit etc.
Wir schreiben fiir ein System von N Massenpunkten u. m; = m

mi; = F; + Fy; i=1,...,3N

und benutzen

d d 82171'
Z:_’L:_nln: nln 7.71.771 s :17---;3N_A
mi dtx dtT R} Tn,iQn + aqnaqmq q n,m
KORREKTUR in der Gleichung oben fehlen die Massen, und m ist als Index
ungiinstig!!!

Damit kénnen wir die Bewegungsgleichungen auf den Normalraum projizie-
ren: A=1,..., A

mi’i”)\,i = ml—‘i\lanQm = ru\+ FZV)\
mit Zusammenhang
0%x;
F>\ = * U\ 5
" 000,

I‘fm : Eigenschaft der Mannigfaltigkeit My .



Kapitel 5

Der Lagrangeformalismus

Wir haben die Lagrangegleichungen aus dem d’Alembertschen Prinzip herge-
leitet. Sie folgten aus infinitesimalen Verriickungen unter der Erhaltung der
Zwangsbedingungen fiir konservative Kréfte:

d oL IL
ZI: (Ea_ql - B_ql> g1 =0 (5.1)

Hamiltonsches Prinzip: Wir werden sehen, dass ¢(t) mit (5.1) als Extre-
mum von

/dtL((j,(f;t) (5.2)

folgt. Diese Extremierung fithrt zur Variationsrechnung (Prinzip der klein-
sten Wirkung).

5.1 Variationsrechnung

Einfithrendes Beispiel:
Die Trajektorie ist gegeben durch:

x1(T)
x2(7) (5.3)
z(x1,22)

Der Parameter 7 parametrisiert dabei die Kurve:

7= (2) (5.4)
(7o) = o (5.5)
f(Tl) = fl (56)

z = z(x1,x2) (5.7)
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Z1

S X2

X1

Abbildung 5.1: Beispiel fiir verschiedene Trajektorien. Gesucht ist die kiirzeste.

mit:

Ein infinitesimales Wegstiick ist gegeben durch:

ds = y/dx? + dx3 + d?
dxry 2 dza 2 rdz\?
“m\w) (&) &
i i (5.9)

Weglénge:

S

/0 " s
: (5.10)

/Tl drI(Z,z;T)
S[E()]

Man nennt S[#(7)] ein Funktional, hier eine Abbildung von (Z : |19, 71| —
R?) nach R.

Wir suchen Extrema von S in Abhéingigkeit von Bahnkurven Z(7). Das Mi-
ninum von S|[Znyin] bestimmt den kiirzesten Weg von o nach 1)
z(o) z()

Dazu variieren wir die Bahnkurven:

ABBILDUNG
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Dabei ist dZ(7) beliebig mit:

8% (10) = 6% (11) (5.11)
=0 (5.12)

Es soll also keine Variation von Anfangs- und Endpunkt auftreten.

Der Weg

@

ist minimal, wenn ...

Ve, 8% : S[Z(T)] < S[E(T) + edZ(7)] (5.14)

ist maximal, wenn ...
Ve, 02 : S[Z(1)] > S[Z(T) + edZ(7)] (5.15)
5.16)

Bemerkung: §Z(7) ist nicht infinitesimal:

SZ(T) : [10,71] — R?

Das bedeutet die Bedingung

d - S !
o E:05[:1:(7') +e62(1)] =0 (5.17)

fiir £(7) extremal.

Diese Forderung bedeutet:

d ! ) )
= / drI(% + e, & + e6d;7) = 0
de e=0 To

T1 .

o Ox; & 7; @

:/ dr |:(55L'lg + i (51‘18—_{) —dmi aI:|

or;  dr \' oz, dr 97; (5.18)
:/ dréx; 2 — iﬂ + ox; 8] "
0 o0x; dr 0%; 0Z; 1m0

=0, da: 6Z(70)=0&(71)=0

m ol d oI

Da dz; beliebig war mit 6Z(ro) = §Z(m1) = 0, folgt:
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oI _d ol _
ox; dr afz B

Dies ist die Eulersche Differentialgleichung der Variationsrechnung.

5.2 Hamiltonsches Prinzip

Feststellungen:
1. Die Eulersche Differentialgleichung hat die Form der Lagrangegleichungen.
2. Die Herleitung der Eulerschen Differentialgleichung war allgemein.

Es folgt mit S[g(t)] = [* L(7.q:1):
Das Extremum von S[q(t)] ist gegeben durch:

d t1 . .
| slate) + oa10)] = / QL(G+ 67 G+ 65 1)
= o (5.19)
_ / ' 5 [8_1’ _ i@_L} Lo
o to T oq dt ¢, N
mit
dq(to) = dq(t1) =0 (5.20)

Und damit, da §¢ beliebig:

S wird Wirkung genannt. Die obige Gleichung bezeichnet die Euler-Lagrangegleichungen.
Sie sind holonom wegen §¢ beliebig.

Hamiltonsches Prinzip: Wirkung S extremal fiir Bewegunsgleichung.

Die Lagrangefunktion ist nicht eindeutig bestimmt: Sei

(5.21)
mit
F(§,¢:to) = F(d,¢:t1) (5.22)

Damit folgt:
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Slatt)] = / L@@ t)

h : o dF
= / dtL(q,qit) + / th (5.23)
to t

0
=F(q,q;t1)— F(q,dt0)=0

= S[q@)]
Die Euler-Lagrangegleichungen mit L haben also dieselben Losungen wie die
mit L (siehe Ubungen).
5.3 Allgemeine Formulierung und Zwangskrifte

Bei der Herleitung der Euler-Lagrangegleichungen hatten wir die Unabhéngig-
kiet der d¢; verwendet: Holonom nach Reduktion

q1y---,93N — q1,---,4k

mit £ = 3N — A bei A unabhéngigen Zwangsbedingungen. Wir sind auch an
nichtholonomen Zwangsbedingungen sowie an der Bestimmung der Zwangskréaf-
te interessiert. Dazu betrachten wir allgemeine Zwangsbedingungen der Form:

Fut(@t)dgy + for(@:t)dt = 0

mit:
n=1,...,A
(5.24)
dies schlie3t nichtholonome Zwangsbedingungen der folgenden Form ein:
Holonom:
Fo(q:t) =0 (5.26)
Ofn Ofn
dF, = —d ——dt=0 5.27
~ T (5.27)
mit:
Afm O fn
n=—F5_-—=Vnl ; o =/n 5.28
Ini e Un,l ot Int ( )

Integrabilitat:
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afnl o afnm . aan

Oqm, o 0q0qm

(5.29)

Die entsprechende virtuelle Verriickung €04 ist kompatibel mit den f,, (n =
1,...,A), falls (¢ fix: dt = 0). Seit dg; = £dq;.

fnl6Ql =0 Vn= 1, e ,A (5.30)
oder:

fr-6@=0 mit (fo)i = fu (5.31)

Die virtuellen Verriickungen sind senkrecht zum Erzeugnis der f,,. Also gilt:

{fn, 00}

erzeugt den ganzen R3V.

Durch die Einschrénkung fn -0¢ = 0 gilt nur

t1
/to dtsg, [g_; - %g_;] ~0 (5.32)
aus:
i‘ 3[G+e6q] =0 (5.33)
de le
Damit muss gelten:
> dq {g—; —~ %g—ﬂ =0 (5.34)

l

Fiir ein allgemeines ¢(t) (dieses ist im allgemeinen keine Losung der Bewe-
gungsgleichung) schreiben wir:

(EL), = oL _doL
'T 0q  dtdg (5.35)

— —
= ELdynamisch + ELgeometrisch

Dabei steht EL fiir die Euler-Lagrangegleichung.

Der Vektor ETL> hat Komponenten senkrecht zu

- — -
fnu (ELdynamisch) . fn = 07 (536)
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und senkrecht zu

—

5@ (ELgcomctrisch) : 5@ (537)
(5.32) bedeutet, dass E—>Ldynamisch =0, also gilt (5.34).

Wir schreiben auch:

—
(ELgcomctrisch)l - _)\nfnl

S (5.38)
= (/\nfn)l
und damit fiir beliebige d¢; (nicht eingeschrinkt durch f_;, <07 =0)
h OL d oL
dtéq | =— — —==— + A fu| =0 5.39
/to Q [8(]; i 9, Ini (5.39)

Dies lisst sich auch folgendermaflen schreiben (A sind Langragemultiplika-
toren, Ay, fn; Zwangskréfte):

oL d OL

= 5+t Afu=0

oq dtaql+ Fri
fnlq.l +fnt =0

Mit 3N Gleichungen; ¢ mit I =1,...,3N; A, mitn=1,... A.

Anwendung zur Bestimmung von Zwangskriften im holonomen
Fall iiber die Lagrangemultiplikatoren:

Wir definieren:

— 31 . —
S(E@. (0] = [ deLE5i0) + TP (3. 0) (5.40)
to
Mit holonomen Zwangsbedingungen Fi, ..., F)y und
oF, dF,
\f(" \f’j (5.41)

= fnidx; + foedt miti=1,...,3N
Die Extrema von S sind Losungen der Bewegungsgleichung:

e 0Z(t) beliebig:

>

= S[E(t) + e6F(2),

- )] =0 (5.42)
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also:
oL d oL oF,
Bz, di OF, + " Bz, (5.43) (5.44)
mit:
oF,
= fni 5.45
=1 (5.45)
e 5X(t) belicbig:
d .. . - -
ES[:c(t), A(t) +edA] =0 (5.46)
also:
| Fu(@1) =0 (5.47)) (5.48)
mit Zwangskraften:
oF,
F)i = i— 5.49
(F)i=dn " (5.49)
Auflosen der Zwangskréfte liefert:
x; =2i(q1, ..., qr;t) mit k=3N —A) (5.50)
und damit gilt fiir die Tangentialvektoren:
6:@»
i = 5.51
R (5:51)
Wir kontrahieren nun (5.44) mit 7:
oL dOJL
= (5.52)
Oq  dtoq
Vn,i
mit (Tl,i)i)\n—%‘iﬂ = /\n% =0:

Fiir (5.52) verwenden wir

doLy\ ~_d (oL \ 9Ld_
dt oz, ) T at \ow ) T aa dt

=% \0z: 09 0 0q ) ot
Tt oq <a—%+a—% ) a—>
_doL AL OL

(5.53)
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Z1

X2

xy

X1

Abbildung 5.2: 1. Beispiel zur Variationsrechnung

Beispiele

1. Kiirzester Weg: Minimierung von

t1 .
S:/ dtI(Z,%;7)

to

mit

I= \/;b%+;t§+(ﬁwz-;?)2
oder
I =\/i}+ i3 + 22

Im Fall (5.55) ergibt sich: ¢ = x1, ¢2 = a:

dor oI
dt 0q;  Oqi

mit i = 1,2

oder

dii+ (Ve 022 (V2 8)F V&
- i L =0
dt I

T
MarT " \at1) om

Im Fall (5.56) ergibt sich: ¢ = @1, q2 = x2,q3 = 2:

dor o1 of . . ..
dtdgq;  9q; g, =0 mit (@) =0
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(5.54)

(5.55)

(5.56)

(5.57)

(5.58)

(5.59)

(5.60)
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oder
d &; of
7T /\8_331- =0 (5.61)
d 2z af
7T /\E =0 (5.62)
Auflosen liefert:
dz\ 1
A= (%f) oF (5.63)
0z
und
. .\ OFf
d ; d z\ 22, _
a7 (M) of =" (5:64)
Mit f = z — z(Z) erhélt man:
af 02(Z)
= _ 5.65
und
of
— =1 5.66
o (5.66)
Damit ergibt sich:
T + (Ef) 0z, 0 (5.67)
Y
dx m
v(t) dy

-mg

X

Abbildung 5.3: 2. Beispiel zur Variationsrechnung

dy — v(t)dt

T = tan g (5.68)
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Als Zwangsbedingung setzt man: ¢1 = z,q2 = y
Dann gilt:

— sin pdx + cos pdy — cos pvdt = 0 (5.69)

Also: A =1, f11 = —sinp, fia =cosp, fir = —cose

Holonom:

f1 = —sinpd + cos py — cos pv(t) (5.70)
= Fi(z,y;t) = —sinpx + cos py — cos py;(t) (5.71)

Euler-Lagrangleichungen:

— = = A, =0 5.72
mit
L= -m(i® 4+ 9°) — mgy (5.73)
und
F, =\ (_81‘“‘”) (5.74)
cos
;\A,—/
é
mi 4+ Asinp =0 (5.75)
mij+mg— Acosp =0 (5.76)
Zwangsbed.:
—sin & 4 cos @i — cos v =0 (5.77)

Zwangskrifte durch Bestimmung von A:

sin ¢(5.75) + cos p(5.76) = m( —sinpZ + cos pf ) — A + mg cos @
—_———

=cos¢@v wegen (5.77)

=0
5.78)
m‘)\ =m(g+v)cosgp ‘ (5.79)
und damit:
2o AT . —sing
F,=AVF, =m(g+ 9)cosyp < cos 5 > (5.80)

Freier Fall: v = —g ~ F, = 0 = kriftefreie Bewegung
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Kapitel 6

Symmetrien und
Erhaltungssitze

Wir hatten schon bei den bisherigen physikalischen Problemen implizit die vor-
handenen Symmetrien ausgenutzt. Zum Beispiel hatten wir bei der Behandlung
des Keplerproblems die Drehimpulserhaltung verwendet, die mit der Invarianz
der Bewegungsgleichungen unter Drehungen um den Ursprung r = 0 bei gege-
benen rotationssymmetrischen Potential V' (r) zusammenhéngt.

Im allgemeinen sprechen wir von einer Symmetrie, wenn die Bewegungsglei-
chungen, und damit die Physik unter einer Transformation der Koordinaten
unverédndert bleibt. Dies ist der Fall, wenn die Wirkung S invariant unter der
entsprechenden Koordinatentransformation ist. Dann ist auch die Losung der
Bewegungsgleichungen invariant.

6.1 Symmetrien
Wir fassen diesen Zusammenhang zwischen Symmetrien und der Invarianz der
Wirkung folgendermassen zusammen:

(i) q(t) — q'(¢t) lasst Wirkung unveréndert (bis auf Randterme). Das bedeu-
tet fiir die Lagrangefunktion

— N R dF R
L(q'.q":t) = L(q, q;t) + %(q,q;t) (6.1)
mit

h h dF
sl = [ aradt= [ [L(i it>+—}

to to dt

tl . .

=/ QEL(T, G:1) + F(G. G 1)|1)
to

Wir sehen, dafl das eine Symmetrie keine Invarianz der Lagrangefunktion
bedeutet, sondern (6.1); siehe Blatt 5, Aufgabe 2.

(if) Symmetrien schrinken wegen (i) die Form der Lagrangefunktion und da-
mit die Form der Wirkung ein:

69
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Die Lagrangefunktion muss unter der Symmetrietransformation (6.1) er-

fiillen.

Beispiel: Freies Teilchen (Massenpunkt).
Aus dem 1. Newtonschen Axiom (Seite 12) und der Invarianz unter Gali-
leitransformationen (Seite 7) folgt:

Z'(t) = MZ(t) — i -t — by, M e 0(3)
Z'(t) = Ma(t) —a
Die Lagrangefunktion héngt fiir ein freies Teilchen nur von der Geschwindigkeit

ab: .
L=G(@)

Einschrankungen:
(a) Invarianz unter Drehungen # — M
= L= L(2?) (Drehimpulserhaltung)
ist invariant: 72 — (MZ)2 = T MTMZ = 2. Fiir G(Z) muss G(MZ) —
G(%) = 4E gelten. Dies ist nur moglich fiir G(Z) = a7 + L(2?). Der erste

Term aZ ist eine totale Zeitableitung und trigt nicht zu den Bewegungs-
gleichungen bei. Wir setzen @ = 0.

(b) Volle Galileitransformation: 22 — 2 — 2(MZ)@ + O(@?) und damit in

einer Taylorentwicklung um #2:

OL(12)

L(Z"?) = L(2?) - QW(Mf)ﬁJr O(@?)
= L(E2) + ‘Z—I;(f?) +O(i?)

Diese Bedingung ist nur zu erfiillen, wenn

OL
—— = konst.
072
und damit
. 1
L=c-2° c=gm

(¢) Erweiterung auf ein System von Massepunkten:
1.
L= Z Emzx?
i

(d) Potentiale V (||; — fj||) sind galileiinvariant, und damit ist die Wirkung
mit der Lagrangefunktion

1 Y 1 AN AN
L=3lgmid =5 2 VI
2 1#£]

galileiinvariant.
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6.2 Erhaltungsgrofien

Im letzten Kapitel hatten wir gesehen, dafl die Forderung nach der Invarianz
der Wirkung unter Symmetrietransforamtionen die Form der Lagrangefunktion
einschrinkt. Umgekehrt hat die Invarianz der Wirkung unter Symmetrietrans-
formationen Erhaltungsgrofen zur Folge. Wir mochten das an einigen Beispielen
illustrieren:

(i) Zyklische Koordinaten: Eine Koordinate ¢;, welche in der Lagrange-
funktion nur durch ¢; auftritt,

L= L(qlv"'7QI*17ql+17"'aquqla'"aq.lv"'vqk;t)'
nennt man zyklisch. Offensichtlich 148t
q(t) — q(t) — mit 4, =0

die Lagrangefunktion und damit auch die Wirkung invariant.
Es gilt g—qLL =0 firl=1,..., K und damit

d oL
dt 0q; N

fiir Losungen der Bewebungsgleichung ¢ mit % — % g—q.L =0
l

Man nennt p; = 8—.Ll den generalisierten Impuls. Fiir zyklische Koordi-
naten ist der generalisierte Impuls eine Erhaltungsgrofe.

Einfache Beispiele fiir zyklische Koordinaten sind

(a) Beispiel auf Seite 69, Punkt 2: L = L(i2), freies Teilchen und damit

_OL
9y

Di =mz; furi=1,...,3

Dazugehorige Symmetrie: Translation
7 — @b
als Teil der Galileitransformation.

(b) Zentralpotential im R?: & = ) = [|Z]|-
€2

. 1 .
L(Z,%) = §mf2 —V(r)

Verallgemeinerte Koordinaten: Polarkoordinaten r, ¢ mit z; = rcosp, xo =

rsin ¢ und damit

1 1
L(r, 7, ¢) = 5m7”2 + ngQQbQ —V(r)
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mit zyklischer Koordinate .

oL
= py = % = m7°2<p ist erhalten
d
a(mﬁ‘ﬁ) =0

Man erhilt also gerade die Drehimpulserhaltung! Dies gilt auch in
(1a) fiir den dreidimensionalen Drehimpuls:

; 1) p=0 (Translation)
Invarianzgruppe .
Galileotransformation ¢ (2) [ =0 (Drehung)

3) ZoT—dt: L— L+ 2 (Boost
dt

=gy

(ii) Energieerhaltung: Wir betrachten Lagrangefunktionen ohne explizite

Zeitabhingigkeit,

Dann gilt

auf Losungen ¢ der Bewegungsgleichungen. Das bedeutet, dafl £ = g—(i(ﬁ —
L erhalten ist.

Beweis:
d(oL, N _doL. oL . 0L . 0L
at \ 94 q T d ddi q dar q —q oq a dq
Mit den Bewegungsgleichungen %g—qﬁ = g—qu folgt
d (0L oL oL
B P N PR L R
dt (341 & ) 00"~ Mg

Die Erhaltungsgrofie E ist die Gesamtenergie. Allgemein ist die Lagran-
gefunktion durch

T

1
L= Z gmij:? -V (2)

. . 0. i . o i 0. ;
gegeben. Mit @; = @i(q1, ..., qk), ¥ = Forq und ma () = 32, miget 50
konnen wir die Lagrangefunktion geeignet umparametrisieren,

1 SRR
L= Z §mst(®qSQt —V(if)
s,t

T
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Damit gilt
OL . - . N
B = 5o — L= ma(@@d —T+V =5 Y madd +V=T+V
>t s,t
mit

6.3 Noethertheorem

In den letzten Kapiteln 6.1 bis 6.2 hatten wir die direkten Zusammenhinge
zwischen Symmetrien und Erhaltungsgréfien an Hand von Beispielen diskutiert.
Das Noethertheorem prézisiert diesen Zusammenhang.

Emmy Noether (1882-1935) leistete wichtige Beitrige in Algebra (Invarianz-
theorie); promovierte bei Paul Gordan.

1919 habilitiert in Gottingen (1915 Fehlversuch wegen Habilitationsordnung)
1923 bezieht Lehrauftrag
1933 Emigration in USA

Noethertheorem: Das Wirkungsfunktional

Slit)] = / AL, @)

to

sei invariant (bis auf Randterme) unter einer globalen (t-unabhingigen), konti-

nuierlichen (differenzierbaren) Symmetrietransformation mit » Parametern oy, . . .

mit

qt) — qla;t)  mit g(0;t) = ¢(t)

L(@t), q(t);t) —  L(q(a;t),q(d; 1);t)
Dann muf} die Lagrangefunktion L bis auf eine totale Zeitableitung invariant
sein,
dR,(q(d; 1), 4(d, t); 1)
dt ’
und es gibt r Erhaltungsgrofien Qg, s = 1,...,r, die fiir Losungen ¢ der Bewe-
bungsgleichungen ¢ zeitunabhéngig sind,

L(q(@;t), qla;t);t) = L(G,q;t) + as

(6.2)

dQs(7. 4:) 0 s=1..r

at sy
Bew.gl.

L dIL 1
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Die Qs werden Noetherladungen genannt.
Im Allgemeinen gilt bei Invarianz von S

dL
dog

_ dR,
Todt

a=0 a=0

Dann ist die Erhaltungsgrofie @, die Noetherladung durch

oL 0
Qs = __,ﬂ R
G Do a=0 H=0
dQs
mit @ =0
dt Bew.gl

(Beispiele 6-9a)

Beweis: Sei ¢(t) eine Losung der Bewegungsgleichungen und ¢(d(¢);t) eine
t-abhéngige Transformation von ¢ mit ¢(0;¢t) = ¢(t) eine Losung der Bewe-
gungsgleichung. Auflerdem gelte a(tg) = a(t1) = 0. Man kann

Sla(®)] = S(qla(t); t) (6.4)

als Wirkungsfunktional mit Koordinaten «(t) verstehen. Dieses Funktional hat
ein Minimum bei a = 0, da S[¢(0, t)] = S[¢(¢)] minimal ist. Sei nun «(t) = eda(t)
ein beliebiges infinitesimales o. Aus dem Hamiltonschen Prinzip folgt dann

dii S [eda(t)] = / dtoa, (1)

e=0 to

[(?L d oL

Mit Gleichung 6.3 folgt

t1 dR d L
dt da(t) [ 2 - —— }
/t() dt dt 80&5 &(t):o

=0. (6.6)

Gleichung 6.6 gilt fiir beliebige da,(t) und wir erhalten

~-R, = 0. (6.7)

a=0

d [OL(q(a;t), 9930 1)
dt Dy (t)

Die as-Abhéngigkeiten konnen unter Benutzung von g% = 0 geeignet umpara-

metrisiert werden:

dgla;t) - 07  0q
a Oas + ot’

und damit

g 07
da,  Oayg
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Der erste Term in (6.7) kann nun als eine Kombination aus g-Ableitungen von
L umgeschrieben werden. Dazu verwenden wir

OL 9L 8¢, _ IL dg,
Ocvs 04, 0cs 04, Oas

Mit diesen Vorbereitungen folgt der behauptete Erhaltungssatz aus Gleichung
6.7,

d
Qs =0 (6.8)
. 0L dq,
t s = — — R, 6.9
it @ 04, Oas |, a=0 (69)

Bemerkung: Die Konstruktion beinhaltet auch Transformationen in der Zeit
t — t/(t). Das kann umgeschrieben weren als Transformation der Felder:

q(t) = q(t') =: ¢'(t) = q(a, ).

Gilt
dL

da

dR
dt

a=0

)

a=0

dann gilt das Noethertheorem.

Beispiel: ¢t — t' =t + « (Translation in der Zeit).
q(t) = q(t") = q(t + a) = q(a, 1)
und L — L(g(as t), §le; t);t)

%
do

_dr
Todt

a=0 a=0

. o . . v e oL
wenn L nicht explizit von der Zeit abhiingig ist, d.h. Z7 = 0!

3L

Beispiele: Freie Teilchen in 2 und 3 Dimensionen.
e Translation (im R?):
Z(t) — Z(t) + b = (o t) mit

o =by, ax=0by, az=0b3.

Es gilt L(Z(a;t)) = L(Z(t))

N dL
dog

=0 mit s =1,2,3.
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Noetherladung:
oL d i _';t . .
Qs = —,730 (1) = ma;0;s = My .
Die Noetherladungen @ sind die Komponenten des Impulses.
Impulserhaltung: Qs = mis = 0. Das sind die Bewegungsgleichung fiir die
Koordinaten x,.
e Rotation (im R?):
Z(t) - M(a)Z(t) = Z(a;t) mit
M= (cosa — sin a)

sinoe  cos«

Es gilt L(Z(a;t)) = L(Z(t))

dL
— =0.
da
Noetherladung:
OL Ox;(ast
o 0L o)
Oa;  Oa | ,_,
d —
Mit M(a) = <O 1) folgt
o a=0 1 0
(0 =1)
=mi|{; )%
= m(:ngl — 9'01:102)
= mr?p + (mrr(sin p cos ¢ — cos psin p))
Q =mr?¢ Drehimpuls.
Erhaltung:
O— dmr?p _ doL _
dt dtdy

(Bewegungsgleichung fiir ).
Die Drehimpulserhaltung folgt auch aus der Impulserhaltung:
Impulseéhaltung 0.

—(migzl — j?lxg) = mi‘gzzrl — mj?1$2

dt

o Zeittranslation: Z(t) — Z(t + ) = Z(a;t).

Es gilt
dL dL
— =—=R=1L.
da|,_, dt
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Noetherladung:
OL d:vi
= - L
Q 8171 do a=0
oL
iy
1 .
= - mi?=FE
2
Erhaltung:
E =miE =0
dt B

Wir haben in den Beispielen gesehen, dafl die Erhaltungsséitze mit einem Teil
der Bewegungsgleichungen in Verbindung stehen. Zum Abschluf} dieses Kapitels
soll das Noethertheorem noch einmal durch eine etwas andere Argumentation
begriindet werden, die diesen Zusammenhang unterstreicht. Eine Symmetrie-
transformation kann dazu benutzt werden, um einen Teil der Koordinaten g, zu
ersetzen,

q=q(d, . dx), mit ¢, =as s=1,..,r, (6.10)

und Tangentialvektoren 7,; = g—gf, siehe Kapitel 4.1.2. In Anlehnung an die

dortige Konstruktion projizieren die Bewegungsgleichungen auf die neuen Ko-
ordinaten ¢, = a; fiir s = 1,...,7 mit

(6.11)

(doL 9L\ doL IL
i\ dtog  aq ) dt 9,  Bas

Das ist gerade die Bewegungsgleichung fiir die Koordinate « in (6.5). Sie wird
durch ¢’ mit @ = 0 geldst und das Noethertheorem folgt. Der Erhaltungssatz
folgt direkt aus der Projektion der Bewegungsgleichung auf die Koordinaten as.
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Kapitel 7

Starrer Korper

Wir moéchten ein System von Massenpunkten m;, ¢ = 1, ..., N oder eine kontinu-
ierliche Massenverteilung mit Massendichte p(¥) beschreiben, z.B. eine rollende
Scheibe.

Starr beideutet hier

175 = 7|l = Rij (7.1)

mit R;; konstant, 7, j = 1,..., NV fiir ein System von N Massenpunkten.
Bei einer kontinuierlichenMassenverteilung bedeutet starr, dass fiir ein geeigne-
tes Koordinatensystem gilt

dp(Z)
dt

=0 (7.2)

7.1 Tragheitsmoment und Trigheitstensor

In einem geeigneten System: Scheibe

ABBILDUNG

1, T2, x3 sind ausgezeichnete Achsen des starren Korpers. Wir konnen Rotatio-
nen der Scheibe um eine beliebige Achse A als eine kombinierte Drehung um
alle Achsen x1, zq, x3 sehen, mit Winkelgeschwindigkeiten o1, @2, ©3.

Wir mo6chten die kinetische Energie dieser Drehungen durch die Winkelgeschwin-
digkeiten ¢; und Parameter des Problems ausdriicken: T' = %JZ—J—@%—.

siehe FEHLT

7.1.1 Einfaches Beispiel - Massenpunkt an Stange und
Drehung um z3-Achse

Die kinetische Energie ist durch

1 . 1 1
T = ima—ca = im(x% +ad)w? = §Jm3w2 (7.3)

mit Kreisfrequenz w = ¢ und Trigheitsmoment J,, = m(z? + 23) um die x3-
Achse gegeben.
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7.1.2 Rotierende Scheibe um x3;-Achse

—\

Trégheitsmoment J,,, : konstante Massendichte p und Gesamtmasse M = [ d>zp(7)
Ox

7.1.3 Allgemein

Tragheitsmoment J bei einer Drehung um x3-Achse: ¢ = @3

Ox; 0x;
o 3 Jn i )
Iy = [ o GG (74)
_ / Bap(F) (2 + 22) (7.5)
mit
cos psinf
Z=r|singsind (7.6)
cosf
und
" —sing
9% _ rsinf [ cosy (7.7)
Op 0

und damit ist (%)2 =z} + a3
7.1.4 Allgemein bei einer Drehumg um die Achse A
Ja = /dga:p(:f):fi (7.8)

Betrachte nun eine solche allgemeine Drehachse A:

Schwerpunkt: [ d*zp(Z)(Z — R) =0

Ta = / Pap(@)F = / Pap@) (B, + 7, ) (7.9)
- / dPep(Z) (R, + 2R, T, + 12, (7.10)
- / PBrp(@)(F2, + 7)) (7.11)

mit

/ Pap(@)Rs, Ts, = R, / Brp(@)E,, =0 (7.12)
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und damit ergibt sich, mit Gesamtmasse M = [ d3zp(Z), der Steinersche
Satz

Ja=MR?  +J, (7.13)
mit Schwerpunktsdrehmoment
Js = / dPap(3)32 (7.14)
Schwerpunkt: [ d3azp(Z)(& — Rs) = 0
R, = / Bap(D)i (7.15)

mit ¥ =5 + Rsund ¥ =25, + Rs,

7.1.5 Allgemeine Bewegung eines starren Korpers

Kinetische Energie:

1 .
T=3 / d3xp(F) > (7.16)
1 P
=3 /dep(x)(RI +27)? (7.17)
1 5, 5. :
=3 / dPxp(Z) (R} + 2R %1 + 77) (7.18)

Vereinfachung: Sei I das Schwerpunktsystem S

1 :, 5. .
T=3 / d*xp(F)(R% + 2Rs%s + 1%) (7.19)
1 5 1 L.
= iMRS + §J5ij80i80j (7.20)
mit Tréagheitstensor

0Zs 0%g

dpi Op;

Jsij = /d?’xp(f) (7.21)

Die Definition des Trégheitstensors J;; ist total symmetrisch, J;; = Jj;, und
keine Achse ist ausgezeichnet. Wir bestimmen zunéchst die Diagonalkomponen-
ten exemplarisch mit ¢ = j = 3:

0F 0F .,
— =I" -z 7.22
O3 O3 3 (7.22)
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0r 0% 5, o

=T —x; 7.23
Sei nun i # j mit i = 2, j = 3:
0% Of AW I
8_&[:@_&[: = T 0 = —X2T3 (724)
Y3 0P2 0 -z
mit
cos 3 sin 63 sin g sin Oy
Ts =1 |sinpssinfs | =7r cos 0o (7.25)
cos 03 COS 9 sin O
also folgt fiir i # j
Opi Opj
und damit
or oOr o
— =T —x;x; 7.27
84%71 8<PJ J T ‘TJ ( )
Der Tragheitstensor folgt als
Ji‘ = /d3$p(f)(f26ij — ,Ti,Tj) (728)

insbesondere fiir Jg;;.

Bemerkung: Fiir einen Kérper mit fixer Drehachse A: I = A-System.

Um die jeweiligen Transformationen in das Schwerpunktsystem oder ande-
re geeignete Koordinatensysteme durchzufiihren, benotigen wir eine Beschrei-
bung solcher allgemein beschleunigter Bezugssysteme und der darin auftreten-
den Krifte.

7.2 Beschleunigte Bezugssysteme

#': Inertialsystem

Z: Korperfestes System

Transformation: &' (t) = M (¢)Z(t) — @(t)
Wir fangen mit reinen Drehungen an: @ = 0
Es gilt:

@ =MZ+ Mz (7.29)
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Zur Berechnung von M bendtigen wir infinitesimale Drehungen. Wir benut-
zen, dass M € O(3):

MMT =1 (7.30)
Infinitesimal:
M=1+4¢€0) (7.31)
mit der Bedingung
MMT =1+¢Q+07) =1 (7.32)

und damit Q = —QT, Q antisymmetrisch, Q;; = —Q;;
Das sind drei unabhéngige Eintrage:

Q2 = —Qn (7.33)
le = —ng (734)
923 = —Q32 (735)
da Q” =0Vi= 1,2,3.
Wir parametrisieren
3 .
Q== ol (7.36)
i=1
mit (1) ;5 = &k, also
0 0 0
=10 0 1 (7.37)
0 —1 0
00 -1
=10 0 0 (7.38)
1 0 0
0 1 0
B=1-10 0 (7.39)
0 0 0

Die [? erzeugen Drehungen um die Koordinatenachsen z;! Dazu betrachten
wir eine Drehung um die z3-Achse: 3 = ¢

cosp —sinp 0
M(p)=|sing cose 0 (7.40)
0 0 1

Taylorentwicklung von M in ¢ um ¢ = 0:
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1 0 0
MOy =|0 1 o] =1
0 0 1
0 -1 0
M
%4@: 1 0 o)==
14 0 0 0
-1 0 0
M
%Tmyf 0 -1 0f=(=1*?
14 0 0 0
Also allgemein:
oM
0) = (=13)"
T (0) = (1)
und damit
M) =1+ Y Sty = oo
SO - —~ n' SO
e\ (I
und allgemein mit @ = | 2 |, 1= |12
©3 1?

M(@) = e % = exp (Z %h)

%

M () erfasst alle Drehungen!
Wichtige Eigenschaften der Erzeugenden I*:

112 _ 1211 — _l3

l
0 0 O 01 0 0 1 0
10 0]-{0 0 O0)=—-(-1 00
0 0 0 0 0 0 0 0 O

Allgemein (AB — BA = [A, B]), Lie-Algebra der SO(3)

(11, V] = —eyil*

Beweis (mit €ijkEilm = jlékm — 6jm6kl)

EilmEjmn — EjlmEimn = —Emil€mjn + Emin€mjl

= —0ij0in + 0indj1 + 0ij01n —

= 0inbj1 — 6idjn

= —€ijkEkin

(7.41)

(7.42)

(7.43)

(7.44)

(7.45)

(7.46)

(7.47)

(7.48)

(7.49)
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Damit berechnen wir die Geschwindigkeit @ (&) bei einer zeitunabhéingigen
Drehung des Koordinatensystems:
Sei g = t’, gleichméiBig, konstante Drehachse.

M (F) = exp(—tw,l) (7.54)
aM -
— = —'IM(g 7.55
= M) (7.55)
Es folgt (mit @' = M)
A= Dz — (@D + Mi (7.56)
dt dt '
d .
= E(Mf)] = —’w;&ijkf;c + (MLZ")] (757)
= (@' x &); + (MZ), (7.58)
= (M@ x MZ); + (MZ); (7.59)
d .
éEMf:M(zﬁxf)—i-Mf (7.60)
Allgemein mit o # 0
F=M@xZ+1)—M i (7.61)
Allgemein: Parametrisiere
M) = AM(t —t,)M(t,) (7.62)
und damit
dM dAM
— =—(0)M(2, 7.63
G| = OMG) (7.63)
mit
AM =1 — (t — t,)(@'1) + o((t — t,)?) (7.64)
mit momentaner Drehgeschwindigkeit &’ des Systems & in 2.
dM =
= — = —(d')M (7.65)

t=to

und damit

Mz =—-&'IME= MG x %) (7.66)
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7.2.1 Bewegungsgleichungen im 7-System

Fiir die Bewegungsgleichungen im #-System brauchen wir #: mi’ = F’

= j—;Mf = %(Mf + MZ) (7.67)

fiir i = 0.
=7 = %(M( i x &) + M) (7.68)
= M (3 x (& x &) + M@ x &) + M(@ x &) + M(3 x Z) + Mz (7.69)
= M@E+& X (BXT)+23XT+d X T) (7.70)

= Bewegungsgleichungen im Z-System: @ beliebig, ' = MZ — @ und F =
M—LF’

mf:F—m(M_lﬁ+ﬁ><(ﬁxf)+2u7><f+c3xf) (7.71)
Zentrifugalkraft

(@ x (& x f))z = EijkWiERIMWITm (7.72)

= (0it0jm — Oim0j1)w;wWiTm (7.73)

—

FLD: Frentrifugar = mw>E (siehe Keplerproblem)
Corioliskraft: 7.1J
= Fooriolis = —2m||&]|||Z]|éw x é (7.75)

7.3 Eigenschaften des Tragheitstensors

Wiéhle korperfestes Koordinatensystem: Z = 0 und damit

=M@ xZ— M Q) (7.76)

Kinetische Energie

N~
I

/ Brp(z)a? (7.77)
/ﬁmﬁwwxaﬂﬂkawx@@ (7.78)

ﬁmﬁwwxaﬂﬂﬁ (7.79)

N[ —= N~ N =
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falls #-System Schwerpunktsystem

/ Brp(@) (@ x )i = & x ( / d%p(f)f) i=0 (7.80)

oder it = 0.
Es gilt

(& x &)? = €4 jkWiThEilmWITm (7.81)
= (5jl5km — 5jm5kl)wj:17kwlxm (7.82)
= (0;,7% — 2j2))wjw (7.83)

und damit

1 1 -5

T = §JSjleW[ +5vi (7.84)

mit v = [ d*zp(Z) Gesamtmasse und J;; = [ d3zp(T)(6u@? — zi21).
Offensichtlich ist J symmetrisch

(755)

und damit diagonalisierbar!
Unter einer Drehung des korperfesten Systems

S (7.86)

mit der Transformation eines Tensors erster Stufe (Vektor)

X

M
"'=M

8y
Il
8
—
~
0]
\]

—
—

€ 5
&1
S
o)
%)

&y
Il

transformiert sich (i = 0) die kinetische Energie

1
T=T = §JSﬂMJ;}w;Ml;}w;n (7.89)

1
= §(ManSlez%)w;zw% (7.90)

1
= §Js;mw;w;n (7.91)

mit

Jo =MJIMT (7.92)

oder



88 KAPITEL 7. STARRER KORPER

‘ Jsrnm = MujMmiJsji (7.93)

Transformationsverhalten eines Tensors 2. Stufe!
Benutze kat. M zur Diagonalisierung!

Jsimm = /dga:p(f)(:f/Qénm —al ) (7.94)
= /d3xp(:f)(1?25nm — My;Myxjx) (7.95)
= My My /d3xp(f)(f26jl —z;x) (7.96)

mit M, ; Myi65 = My ME, = 8,,, und damit VERWEIS.

Nebenvemerkung Wir haben benutzt, M Drehung, R € SO(3)

(M) x (M&) = M(¥ x &) (7.97)
also U x & transformiert als Vektor.
Aber bei ¥ — —0 (Punktspiegelung)
UXO—UXI (7.98)

Man nennt allgemein A mit A — A bei Spiegelung Pseudovektoren. Beispiel
Drehimpuls: mZ x &
Mit VERWEIS gibt es ein Koordinatensystem D in dem J diagonal ist.

J 0 0
J=[0 J o0 (7.99)
0 0 Js

J1, J2, J3 heiflen Haupttrigheitsmomente.
Die Koordinatenachsen von D heiflen Haupttrigheitsachsen.

Beispiel
J 0 0
J=10 J» 0 (7.100)
0 0 Js
cose sing 0
bleibt diagonal unter M = | —siny cosp 0

0 0 1
Haupttragheitsachsen: é,1, €2, €.3
Allgemein: é; Eigenvektor von J

Jé; = Jié; (7.101)

¢; Haupttragheitsachse mit J; Haupttragheitsmoment.



Kapitel 8
Kreisel

Wir verwenden die Ergebnisse des letzten Kapitels, um die Rotation eines Kor-
pers um einen festen Punkt zu beschreiben. Dabei ist I das Intertialsystem
(raumfest) und A das kérperfeste System.

X3

X2

X2

X1

X1

Mit @ (t) = R(t) - Z(t).

8.1 FEulersche Bewegunsgleichungen

Der Drehimpuls ist durch

I'=R-L (8.1)

gegeben. Die Anderung des Drehimpulses L' ist das Drehmoment N’ mit:

N =1 (8.2)
N =R-N (8.3)

89
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Dabei ist N = [ &3’ p(2') T x 2. Das iibersetzt sich im kérperfesten System

in:
s, d - T N
L['= —(RL) = R(@x L) + RL (8.4)
= RN (8.5)
S L=N-&xL (8.6)

Der Tragheitstensor J im korperfesten System ist zeitunabhéngig: J=0.
Damit folgt:

5 d .
L=—(]3) (8.7)
=Jd (8.8)

Mit (8.6) sowie (8.8) folgen die Eulerschen Bewegungsgleichungen:

J6=N-5xJ.3 (8.9)

Diese Gleichungen sind im Hauptachsensystem besonders einfach:

Jij = Jiéij (8.10)

L 0 0
J=|0 L, 0 (8.11)

0 0 I
Iiwi = Ni — Z&‘ijkwj (Ikwk) (8.12)

j.k
. 1
= Il-wl- = Ni — 5 Zk&‘ijk(fk — Ij)ijk (813)
J
In Komponenten entspricht dies:

Ildjl = Nl — (Ig — Ig)u]gu)g (814)
Igd]g = N2 — (Il — I3)(U1¢d3 (815)
Igu.}g = N3 - (IQ - Il)wlwg (816)

Die Eulerschen Bewegunsgleichungen sind im Allgemeinen schwer zu losen.
Insbesondere muss noch die Drehmatrix R(t) bestimmt werden, damit aus der
Differentialgleichung:

-

R=-uw-1-R (8.17)

oder

Rjk = _EijmwiRmk (8.18)

Wir werden daher die Eulerschen Bewegunsgleichungen fiir einige wichtige
Spezialfille 16sen sowie allgemeine Eigenschaften besprechen.
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8.2 Kriftefreier Kreisel

Im kriiftefreien Kreisel verschwindet das Drehmoment: N’ =0 = N =0
Somit reduzieren sich die Eulerschen Bewegunsgleichungen auf’:

= _—Zawk Jwjw (8.19)

oder:
i+ 2 _112 wows =0 (8.20)
o+ L3, =0 (8.21)
o+ 27— 0 (8.22)

Eine volle Losung ist nur durch elliptische Funktionen moglich. Hier werden
wir uns zunéchst einige Informationen iiber die geometrische Darstellung mittels
des Trégheitsellipsoides verschaffen und dann Spezialfélle 16sen.

8.2.1 Drehimpuls im kérperfesten System

Kraftefrei:
, 1
T = wwzwj Z Liw; (8.23)
1 L?
== —c 8.24

Leite (8.20) nach ¢ ab:

Z%I Wi + = Z ik (1) Jwjwrw; (8.25)

5,k

2 - Z Liw? (8.26)

d
= T'=0 (8.27)

Die Gesamtenergie E = T" ist erhalten und damit gilt:

1L 53 I

( )

2'n LI
|1l = L% + L% L%
2FEI, 2FEI, 2FI;

1 Achtung: Es hawndelt sich hier um keine Summe!
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Bemerkung: L liegt auf einem Ellipsoid mit den Halbachsen +/2FEJ;.
Drehimpulserhaltung: (L')? = const.

L? = (RL)? (8.28)
= Ry;L;Riy Ly (8.29)
= LjR};R;kLy (8.30)
=L}=1I" (8.31)

Damit erhalten wir, dass L auf einer Sphére mit Radius L = ||L]| liegt.

L3

(2EI3)"1/2

(2E32)"1/2

L2

Abbildung 8.1: Binet-Ellipsoid und L auf Sphére

Wobei OBdA 17 > I, > I3 gelte.
Unterscheide folgende Félle:

(1) L < +/2EI3 nicht moglich

(2) L = +/2F1I; liefert die Beriihrungspunkte L = + — (0,0, L) und eine Ro-
tation mit J = const..

(3) V2EI; < L < v/2ET;. Im kriiftefreien Fall gilt: L' = const. = L = R~/
Der Korper prézessiert also.

(4) L = /2ET; mit Beriihrungspunkten L = + — (0, L,0). ABBILDUNG
Keine stabile Drehachse!

(5) V2EI, < L < v/2EI siehe 3. Fall.
(6) L =+2ET;, L =+ — (L,0,0)

8.2.2 Bewegung des starren Korpers im raumfesten Inter-
tialsystem

Poinsat-Konstruktion: Wie benutzen jetzt das Trégheitsellipsoid gegeben

durch F (&) = 0 mit F(J') = %Iz’jw;w; — E. Der Drehimpuls ist der Normalen-

vektor zum Traheitsellipsoid:
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Abbildung 8.2: Fall 6

Normalenvektor 7:

oF

:I/
ow

ij

V; =

wi =L (8.32)

!
i

Desweiteren ist L’ konstant: AuBerde, gilt 7" = E konstant mit

1 1
T = §I{jw§w3 = §L;w3 =FE (8.33)
und damit ist (L' = ||Z])):
L' 2E
h= 7T const. (8.34)

mit ABBILDUNG
Z-L=hist Gleichung einer Ebene: ABBILDUNG

Der Vektor &’ liegt auf dem Ellipsoid F(&') = 0 mit dem Normalenvektor
L': ABBILDUNG

Im raumfesten Intertialsystem ergibt sich:
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L X3’
momentane
L Drehachse
w
e"3
Harpolodiekege
Préazessionskege
X2’

X1

Dies ist die regulére Prizession (Nutation).

8.2.3 Spezialfille: (un)symmetrischer Kreisel

L #1, # 13
Sei ws > w1, ws. Es gilt dann:

ws (2= D) wiws ~0
w3 Ig w3

(8.35)

Damit ist ws < w3 und wir approximieren ws = @ mit @ konstant. Dies

fiihrt zu linearen Gleichungen:

w1 = —@7(13 — IQ)w
1 I 2
L —1I
(A.J2 = —@7( ! 12 3)011
mit der Losung:
. 3 — I .
o1 = —@ w
1 I
_ b 1)
I Iy
o ol —1I3)(I3 —I)
(o =W I, w
= w1 (t) = asin(wt + @)
wa(t) = beos(wt + ¢)

(8.36)

(8.37)

(8.38)
(8.39)

(8.40)

(8.41)
(8.42)
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mit:

w= w\/(13 — W)Uz = 1) (8.43)

11
L(I — Iy)
b=y/——=-a 8.44
I 1) (8:44)

w ist reell fiir Iy, I5 > I3 oder Iy, I < I3. Es findet also keine Rotation um
die mittlere Hauptachse Is mit I; < I3 < Iy oder Iy < I3 < I; statt. Dies hatten
wir schon geometrisch gesehen.

Die momentane Drehachse ist gegeben durch:

W w1 W2
=R (== 1) (8.45)
& e’ @
Beispiel: Erde: I1 = I : a = b, abgeflacht: 111_113 ~ 3.3-1073. Damit gilt:

W = WRrde3.3- 1073 (8.46)
U_)Erdc
2 2
=" - T .33.10°% (8.47)
1 Tag: 1Tag
2
= (8.48)

TPr'azcssion

= TPr'azcssion ~ 300 Tage (849)
Weitere Effekte: Deformierbarkeit der Erde.

8.3 FEulersche Winkel

Beim freien Kreisel verschwinden das Drehmoment N’ und damit auch N. Im
Allgemeinen ist jedoch N’ # 0, zum Beispiel beim Kreisel in einem Schwerefeld.
Fiir die Bewegungsgleichungen benétigen wir auch die Rotationsmatrix R(t).
Wir suchen daher eine einfache Parametrisierung einer allgemeinen Drehung.

Gesucht: Drehe A nach A’:

i = R% (8.50)

cose sing 0

R¥(p) = | —sing cosp 0 (8.51)
0 0 1
1 0 0

R'@®) =0 cos® sinf (8.52)
0 —sinf cosf
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e3
e3

©)

el

ez’

el’ e2

Abbildung 8.3: Allgemeine Drehung

e3’

e2'

Abbildung 8.4: Verdeutlichung der Uberlegungen hinter den Eulerschen Winkeln

R¥(¢p):
e = R};(9)é; (8.53)
zum Beispiel:
é] = cos(p)é1 + sin(p)éa (8.54)

RY(6):

el = R}.(0)¢] (8.55)
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zum Beispiel:

R3(1)):

zum Beispiel:

und damit:

R:

cos(1)) cos(p) — sin()) cos(f) sin(y)
— sin(p) cos(p) — cos()) cos(8) sin(p)

ey’ = —sin(0)éy + cos(6)él

¢ = B (0)el!

éy = cos(y)ey + sin(y)ey’

&) = Ry (V) Rp; (0)Rij ()e;

sin () sin(y)

©, 0,1 heiflen Eulersche Winkel.

Beispiel

A
€3 =

Hier sei A ein Intertialsystem und A’ das korperfeste System.

(

0
sin 0
cosf

|
|

= sin(f) sin(p)é; — sin(6) cos(p)éa + cos(h)és

— sin(6) cos(y)

sin(0) sin(y)
cos(f)

Wir wollen nun & = RZ bestimmen:

97

(8.56)

(8.57)

(8.58)

(8.59)

cos(1)) sin(p) + sin(¢)) cos(d) cos(p)
— sin(v) sin(¢) 4 cos(v) cos(6) cos(y)
— sin(0) cos(y)

(8.60)

(8.61)

(8.62)

sin(¢)) sin(6)
cos(1)) sin(6)
cos(0)

|
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T = :viél
= fl = :viéi (863)
=z Rije;
und:
f’ ék = ,T;C
~
Koordinate im ungestrichenen System
=z R
(8.64)
Mit é;,7" = éLRT folgt:
f;c = R;”»aci
= Ri; = Ry,
(8.65)
Somit erhalten wir:
R = R* ()R (0)R*(¢) (8.66)
8.3.1 Zeitabhingige Drehung
¥ = R(t)¥ (8.67)
und damit:
DT NE = (RRt ﬂ/:_ﬂ/lﬁ/
z }j( )xﬂ/ (RR")% &'lx (8.68)
=o' xZ
Die t-Ableitung von R ist dann:
RR' = R} )R (0)R* (v) R*" () R* ()R ()
+ R () R (0) R (0) R*' ()
+ R¥(p)R' ()
= —[R3 () R' ()P R (O)R™ (¢) + R* ()" R¥ (¢9) + 1]
(8.69)

Mit: [wi(0) = 6, ws(@) = ¢, w3(1h) = 1)]. Weiterhin bezeichnet
e ¢ die Drehung um e nach é;.

e 0 die Drehung um R3 (cp)llR3t(cp) nach éf.
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e ¢ die Drehung um R*(p)R!(0)I3R3" (§) R3(¢) nach &.

Dann gilt:

&' = 0é] + el + pes

[ cosy sin ¢ sin 0 (0 (8.70)
= 0| —sing | +¢ | costpsing | + | 0
~—~
im A’-System 0 cosf 1

Mit &' = wjé, folgt:

=0cost + psinysin b
= —fsint + pcostpsinf (8.71)

wj
wy
wy =1 + @cosh

8.4 Kreisel im Gravitationsfeld

L3 | g3

/\ Schwerpunktachse £

©

Lv

Fs

X2

L2’

X1, LY

Dabei ist N’ orthogonal zur &, — S-Ebene, da ~ & x & = & x F,L.

Niherung: L'||S, die Priizession ist also klein. Damit gilt L' 1 N’ und L’ =
N. Die Spitze von L’ beschreibt einen Kreis um é; mit Radius R = ||L'|| sinp
und der Geschwindigkeit ||[L'|| = v = ||N’||.

Damit ergibt sich als Periode:

T 2TR 2| L'|| sin
v (g

(8.72)
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Beispiel: Erde mit N’ durch Sonne und Mond. Dabei ist 7' = 26000 Jahre.

Allgemein gilt:

Fs )
o\ X2
X1 \Xl"

N N Al
N" = —mgsé3 X é5
Die x3-Komponente des Drehmoments verschwindet also:

N'-é3=0

(8.73)
Die Eulersche Bewegungsgleichung fiir ws ist also:
) 1
w3 = I_(N?’ = (I2 = I)wiw2)
3
1
= —I—(I2 — I)wiws
3
Da beim schweren symmetrischen Kreisel I = I, ergibt sich:
w3 =20
(8.74)

Die Eulerschen Winkel bedeuten:
e ¢ beschreibt eine Drehung mit Drehachse é5.
e O beschreibt eine Drehung mit Drehachse é7.

e 1) beschreibt eine Drehung mit Drehachse és.
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Damit erhalten wir:

wy = 9cosw+<,bsin1/)sin9
wy = —0sine + ¢ costhsinf (8.75)
w3 =1 + pcosh

Unter Verwendung von I; = I, erhalten wir:

Ilw% + IQW% = Il(wf + W%)

= 1,(6% + $?sin?0)

(8.76)
Damit ergibt sich nun die Lagrangefunktion:
L= lZI-W-Q — mgs cos
2470
1 N2 .2 . 2 I3 i . 2
=L = §I1(6‘ + ¢ sin” 6) + 5(1/1 + pcosb)* —mgscosb
(8.77)

Abkiirzungen:

e ¢ ~ Symmetrieachse des Systems: Die Drehachse é4 ist parallel zu ﬁq.

e ) ~ Symmetrieachse des Systems: Die Drehachse é3 ist Symmetrieachse
des Kreisels, da I} = I5.
= g—i = g—g = 0. n~ Herleitung von L fiir ¢ =4 = 0.

Wir stellen also fest:

‘ ©, ¥ sind zyklische Variable‘

Die Energie ist gegeben durch:

E = %(92 + ¢%sin?0) + %(w + ¢ cos0)? + mgs cosf (8.78)

Wir benutzen nun die Bewegungsgleichungen der zyklischen Variablen ¢, ¢:

doL doL
dt ¢ — dt gy (8.79)
fir ¢:
/ oL i02 2 ]
L; = (I1 sin® 0 + I3 cos” 0) + 1 I5 cosf (8.80)

3—6—%.7:%0
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fiir 1:
oL .
Ls = — = pIzcosh + il 8.81
Y ol VI3 (8.81)
= Ly = I sin® 0 + Lz cosf (8.82)

Wir 16sen nun @I sin” 6 auf:

@I sin? @ = Ly — Ly cosf

oder:
L1p%sin? 0 = ;(Lg — L3 cos 0)?
I, sin? 6
(8.83)
Damit folgt fiir die Gesamtenergie:
I . 1 L2
E=—=6>+——— (L, — Lycos6)? + = + mgs cosb 8.84
2 2[151n26‘( 3~ Ly cosf)" 457+ mg (8.84)
mit £ = 0.
Oder:
_ N _ N
E= 50"+ Vea(0) = Lo = 0" — Ver(0) (8.85)
mit:
Verr(0) = #(L' — Lzcos6)* + L3 + mgs cos 0 (8.86)
¢ 2@ sin?0 " ° 215 '
Fiihre neue Variable ein: u = cos 6, i = 6 sin 6
L @ 1 L2
E=~— LY — Lau)* + =2 8.87
~E= St o ey s~ b £ g +mesu (8.:87)
oder:
=V (u)
2 [Lh — Lau L2
-2 3 3 3 2
— = —= — F 1— =0 8.88
U +Il [ o, +<2I3 +mgsu>( u)] ( )

Mit der Bedingung: V' (u) < 0.
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V(u)

a

U_min U_max

Es folgt: u oszilliert zwischen wpiy und upay - Also oszilliert 6 zwischen
O min = arccos Umin und O, = arccos Umax-

Als Bewegungsgleichung fiir ¢ erhélt man:

L% — Lscos®
I, sin? 0

_ L/3 — L3’UJ
Il(l — u2)

(/7 =
(8.89)

Bemerkung: Falls || < oo, soist 1 —u? = 0 nur fiir 42 = 0 und L§ — Lyu =

0. Dann ist ¢ = QLT:’;

Né#herung fiir kleine Prézession: 6 = 0: u ist konstant.
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Bewegungsgleichung:

d 0Ly 0Ly

ST

dt 96 00

L3 cosf

(LY — L3 cosf) — (L — Ly cos0)? —mgssind = 0

(8.90)

I, sin® 0

. (L4y—L3cosfy .
Benutze Y = W)

L3sinfp — I, sinf cos 0¢p* — mgssinf = 0
=L3p — I cosp® —mgs =0
(8.91)

Und falls Lz > I; cos 02, erhalten wir:

. mgs
= 8.92
L (8.92)

Der Kreisel priizessiert also mit der Kreisfrequenz ¢ um die a%-Achse. Au-
Berdem gilt:

Lo = 20 — SVHB)6 -0+ 00 —0)  (399)

und damit die reguldre Prazession:

I =~ V()6 6) (8.94)
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X3’

QY

(i)

(iii)
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Kapitel 9

Hamiltonformalismus

Ziel des Hamiltonformalismus’ ist eine Formulierung der klassischen Mechanik in
Form von Differentialgleichungen 1. Ordnung. Die Formulierung hat Vorteile bei
der direkten physikalischen Interpretation, und bei der Formulierung von Sym-
metrien. Sie liegt der Heisenbergschen Formulierung der Quantenmechanik zu
Grunde, als auch der allgemeinen Formulierung der QFT (Phasenraumpfadin-
tegrale)

Motivation: EL:
d OL 0L _

—— = 9.1
dt 0¢ 0Oq (0-1)
~——
i.A. ~§ = Differentialgl. 2. Ordnung
Wir wollen aber lieber Differentialgleichungen 1.Ordnung.
Beispiel:
1 L
L= 5mq“" - V(q) mit | mg = —g—q (9.2)
Definiere:
mg =p (9.3)
. op—=09L _ 9V
EL P="aq 9q } Satz von Diff.gl. 1.0rdnung
mit p=mq
(9.4)
. D )
oder ¢= — fiir p, q (9.5)
m
Sei
p?
H =—+4V 9.6
(p.q) = 5~ + V() (9.6)
und damit
0OH p o
il (S 9.7
op ~m ¢ (9.7)
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Damit ergibt sich:

oH oV . ..
SO = mi 08)

Bemerkung: i.A. ist p = ‘g—s #mqg

Beispiel: Kraft auf Teilchen mit Ladung q im elektromagnetischen Feld

1 . 1 - .
L= §m:E'2 —q (tp(f) - EA(I:) . f) (9.9)
mit
oL L 4y
pi = 95 mi; EA(x)l (9.10)

9.1 Hamiltonsche Bewegungsgleichungen

Wir suchen Funktion H(p,q) mit

OH OH oL
— g = itp= — 11
op O Oq p, it p 0q (9-11)

Ausgangspunkt ist die Lagrangefunktion L mit kanonischem Impuls

oL

= — A2
P= 3 (9.12)
Wir wollen p als neue Variable (fiir ¢) einfithren, und %—ZI = —p = _%?9_5
erhalten:
Sei
Wir verlangen
9H(p,q) + 9L(g:4) (9.14)
dq dq
(913) df9¢ 0 OL 0q
S S Y 9.15
539 Dqli" 970 ©15)
of 0oL of
or _ oL _, or _ 9.16
7B 9q 7 |37 (9.16)
und damit
f(p.d(p.q)) =p-4q 9.17
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mit
oH | 94(p,q)  OL 04(p.q)
op —4tP =%, 5 op (9.19)
-~
p
=g (9.20)

H nennt man Hamiltonfunktion. Sie ist die Legendretransformierte von L
beziiglich ¢. Im Allgemeinen gilt:

H(F,Gt) = maz {7 ¢~ L(@.;t)} (9.21)
q

siehe Préasenziibung

9.2 Legendretransformation
Sei f(z) = —42% + 2!
ABBILDUNG

Legendretransformation:

9(y) = mazx(y -z — f(z)) = L(f) (9.22)
ABBILDUNG
Eigenschaften:
e Maximum: %(y cx— f(x)) =0
> |y = Ene®) (9.23)
: .| 9 _
e Ableitung: a—yg(y) = Timaz
ABBILDUNG
y=0: F(Tmaz) =0 A Tyaw = Tyin, fiir y — oy (9.24)
Tmaz = —Tmin 0T Yy — 0_ (9.25)
= |g(0r) = £rmn| (9.26)
Legendretransformation von g:
J(@) = mazx(z -y —g(y)) (9.27)
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f (:E) = Ymaz = f/(l')

| wenn ableitbar! |

ABBILDUNG
und damit
ABBILDUNG

e f ist die konvexe Hiille von f

(9.28)

e Legendretransformationen sind konvere Funktionen. Fiir konvexe Funk-
tionen ist die Legendretransformation eine isomorphe Transformation mit

L2=1
o | Ableitbarkeit < 24 > 0
Dann gilt
019 _
0x2 0y?
_00f 009 0 00y
© 0xdx Oy Oy Bzvyay oy
0
= — = 1
R
Gmag flr
9 .
=. (P-d-L(qqt) =0
A (7. 4:t))
oL B N 0L
P 0l P by,
und
oH .
ap; =4

Hamiltonsche Bewegungsgleichungen: (kanonische Bewegungsgl.)

QH(p.qit) _ 5 OH@B.EG) _ _
“op, — Qi Tag = i

EL-Gleichungen folgen mit p; = 3—5, und damit

OH d OL 0

_— —— 1 H =

dq; dt 0¢; it 04; 0
oL

aus Definition

B 0q;

(9.29)
(9.30)

(9.31)

(9.32)

(9.33)

(9.34)

(9.35)

(9.36)
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Zeitabhingigkeit: ‘ p, q erfiillen Bewegungsgleichung

gt = 95,4 g, 4 O
dt T 8})1' ! 8(]1' ! ot
iy . OH
= ¢ipi — pi¢;i + o
_OH
oot

Keine explizite Zeitabhiingigkeit: H = 0
Beispiel:

) 1 .
L(g,¢;t) = §mq2 - Vi(q)

H(p,q;t) = mq@x(p -4 —L(q,4;t))

_ oL =mg = maz(pyq) = —
p—aq qmat— dmazx dmax\P, 4 _m
= H(p,qt)= £—1m—p2 +V(g)

p,q;t)=p m 22 q
1p2
S I V4
2m+ (2)

H ist die Energie: H=0 Energieerhaltung ‘ fiir dieses System‘

Allgemeine Bedeutung von H:

L
H:pidi—Lza—.qz‘—L
9q;
mit
T
—_—~
1 N . o
L = 5mij(@:1)did; —aUi(@: 1) = Vi(@: 1)
pi =mijq; —U(@it) = ¢ =my; (pi+Up)
Es folgt
T
—_— 14
oL . 1. =
A = 556 = L =5mijdid; + V(1)

ist Gesamtenergie, mit p
- 1 .
H(7,d:t) = gmyt (o + Us) (s + Up) + V(@ 1)
Wir haben

dH . oOH . oL keine exp. Zeitabh.

oo o 0

111

(9.37)

(9.38)

(9.39)

(9.45)

(9.48)

(9.49)

(9.50)
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Beispiel: Lorentzkraft, ¢; = x;

Vges:qﬂp—gﬁ’ﬁ
c
mit
U; = _gAi(:E’; t) und V =q-o(&;t)
c
und Kraft
(1) ) (3)
AN S
T b om0 d
1 . .
~ =~ T~
aus (1)(3,%2) aus (2) aus (3)
mit
dp 104,
E; =— _ =
Jdx; ¢ Ox
0An,
B; = €ipn ——
“il 817[

Seinungb:jf:O:

1

c

— —

F =g (Blo)+ 2 x B@) ) =4 + o

Die Hamiltonfunktion ist H Q) %mgﬁa + q - ¢ mit ‘Z—f =0.
F ', verrichtet keine Arbeit:

. 1. -
z- L=§f(f><B)=0
Explizit:
Fa=¢Bz () _Fi
dd JAN + oy | 0
— = m-Z-T T; =

Hamiltonsches Prinzip:
1
Slial= | dtL(q,q(P, G t); 1)

t1 .
:/’mW@mmw—Hﬁam
to

t1 .
- / dt[
to

S
Y
|
=
Sy
2y
~
=
+
sl
LY
s =

(9.51)

(9.52)

(9.53)

(9.54)

(9.55)

(9.56)

(9.57)

(9.58)

(9.59)

(9.60)
(9.61)

(9.62)
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Minimum: p; — p; + €dpyi; ¢ — q; + €0¢;
. d N
mit = S[p,q] =0

Es folgt:
0p; beliebig:

dq; beliebig:

0 d 0
- — —p-d—H(p,q;t)] =0
(-2 (7.7:0)
= O _ 0
D B
Beispiel: Bewegung im Zentralpotential V(1)
1 =7T-Ccosy -sinf
To =71 -siny-sinf
x3 =1-cosf
und
cos psin 6
Z=r-é mit é.= | sinpsinf
cos 6
) . . —singp [ cospcost
T=7-é-+r-é mit & =psinf| cosep | +6 | sinpcosb
0 —sind
éy €g

= % =72 4 r2(p?sin? 0 + 62)
1 .
ézngmﬁ2+r%¢%mﬁe+oﬁ)—vu)

Impulse:

Dr = mr
Dy = mr?psin? 6
pg = mr0

1 p2 p2
S>H=— D+ 55-+2|+V(r
(p r2gin?6 = r? (r)

113

(9.63)

(9.64)

(9.65)

(9.66)

(9.67)
(9.68)
(9.69)

(9.70)

(9.71)

(9.72)
(9.73)

(9.74)
(9.75)
(9.76)

(9.77)
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Kanonische Bewegungsgleichungen:

Py

Pe=0 , p=—Pe
v Pe 7 mr2sin 0

2
. p ; Do
0:pg=—Lo—coth , 6=-—-"=
bo r2sin? 0 mr?

Py = Lg,: Drehimpuls in x3-Richtung ist erhalten: ng =0!

Bewegung in z1-zs-Ebene:

9:% =0 &  pp=0 , 6=0
1 2 Li%

.. Lgg

mit ¢ = ;

mr?

1
2
(Flichensatz, 2. Keplersches Gesetz)

Lgg
2m

r2p =

(9.78)

(9.79)

(9.80)
(9.81)

(9.82)

(9.83)



9.3. POISSONKLAMMERN 115

9.3 Poissonklammern

Wir hatten die Zeitabhéngigkeit von H mit den kanonischen Bewegungen in
Verbindung gebracht. Dies gilt allgemein:
Zeitabhiingigkeit einer allgemeinen Funktion A(p, ¢;t)

dA(p,q,t) O0A. 0A., O0A

_ 7= il el .84
it a1 9 T o (9.84)
0AOH 0AO0H 0A
0A
={AH} + o (9.86)
mit Poissonklammern {.,.}:
0AO0B 0AOJB
ABl=—— — —— 9.87
Insbesondere gilt fiir die Kanonischen Bewegungsgleichungen:
. . 0q0H 0q0H OH
={¢,H HY =212 27 _ .
¢ ={q, H} mit{q, H} 94 0p 0p0q _ Op (9.88)
) . OpOH OpdH O0H
={pH}mit{pH} = —— — ——F— = —— 9.89
p={p, H}mit {p, H} 94 0p  0p 04 94 (9.89)
Eigenschaften der Poissonklammern:
(1) Es gilt fiir jede Funktion A(p, g;t):
d 0]
E_{'7H}+qu (9.90)

(2) {., B} erfiillt die Leibnizregel. Das folgt schon aus 9.90, da % und 2
Py
der Leibnizregel gehorchen. Es gilt

{AC, B} = C{A, B} + A{C, B} (9.91)

Beweis:

0AC 0B 0AC OB
dq 9p  Op Oq
(2405 _0A0L) (9008 _000BY
dq dp  Op 9Iq dq dp  Op Oq

{AC, B} = (9.92)

(3) {., B} ist linear: {A, a} = 0 fiir « konstant in p, g

{aA+~C,B} =a{A,B} +~{C, B} (9.94)

(4) Antisymmetrie: {4, B} = —{B, A}
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(5) Es folgt .,B ist ein linearer Operator, der die Jacobiidentitit erfiillt:

{{A,B},C}+{{C,A},B}+{{B,C}7A} =0

Beweis:

{{A,B},C} = {{Av C} =B} + {A7 {B,C}}
= _{{CvA} vB} - {{B,C},A}

Kommentare:
e (2), (3) und (4) bzw. (5) definieren eine Liealgebra

e Die Poissonklammer definiert eine Ableitung

d 0
B { ) }a dt H + (’%
B0 08D
~ 9q0p Opdq
a) DpAC = (DA)C + ADpC
B) Dp(aA+~C)=aDpA+~yDgC
v) DB =0
J)
DaDp — DpDy = _D{A,B}
[Da,Dp] = —Dy4py Liealgebra
Beweis:

(DaDp — DpDA)C = {{C,B}, A} — {{C, A}, B}
=—-{{B,C}, A} —{{C, A}, B}
= {{AaB} ) O} = _D{A,B}C

Beispiel:
0
B =np: D, =—
p D 9q
0
A=q: D = —-—
q q ap
[anDp] - _D{A,B} =0
1

D,, erzeugt Translationen in g¢:

e f(g) = e F () = 3 ~(d0e)" f(a)

(9.95)

(9.98)

(9.99)

(9.100)
(9.101)

(9.102)
(9.103)
(9.104)

(9.105)

(9.106)

(9.107)

(9.108)

(9.109)
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D, erzeugt Translationen in p:

e PPag(p) = g(p + po) (9.110)

Obige Resultate lassen sich leicht auf ein beliebiges System verallgemeinern,
mit Koordinaten ¢;, i =1,..., N:

0AO0B 0BOJA
A(p,q;t), B(p,¢;t)} = — 9.111
U0 peEn =3 (55 ~ga) O
(9.112)
und
dA 0A
— ={AH — 9.113
L+ S (9113)
G = {q;, H} (9.114)
pi ={pi, H} (9.115)
mit den Eigenschaften 1 - 4, 5 und 9.3 und 9.3.
Es gilt:
{pi,p;} ={ai.q;} =0 (9.116)
{ai,p;} = dij (9.117)
9qi Op;  Op; Oy
e U N e Bk U B SR 9.118
dq1 Op1  Oqi Opy B ( )
Beispiel: Drehimplus L; = €;j12 Dk
Poissonklammer: D, = —%, Dy, = 54
{Li, L} = €itme jnk {T1Dm> Tnpr } (9.119)
= itmEjnk {T10m, Tn} Pk + {T1Dm, Pr} Tn) (9.120)
= CiimEjnk (Pk Dz, TiPm + TnDp, TiPm,) (9.121)
= itmEjnk (—T1PkOnm + TnPmOki) (9.122)
= TIPEEilmEjkm — TnPmEimkEjnk (9123)
= TPoi; — T;p; — TDij + Tip; (9.124)
- (9.125)
also
{Li, Lj} = eijuLn (9.126)

Das erinnert an die Liealgebra der SO(3), Algebra der Erzeugenden (engl. ge-
nerators):

19— P — [11,19] = —egl" (9.127)
mit
0 0 0 00 —1 0 1 0 _
=10 0 1), =00 0], P=(-10 0], U)=ciyk
0 -1 0 1 0 0 0 0 0

(9.128)
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Tatséchlich ist 9.126 (mit L; — +L;) eine Darstellung von 9.127: Das heifit,
{., L;} erzeugt Drehungen.

Betrachte
Diji = {xiuLj} = Ejinm {xiuxnpm} (9129)
= Ejnmanmei (9130)
= EjniTn (9131)
= EijnTn (9132)
Vergleich mit der Wirkung von I’ auf Einheitsvektoren é;:
ljéi = e}g&‘j/m (éi)n = Ejkiék (9.133)
= Eijkék (9.134)
Bemerkung: Dy, erzeugt Drehungen auf den Vektoren &, p aber das gilt nicht
1 1
fiir einen beliebigen Vektor, z.B.: | 0 |: Dz, | 0 | = 0. Damit erzeugt Dy,
0 0

Drehungen im Phasenraum.
Frage: Kénnen wir L;, L; als unabhéngige Variablen wéhlen?

9.4 Satz von Lionville

Sei H(p, g;t) die Hamiltonfunktion eines eindimensionalen Systems:

OH OH
y = g= L 9.135
P AT ( )

ABBILDUNG

Die Vektoren 1 = (¢, p) liegen in I', dem Phasenraum, zur Erinnerung:
ABBILDUNGEN (aus Kapitel 2)

Wie bekommen wir obiges Bild:

Sei Gr = v = (4.5) = (92,9 ) = (£, -V'(@).

&r ist ein Vektorfeld im Phasenraum I

ABBILDUNG

Inkompressible Strémung:

_9’H  O9°H

VrGr = 74— — 2 = 9.136
T Dqdp  Dpog ( )
Inkompressible Stromungen: keine Volumenédnderung

Warum interessant: Sei die Anfangsbedingung nur mit einer gewissen Genauig-
keit gegeben: ABBILDUNG zr(to) € Vr(to)

ABBILDUNG

dVp = / dA, (Srdt) (9.137)
St

=V = / de(ﬁvdJ’p) =0 (Lionvillscher Satz) (9.138)
Vr
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mit Vp, = %
Allgemein: ¢g;,p; mit i =1,..., N
ir = (¢,p) — ar =(4,p) (9.139)
&r=(4,p) —dr= '115) (9.140)
> 0
Vr, = 9.141
L Dar (9.141)
(9.142)

de = dqdp - de = dql .. .qudpl .. .de



120 KAPITEL 9. HAMILTONFORMALISMUS



Kapitel 10

Kanonische
Transformationen

Wir haben gesehen, dass die Phasenraumformulierung einige Vereinfachungen
und interessante Ergebnisse ermoglicht hat.

AuBlerdem treten, wie immer, (weitere) Vereinfachungen durch geeignete Varia-
blenwahl statt, z. B. Kugelkoordinaten bei Zentralpotential. Wir mo6chten da-
her allgemeine Koordinatentransformationen formulieren, die die kanonischen
Strukturen erhalten.

Motivation / Beispiel: Ist es moglich, die L; (Drehimpulse) gleichzeitig als
kanonische Impulse zu wihlen?

Betrachte allgemeine Koordinatentransformation in Systemen ohne explizite
Zeitabhéngigkeit. L = L(q, q) mit 2& = 0.

Koordinatentransformation:

Es folgt sofort, dass

da wir gezeigt hatten, dass in obigen Systemen die Hamiltonfunktion H = T+V
ist, fiir allgemeine generalisierte Koordinaten.
Damit gilt:

O0H OH . OH O0H .
@_T@__B a——Pl_a——Pl_Ql (10.1)

121
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Was passiert mit den Poissonklammern:
0A0OB 0BO0A
{A(ﬁ7®73(ﬁ,®}ﬁ,q = 8_111-31)1- - 9q; Op;
_ _%GQI +%8Pl] ' [ 0B 0Q, n 0B 8Pm]
L10Q1 0q; ~ OP 0qi ] [0Qum Opi  OPy Op;
__8B 8Qm+ 0B (?Pm}[%a@ %83]
10Qm O¢;  OPn Og; Q. dp; ~ OF, Op;

[0A OB 0A OB
- {QluQm}pq+ap 8P {Bup } :|

10Q1 Q1
[0A OB 0A 0B
+ 9Q. 0B, {Qu, P}y g+ 8P18Q—m{Pl’Qm}54

Wir benéstigen die fundamentalen Poissonklammern {Q, @}, {P, P},{Q, P}
Dazu berechnen wir

P ={P,H }ﬁ,q
0P OH  OH 0P,
" 0q; Op;  Oq; Op;
0P ( OH 0Q,, . OH 0P,
~oq (an op: | 0P, apz-)
OP, ( OH 0Q., 0H 0P,
" op (an q; | 0P, 0u )
OH OH

= - 8 {Qmwpl}pq—i_ 8P {Pmu‘Pl ﬁ‘i

Mit (10.1) folgt nun
0H 6
L s P P P}z

Vergleicht man die auf beiden Se1ten der Gleichung vorhandenen partiellen Ab-
leitungen und ihre Indices, so erhélt man die fundamentalen Poissonklammern
(analoge Rechnung fiir Q;):

.

{Q’mapl **: 6ml
{Pmu‘Pl}“*_ O
{@m: Qitz3=0

Fiir allgemeine A und B erhélt man somit:

{A,B};:={A B}p g

Diese wichtige Eigenschaft beantwortet die Eingangsfrage:
(1) {Li, Lj}; 5= cijuln #0
(2) Annahme: L; =: P; kanonische Impulse zu 6; = Q.
Es fOlgt {Li, Lj} = {Li, Lj}ﬁ Q‘ =0.

Da (1) und (2) im Widerspruch zueinander stehen, kénnen also L; und L;
(i # j) nicht gleichzeitig als kanonische Impulse gewiihlt werden; es gibt keine
generalisierten Koordinaten 6;,6;!
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10.1 Kanonische Transformationen, Definition

Eine Punkttransformation ist definiert durch

7— Q(g:t) mit det 0Q: £0
a;j
z.B. Z— (r,0,p)
o Lo dF
L@ i) — UGG - L0 | -2
mit S[g] — S[q] = S[Q]
9Qi : L .
Beachte: 5. 0, keine Abhéngigkeit von ¢;
4j
Es gilt
oL _d9L_, oL _doL _
aqi dt aql o ’ aQZ dt 8@1

Forminvarianz der Euler-Lagrange-Gleichungen

In der Phasenraumformulierung haben wir mehr Mo6glichkeiten: Eine kano-
nische Transformation ist definiert durch

¢,7 — Q(F, ¢:t), P(7, ¢:t)
H(p,q;t) — H(p,qt)

OH . 3H7. 8[?7 5 8[?7-_
5qi__p“ 6—1%—(]1—’@——3, (“)—Pi_Ql

Forderung der Forminvarianz der kanonischen Bewegungsgleichungen

mit

Weiterhin gilt das Wirkungsprinzip:
d N d — = =

t1 . L t1 IR _
mit  S[p,q] = dt(ﬁ(j—H)aS[P,Q]:/ dt(PQ — H)
t() tO
p— p+eop
q— q+edq

Obiges gilt fiir

(ﬁ-&- H) - (P-Q—H) - %F (113, j@';t) (10.2)

differentiell: |p-dq— P-dQ — (H — H) dt = dF (ﬁ, P,q,0: t) (10.3)

Aus (10.3) folgt

oOF OF F oOF _ OF
<pi aqz>dqz_< 6Q>dQl a7 ”a_PidP“<H‘H+E)dt‘
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(1) F=Fi(q,0:1) :

8F1 8F1 8F1
dFy = —dg; dQ);
1= o0 + 90, Qi +
Oder Fl _ 3F1 . 8F1 . 3F1

a—qiqz'—i-aniQi—l-W

Einsetzen in (10.4) oder (10.2) liefert:

CoR  OR OF,

o T e MM

Di

2) F=FR(P,§it)-P-Q:

IF 0P c} B

R R OF;
= pl—a—qia QZ_6—H7 - +W

>|p = gg” ;= ‘Zij, H:H+%

() F =Ry Pit) + (57— P Q)
(5) F = F5(p,q:t) :

:de:g—ﬁdpﬁ%I;jd +%dt

Auflerdem d@ = @d i g—gdqi + %—?dt

N . %%:%—Z’), _pj%ifj:gix A=m+po% 20
(6) F = Fs(P,Q;t) :

= dF = giﬁdP+ggﬁdQl Ok

AuBerdem  d = ;q dP; + (%ldcgﬁ@

=|P - pjgng—%i, Jggfg—%f, H:H—pi%—k%
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Punkttransformationen:

Qi = Qiq;t = f(q:t)

= Q= —or fi(d:t)
Es folgt Fy(P,q:t) = fi(q:t)- P; (Integrationskonstante 0)
f;

wa pi=20p,
o Ofi

H=H - P;
"o

0Q; _
Eingangsbeispiel: ;i =0=H=H

10.2 Infinitesimale kanonische Transformationen

Wir hatten an D, Dp,, Dy, gesehen, dass Poissonklammern Transformationen
(D, Translation in p;,D,, Translation in x; und Dy, Rotation um Achse é;)
erzeugen:

Infinitesimale Transformationen:

(1+eiDp,) f(T) = f(Z+ ) + O(?)
of

F@) + e @.pi} = F(@) + i

Analog infinitesimale kanonische Transformation:
Nehme (keine explizite Zeitabhingigkeit)

. ) 2 OF,
F = Fy)(P —P- —=p;, —
5(P,q) Q@ mit 3. ~P 7B,
Sei nun Fy(P, ) = GP + f2(P, §).

und damit (fg(ﬁ,tf) = fa(p, @) + 0(5))

0fa 0fa
i = P; P =p; —
p +€3qi:> P E@qi
. af2_ ) af2 2
Qz—Qz""EaPi —Qz+58pi +O(5)

d.h.:

P; = pi +e{pi, f2}

Qi =q +e{q, f2} (10:5)

oder allgemein

=Q; mit Q;=¢+0(), P=p +0()



126 KAPITEL 10. KANONISCHE TRANSFORMATIONEN

Sei nun f2(p, §) = H(p, §) und e = dt Zeitentwicklung:
A +dt-p,q+dt-§) = A7, Q) + dt {A, H}

Noethertheorem:

Wiihle A(P,Q;t) = H(P,Q;t) und fo = f2(7,q) ‘ — keine expl. t ‘

H(P,G;t) = H(p,¢;t) +e {H, f2} (10.7)
Wenn H(ﬁ, Cj; t) = H(p,q;t) |, dann ist fo eine Erhaltungsgrofe!
Beweis: Gilt H(P,Q;t) = H(p, q;t), so folgt aus 10.7 (Beachte % =0)
df
dt { 7f2}

—

Beispiel: Rotationsinvarianz: ¢ =%, p = p,
F2(5,8) = - L=piL;
=P =p+e{p,Li} i
= pi + eicipr {pi, 75}
= Ppi+ EQiilkPk
= p; + ECLikPiDk
=@+ & xp),
analog )?:f—l—@xf

Es folgt fiir
o = % +V(Z) =Li={Li,H}=0 = L; VYierhalten

o H — % +V (23 +23) = Ls erhalten, da {Ls, H} =0,
aber {L1,H} #0, {Lz, H}#0

10.3 Integrable Systeme

Sei G eine Erhaltungsgrofle. Finden wir eine kanonische Transformation, so dass
P = G ist, dann gilt
OH

P=———=0 klisch
900 = Q¢ zyklisc

= Einfache Bewegungsgleichungen Beispiel

»?
H=—+V(|Z
2m + (|x|)

(1) {Ls,H} =0 = P; = L3 Erhaltungsgrofie

Da {L;,L;} # 0, miissen andere kanonische Impulse gewiihlt werden.
(2) {52, Ll} = 2Lj {Lj, Ll} = 25jiijLk =0

P, = L2 Erhaltungsgrofie, wegen {EQ, H} =2L {E, H} =0
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3) {HHY =0 =P =H

Allgemein: H(p,q;t) mit ¢; (i = 1,...,N), d.h. 2N Variablen und Erhal-
tungsgroflen Gy, ..., Gk mit

1{Gi,G;) =0 ¥i,j] (10.8)

Wihle P, = G4,...,Px = Gk und damit ng;i =0 Vi =1,...,K, dh.
Q1, - .., QK zyklisch. Wir haben somit das Problem auf ein 2( N — K )-dimensionales
Problem reduziert:

H(‘ﬁﬂé;t):H(P17"'7PK7PK+17"'7PN7QK+17"'7QN;t)

Die Poissonklammer (10.8) wird benétigt, damit {P;, P;} =0 Vi,j=1,...,K
gilt!

Integrables System:

Beispiele:

(1) 1-dimensionale Hamiltonfunktion H(g,p) mit %—Iti =0
P=H=F

(2) 3-dim. H mit V = V(||Z]])
Pi=H, P,=1Ls, P3=1L% Py;=P

(3) harmonischer Oszillator — Ubungen

10.3.1 Konstruktion kanonischer Transformationen:
(0) Sei G(p,q) Erhaltungsgrofie und Py = G(7, §).

(1) Auflésen nach ps:
b1 = pl(P17p27 s apNaq)

_ R(Pa

(2) Erzeugende F»: p; 9a1

:>F2(P7(j):/ dqllpl(Puq/DQQaqu)
q1g

(3) leg_gfv Q:(leqQa"'qu)

(4) ﬁ(ﬁ7é):H(ﬁ,® mit Pl =0

Bemerkung:
(3) vor (2):
oF; Q1 0*Fy
Ql = = > — =
oP, Oq1 0P 0q
_ 098 _on
- 6P1 6q1 - 8P1

_ op1
:>Q_/(’“)—P1dql
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(5) Wiederholung fiir weitere Erhaltungsgréfien.
oder:

(2) Fz(ﬁ,(f) — fq% dq_; ]5’((1_7,15) und damit p; = %f;z

. . i, O°Fy _ 9%2F,
zu zeigen: Integrabilitét: 5000, ~ D00 — 0

Op;  Opj
dq;  0q; ( )
Beweis: (%—Iq))ij = 2_5;
[ ]
Opi _ 0|~ 9pi BP9
d¢; gyl 9P dg;

- 1Gr) ()1, =

A symmetrisch = (10.9)

—1
Ao (2P 0P
Op dq

o Poissonklammer {P;, P;} =0
@@
1 T 7= ~1
(&) ) &) ()
T 71 -1
) () 16D (5)

Beispiel: Zweikorperproblem: V = —v/r

= A= = A"

1
Hz—pf—i—

2m

L v P

2mr?  r  2M
mit  L; = €5T;pk, Dk = My

pr=mr, r=|Z

Ps =M - Zs
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Wir haben 6 Erhaltungsgrofien: {P;, H} =0

=

Pi=H, P,=L% Py=Ls, Psy;=Ps;
Wihle ps =0, Ls=1l3, L*=1?> H=E
‘Seiplzpra ler‘

Pr= \/2m (B = Veps(r), Veps(r) = =2+ l

r o 2mr?
£ :/ dr’\/2m(E—Veff(r/))

0

8F2 /T ’ m
= — = d
G=on =) A E )
8Q1 82F2 8p1 m
oder —— = == =
Iq 0q10P, oE \/Qm (E — Veff(T/))

. OH
Q=l=m=G1=t-1

T
und t—ty = dr’ n

ro A/ 2m(E— Ve (1))

Integration gibt Losung

Nicht integrable Systeme: z.B. Doppelpendel
ABBILDUNG 1 Erhaltungsgrofie

10.4 Hamilton-Jacobi Theorie

Kanonische Transformationen sind Koordinatentransformationen auf dem Pha-
senraum, die die kanonischen Bewegungsgleichungen forminvariant lassen. Be-
sonders einfache Koordinaten mit P = Q = 0. Das wird erreicht durch H = 0
(oder konst.)

— 0F,

H=H+ 5 = 0, Fy(P,Gt) (< i.A.am besten geeignet)

mit j=VF, Vg =4

Hamilton-Jacobi-Gleichung:

oF;
ot

H(T, NV g Fa;t) + =0 (10.10)

Gesucht ist F» mit (10.10).

(10.10) ist eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung fiir F5(q1, ..., gn;t)
mit N + 1 Variablen

Ansatz:

F2:S(Qla---7QN§t7ala-'-704N)+OéN+1

S: Prinzipal o. Wirkungsfkt.
any1 fallt aus der Differentialgleichung heraus, da sie nur von %—1;? und %
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abhéngt.
Wir wihlen P = o, i=1,...,N .
moglich, da P; = 0, alternativ QQ; = a; wegen Q; = 0

AufBlerdem: p; = %—ZE und Q; = g—%, Q; konst. = Q; = 6; = goi (q,a;t)

-,

q(a, 3: t)| zu Anfangsbed. (&, 3)

Das Koordinatensystem ﬁ,@ des Phasenraums ist ,korperfest®. Die dynami-
schen Bewegungsgleichungen sind in der kanonischen Transformation ¢(&, §;t)

und p(&, 5; t) enthalten. Wirkungsfkt.:

s 9s. 9SS _. !
D+ Y G- H=L=S= [ d'L Wik
7 quq + o Dq =S5 /to Wirkung

Beispiel:

F
H=p?/2m, p=202

dq
OF, OF, 1 [(0F\® OF,
H(q, —; — =— | == — =0
(q’aq’)+8t 2m(8q> ot
Separationsansatz: aq, as
Fa(g;t) = Wiq) + f(t)
1 (W' o,
2m \ Oq ot
w_ g
T g vV W(q) = VZmarg + as
g _ . flit) = —aqt
ot !
Auflerdem:
OFy oS
E_E_Bl_Q7 o =F

m 2a 2F
= —q—t:ﬂl—u]:1/—1(t+61):vt+q0 mit v=4/—, qo=v0
2001 m m



Kapitel 11

Kontinuumsmechanik

Beispiel: Schwingende Seite, Membran (wichtig fiir Feldtheorie, wie z-B. Elek-
trodynamik, Hydrodynamik und QFT)
ABBILDUNG

11.1 kleine Schwingungen

Hamonischer Oszillator:

m K m K
54 50 XA (11.1)
4 K

mit Losung

q(t) =4/ % sin(wt + ¢o) (11.3)
mit w = \/g (11.4)

Allgemeine Lagrangefunktion: g(q) > 0 Vq

L:%MMf—V@) (11.5)
Ruhelage: V'(qo) = 0, Sei ¢ = qo + en (Stabil: V"(go) > 0)
= L= —Vi(w) +2* |50l — 5V (@[ +0E)  (116)
LTI
o0 = 4 Ly = 5ola0)d® — 5V (@0)d? (117

harmonischer Oszillator mit:

m = g(qo) _ | V"(q0)
Kk =V"(go) }w = 9(q0) (11.8)

131
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wobei ¢ : Auslenkung um Ruhelage gg
Mehrere g;, i=1,...,N: g(q) hat nur positive Eigenwerte

L= égﬁ(q)q'iq'j —V(@ (11.9)

Ruhelage: V,V (g0) = 0, (VV) 8q

Sei = Go + 7]

1 1 0%V
=L=-V 2| =g 1N — = ———(qo)min; | +O(e3 11.10
(90) + €7 | 5933 (0)min; 2 9404, (Go)min; | +O(¢”)  (11.10)
L,
L 1
e —q: L= 39043445 = §%ijqiqj (11.11)
1/ 0%V o*v
it Vo, = = o 11.12
mi 045 2 (3%3(]3 8qJ8Qz (q )) ( )
1
wegen Tijqiq; = 5Tij(qia; + 4j¢) = (Tij + Tji) 4ig; (11.13)
1
und go,;; = 3 (9ij(q0) + g5i(q0)) (11.14)
Wir schreiben (L,, — L)
P
L= 354" 904~ 50" Vod (11.15)

mit konstanten, symmetrischen Matrizen gg, Vp. Symmetrische Matrizen sind
diagonalisierbar

7 0

9o =R goRy = mity; >0Vi=1,...,N (11.16)
0 TN

Ry € SO(N) mit RgR] = 1y (11.17)

Vg = RYV R, symmetrisch | (11.18)

Sei ¢ = R¢ und damit = R, da R = 0.

1. 5 1
L=5q" (R"9R)d - 54" (R"VhR) ¢ (11.19)
1 o 1
= L= 5T 5TV (11.20)
——
Zi ’Yz'q'?
Definiere ¢’ = \/7:¢; (keine Summe!)
= [ = 1'4/2 1 4/TV// el (11.21)

o1 31
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. "
mit Vo;; =

AUy

Definiere ¢ = R,q (abuse of notation)

U1 0

mit R7Vy' R, = ,R, € SO(N) RIR,=1yn

i

L.
- =5q q- vid;

N
== (@ +vig])
=1

DN —

N
. 1 .
Ergebnis: L = 3 ;,1 (qf + viqf)
Bewegungsgleichungen: (j; = —0;q;

N unabhingige kanonische Oszillatoren mit w; = /v;

Bemerkungen:
(1)
Vo n EW >0 n v, >0
N—-—nEW <0 N—-—-n v,<0
v; > 0 Vi stabile Rugelage
v; <0 instabile Ruhelage
ABBILDUNG

(2) zyklische Koordinaten: oBdA ¢;

0*V
0 Vi
6(116%
0o ... 0
= VO’LJ - Voij — Vi, = 0

Es folgt §i, =0~ q;;, = @i, + iyt
Nur fiir v;, = ¢, (t) klein V¢

(keine Summe!) V" symmetrisch!
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(11.22)

(11.23)

(11.24)

(11.25)

(11.26)

(11.27)

(11.28)

(11.29)
(11.30)

(11.31)

(11.32)

(3) Das vorgestellte System umfasst sowohl 1 dim. Bewegungen z.B. ABBIL-

DUNG , als auch mehrdimensionale Bewegungen. ABBILDUNG
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11.2 Lineare Kette

Anwendung: Schallwellen in Festkorper
ABBILDUNG

N
m . K 2
L= E 5%2 - E 5 (g1 — @) (11.33)
i i—2

mit gny1+1 = @1 ABBILDUNG
11.33 hat die Struktur wie 11.20 mit

goi; = mdij (11.34)
vOij = 5(251'3‘ — 5@'71 — 5ij+1) (1135)
2 -2
zB:N=2: vy= (_2 9 ) K (11.36)
2 -1 -1
N=3: yp=|-1 2 1|k (11.37)
-1 -1 2

N=2:¢= (gl>, vp hat Eigenwerte A; o = 0,2k mit det(rk — A1) = (2 — \)?
2

und Eigenwerte 75 (1 B\ g

AuBerdem: (8%1 + 8%2) v(@) =0

. . q— 1 /1 —1) .
Variablentransformation: = — 11.38
(h)-zl F)7r ws
—_——
RY
(11.39)
L((11 - q2) q
7— | 4 = ( ) (11.40)
ﬁ(ih + q2) q+
~ K o
V(@) =V(e-) = 54 (11.41)
0 T 2 0
und Ev =0, wy— R,vR, = (O O) (11.42)
Kinetischer Term:
1 ) ) 1 ) .
5mldt +d3) = 5m(d} +d2) (11.43)

EL: G, =0, §_ = %q, (11.44)
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11.2.1 Kontinuumslimes

Ruhelage: z; = qo, ;41 — ; = Az unabhéngig von i
Auslenkung: g(x;) = ¢;

135

Annahme: Benachbarte Auslenkungen q(x;), ¢(x;—1), ¢(x;+1) unterscheiden sich

nicht zu stark

(qiv1 — @)

A A 26
* Az
=: Axq'(x;)

Dann: (giy1 — ;) =

1 A
Es folgt L = ZACE b%q%xl) - H—;q’(‘ri)ﬂ

Nun Az — 0 mit = — p, KAz —d, Y, Az — [dzx
Lagrangefunktion: 11.47, ¢ = ¢(x,t)

_ L oo d g
L—/dw[qu 54

P d g

und S[q]:/dtL:/dtd:c {gq — 54 ]

= / dtdxzL

L: Lagrangedichte einer Feldtheorie mit skalarem Feld ¢(z, t)
ABBILDUNG

po d, .., 0O¢g . 0q
L = — —_ t = — = —
9l ¢ M 4T =5 47

Bewegungsgleichungen aus dem Wirkungsprinzip:

q(z,t) Losung der Bewegungsgleichung
q(z,t) 4+ edq(x,t) Variation um ¢(x,t) mit 0q|rana = 0

ds
= =0
de |._o
mit
(4 +2069)* = ¢* + 22484
(q/ +€5q/)2 — q/2 + 2€q/5q/
Es folgt
dsS
—| = / dtdz [pGoq — dq'dq']
de |._g

= /dtdx [—pG—dq"]6g=0

= pi—dq" =0

(11.45)
(11.46)

(11.47)

(11.48)
(11.49)

(11.50)

(11.51)

(11.52)
(11.53)

(11.54)

(11.55)
(11.56)

(11.57)

(11.58)

(11.59)
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oder G — c¢*q” = 0 Wellengleichung mit ¢? = % Ausbreitungsgeschwindigkeit im
Festkorper: Schallgeschwindigkeit
Losung q(x,t) = Acosk(z — ct — xg) (11.60)

mit Integrationskonstante A: Amplitude, kc: Frequenz (Kreisfrequenz), zo: An-
fangsbedingung
Festkorper: ABBILDUNG

v z }(j(f, t) (11.61)

kinetischer Term: £¢% mit p = 3%
Potential: quadratisch in %qj

Allgemein: %dijnm gfi ;E—q;
Lpp 1 dq; 0q;
L=—-—=¢ — =diinm 11.62
T T g Tt e (11.62)
mit elastischen Konstanten d;jn,, (Tensor 4. Stufe)
Wirkung: S = [ dtd3zL
Isotroper Festkorper:
dijnm = )\5ij5nm + ,u(5m5]m + 5im5jn) (1163)
1 0q; 0Oqg; 1.5 = 1 S g 0 L=
o %ii oz, Oy 5 q QJ+2U (Va) +(6$i® q ( )

L 1,/ = .o -
oder /dtd?’xL = /dtd% [qu'Q + 5 (qv2§+ v (V) — (vq)Q)] (11.65)



11.3. WIRKUNGSPRINZIP

11.3 Wirkungsprinzip

Lagrangedichte: skalares Feld ¢ oder Vektorfeld ¢
z.B.

1 .
L= 5952 4
oder allgemeiner

—

£la(@, ), Fa(@0,(z. 050,1) wnd Sla = [ dedPac

Sei ¢(#,t) Losung der Bewegungsgleichung: ¢(Z,t) + £dq

ﬁ
de

e=0

= / dtd3x

O sy v 25 0 544 %4
¢ 1" 9 2L 9" T 9g ™

Euler-Lagrange-Gleichungen der Feldtheorie
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11.4 Schwingende Saite / Membran

Mit dem Wirkungsprinzip von 11.2.1 lésst sich jetzt ohne die Behandlung des

diskreten Systems die Physik kontinuierlicher Systeme behandeln.

Schwingende Saite (z.B. Cellosaite)

Lénge der Saite: [
T 1
lz/ \d2x + d? :/ dz+/1+ 32
ZTo o

Diskret: Newtonsche Gesetze = Lagrangefunktion L =, L;.

Kontinuumsmechanik: Suche Wirkung

S = / drdz L

/d:cﬁ:T—V

Kinetische Energie: T' = %fdxpy(x)Q
Potentielle Energie: V = FAl = F (f;nl dzr/1+y? — f;: da:)

Cello: lp = 60cm (gespannte Seite), h ~ lem (maximale Auslenkung der

Saite).

Euler-Lagrange Gleichung:
oc 0oL 0oL
oxr 0xdy Oty
0+ Fy" —pij=0

oder

(11.66)
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Losung: In unserem Fall y(zg,t) = y(x1,t) = 0,20 = 0,21 =1

=y(x,t) = i sin (?n) ©on(t)

n=1

o T2n?

=c Z—QQPn(t) —@n(t) =0

=pn(t) = ¢, coswpt + dy, sinwpt

o0
= y(z,t) = Z sin WTxn (cn coswpt + dp, sinwyt)
n=1

Z [(Cn + dn)ei%(mﬁ-ct) _ (Cn _ dne—i%(m—ct)
n=1

Bernoulli Lésung, auch der ¢ Separationsansatz.
Tatsédchlich ist jede Funktion der Form

(,t) + fr(x+ct) + f-(z —ct) (d’Alembert)

eine Losung von 11.66 (einsetzen).

Oder:
K%) . (%)] y(o, 1)
_ (% N %) (% - %) y(a,1)

mit

d d
<E :I:c%) frlzFect)=0

Bild mit stehenden Wellen, n = 1,2, 3, Grundton, Oberton. w, = 27€.

l

mc
n=1: Frequenz w; = —,

l

27c
n=2: Frequenz wy = —.

l

Membran

Z|mf+w§:R = 0.
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1
T = 2/d$1dx2p( ($1,x27t))2
A

V:f/A (\/dle +d22\/d2x2+d22—dx1dx2)
2
1 o (o (32 (2) 1)
f 2 0z \? oz \*
_§/d$1d1‘2 ( 1) + (3—x2> +O<(73(x1,x2)) )

i
=t Ly mitV_<‘9§1>
2° T3 e

N o PN

Losung durch Separation:

z = g(x1,x2)p(t) (11.67)
Mit 2/z = ¢2V22/z folgt $(t)/p(t) = - L2lr2) v ;71(212’;52) Wihle 72{];?;’;2) —k2.
(11.68)
= | p(t) = =k (1) (11.69)
Losung: @(t) = a cos ket + Bsin ket.
Zylindersymmetrie:
x1 = pcosb
To = psinf.
9(x1,22) = gp(p) - 96(0)
und
10 0 1 62
V2 = — 7
pop”dp * p? 062
Es folgt
0 (p(?pgp) 9ge 2 2
g =k
5 g, | o /96 = —kp
9 ge
> | Ggz = "%

1
;6/)9/) + a?;gp (/f2p2 + nz) 9p Besselgl.
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Losung: J,,(k,), Np(kp) (Np(ow — 0) — —o0) und damit, J,,(x) hat Nullstel-
len bei x,m:

z = Jn(knmp)(a cos kymet + B sin kyy,ct)

mit Kpm = Tpm /R
Nullstellen der Besselfunktion: J, (z):

ln—m 1 2 3 n — oo
0 2.405 | 5.520 | 8.654 | 2n—1)T 4+ &
1 3.832 | 7.016 | 10.173 nm+ 7

2 5.136 | 7.417 | 11.620 | (n— )7 — %



