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Kapitel 1

Statistik

Wabhrscheinlichkeitsrechnungen sind in der Physik zentral, sobald wir
ein Experiment auswerten, denn zu jedem experimentellen Ergebnis
gehort nicht nur der zentrale Messwert, sondern vor allem auch eine
Fehlerabschitzung. Wenn man Folgerungen aus einer Messung ziehen
mochte, dann sind die Fehlerbalken mindestens so wichtig wie der Zen-
tralwert, denn wir stellen immer dieselbe Frage: Ist dieses Ergebnis
im Rahmen aller Unsicherheiten in Ubereinstimmung mit der Theorie-
Vorhersage, oder miissen wir die zugrundeliegene Theorie modifizie-
ren? In diesem Kapitel betrachten wir zwei Aspekte der Statistik physi-
kalischer Messungen. Zuerst widmen wir und den Wahrscheinlichkeits-
verteilungen fiir verschiedene Fehlerquellen. Im zweiten Schritt be-
schreiben wir Messungen, die von verschiedenen Fehlerquellen beein-
flusst werden. Dabei miissen wir zwischen einem Frequentist-Zugang
und eine Bayesischen Wahrscheinlichkeit unterscheiden. Statistik ist
keiner der klassischen Aspekte von Theorie 1, aber sie ist sehr mathe-
matisch und irgendwo miissen Sie diese Grundlagen ja lernen.

1.1 Wahrscheinlichkeitsverteilungen

1.1.1 Zahlexperimente

e Die einfachsten Messungen in der Physik sind Zidhlexperiment,
also die Analyse von einer Anzahl von Signalen in irgendeinem
Detektor. Beispiele sind Ausschlige eines Pendels, radioaktive
Zerfille, oder LHC-Events mit zwei Myonen. Wir beginnen mit
einem Wiirfelexperiment, dessen zentrale Annahme ist, dass al-
le Wiirfelversuche gleichartig und voneinander unabhéngig sind.
Wir nehmen an, dass wir N Wiirfe haben, mit einer konstanten
Wahrscheinlichkeit 71/N fiir ein bestimmtes Ergebnis. Diese Art
von Messung heisst auch Bernoulli-Prozess. In diesem Fall ist die
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Wahrscheinlichkeit, n Ereignisse in N Versuchen zu beobachten

P(nlii) = % (%) (1 - %)N_” . (1.1)

Der erste Term riihrt daher, dass wir die n Ereignisse auf N Versu-
che aufteilen konnen. Diese Verteilung heisst Binomialverteilung.
Die wohl wichtigste mathematische Eigenschaft von Wahrschein-
lichkeitsverteilungen ist die Normierung, also die Bedingung dass
ein System einen der moglichen Messwerte annehmen muss

S-S (2] (-2

a T

Die zweite Zeile ist einfach die binomische Formel.

o In der Physik gehen wir davon aus, dass wir Prizisionsexperimen-
te sehr oft wiederholen kdonnen, wobei positive Ergebnisse selten

sind, also
N>n,n. (1.3)
In diesem Grenzfall kann man die Binomialverteilung umformen
und erhilt
=n N' 1 = \N-n
P(l) == 1im — ( —ﬁ)
n! N-oe (N —n)! N* N
i . (N-n+1)---N i\ i\
7 i (-2)" (1= )
n! N-oo N N N
=n n = \N
=T fim (1 - ﬁ)
n! N-ooco N" N
=n = \N
=" im (1 - 2) (N > n)
n‘ N—oo N
=n [ = \N
=" im exp ln(l —ﬁ) ]
n! Nooo i N
I lim exp Nln(l —2)]
n! Nooo | N
_n li »N( ﬁ)] N>n
= dm ep |V -y Lk
L (1.4)
n!

Dies ist die Poisson- Verteilung fiir die Wahrscheinlichkeit, einen
Wert n zu messen, wenn wir 7 erwarten. Im vorletzten Schritt
haben wir eine Niherungsformel fiir den Logarithmus benutzt,
die wir im Anschluss an das Statistik-Kapitel herleiten werden,
namlich

52
ln(1+6)z5—5+--~ falls |0« 1. (1.5)
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Die Poisson-Verteilung ist zunéchst fiir alle natiirlichen Zah-
len n > O definiert. Negative Zahlen ergeben in der Poisson-
Verteilung ebenso wenig Sinn wie in einem Zihlexperiment.
Auch hier stimmt die Normierung der Wahrscheinlichkeitsvertei-

ung

Z P(nln) = e Z % =e e = 1 (1.6)
n=0

n=0 ’

Dazu haben wir lediglich die Reihendarstellung der Exponential-
funktion benétigt.

e In der Praxis ist auch die Definition der Poisson-Verteilung un-
handlich. Im Grenzwert einer hinreichend grof3en Zahl von posi-
tiven Messungen n > 1 konnen wir zunéchst die Stirling-Formel

n! ~ V2 (’1) (1.7)
e
benutzen und die Poisson-Verteilung auf positive reelle Zahlen
verallgemeinern,
n" ey _.
P(nlii) = (—) e (1.8)
V2nn \n

Wenn wir als weitere Forderung an (1.3)) annehmen dass
N>nn>1, (1.9)

wir also Zahlraten nahe Null vermeiden und unsere Variablen als

n=nil+s o 6="__" (1.10)
umschreiben, dann ergibt sich fiir die Poisson-Verteilung
—7(146) A(l+e)
P(n|n) = — e
(i) \2rn(1 + 0) (n(l + 6))
1 ﬁﬁ(1+6) eﬁé
- m m ,—171(1+5)(1 +6)r‘z(1+6)
1 no
© (1.11)

= 1[271_’71 (1 + 5)ﬁ(l+5)+1/2 :

Im Nenner konnen wir den letzten Term im Exponenten sicherlich
vernachlisssigen und erhalten mit demselben Trick in (1.5)), aber
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jetzt mit dem quadratischen Term
er‘nS

1
V2ri (1 + 6y
= exp [1n(1 + 5)—““5)]

P(nln) =~

= exp [(—7(1 + 9)) In(1 + 0)]

) 5
= exp (—ﬁ—ﬁé)(6—5+~-)]

no [ —52
© exp | -7 — nd> + o
2nn | 2
1 exp [ 1‘162]
= X —_——
2nn | 2
1

— e~ (n=1)/(2) (1.12)

Q

Im letzten Schritt erhalten wir die Gauss- Verteilung oder Normal-
verteilung. Bei der Anwendung von (1.3) auf (I.10) waren wir ein
bisschen schlampig, weil wir nie wirklich |n — 71| < 711 gezeigt ha-
ben. Im Nachhinein kdnnen wir das aber iiberpriifen. Die Breite
der Gauss-Verteilung ist ndmlich gegeben durch

(n —n)? 1

TR = In—i|~ Vi< ii. (1.13)

Dasselbe gilt fiir die Poisson-Verteilung, man kann es nur nicht
so schon ablesen. Die Gauss-Verteilung ist fiir alle rellen Werte
von n definiert, und auch hier stimmt die Normierung

1 . .
Nore f dn eI = (1.14)
nmn —00

1.1.2 Unsicherheiten

e Wir haben drei verschiedene Formeln fiir die Wahrscheinlichkeit,
n Signale in N Versuchen, mit einer individuellen Wahrschein-
lichkeit 7i/N zu beobachten. Alle drei Verteilung beschreiben die
moglichen Ausginge eines Zidhlexperiments, mit einem bevor-
zugten Ergebnis 71, aber endlichen Wahrscheinlichkeiten fiir einen
ganzen Bereich in n. Zum Beispiel die Gauss-Verteilung ist sym-
metrich um den Erwartungswert 7, mit einer Breite oder Stan-
dardabweichung oo = /7. Wir interpretieren eine solche Brei-
te als Unsicherheit unseres Zahlexperiments, einen Beitrag zum
Fehlerbalken einer physikalische Messung. Diese sogenannte sta-
tistische Unsicherheit hat die wichtige Eigenschaft, dass sie fiir
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hohe Statistik nach der Annahme von (I.9)verschwindet,

1
lim Z = lim — =0 . (1.15)

im0 1 fi—00 \/ﬁ

e Neben dem fiir kleine oder gro3e Werte wohldefiniertem statisi-
tischen Fehler gibt es experimentell auch systematische Fehler.
Sie kommen zum Beispiel aus der Eichung des Versuchsaufbaus
oder aus Fehlern auf andere Messgroen, die fiir unsere eigentli-
che Messung benotigt werden. Offensichtlich verschwinden sol-
che systematischen Fehler nicht, wenn wir sie Signal-Messung
oft wiederholen, die Eichung des Versuchsaufbaus oder Hilfsmes-
sungen aber weiterhin nutzen.

Nur wenn Systematiken durch anderen Messungen bestimmt wer-
den, kann man fiir sie auch eine Gauss-Verteilung annehmen.
Im Idealfall kann man zum Beispiel einen Input-Parameter mit
seiner gesamten gemessenen Wahrscheinlichkeitsverteilung an-
geben. Ein Beispiel ist die Messung einer Rate, die aus einem
Signal und einem Untergrund besteht,

n=b+s und n=b+5s, (1.16)

wobei uns nur das Signal s interessiert und wir den Untergrund b
aus einer Kontrollmessung erhalten. Wenn wir uns fiir einen Pa-
rameter wie s interessieren, dann nennen wir ihn parameter of in-
terest, wenn ein Parameter wie b lediglich intern in einer Analyse
auftaucht, dann nennen wir ihn nuisance parameter.

Nur als Nebenbemerkung — die Annahme, dass sich Untergrund
und Signal einfach addieren ist klassisch und in der Quantenphy-
sik nicht richtig, ein Aspekt der auch Selim Jochim in der Expe-
rimentalphysik groen Spal} bereitet.

e Schliesslich gibt es auch fiir jede theoretische Vorhersage einen
Theorie-Fehler, weil wir kein komplexes System prézise berech-
nen konnen. Beispiele sind in diesem Fall eine Nidherungs-Formel
oder statistische Unsicherheiten in numerischen Berechnungen.
Das Problem mit theoretischen Fehlern ist, dass wir nicht wis-
sen wie wahrscheinlich zum Beispiel eine Abweichung von 10%
im Vergleich zu einer Abweichung um 20% ist. Streng genom-
men wissen wir zwar, dass bei einer zu grolen Diskrepanz der
Messung von der Vorhersage die Theorie als widerlegt betrachten
werden, konnen diese Grenze aber nicht wissenschaftlich prizise
festlegen. Mit anderen Worten: Theoretische Fehler konnen mit
unseren statistischen Werkzeugen nicht beschrieben werden. Ein
weit verbreiteter Zugang ist es, die Wahrscheinlichkeitsverteilung
des Theorie-Fehler fiir eine Observable zentral als flach anzuneh-
men und jenseits einer akzeptierten Grenze guten Geschmacks
komplett abzuschneiden. Auf diese Weise nehmen wir an, dass
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anders als bei statistischen Prozessen keine kleine Wahrschein-
lichkeit besteht, dass eine Theorie eine beliebig schlechte Vorher-
sage liefert.

1.1.3 Daten vs Theorie

Nachdem wir Wahrscheinlichkeitsverteilung von Signalraten berechnen
konnen stellt sich die Frage, wie man Daten mit Vorhersagen vergleicht.
Wir diskutieren kurz zwei verschiedene experimentelle Situationen fiir
ein Zidhlexperiment, in dem wir die komplette Wahrscheinlichkeitsver-
teilung P(n) gemessen haben.

e Beginnen wir mit dem Fall, dass Experiment und Theorie oder
besser Experiment und Untergrund gut iibereinstimmen. Mit die-
ser Information konnen wir Signal-Modelle ausschliessen, die ei-
ne hohere Zihlrate vorhersagen. Wir beginnen also mit der ge-
messenen Verteilung P(n) ~ P(b) und berechnen den Anteil der
Wahrscheinlichkeitsverteilung, die mit der alternativen Theorie
und ihrer vorhergesagten Rate b + s vertriglich wire. Dazu in-
tegrieren wir die Wahrscheinlichkeit zwischen b + s und noch
grofleren Zahlen. Wenn zum Beispiel die Bedingung

f dn P(n) < 0.05 mit f dnP(n) =1 (1.17)
s+b —00

an dieses Integral der erlaubten Zihlraten erfiillt ist, dann ist die
alternative Theorie nur zu 5% erlaubt oder entsprechend zu 95%
confidence level ausgeschlossen. Hierbei spielen die Details der
widerlegten Zihlrate um s + b keine Rolle.

e Alternativ konnen wir den Fall betrachten, dass eine Vorhersa-
ge mit der Messung nicht iibereinstimmt. Zum Beispiel beruht
die Entdeckung eines neuen Teilchens wie des Higgs-Teilchens
darauf, dass die Theorie ohne dieses neue Teilchen nicht mit der
Messung iibereinstimmt. Wir betrachten also die hypothetische
Wahrscheinlichkeitsverteilung im Untergrundmodell P(b) wie in
(L.16) und berechnen, wie wahrscheinlich eine gemessene und zu
groBe Ereigniszahl n > b im Rahmen des Untergrundmodells ist,
also

po = foo db P(D) . (1.18)

In der Teilchenphysik hat man sich darauf geeinigt, dass fiir eine
Entdeckung die Bedingung p, < 3 x 1077 erfiillt ist. Das ent-
spricht im Gauss-Limes fiinf Standardabweichungen. In diesem
Test spielen die Details des Higgs-Teilchens ebensowenig eine
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Rolle wie die Breite der gemessenen Verteilung keine Rolle, es ist
lediglich die Vorhersage b ohne das Higgs-Teilchen ausgeschlos-
sen.

e Schliesslich konnen wir mit Hilfe des py-Wertes noch eine wei-
tere Komplikation verstehen: Wenn man zum Beispiel in einer
Verteilung einer gemessenen Grofle nach einer Anomalie sucht,
dann untersucht man die gesamte Kurve. Wenn man eine Kur-
ve in 10 Bereiche unterteilt und diese Bereiche nacheinander un-
tersucht, dann gibt es eine hohere Wahrscheinlichkeit eine stati-
stische Fluktuation zu beobachten. In erster Ndherung ist diese
kombinierte Wahrscheinlichkeit einfach das zehnfache der ein-
fachen Messung. Um eine globale Wahrscheinlichkeit von fiinf
Standardabweichungen zu erhalten muss man einen lokalen Wert
Po < 3 x 107® unterschreiten. Dieser Effekt heiBt look-elsewhere
effect, wobei er eigentlich look-anywhere effect heiflen sollte.

e Streng genommen sind diese Definitionen von Ausschluss und
Entdeckung in (T.17) und (I.18]) in einem Frequentist-Zugang de-
finiert, denn die zugrundeliegenden Verteilungen P(n) beschrei-
ben das statistisch reproduzierbare Verhalten einer groflen Zahl
von Experimenten, entweder als gemessene Verteilung P(n) fiir
den Ausschluss von Modellen oder als erwartete Untergrund-
Verteilung zur Etablierung einer besseren Theorie.

1.2 Satz von Bayes

Im vorigen Kapitel haben wir gezeigt, die man mit Hilfe einer bekann-
ten Wahrscheinlichkeitsverteilung Messungen mit theoretischen Vor-
hersagen vergleichen kann. Das Problem in der Praxis ist, dass die
Wahrscheinlichkeitverteilung P(n) nicht nur eine der drei statistischen
Verteilungen ist. Stattdessen ist sie eine Kombination mehrerer Quel-
len von statistischen, systematischen und theoretischen Unsicherheiten.
Wir miissen also die Frage beantworten, wie wir in einem komplexen
System verschiedene Quellen von Unsicherheiten kombinieren kdnnen.

1.2.1 Bayesische Wahrscheinlichkeit

e Als Basis fiir die folgende, formale Diskussion von Wahrschein-
lichkeiten beginnen wir mit den drei Kolmogorov-Axiomen: Das
erste Axiom besagt, dass jede Wahrscheinlichkeit fiir alle Ergeb-
nisse eine nicht negative reelle Zahl ist, also

P(A) eR und PA)>0. (1.19)
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Das zweite Axiom besagt, dass die Wahrscheinlichkeit aller
moglichen Ausginge kombiniert eins ist,

Z PA)=1. (1.20)

Das ist die Normierungsbedingung, die wir schon mehrfach iiber-
priift hatten. Das dritte Axiom besagt, dass sich Wahrscheinlich-
keiten fiir disjunkte Ausgédnge addieren,

P(AUB) = P(A) + P(B) . (1.21)

e In der disjunkten Wahrscheinlichkeit verkniipfen wir zwei Mes-
sungen logisch mit einem ‘oder’. Alternativ konnen wir auch die
die Frage stellen, was die Wahrscheinlichkeit fiir zwei Messungen
A und B ist. Zwei Messungen A und B sind unabhéngig, wenn fiir
diese gemeinsame Wahrscheinlichkeit

P(AN B) = P(A)P(B) (1.22)

gilt. Diese Relation sollte man in der Physik nur annehmen, nach-
dem man sie sorgfiltig getestet hat.

e Da zwei Messungen im Allgmeinen nicht unanhéngig sind, de-
finieren wir sogenannte bedingte Wahrscheinlichkeiten. Wir be-
trachten zwei verschiedenen Messungen und definieren die be-
dingte Wahrscheinlichkeit fiir ein Ergebnis A unter der Annahme,
dass wir auch B beobachten als

P(AN B)

P(A|B) i:= ——— P(AIB)P(B)=P(ANB). (1.23
(AlB) P(B) & P(A|B) P(B) = P( ). (1.23)
Wegen A N B = BN A gilt fiir die umgekehrte bedingte Wahr-
scheinlichkeit
P(ANB
P(ANB)=P(BNA) = P(B|A) = % . (1.24)

Diese Formeln sind je nach Geschmack Definitionen oder Axio-
me, die allerdings aus den Kolmogorov-Axiomen motiviert sind.

e Der Satz von Bayes besagt, dass die bedingte Wahrscheinlichkeit

fiir eine Theorie T gegeben Messungen M durch

P(M|T) P(T
p(rim) = ZMID D) (1.25)
P(M)

gegeben ist. Dies folgt einfach aus der Definition der beding-
ten Wahrscheinlichkeit. Wichtig sind fiir die Anwendungen ei-
nige Definitionen: P(7T'|M) nennt man posterior probability oder
im folgenden einfach Wahrscheinlichkeit; wenn man P(M|T) als
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Funktion vom zweiten Argument 7" betrachtet, dann heisst es Li-
kelihood. Das Kernproblem mit der Likelihood ist, dass sie als
Funktion von T nicht normiert ist und sich damit grundlegenden
Annahmen der Wahrscheinlichkeitstheorie entzieht. Den Term
P(M) nennen wir Evidenz, sie wird typischerweise durch die Nor-
mierungsbedingung im Raum der Theorie-Parameter ersetzt,

1
1= f dTP(T|M) = i) f dTP(M|T) P(T)
& P(M) = f dTP(M|T) P(T) . (1.26)

Weiterhin heisst P(T') prior probability oder kurz Prior. In (1.26)
sehen wir, dass der Prior bei der Integration iiber Theorie-
Parameter eine Art Integrationsmass definiert.

e Auf der linken Seite von (I.23) steht die GroBe, die uns in der
Physik interessiert: Wie grof3 ist nach einem Experiment M die
Wahrscheinlichkeit, dass eine Theorie T die Messung korrekt be-
schreibt. Der Satz von Bayes gibt uns die formal korrekte Defini-
tion fiir diese Wahrscheinlichkeit und damit die Grof3en, die wir
nun bestimmen miissen. Die Likelihood P(M|T) kann man zum
Beispiel aus einer Simulation eines Experiments erhalten — wir
simulieren die Messung fiir alle moglichen Theorie-Parameter T
und erhalten eine Vorhersage fiir M. Das Problem ist der Prior
P(T), das Mal} fiir Wahrscheinlichkeit im Theorie-Raum. Aus
dem Beweis des Satzes von Bayes ist klar, dass wir einen Prior
nicht vermeiden konnen, wenn wir uns fiir die bedingte Wahr-
scheinlichkeit P(T|M) interessieren.

e Der Satz von Bayes sagt uns auch, wie wir zwei unabhingi-
ge Messungen miteinander kombinieren. Fiir die kombinierte
Wahrscheinlichkeit machen wir erst eine Messung, berechnen
deren Wahrscheinlichkeitsverteilung, nutzen diese als Prior fiir
die zweite Messung, und berechnen dann die kombinierte Wahr-
scheinlichkeit. Das ist logisch klar, aber technisch kompliziert.
Fiir die Likelihood ist diese Kombination einfacher. Nehmen wir
an, in unserem Zihlexperiment sind nicht alle Ereignisse gleich,
so dass eine Funktion p(x) fiir jedes Ereignis zum Beispiel die
Wahrscheinlichkeit beschreibt, dass das Ereignis aus einem Si-
gnal und nicht aus dem Untergrund kommt. In dem Fall ist die
Likelihood einer Menge von Einzelmessungen eine Kombination
von Zihlstatistik und der Wahrscheinlichkeit der einzelnen Ereig-
nisse, also

—n i n 1 i n
PU)IT) = = [ [ ptoy = —e [ [Gpen . (1.27)
' i=1 i=1

n!
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Diese Form hat den Vorteil, dass wir zwei Likelihoods fiir zwei
unabgingige Datensitze einfach kombinieren konnen

ni+nyp

e—51m% ]—[ (5p(x) . (1.28)

i=1

P({xi,xj}|T) = o
ni.np.

Wenn wir hier noch die Likelihood durch das Verhaltnis zweier
Likelihoods fiir verschiedene Theorie-Hypothesen ersetzen, dann
fallt auch noch die Komplikation im Vorfaktor weg. Likelihood-
Verhiltnisse sind auBerdem mathematisch die optimale Methode
um anhand von Daten zwei Hypothesen zu unterscheiden.

1.2.2 Volumeneffekte und Profile-Likelihood

e Der Satz von Bayes lasst uns zwei Moglichkeiten, Theorie
und Messungen mathematisch korrekt zu verkniipfen. Im Bayes-
Zugang definieren wir die P(T|M) als den degree of belief. Dazu
miissen wir einen Prior im Wahrscheinlichkeitsraum der Theo-
rie zu definieren. Der Frequentist-Zugang erlaubt diese Annahme
nicht, also muss uns die Likelihood P(M|T) als degree of belief
geniigen. Sie definiert zum Beispiel den Punkt im Theorie-Raum,
der am besten mit der Messung {ibereinstimmt.

e Den Unterschied zwischen diesen beiden Zugingen kann man
anhand eines einfachen Beispiels illustrieren. Betrachten wir
einen Becher voll Wasser einerseits und eine Wolke aus Wassen-
dampf andererseits. Die Wassermenge in der Wolke ist wesentlich
grofler, aber die Wasserdichte wesentlich geringer.

Die zunichst unspezifische physikalische Frage ist, wo wir wahr-
scheinlich ein Wassermolekiil finden werden. Nach dem Satz von
Bayes suchen wir nach dem Objekt, in dem sich ein Wassermo-
lekiil mit der groBeren Wahrscheinlichkeit befindet, also offen-
sichtlich die Wolke. Ein Frequentist fragt hingegen, an welchem
Ort sich ein Wassermolekiil am wahrscheinlichsten befindet. Das
ist der Wasserbecher mit seiner groBeren Wasserdichte. Man kann
sich nun trefflich streiten, wer die korrekte Antwort gibt, aber man
kann sich auch daran erinnern, dass es sich um zwei Antworten
auf zwei verschiedene Fragen handelt. In diesem Fall unterschei-
den sie sich um einen sogenannten Volumeneffekt, den man in
Bayes-Zugang beriicksichtigt (oder erzeugt).

e Dieselbe Fragen nach einem Integrationsmaf stellt sich auch in
Zusammenhang mit der Signalmessung in Gegenwart eines Un-
tergrundes, (I.16). Nehmen wir der Einfachheit halber an, dass
unser Untergrund » um b = 0 fluktuiert und durch eine Gauss-
Verteilung der Breite o, beschrieben ist. Die Frage ist nun, wie
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sich die Verteilung des Signals s und die Verteilung der beobach-
teten Kombination n = s + b zueinander verhalten. Wenn auch
die Messung von n eine Gauss-Form hat, dann ergibt sich fiir das
Signal s zundchst ohne Beriicksichtigung der Normierung

P(s) o f db e 71D 12T

o0

[ ool
= db exp ——] exp
oo | 207}

[ DX(o2 + 0'[27) + 2sb0’,§ + SZO'%
f db exp |- py
oo

8

8

8
(3]
(3]

- + 2 2
fdbexp b G"(b2+2sb o 2 Tb )

8

[\
ql\)
qt\)

b~ n n b n
o0 2 2\2 4 2
o o o o
= db exp |-—— [( s—g) — 5 Z+s2—g]} ,
—o | 207,07, (o o o
(1.29)
mit
oli=0,+00. (1.30)
An dieser Stelle verschieben wir b — b’ = b + so /02,
00 [ 2 4 2
o o o
P(s) mf db’ exp —T“z (b’2 S sz—g)]
. | 20507 o lop:
00 [ 2 2 2 4
_ ’ gy 72 ZO-bO-S B O-b
= f db exp —W b~ +s T
—0o | Y n s
00 r 2 2.2
o oo
:f db’ exp|-—— (b'2 + sz—b4n)]
—oo | 20,0, o
:e—SZ/(Za'%) foo dy’ e—b,ZO—f/(Za%O'ﬁ)
V2ro
= s e (1.31)

Tp0y

Wenn wir die Normierungskonstanten der beiden originalen
Gauss-Verteilungen 1/( \/EO',) einsetzen, dann sehen wir, dass
die Kombination zweier Gauss-Verteilung wieder eine solche ist.
Die Breiten der Gauss- Verteilungen addieren sich im Quadrat.

e In der Herleitung von (1.3T)) haben wir angenommen, dass wir
tiber b mit einem konstanten Maf integrieren. Eine Annahme
dieser Art miissen wir machen, um die Integration ausfiihren zu
konnen. Wir kénnten stattdessen auch iiber d log b integrieren und
aus der Substitution ein Integrationsmal3 d log b/db = 1/b erhal-
ten.
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e Wenn wir statt mit zwei Gauss-Verteilung mit beliebigen ande-
ren Verteilungen beginnen, dann sagt der zentrale Grenzwertsatz,
dass im Grenzfall vieler solcher Verteilungen wieder eine Gauss-
Verteilung entsteht. Der einzige Weg, die Addition der Breiten im
Quadrat zu entgehen ist, die beiden Parameter » und »n nicht als
unkorreliert zu betrachten. In diesem Fall konnen wir bei einer
vollstindigen Korrelation zum Beispiel eine lineare Addition der
beiden Breiten erreichen.

e Im Frequentist-Zugang existiert kein Integrationsmaf3, um einen
Nuisance-Parameter wie b auszuintegrieren. Um trotzdem eine
Likelihood fiir s zu erhalten projizieren wie den grofiten Wert der
Likelihood als Funktion von b auf den verbleibenden physikali-
schen Parameter. Auf diese Weise konnen wir immer noch ver-
schiedene Werte des physikalischen Parameters miteinander ver-
gleichen und insbesondere den wahrscheinlichsten Wert ablesen.
Nehmen wir wie in (I.3T)) zunichst an, dass beide individuellen
Likelihoods eine Gauss-Verteilung haben,

L(s) = max e ?/@0}) o=(s+b)*/Q2)
b

[ b0, + 0}) + 2sbo; + 520
= max exp|— 55
b 20,0,
C2 2 2 2
oL+ o o o
b b b
= max exp —T;’(b2+2sb > 2+s2 5 2)
b | 20,0, o, +o; o, +o;,
2
o o 2Ty 20
=max exp|->—— b+s— —s;+s—2
b zo-bo-n O-S A O-S
o} n . 20300y
=max exp(-———5—|b"+s a
b | 2050, s
2 2 2
o oo
b
= max exp|-—=— (b7 + s> 21
b 20-20-2 0-4
L b n s
) 2 2 2 2.2
=" /o) max e b o5/ Qoyoy)
b/
) 2
= v/ (1.32)

wobei wir wie vorher b’ = b+so7; /o und o5 = o;+07; definieren.
Dieses Ergebnis ist identisch mit dem Ergebnis fiir die Integrati-
on im Bayes-Zugang. Allerdings ist in der Profile-Likelihood die
Normierung verlorengegangen.

e Aus dieser Diskussion konnen wir sofort ableiten, in welchem
Grenzfall der Bayes-Zugang mit dem Frequentist-Zugang iden-
tisch ist: die Verteilungen miissen Gauss-Form haben und, um
Volumeneffekte zu vermeiden, eine kleine Breite haben. Oder mit
anderen Worten, der Bayes-Zugang und der Frequentist-Zugang
liefern nur im Grenzfall perfekter Statistik dasselbe Ergebnis.
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1.3 Taylor-Reihen

In haben wir In(1 + 6) fiir |§] < 1 durch 6 + --- gendhert. Eine
solche Niherung heisst Taylor-Reihe. und ihre Bedeutung in der Theo-
retischen Physik lédsst sich kaum iiberschitzen. Der Grund ist, dass sie
uns erlauben werden, jede funktionale Abhingigkeit in fiihrende und
weniger relevante Beitrdge zu unterteilen. Man kann sich also in der
mathematischen Beschreibung eines Problems zunichst den numerisch
wichtigsten Effekten widmen, und dann Abweichungen vom fiihrenden
Verhalten Stiick fiir Stiick abarbeiten. Dieser Zugang beschreibt die so-
genannte Storungstheorie.

1.3.1 Taylorscher Satz

e Wir beginnen zundchst mit einer allgemeinen mathematischen
Betrachtung, die auf alle Funktionen anwendbar ist, die geniigend
oft stetig differenzierbar sind. Wir nehmen an es gebe ein Intervall
I € R und darauf eine Funktion f : I — R, die mindestens n + 1-
mal stetig differenzierbar sei. Seien ferner a, x € I zwei beliebige
reelle Zahlen aus dem Intervall. Dann besagt der Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung

J) = fla) = f f(de, (1.33)
wobei f’(x) die Ableitung der Funktion f(x) nach x bezeichnet.

e Wir behaupten, dass sich f(x) in der folgenden Weise darstellen

lasse:
fo=3 S g (1.34)
=
= f@+ - a)fa@+ ...+ 0@ 1 R
wobei R, |(x) das Restglied
Ry = f (= 0 e (1.35)

ist. Dies ist die Aussage des Taylorschen Satzes, und (1.34) ist die
Taylorsche Formel.

e Der Taylorsche Satz lédsst sich am besten durch vollstidndige In-
duktion beweisen. Aus dem Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechung folgt bereits, dass die Aussage (1.34) fiir n = 0 wahr
ist, denn es gilt offenbar

fx) = fla) + Rl(x) (1.36)
—f(a)+— f (x =P = f(a) + f f(Hde
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nach (I.33). Damit ist die Induktion bei n = 0 verankert.

Im zweiten Schritt nehmen wir an, die Taylorsche Formel gelte
fiir beliebiges n — 1 und zeigen, dass sie dann auch fiir n gilt. Wir
setzen also voraus, dass

o),

fx) = f(a)+Z —a) +R,(x)  (1.37)

gilt und stellen das Restglied R, (x) durch partielle Integration an-
ders dar. Wir erhalten

R,(x)

_ [T =0"
f dt[ ! ]f (e)dr
(x l) f( f(n+1)(t)dt

@) + Ry (x) . (1.38)

(x - a)
n!
Setzt man dieses Ergebnis in (1.37) ein, folgt damit

(1) — 7\
/ ( a)"+%f<">(a)+kn+l(x)

f() = fla )+Z

(@) )
= f(a) + Z f i'(a)(x —a)+ R, 1(x). (1.39)
i=1 )

und die Giiltigkeit des Taylorschen Satzes auch fiir n + 1. Damit
ist die Induktion vollstindig und der Taylorsche Satz bewiesen.

e Offenbar ist die Taylor-Entwicklung einer Funktion bis zur ersten
Ordnung genau dann exakt, wenn f(x) eine lineare Funktion ist,
d.h. wenn sie eine Gerade darstellt. Dann ist f(x) = a + Sx mit
zwei beliebigen Konstanten «, 8 € R, und

) =f@+Bx—a)=a+Pa+pPx—Pa=a+pPLx. (1.40)

Deshalb nennt man eine Taylor-Entwicklung bis zur ersten Ord-
nung auch Linearisierung der Funktion in einer Umgebung von
a.

1.3.2 Einfache Beispiele

e Der Taylorsche Satz gibt uns eine Niherung fiir das Verhalten
einer Funktion in der Nidhe bestimmter Punkte. Man wihlt einen
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Punkt a und betrachtet Punkte x in einer kleinen Umgebung von
a, also |x — a| < 1. Betrachten wir ein Beispiel,

1

f(x) = dzap (1.41)

in der Nédhe von x = 0. Fiir x < 1 konnen wir den Taylorschen
Satz bis zur ersten Ordnung verwenden und erhalten

b
f(x)zf(o)¢mx:1¢bx. (1.42)
Insbesondere ist also
1
— ~1F5. (1.43)
+x

e Ein weiteres Beispiel haben wir in (1.5) benutzt,

f(x) =1In(1 £ x) (1.44)
ebenfalls fiir x <« 1. Dann ist
1
ln(lix)zln(liO)iliox—ix. (1.45)

e Manchmal reicht eine Linearisierung nicht, um zu physikalisch
brauchbaren Aussagen zu kommen. Wihrend die Linearisierung
der Sinusfunktion in der Nédhe von x = 0

sinx ~ sin0+ xcos0 = x (1.46)
ergibt, erhélt man durch Linearisierung des Cosinus
cosx=cos0—xsin0=1, (1.47)

also eine Konstante. Wenn man den Verlauf der Cosinusfunktion
in der Néhe von x = 0 beriicksichtigen will, dann muss man bis
zur zweiten Ordnung taylorn

2 )C2

. X
cosx ~cosO—xsin0— —cos0=1- >

2
sinxzsin0+xcosO—%sinO:x (1.48)

Wenn wir beide Funktionen konsistent bis zur zweiten Ordnung
entwickeln, dann finden wir

o) 2
sin’ x + cos> x = (x + O(xz))2 + (1 - % + O(x3))

2
= +1-+0)=1+0x%, (1.49)

2\2
:x2+(1—x—) +0(x)

wobei der Term O(x’) mathematisch bedeutet, dass in unse-
rer Taylor-Entwicklung Terme dritter und hoherer Potenz ver-
nachléssigt werden.



Kapitel 2

Die Newtonschen Axiome

2.1 Einfiihrung

e Physik ist eine Erfahrungswissenschaft, die Vorginge in der Galileo Galilei

(meist unbelebten) Natur zu quantifizieren und auf GesetzmiBig-
keiten zuriickzufiihren sucht. Theoretische Physik sucht die Ein-
heit hinter der Vielfalt, die moglichst fundamentalen Gesetze, die
der Vielfalt der Erfahrungstatsachen zugrunde liegen. Diese Ge-
setze nehmen die Form mathematischer Gleichungen an, in de-
nen die mathematischen Symbole semantisch an die Stelle phy-
sikalischer Groen treten. Anders als mathematische Ergebnisse
miissen die Gesetze der Physik priifbare Vorhersagen erlauben.

e Physikalischen Gesetzen liegen notwendigerweise Idealisierun-
gen zugrunde, weil wesentliche von unwesentlichen Eigenschaf-
ten physikalischer Systeme unterschieden werden miissen. Erst
durch geeignete Niherungen wird theoretische Physik iiberhaupt
moglich, weil erst durch Ndherungen Abgrenzungen physikali-
scher Systeme von ihrer Umwelt eingefiihrt werden konnen. Die
Beschrinkung auf wenige Objekte kann, muss aber nicht die
Grundlage solcher Ndherungen sein.

Isaac Newton

e Theoretische Mechanik beschreibt die Gesetze, nach denen sich
Korper im Raum unter dem Einfluss von Kriften mit der Zeit be-
wegen. Sie fiihrt zu Begriffen und Methoden, die sich durch die
gesamte theoretische Physik ziehen und vor allem fiir die Quan-
tenmechanik und Quantenfeldtheorie auBerordentlich fruchtbar
waren. Anwendungen von Quantenfeldtheorie als mathemati-
schem Modell sind Elementarteilchenphysik oder Festkorperphy-
sik.

e Meilensteine in der geschichtlichen Entwicklung der klassischen
Mechanik (im Unterschied zur Quantenmechanik) waren Galileo

16
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Galileis Fallversuche, die Analyse der Marsbahn durch Johan-
nes Kepler, basierend auf Tycho Brahes Messungen, sowie Isaac
Newtons Axiome und seiner Erkldarung der Keplerschen Gesetze
durch das Gravitationsgesetz. Weitere fiir die Entwicklung vor al-
lem der analytischen Mechanik wichtige Personen waren Joseph
Lagrange, Leonhard Euler, Jean Baptiste le Rond d’Alembert,
William Hamilton und Emmy Noether.

e Die klassische Punktmechanik kennt eine ,,Vierheit“ von Objek-
ten, ndmlich Korper, Krdifte, Raum und Zeit.

e Korper werden idealisiert als Punkte bestimmter Masse. Ihre
Ausdehnung ist sehr klein gegeniiber den Dimensionen des ge-
samten betrachteten Systems. Zum Beispiel in der Elementarteil-
chenphysik haben wir es allgemein mit Teilchen zu tun, deren
rdumliche Ausdehnung wir nicht kennen. Solange wir nur eine
obere Grenze zum Beispiel an die Ausdehnung von Elektronen
kennen, betrachten wir sie als Punktteilchen. Ein fester Korper
wird als System von Massenpunkten aufgefasst, deren Abstidnde
untereinander konstant sind.

e Kridfte sind die Ursachen der Anderung einer Bewegung und ma-
thematisch genauer zu definieren. In der klassischen Mechanik
wird angenommen, dass Kréfte instantan wirken, d.h. mit unend-
licher Ausbreitungsgeschwindigkeit.

e Der Raum in der klassischen Mechanik hat drei Raumdimensio-
nen und eine weitere Zeit-Dimension. Die Lage von Korpern in
diesem dreidimensionalen Raum hat keinen absoluten Sinn, son-
dern muss relativ zu anderen Korpern, den Bezugssystemen, an-
gegeben werden. Die Lage eines Massenpunkts im Raum wird
durch einen Ortsvektor ¥ angegeben. Der Ursprung des Bezugs-
systems kann beliebig gewdhlt werden (Homogenitit), und sei-
ne Achsen konnen beliebig orientiert werden (Isotropie). Als Be-
zugssysteme werden wir zunéchst kartesische Koordinatensyste-
me wihlen.

e Die Zeit spielt in der klassischen Mechanik die Rolle eines un-
abhéngigen Parameters. Ihr Nullpunkt ist im Allgemeinen frei
wihlbar (Homogenitit der Zeit). Raum und Zeit sind in der klas-
sischen Mechanik unabhiingig von der Existenz von Korpern und
ihrer Bewegung relativ zueinander, sie sind in diesem Sinne ab-
solut. Die Bahnkurve X(7) beschreibt, wie sich sein Ort zeitlich
dndert. Die Geschwindigkeit #'ist die Anderung des Ortes mit der
Zeit, dargestellt durch die Zeitableitung des Ortes:

(1) = % = X(1) . 2.1
Ein Punkt liber einem Funktionssymbol bezeichnet die Zeitablei- )
tung dieser Funktion. g
Bahnkurve in einem kartesischen
Koordinatensystem

Bahnkurve

kartesisches
Koordinatensystem
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2.2 Newtonsche Axiome

Newtons Axiome sind die Grundlage aller Rechnungen in der klassi-
schen Mechanik. Sie sind nicht die einzige Art, diese Grundlagen zu
formulieren, wie wir spiter sehen werden, aber sie sind anschaulich.

1. Trigheitsgesetz, Lex Prima: Jeder Korper beharrt in seinem Zu-
stand der Ruhe oder gleichformigen geradlinigen Bewegung,
wenn er nicht durch einwirkende Krifte gezwungen wird, seinen
Zustand zu dndern. []

Postuliert wird die Tridgheit eines Korpers, sein Beharrungs-
vermogen. Als ,,.Bewegungsgrofie” definieren wir das Produkt aus
Masse m und Geschwindigkeit 7, d.h. der Impuls p = mv. Der Be-
griff ,,Masse als Proportionalitdtskonstante ist an dieser Stelle
noch nicht definiert. Damit besagt das Trigheitsgesetz:

7 = mi = mx = konstant 2.2)
in Abwesenheit von Kréften. In diesem Fall ist der Impuls erhal-
ten, wobei auch ,,Kraft noch zu definieren ist.

2. Bewegungsgesetz, Lex Secunda: Die Anderung der Bewegung ist
der Einwirkung der bewegenden Kraft proportional und geschieht
nach der Richtung derjenigen geraden Linie, nach welcher jene
Kraft wirkt. £

Die Anderung der Bewegungsgrofe ist die Zeitableitung des Im-
pulses. Sei F die Kraft, dann ist das Bewegungsgesetz

p=mi=F (2.3)
bei konstanter Masse m. Nach diesem Axiom enthalten Bewe-
gungsgleichungen in der Regel zweite Ableitungen des Ortes
nach der Zeit.

Krifte werden definiert, indem man Messvorschriften angibt, die
z.B. eine unbekannte Kraft mit der Gravitationskraft vergleichen.
Krifte addieren sich wie Vektoren. Wenn wir die Ortskoordinate
kennen, dann ist die Masse m als Proportionalititskonstante zur
Kraft definiert. Sie bezeichnet hier die trdge Masse, im Gegensatz
zur schweren Masse, zu der die Gravitationskraft proportional ist.

3. Reaktionsgesetz, Lex Tertia: Die Wirkung ist stets der Gegenwir-
kung gleich, oder die Wirkungen zweier Korper aufeinander sind
stets gleich und von entgegengesetzter Richtung.E]

Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in di-
rectum nisi quatenus a viribus cogiter statum illum mutare.

“Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressae et fieri secundum
lineam rectam, qua vis illa imprimitur.

3 Actio = reactio.
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4. Masse und Krdfte: Offenbar setzen also die Newtonschen Axio-
me eine geeignete Wahl der Einheiten voraus. Die Proportiona-
litait von Impulsidnderung und Kraft wird erst durch die geeigne-
te Wahl der Einheit der Masse zu einer Gleichheit. Die Propor-
tionalitdt von schwerer und triger Masse wird zu einer Gleich-
heit durch die Definition der Gravitationskonstante G. Die trige
Masse erweist sich aufgrund der speziellen Relativititstheorie als
geschwindigkeitsabhéngig, ist aber in der klassischen Mechanik
konstant.

Krifte hangen im Allgemeinen vom Ort und von der Zeit ab. Ein-
fache Beispiele fiir Krifte sind etwa die Gravitations- und die
Coulombkraft, die beide indirekt proportional zum Abstandsqua-
drat sind (das ist eine notwendige Folge der Masselosigkeit der
Austauschteilchen). Die Federkraft ist proportional zur Auslen-
kung einer Feder. Krifte konnen aber auch von der Geschwindig-
keit abhéngen wie etwa die Lorentzkraft auf ein geladenes Teil-
chen im Magnetfeld oder Reibungskrifte.

2.3 Differentialgleichungen I

2.3.1 Definition und Klassifikation

Gleichungen wie das zweite Newtonsche Bewegungsgesetz verkniipfen
Funktionen wie die Bahnkurve ¥(¢) mit ihren Ableitungen nach ihrer
Variablen. Solche Differentialgleichungen kann man mathematisch be-
schreiben und oft mit Hilfe von Standardverfahren 16sen. Losungen von
Differentialgleichungen sind das Kernproblem der Newtonschen Be-
schreibung der klassischen Mechanik.

o Differentialgleichungen sind Gleichungen, die Ableitungen ei-
ner oder mehrerer Funktionen nach einer oder mehreren Varia-
blen enthalten. Gewdhnliche Differentialgleichungen beschrei-
ben Funktionen einer unabhiingigen Variablen, wihrend parti-
elle Differentialgleichungen von mehreren unabhingigen Varia-
blen abhingen. Die Ordnung einer Differentialgleichung ist der
Grad der hochsten auftretenden Ableitung. Wegen Newtons zwei-
tem Axiom fiihren die Bewegungsgesetze der klassischen Mecha-
nik in der Regel auf gewohnliche Differentialgleichungen zweiter
Ordnung, in denen die unabhingige Variable die Zeit ¢ ist.

e Wenn die unbekannte Funktion y(x) und alle ihre Ableitungen
y'(x), y”(x) usw. hochstens linear in einer Differentialgleichung
vorkommen, hei3t die Gleichung selbst linear. Zum Beispiel ist

y'(x) + p(x)y'(x) + g(x)y(x) =0, (2.4)
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in der p(x) und g(x) bekannte Funktionen sind, eine gewohnliche
lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung in x. In der New-
tonschen Mechanik ist der Parameter oft die Zeit ¢, und Ableitun-
gen werden mit y(#) statt mit y’(x) bezeichnet.

e Die Differentialgleichung in (2.4)) enthilt keine konstanten, von
y(x) und seinen Ableitungen unabhédngige Terme. Sie heisst daher
homogen. Inhomogene Differentialgleichungen enthalten solche
Konstanten, wie zum Beispiel die Gleichung

y"(x) + py’ (x) + g(y(x) = r, 2.5)

e Das Richtungsfeld einer (gewohnlichen) Differentialgleichung
wird dadurch angegeben, dass in jedem Punkt der y-x-Ebene die
Steigung y’(x) angegeben wird.

2.3.2 Losung: Trennung der Verianderlichen

e Beginnen wir mit dem Beispiel des radioaktiven Zerfalls. Die
Teilchenzahl N(¢) wird durch das Zerfallsgesetz

N(t) = —AN(?) (2.6)

beschrieben, worin A > 0 die Zerfallskonstante ist. Diese gewohn-
liche, lineare, und homogene Differentialgleichung erster Ord-
nung lisst sich 10sen, indem man die Variablen N und ¢ vonein-
ander trennt,

. dN dN

N=—=-AN = — =-Adr. 2.7
dr N @.7)

Nach der Trennung der Variablen N und ¢ ist es nicht sinnvoll

oder hilfreich, N als Funktion der Zeit zu schreiben. Im Ender-

gebnis wird diese Abhédngigkeit automatisch wieder auftauchen.

In dieser Form kann die Gleichung auf beiden Seiten integriert

werden,
N aN
f — =1nN
No N No

—/lfl dt = -A(t; — 19) (2.8)

fo

Ny
= 11’1N1 —lnNo

Wenn man N,(#,) als physikalische Observable betrachtet, dann
ist die Losung dieser Gleichung mit bestimmten Integralen

InNi(t)) = —A(t; — £y) + In N 2.9)
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Wenn man die Stammfunktion N (#;) als allgemeine Losung N(?)
betrachtet, dann kann man sie als

InN@t) =-1+C & N@) =e e, (2.10)

schreiben. Die Konstante C ist durch Ny und 7, gegeben. Wenn
wir statt des bestimmten Integrals zwischen 7y und #; die Stamm-
funktion des unbestimmten Integrals suchen, dann ist C eine freie
Integrationskonstante. In beiden Féllen erlaubt sie uns, eine An-
fangsbedingung zu stellen: Soll bei fy = 0 die Anzahl N = N,
sein, so folgt e¢ = N, oder das exponentielle Zerfallsgesetz

N(t) = Nye ™ . (2.11)

Allgemein ist dieses Verfahren bei Gleichungen angebracht, die
sich in die Form

gy’ (x) = f(x) & gydy = f(x)dx (2.12)

bringen lassen. Im Fall des Zerfallsgesetzes hatten wiry — N,
gly) —» 1/y - 1/N, x — t,und f(x) — —A. Dann fiihrt die
Separation der Variablen und anschliessende Integration iiber x
auf

f o)y (dx = f o)y = f fWdx+C, (213

woraus dann implizit die Funktion y(x) bestimmt werden kann.

2.3.3 Losung: Variation der Konstanten

Das kommende Beispiel ist eine Variation des Zerfallsgesetzes, das il-
lustriert, wie man inhomogene Differentialgleichungen 16sen kann.

e Betrachten wir den komplexeren Fall, in dem Kerne der Sorte A
in Kerne der Sorte B und diese dann in stabile Kerne der Sorte
C zerfallen. Nach dem einfachen Zerfallsgesetz ist die Anzahl N,
der A-Kerne durch

Nu(t) = —ANs(t) ©  Nu(t) = Nyg ™! (2.14)

gegeben. Die Anzahl der Kerne B wird durch ihren Zerfall verrin-
gert, aber durch den Zerfall von A-Kernen erhoht,

Np(1) = =ApNp(1) = Na(r) = =AgNp(1) + 24Nag ™. (2.15)

Wir haben fiir Ng(¢) eine gewohnliche lineare Differentialglei-
chung erster Ordnung, die Terme enthilt, die nicht von Npg
abhingen. Fiir solche inhomogene Gleichungen bringt man die
homogenen und inhomogenen Teile auf verschiedene Seiten,

Ng(t) + ApNg(t) = A4Ny e . (2.16)
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e Unser Rezept beginnt damit, erst einmal die allgemeine Losung
der homogenen Gleichung, also der Gleichung, die man erhiilt,
wenn man die Inhomogenitidt auf der rechten Seite gleich Null
setzt, zu berechnen. In unserem Fall ist das

Np(t) + AzNg(H) =0 & Np(f) = Ngy e~ " . (2.17)

e Eine Losung der inhomogenen Gleichung kann man sich nun ver-
schaffen, indem man die Konstante Np als zeitabhéngig auffasst,
also Npg — B(¢) und damit

Ng(t) = B(t) e
Ng(t) = B(t) e ™" — B(H)Az e~ = B(r) e " — AzNp(1) . (2.18)

Wenn wir annehmen, dass dieser Ansatz die inhomogene Glei-
chung 10st, dann konnen wir diese Form in (2.16) einsetzen und
eine Differentialgleichung fiir B(7) erhalten,

(Bt e = AgNp(1)) + AsNp(t) = AaNag €™
B(f) = AN, e =) (2.19)

Ap

= B)=T"
B — 1A

NA() C_(/IA_AB)I +C ,

wobei die Konstante C wieder durch die Anfangsbedingungen
festgelegt werden kann.

e Setzen wir (2.19) in (2.18) ein, so folgt

Np() =C e 4 1 A

7 Nao e M. (2.20)
B — 1A

Um die Konstante C zu bestimmen, wihlen wir die Anzahl der
B-Kerne als Ng(t = 0) = Npy. Damit erhalten wir

2 2
4 Ny © C=Ng-—2—Nyo (221)
B — 1A /13 - /lA

und daraus die Losung fiir die Differentialgleichung (2.15)

NB():C+

Aa
Np(t) = Ngoe ™' +
B(1) B0OC s — A,

Nap(e™™ —e™) . (2.22)

e Man kann allgemein zeigen, dass alle Losungen inhomogener
Differentialgleichungen, die Summe der allgemeinen homogenen
Gleichung und einer speziellen Losung der inhomogenen Glei-
chung sind. Wir kommen in der Vorlesung noch einige Male auf
diese Eigenschaft zuriick.
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2.4 Fallbewegungen

2.4.1 Freier Fall aus geringer Hohe

Nach diesem kurzen Ausflug in die Mathematik der Differentialglei-
chungen konnen wir in die klassische Mechanik von Kréften und ihren
Einfluss auf punktformige Korper zutickkehren.

e Wir stellen uns eine Punktmasse m vor, die aus einer Hohe r
fallt. Wenn die Hohe sehr klein gegeniiber dem Erdradius ist,
r < Rge, dann ist die Schwerkraft Fg = —mg durch die konstan-
te Erdbeschleunigung g = 9.81 ms~2 gegeben. Die Bewegungs-
gleichung nach dem Trigheitsgesetz

mi(t) = mi(t) = Fg = —mg . (2.23)

ist eine gewohnliche, lineare, inhomogene Differentialgleichung
zweiter Ordnung, in der nur die zweite Ableitung vorkommt. In-
dem wir die Geschwindigkeit v = i einfiihren, erhalten wir eine
Differentialgleichung erster Ordnung, die wir einfach integrieren

o) =-g,
o(f) = 1) = —gt + C; . (2.24)

Die Integrationskonstante C; ist die Anfangsgeschwindigkeit
C, = v(t = 0) = vy. Die Geschwindigkeit, die wihrend des
Falls aufgenommen wird, ist negativ, weil unser Koordinatensy-
stem entgegen der Fallbewegung ausgerichtet ist.

o Eine weitere Integration nach der Zeit liefert
_ 9.
r(t) = _Et + oot + C, (2.25)

wobei die weitere Integrationskonstante C, die Anfangshohe ist,
C, = r(t = 0) = ryo. Da die Bewegungsgleichung von zweiter
Ordnung in der Zeit ist, werden zu ihrer vollstindigen Losung
zwei Integrationskonstanten benétigt. Diese werden durch die
Anfangsbedingungen, in diesem Fall die Anfangshohe und der
Anfangsgeschwindigkeit, bestimmt.

e Wenn der Massenpunkt bei # = 0 in der Hohe £ losgelassen wird,
sind vy = O und ry = A, und die Losung lautet

o) = —gt und r(t)=h- gtz . (2.26)
Die Fallzeit bis r(tg) = 0 betragt

g = {[—, (2.27)

b Radius r

Gewichtskraft
-mg

freier Fall aus geringer Hohe
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und die Endgeschwindigkeit ist

/Zh
Vg = —gtg = —¢ ? = —+/2gh . (2.28)

Beispiel: ein Sprung vom Zehnmeterturm dauert t+ = 1.4s und
endet mit einer Geschwindigkeit von v = —14ms™! (etwa
—50kmh™).

2.4.2 Fall aus geringer Hohe mit Stokesscher Reibung

Eine realistischere Beschreibung eines fallenden Korpers beinhaltet
mehr als eine Kraft. Zum Beispiel kann man den Luftwiderstand als
zweite Kraft beriicksichtigen.

e Bei Stokesscher Reibung ist die Reibungskraft proportional zur
Geschwindigkeit, Fr = —Kgv. Sie wirkt der Geschwindigkeit, die
wir als positiv gegen die Fallrichtung definiert hatten, entgegen.
Die Bewegungsgleichung

mi(t) = mi(t) = m% = —mg — Krv(?t) (2.29)

lasst sich durch Trennung der Variablen v und ¢ 16sen:

K
dv = —g(l + —Rv)dt
mg

dv mg dKgrv/(mg) f
=— | —————=-— dr. 2.30
f 1+ Km—‘;) Kr J 1+ Krv/(mg) g (230)

Beide unbestimmte Integrale lassen sich integrieren,

myg

K
ln(l +—Rv):—gt+C1, 2.31)
Kr

myg

wobei die beiden Integrationskonstanten gleich zu einer zusam-
mengefasst wurden. Damit lautet die Geschwindigkeit

ln(l N KRU(I)) _ Kr(Ci —gt)
mg mg

v(t) = ﬂ(expw - 1) .

9
2.32
e (2.32)

e Nach sehr langer Zeit, d.h. fiir t — oo, balancieren sich die beiden
Krife und v nihert sich einer Endgeschwindigkeit

g =0 = Vg = ——, (2.33)

b Radius r

Gewichtskraft
-mg

Reibungskraft

gebremster Fall aus geringer Hohe
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so dass die Losung (2.32) in der Form

—-C; + gt
UVE

v(t) = vg (1 — exp (2.34)

geschrieben werden kann. Wéihlt man weiter die Anfangsge-
schwindigkeit, v(t = 0) = vy, dann folgt

v = vE(l — e_Cl/”E) = e “/m=1- 5—0 (2.35)
E

und damit

u(f) = vg (1 - (1 - @)eg’/”E) =g + (vp —vp) €7 . (2.36)

UE

Um die Formel einfacher lesen zu konnen nutzen wir vg < 0 fiir
die Fallbewegung

vo t=0

o(f) = (vo + [vg|) e — Jug| = gl m . (2.37)
Vg > — = —
g Kr

e Diese Losung ist gleichzeitig eine Differentialgleichung erster
Ordnung fiir die Hohe r(¢),

(1) = (vo + lvgl) e/ — Jvg| . (2.38)
Eine weitere Integration fiihrt auf

r(t) = —(vg + |uE|)@ e 9El _ Joglt + C, . (2.39)
g

Setzt man hier r(+ = 0) = ry ein, ergibt sich die Integrationskon-
stante C, zu

|vE]

Co=ro+ (o + |UE|)7 ; (2.40)
und damit erhélt man
r(t) = ro + (vo + |UE|)@ (1= e/el) — Jogle . (2.41)
g

e Nach hinreichend langer Zeit balancieren sich die beiden Krifte,
und r nimmt linear mit der Zeit ab,

r(t) — ro + (vg + |vg|) % — |vglt . (2.42)

14

12+

0.8

Hoehe r(t)

ol
02
04

-0.6

0.6 [
04
0.2

gebremster Fall, Reibung proportional zu v

=

Vo=0 ——

Vo=Vg ——
3
Vo=vels ——

0

0.5

1
Zeitt

15 2

Gebremster Fall mit Stokesscher

Reibung aus

jeweils

derselben

Hohe, aber mit vier verschiedenen
Anfangsgeschwindigkeiten.
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2.4.3 Fall aus geringer Hohe mit Luftwiderstand

Das Problem mit dem Luftwiderstand ist, dass er durch die Stokessche
Reibung nicht korrekt beschrieben wird. Stattdessen ist beim Luftwi-
derstand der Betrag der Reibungskraft proporional zum Quadrat der
Geschwindigkeit.

e Die Bewegungsgleichung lautet dann
.. . dv 2
mi(t) = mi(t) = mz = -—mg + K,v(t)" . (2.43)

Wieder fiihrt die Gewichtskraft zu einer Beschleunigung, und die
Reibungskraft ist der Bewegung entgegen gerichtet. Fiir einen fal-
lenden Korper ist v < 0 und zumindest vor dem Einfluss der Rei-
bung auch o = —g < 0. Wie vorher folgt nach Trennung der Va-

riablen
dv K, u(t)? mg
— =—g[1 - =v@)?| = —g|1 - — 2 =2
dt g( gmv() ) g( vé ) e K,
d

f —— =y f dr . (2.44)

()

UVE

Wie vorher schreiben wir der Einfachheit halber die Formel als
Funktion von |vg| > 0. Bei dem Integral hilft die Partialbruchzer-

legung
1 1({ 1 1
= —( + ) , (2.45)

1-x2 2\1+x 1-x

denn sie erlaubt uns zu schreiben

fdv Lo _|vE|fdv | 1
% WA L AV Y L

|vgl |vE] |vE] |vE]
_vel o+ Jogll

2 |o—uell
[vel . el +v
= n

= —gt+ Cl .
(2.46)

2 lvg| — v

Im letzten Schritt nutzen wir v < 0 und |v| < |vg|. Die Integrati-
onskonstante C| wird wie immer durch v(z = 0) = vy bestimmt,

v UVE| + v
¢, = el ol + vo

2 lvg| — vo
Ug Vg| + VU Ug VE| + U
e el v bl el
2 lvg| — v 2 lvel — vo

(2.47)
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Diese Gleichung ldsst sich umformen zu

el +v o~20t/luel |vel + vo

lvg| — v lvg| — vo
L+ 2 = o2ame 1Bl + 00 (1 _ L)
|vgl lvg| — vo |vgl

s (1 + e 29t/lel gl + UO) — o20t/lel |vg| + vo _1
vl |vel — vo lvgl — vo
|UE| — U — (lUEl + UO) e~ 24t/luel

lve| — vo + (Jug| + vg) e~2¢/luel
(2.48)

o(t) = —|vgl

Wieder wird die asymptotische Endgeschwindigkeit im Grenzfall
t > |vg|/g erreicht.

e Eine weitere Integration fiihrt auf die durchfallene Hohe r,

t
r(t) —ry = f o(t)dr . (2.49)
0
Zur Vereinfachung definieren wir
2gt + t l-ae™
W= 2 gt Tmaet o, 5,
|vg] lvg| = vo |vgl l+ae™
und erhalten
2 X —x
U, 1 —ae™
)—ry=—-—— dx' ——— . 2.51
"0 - ro 2ng v 2.51)
Die Integration fiihrt auf
2 X
vE ’ -x
r(t)—ro=—=2 |x' +2In(1 +ae )] : (2.52)
2g 0

Mit den Definitionen von a und x(#) erhalten wir

vZ [2g1 + N
r(t) =ro— 2—E [I_gl + 2ln(1 + :”E:_er—m/lvm) _ 21n(1 N :UE: Uo)
g LI Ug| — 0o Vel — Vo

% - lvel = vo + (vgl + vg) e~2¢"/Vel
=ry—|vglt— =1n
g [ve| = vo + |vg| + vo

2
Ug 1 Vo |UE|+U() 2

= o — loslt = ZInl= = + gt/|vEl 2.53

o el =5 n(z 2oel © 2Mel © (2:3)

e Wenn wir weiterhin vy = 0 annehmen, dann erhilt man nach
geniigend langer Zeit, t > |vg|/g, den asymptotischen Verlauf

2
)

rf) = ro+ —=1n2 — |vglt , (2.54)
g
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Wir kénnen diesen Fall mit dem Ergebnis fiir Stokessche Reibung
nach (2.42) vergleichen, wenn wir annehmen dass wir die Stirke
der Reibung so einstellen dass die Endgeschwindigkeit dieselbe
ist,

2
) — ro + %E ~ oglt . (2.55)

Wegen In2 < 1 liegt der Korper mit Stokesscher Reibung in r(#)
immer iiber dem Korper mit Luftwiederstand. Stokessche Rei-
bung ist also effektiver und bremst den freien Fall stéirker ab.

2.4.4 Freier Fall aus groBBer Hohe

Die beiden diskutierten Beispiel nutzen eine Beschreibung der Gravi-
tationskraft, die nur fiir Korper nahe der Erdoberfliche gilt. Fiir weiter
entfernte Korper hat die Graviationskraft eine kompliziertere Form als
die bisher angenommene lineare Ndherung.

e Bei freiem Fall aus groBer Hohe, /2 > Rpg;qe, muss beriicksichtigt
werden, dass sich die Erdbeschleunigung mit der Hohe &ndert.
Die Gravitationskraft im Abstand » vom Erdmittelpunkt ist

_GMm

FG:
,,.2

+ —mg (2.56)

Auf der Erdoberflaiche miissen beide Formulierungen der Gravi-
tationsgraft dasselbe Ergebnis haben, also GM /RIZErde = g. Die
allgemeinen Bewegungsgleichung fiir einen freien Fall ohne Rei-

bung lautet

mi(t) = — (2.57)

r(t?

Diese lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung wandeln wir
durch einen integrierenden Faktor in eine Differentialgleichung
erster Ordnung um. Nach Multiplikation mit 7 erhalten wir

GMi1)
r(t)?

md d 1
ML wn? =meME —
yap T =meM s

mi(t) ¥ (t) = —m

(2.58)

e Wenn wir die beiden Zeitableitungen auf eine Seite bringen, se-
hen wir, dass die Kombination
mGM

m. )
Er(t) "0 = E (2.59)

gebremster Fall, Reibung proportional zu v bzw. v2

Hoehe r(t)

Vergleich der durchfallenen Hohen
fiir gebremsten Fall mit Stokesscher
Reibung (rot) und Luftwiderstand
(griin).
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konstant ist. Diese sogenannte ,,Energie E darf sich als Funktion

der Zeit nicht dndern. Der erste Ausdruck in Klammern heif3t , ki-

netische®, der zweite ,,potentielle” Energie. Die Gleichung @])

entspricht also einer Energie-Erhaltung. Die konstante Energie

E = E, ist durch die Anfangsbedingungen gegeben,
m, mGM

Ey=—v;— ——— 2.60
0 5 Uy 7o ( )
Wenn der Massenpunkt im Unendlichen ruht, ry = co und vy = 0,

ist Eg = 0 und damit fiir alle Zeiten

2
"y = MM P
2 r(t) r(1)
Die Endgeschwindigkeit des freien Falls auf die Erdoberfliche ist
durch den Wert fiir r(f) = Rgqe gegeben, also

Voo = V2gRprae = 11.2kms™" . (2.62)

Das ist umgekehrt auch die Fluchtgeschwindigkeit von der Er-
de, definiert als die Geschwindigkeit, die auf der Erdoberfliche
benotigt wird, um das Schwerkraftfeld der Erde zu verlassen.

(2.61)

e Setzt man in (2.61) fiir v, die Lichtgeschwindigkeit ¢ ein, erhilt
man den Schwarzschildradius einer Masse M

_2GM

S — 2 ’

(2.63)

C
der salopp sagt, wie viel Masse ein Objekt haben muss, dass ein
Lichtstrahl es nicht verlassen kann. Er ist fiir viele Aspekte der
relativistischen Astrophysik als ,,Radius eines schwarzen Lochs*
sehr wichtig.



Kapitel 3

Mathematische Grundlagen

3.1 Differentialgleichungen II

3.1.1 Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

Bevor wir weiter Differentialgleichungen und ihre Losungen diskutie-
ren, konnen wir uns kurz der mathematischen Frage nach ihrer Losbar-
keit widmen. In der physikalischen Praxis ist diese Frage typischerweise
nicht besonders relevant: Wenn wir ein physikalisches System sinnvoll
durch eine Differentialgleichung beschreiben, dann hat diese offenbar
eine Losung. Ob diese Losung eindeutig ist, ist in der Newtonschen Me-
chanik nicht relevant, wenn das entsprechende Experiment einen ein-
deutigen Ausgang hat. Das Experiment beschreibt immer die korrekte
Losung. Trotzdem schadet es nicht, wenn wir ein Gefiihl fiir Losungen
von Differentialgleichungen bekommen.

e Zundchst ist es wichtig, unter welchen allgemeinen Bedingun-
gen wir damit rechnen konnen, Differentialgleichungen iiber-
haupt 16sen zu konnen. Dazu erinnern wir uns zunéchst, dass wir
Newtons Gleichungen zweiter Ordnung in 7(#) in manchen Féllen
dadurch geldst habe, dass wir sie als Differentialgleichung erster
Ordnung fiir v(¢) = i(¢) betrachtet haben. In diesem Sinne lassen
sich allgemein Differentialgleichungen n-ter Ordnung als Syste-
me von Differentialgleichungen erster Ordnung darstellen. Wir
fassen dazu die Ableitungen der gesuchten Funktion als eigene
Funktionen auf, also y(x) = y1(x), y'(x) = y(x), y”’(x) = y3(x)
usw. Damit wird eine Differentialgleichung zweiter Ordnung,

y'(x) + p(y' (%) + g()y(x) = 0,
zum Gleichungssystem erster Ordnung

y1(x) = y2(x)
Y>(xX) + p(0)y2(x) + q(x)y1(x) = 0 . (3.1

30



KAPITEL 3. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN 31

Wir werden uns dementsprechend im Folgenden auf Differential-
gleichungen erster Ordnung beschrinken konnen.

¢ Fiir Differentialgleichungen erster Ordnung,

y'(x) = f(x,y), (3.2)

besagt die Lipschitz-Bedingung, dass eine eindeutige Losung in
einem Intervall / genau dann existiert, wenn fiir ein x, € [ ein
Anfangswert

Yo = y(xo) (3.3)

vorgegeben ist, sowie fiir jedes x € I und jedes betrachtete Paar
von Funktionswerten (y, ij) die Sekantensteigung durch eine end-
liche Konstante k& € R beschrankt ist,

A1) L e
Ay y—1i T

(3.4)

Anschaulich bedeutet das, dass man durch endliche Schritte ent-
lang des Richtungsfeldes der Differentialgleichung immer nur
endlich weit kommt, also keine unendlichen Spriinge machen
kann. REntsprechend wird eine Differentialgleichung n-ter Ord-
nung erst durch n Anfangsbedingungen eindeutig festgelegt.

e Betrachten wir als einfaches Beispiel die Differentialgleichung
(2.6), das exponentielle Zerfallsgesetz N = —AN. Wir ersetzen
in(3.2) nuny —» N, x — tund f(x,y) —» —AN(t). Die Sekanten-
steigung ist dann

(3.5)

'Af B —AN + AN _ 2
Ay | N=-N |

Die Lipschitz-Bedingung ist also fiir 4 € R < oo erfiillt.

Wir konnen auch die nichtlineare Differentialgleichung erster
Ordnung

y'(x) = y*(x) (3.6)
untersuchen. Thre Sekantensteigung

ik
Ay B

y -

y—y

=Y+ (3.7)

ist liber den Raum der reellen Zahlen nicht beschriankt. Wenn in
dieser Situation aber y(x) stetig differzierbar und damit glatt ist,
dann kann man durch eine Einschrinkung des Parameterberei-
ches in x auch den Bereich von y einschrinken und damit die
Lipschitz-Bedingung erzwingen.
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o Fiir physikalische Vorginge, die fast immer durch Differential-
gleichungen zweiter Ordnung in der Zeit beschrieben werden, be-
deutet das, dass eine eindeutige Losung der Bewegungsgleichung
in der Nihe einer Zeit 7, immer angegeben werden kann, wenn
die Bewegung im Endlichen und mit endlicher Geschwindigkeit
erfolgt und die auftretenden Krifte stetig sind und sich nicht be-
liebig schnell dndern. Wir haben schon mehrfach gesehen, dass
die Losung dann durch zwei Anfangsbedingungen an den Ort und
die Geschwindigkeit eindeutig bestimmt wird.

3.1.2 Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung

Von den Fallgesetzen haben wir eine Vorstellung, welche Art von Diffe-
rentialgleichungen physikalisch relevant sind. Insbesondere miissen wir
noch einmal auf inhomogene Gleichungen zuriick kommen.

e Betrachten wir als Beispiel die lineare, inhomogene Differential-
gleichung zweiter Ordnung

y'x)-yx)=1. (3.8)
Die dazugehorige homogene Gleichung
Yy’ -y =0 o ' =yx (3.9)

kann zunéchst durch den integrierenden Faktor 2y’ einmal inte-
griert werden,

’_ 1

2y =2y e G =Y

(= y/ =ty = yl’z(X) = eix . (310)

Solange wir nur an einer Losung der homogenen Gleichung inter-
essiert sind, konnen wir die Integrationskonstante vernachlissi-
gen und haben damit die beiden erlaubten Losungen.

e Wenn man nur eine Losung y,(x) einer linearen homogenen Dif-
ferentialgleichung zweiter Ordnung hat, dann kann man sich ei-
ne zweite zum Beispiel durch d’Alembert-Reduktion verschaffen.
Man setzt den Ansatz y,(x) = y;(x)f(x) mit einer unbekannten
Funktion f(x) in die Gleichung ein und beriicksichtigt, dass y;(x)
schon eine Losung ist,

O=y/f+2y f +uf" —uf

=W —yOf + 200 +yf" =29+ f” . (B0
Daraus folgt mit y; = e* = y]
AL o (nfy=-2
f Y

& Inf =-2x e flx=e>. (.12
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Man erhilt dann durch Integration

1 1
f==3¢ o p=nf=-z¢° (13

als weitere Losung. Das ist die bekannte zweiten Losung y,(x) =
e,

e Fiir die allgemeine Losung einer homogenen Differentialglei-
chung n-ter Ordnung braucht man ein so genanntes Fundamen-
talsystem aus n linear unabhingigen Funktionen y;(x), 1 <i < n.
Linear unabhingig ist eine Menge von Funktionen y;(x) genau
dann, wenn jede beliebige Linearkombination aus ithnen nur dann
verschwinden kann, wenn alle ihre Koeffizienten verschwinden,

Zaiyi(x):o = =0 firalle 1<i<n. (3.14)

i=1

Wenn wir einen Satz Losungen kennen, dann wollen wir wissen
ob sie in der Tat unabhéngig sind. Es gibt ein einfaches Verfah-
ren, die festzustellen. Spezialisiert auf n = 2 besteht es darin zu
priifen, ob der Ausdruck

Y1 (OY5(x) = y2 (XY (x) (3.15)

fiir alle betrachteten x € I identisch verschwindet. In diesem Fall
sind die y;(x) und y,(x) linear abhéngig.

Eingesetzt in unser Beispiel (3.15) folgt
e(-e ) —ete'=-2%0, (3.16)

was belegt, dass die beiden Funktionen y; = e* und y, = e™*
linear unabhéngig sind. Die vollstindige Losung der homogenen
Gleichung lautet also

y(x) = aie” + are™ . (3.17)

e Jetzt betrachten wir wieder die inhomogenen Differentialglei-
chung. Wir hatten schon gesagt, dass man die allgemeine Losung
einer inhomogenen linearen Differentialgleichung erhilt, indem
man zur allgemeinen Losung der dazugehorigen homogenen
Gleichung eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung ad-
diert. Lineare inhomogene Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung haben also Losungen der Form

Y(x) = aryi(x) + ay>(x) + yin(x) (3.18)

wobei y;(x) und y,(x) ein Fundamentalsystem bilden und y;,(x)
die spezielle Losung der inhomogenen Gleichung ist. Die beiden
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reellen Zahlen a;, a, werden durch die beiden Anfangsbedingun-
gen bestimmt, die zur Eindeutigkeit der Losung notwendig sind.

Wihrend man sich eine Losung der inhomogenen Gleichung (3.8))
durch Variation der Konstanten verschaffen konnte, ist es einfa-
cher zu bemerken, dass yi, = —1 eine solche Losung ist. Damit
erhilt man die vollstindige Losung der inhomogenen Gleichung

yx) =aje"+ae™ — 1. (3.19)

Um die Konstanten a;, festzulegen nutzen wir wie immer An-
fangsbedingungen, zum Beispiel y'(x = 0) = 0,

y(x)=ae*—ae =0 fir x=0, (3.20)

und damit a; = a,. Als zweite Bedingung nehmen wir an dass
y(x =0) =0, also

yx)=aie*+ae"-1=0 fir x=0, (3.21)

oder a; = 1/2. Damit ist die vollstindige Losung der inhomoge-
nen Gleichung mit Anfangsbedingungen

e +e™*
2

y(x) = -1. (3.22)

e Formaler gesehen haben wir anhand unserer Beispiele gesehen,
dass Differentialgleichungen in der Newtonschen Mechanik oft
linear. Das heisst, ihre Koeffizientenfunktionen in der Form

Pa()Y () + ..+ pr()Y () + po(y(x) = r(x)  (3.23)

hingen nicht von y ab. Die linke Seite wird oft kurz als linearer
Differentialoperator Lly] bezeichnet, also L[y] = r(x).

Allgemein gilt, dass falls y;(x) und y,(x) zwei Losungen der li-
nearen Differentialgleichung (3.23)) sind, so ist auch eine beliebi-
ge Linearkombination der beiden eine Losung, also

Llay, + axys] = (a1 + ax)r(x) mit aj,a €R. (3.24)

Eingesetzt in (3.23) sieht man sofort, dass dies richtig ist. Die
nichste Frage ist, was wir iiber diese Art von Struktur sagen
konnen.

3.2 Vektoren I

Vektoren und ihre Eigenschaften sind in dieser Vorlesung schon vorge-
kommen, ohne dass wir sie mathematisch betrachtet haben. Daher ist es
an der Zeit, mathematisch ein paar Grundlagen zu Vektoren und ihrer
Verkniipfung zu sagen.
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3.2.1 Vektorriume

e Zum Beispiel beim freien Fall haben wir uns auf die Analyse von
Bewegungen in einer Dimension beschriankt. Wir kommen nun
zur Darstellung von Bewegungen in drei Dimensionen. Da Posi-
tionen im dreidimensionalen Raum durch Vektoren ¥ angegeben
werden, besteht die Losung mechanischer Probleme meistens dar-
in, eine Bahnkurve anzugeben, d.h. eine vektorwertige Funktion
X(t) der Zeit t, die zeigt, an welchem Ort sich der Massenpunkt
zur Zeit t befindet.

e Wir wissen intuitiv was ein Vektor im dreidimensionalen Raum
ist. Er hat einen Betrag und eine Richtung und wird durch drei
Komponenten angegeben, bei denen es sich um reelle Zahlen han-
delt. In der Mathematik und in vielen Bereichen der theoretischen
Physik ist ein Vektor aber ein sehr viel allgemeiner definiertes
Objekt. Da Vektoren in verschiedensten Bedeutungen und Dar-
stellungen in der Physik vorkommen, lohnt es sich hier, diese all-
gemeine Definition zu Grunde zu legen.

e In der Mathematik sind Vektoren Objekte, die man addieren,
strecken oder stauchen kann, ohne dass sie ihre Vektoreigenschaft
verlieren. Prizise definiert wird dies durch die Eigenschaften ei-
nes Vektorraums. Ein Vektorraum V ist eine Menge von Objekten,
fiir die eine Addition definiert ist, die zwei Vektoren vy, v, zu ei-
nem neuen Vektor verkniipft,

+:VxXxV-o>V, (U],Uz)l—)l)l'i‘l)z, (325)

und fiir die eine Multiplikation mit den Elementen eines Korpers
K definiert ist, die wiederum einen Vektor ergibt,

KXV -oV, vy, dl-v=A. (3.26)

Wenn man diese beiden Verkniipfungen kombiniert, dann erfiillen
die Addition und die Multiplikation in einem Vektorraum die Re-
chenregeln

A (v +vp) = Avy + Av,
(/11 +)v=A4v+ . (327)

e Hier liegt die groBe Bedeutung von Vektorrdumen in der Physik
begriindet. Offenbar kann alles durch Vektoren dargestellt wer-
den, was iiberlagert werden kann, um dabei einen neuen Vek-
tor zu ergeben. Aus (@D wissen wir, dass Losungen linearer
Differentialgleichungen durch Uberlagerung konstruiert werden
konnen. Ebenso werden Zustinde quantenmechanischer Systeme
durch Vektoren beschrieben, weil man experimentell fand, dass
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zwel Zustinde ¥, und ¥, zu einem neuen Zustand ¢ iiberlagert
werden konnen,

Y=0y+ Ly . (3.28)

Der Quantenmechanik liegt demnach auch die mathematische
Struktur eines Vektorraums zu Grunde. Alles, was nun iiber Vek-
torrdume gesagt wird, gilt also gleichermalen fiir so verschiedene
Dinge wie Orte im Raum oder quantenmechanische Zustinde.

e In (3.26) wurde der Begriff eines Korpers eingefiihrt, ohne ihn
zu definieren. Dazu miissen wir zundchst daran erinnern, was ei-
ne Gruppe ist. Gruppen G sind Mengen mathematischer Objekte,
zwischen denen eine Verkniipfung o definiert ist, die assoziativ
ist,

ajo(ayoaz)=(a;oay)oas, (3.29)
fiir die es ein neutrales Element e gibt,
aoce=a, (3.30)

und die zu jedem Gruppenelement a ein inverses Element a™!
enthilt,

aca'=e. (3.31)
Kommutativ oder abelsch hei3it eine Gruppe dann, wenn
ayoda, = a, oa (3.32)

ist. Ein einfaches Beispiel sind die ganzen Zahlen beziiglich der
Addition. Die Summe zweier ganzer Zahlen ist wieder eine, das
neutrale Element ist die 0 und das inverse Element zu einer gan-
zen Zahl n ist —n. Ein weiteres Beispiel sind die reellen Zahlen
beziiglich der Multiplikation, mit dem neutralen Element 1 und
dem Inversen 1/n.

Ein Korper K ist eine abelsche Gruppe beziiglich einer Additi-
on +, die ausserdem auch beziiglich einer Multiplikation - eine
abelsche Gruppe ist. Da wir schon wissen dass fiir das neutrale
Element der Addition, die Null, ein inverses Element der Mul-
tiplikation problematisch wird, erlauben wir diese Ausnahme in
der Definition des Korpers. Aulerdem gilt das Distributivgesetz
in der Form

a-b+c)y=a-b+a-c, (a+b)-c=a-c+b-c. (3.33)

Im Unterschied zu den Vektoren heilen die Elemente des
Korpers, auf dem ein Vektorraum definiert wird, Skalare. In
der Regel unterliegt physikalischen Vektorrdumen entweder der
Korper der reellen Zahlen oder der der komplexen Zahlen.
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3.2.2 Lineare Abhiangigkeit, Basis und Dimension

Nachdem wir gesehen haben, dass wir formal Losungen linearer Diffe-
rentialgleichungen als Vektoren betrachen konnen, stellt sich die schon
bekannte Frage, wie wir wissen dass wir alle Losungen oder alle Ele-
mente eines Vektorraumes identifiziert haben. In haben wir ad
hoc einen solchen Test angegeben, fiir den wir jetzt die notwendigen
mathematischen Definitionen nachreichen.

e Mengen von Vektoren v; mit 1 < i < n aus einem Vektorraum V
konnen zu Linearkombinationen v verkniipft werden,

v=Aivy+ b +...+ A0, . (334)

Die Menge aller Vektoren v, die auf diese Weise durch die Menge
der v; dargestellt werden konnen, bildet einen Untervektorraum
U von V, U C V. Er wird auch als der von den v; aufgespannte
Untervektorraum bezeichnet,

U = span(v;) . (3.35)

e Eine Menge von Vektoren v; heilt linear unabhdngig, wenn die
Gleichung

Ay + by +...+ A0, = 0 (336)

nur dann erfiillt werden kann, wenn alle Skalare verschwinden,
A; = 0. Insbesondere bedeutet das, dass eine Menge von Vektoren
v; genau dann linear unabhiingig ist, wenn sich jeder Vektor v €
span(v;) eindeutig aus den Elementen v; linear kombinieren lésst.

e Eine Menge von Vektoren v; heilit Erzeugendensystem eines Vek-
torraums V, wenn V = span(y;) ist. Ein Erzeugendensystem ist
eine Basis, wenn seine Elemente linear unabhéngig und daher ih-
re Anzahl minimal sind. Die Anzahl der Elemente einer Basis ist
dann die Dimension N des Vektorraums. Da sich jeder Vektor v
aus V als Linearkombination der Basisvektoren ¢; schreiben lasst,

N
b= Z die; | (3.37)
i=1

kann jeder Vektor durch das N-Tupel der Zahlen A; eindeutig an-
gegeben werden, sobald die Basis bekannt ist.

3.2.3 Beispiele

e Der dreidimensionale Raum R* oder die Menge R? der 3-Tupel
(x1, X2, x3) bekommt die Struktur eines Vektorraums iiber dem
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Korper der reellen Zahlen, indem man eine Addition von Vek-
toren und deren Multiplikation mit Skalaren komponentenweise

definiert,
U1 w1 U] + W 4] Avq
nl+lw|=|v +ws und Alvy | =12 . (3.38)
U3 w3 U3 + W3 U3 Avs

Eine geeignete Basis sind die Einheitsvektoren

1 0
€1:0 6'2:1 e3 =
0 0

Irgend zwei der Basisvektoren spannen einen Unterraum von R3
auf, so lisst sich zum Beispiel die x;-x,-Ebene durch e; und e;
aufspannen.

0
O} . (3.39)
1

¢ FEin vielleicht weniger nahe liegendes Beispiel sind die Polynome
vom Grad < N auf dem Intervall [-1, 1],

N
p(x)= > ap’, a;eR. (3.40)
=0

Sie bilden einen Vektorraum iiber dem Korper der reellen Zah-
len, da durch die gewohnliche Addition zweier solcher Polynome
wieder eines entsteht, und weil auch die Multiplikation mit reel-
len Zahlen offensichtlich definiert ist.

Offenbar bilden verschiedene Potenzen x/ mit 0 < j < N Syste-
me linear unabhéngiger Vektoren aus diesem Vektorraum, da die
Gleichung

A+x+...+4,xX"=0 (3.41)

nur dann fiir alle x € [-1, 1] erfiillt werden kann, wenn alle 4;
verschwinden. Zudem spannen die x/ mit 0 < j < N den ge-
samten Vektorraum der Polynome vom Grad < N auf, weil jedes
Polynom vom Grad < N durch Linearkombination der x/ darge-
stellt werden kann. Also bilden die x/ eine Basis dieses abstrakten
Vektorraums, der durch die Werte A; dargestellt werden kann.



Kapitel 4

Impuls, Drehimpuls und
Energie

4.1 Vektoren II

Um unsere eher zufillige Definition von der Energie als Erhaltungs-
grofle systematisch zu verstehen benotigen wir weitere Eigenschaften
von Vektoren im 3-dimrnsionalen Raum. Wir beginnen damit, dass die
Addition und die Streckung von Vektoren nicht die einzigen hilfreichen
Konzepte sind, denken wir zum Beispiel an die Definition eines Off-
nungswinkels.

4.1.1 Das Skalarprodukt

e Ein Skalarprodukt oder inneres Produkt ist eine Abbildung, die
zwei Vektoren aus einem Vektorraum eine Zahl aus dem zugrunde
liegenden Korper K zuordnet,

Y VXV ->K, @w) e w), 4.1)

und zwar so, dass sie in beiden ihrer Argumente linear und damit
bilinear ist,

Qo1 + o, w)y = (v, w) + v, w) ,

, hwy + Lwy) = v, wr) + (v, wa) . (4.2)
Skalarprodukte sind positiv definit, d.h. das Skalarprodukt eines
Vektors mit sich selbst ist immer positiv, (v,v) > O fiir alle v € V

mit v # 0, und (v,v) = 0 genau dann, wenn v = 0. Damit kdnnen
wir einem Vektor v € V sein Betrag |v| zuordnetnen,

[v] = /{v,v) . 4.3)

Ist |v| = 1, heildt v Einheitsvektor.

39
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e Zwei Vektoren v,w € V heiBlen orthogonal, wenn ihr Skalarpro-
dukt verschwindet, (v, w) = 0. Besonders bequem sind Basen,
deren Elemente e; paarweise orthogonale Einheitsvektoren sind,

(enes) = {1 =7 (4.4)
0 G+
Hat man eine solche Orthonormalbasis, nimmt das Skalarprodukt
eine sehr einfache Form an,
N N N N N
(a,b) = <Z e, Zﬁje,-> =) D apiene) =) api.
i=1 =1 j

j=1 i j=1 i=1
4.5)

e Im dreidimensionalen Vektorraum R? gibt das Skalarprodukt zwi-
schen zwei Vektoren a, b gerade den Cosinus des Winkels ¢ an,
den die beiden Vektoren einschlief3en,

(a,b) =lal|b| cos ¢ . (4.6)

Aus der Erweiterung dieser Beziehung auf beliebige Vektorrdume
leitet sich die Definition orthogonaler Vektoren ab, die oben ein-
gefiihrt wurde.

¢ In unserem zweiten Beispiel des Vektorraums der Polynome vom
Grad N auf dem Intervall [-1, 1] kann ein Skalarprodukt zwi-
schen zwei Polynomen p(x) und ¢g(x) durch die Definition
1

(p(x),q(x)) = f p(x)g(x)dx 4.7
-1

eingefiihrt werden. Demnach wiren z.B. die beiden Polynome
p(x) = x und g(x) = x* zueinander orthogonal, denn

1 41!
i — drx = —
(x, x%) I]x X 1

Entsprechend ldsst sich auf diesem Vektorraum eine orthonorma-
le Basis einfiihren. Die Darstellung von Polynomen oder allge-
mein von geniigend gutwilligen Funktionen durch Orthonormal-
basen hat eine immense Bedeutung in der Physik. Ein Beispiel
dafiir ist die Fouriertransformation.

=0. (4.8)

-1

4.1.2 Summenkonvention, Levi-Civita-Symbol

e Oft ist es lastig und unnotig, Summen wie etwa in (#.5)) auszu-
schreiben. Zur Abkiirzung verabreden wir die Einsteinsche Sum-
menkonvention, nach der iiber doppelt auftretende Indizes sum-
miert wird,

N

D aipi=ap;. (4.9)

i=1
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In einer Gleichung kann also derselbe Index einmal auf jeder Sei-
te der Gleichung erscheinen, dann ist es eine Gleichung fiir die
einzelnen Komponenten eines Vektors, oder zweimal auf dersel-
ben Seite, dann nutzen wir die Einsteinsche Summenkonvention.
Dabei miissen wir uns erinnern, dass ein Index in einer Gleichung
niemals mehr als zweimal erscheinen kann!

e Ebenso niitzlich ist das Kronecker-Symbol

5 = {(1) i: . (4.10)
Damit wird zu
(ei,ej) = 0ij , 4.11)
und entsprechend
<aiei»ﬁjej> = a/i,Bjéij =B . 4.12)

e Weiterhin ist fiir dreidimensionale Vektorriume das vollkommen
antisymmetrische Levi-Civita-Symbol ¢ niitzlich,

€ =63 =6ap=1
€3 =€ =3 =-1
€jx =0 sonst, 4.13)

d.h. €j = 1 fiir alle geraden Permutationen von {1,2,3}, g =
—1 fiir alle ungeraden Permutationen davon, und € = 0, wenn
mindestens zwei der Indizes i, j, k gleich sind.

Zwischen dem Levi-Civita- und dem Kronecker-Symbol besteht
der Zusammenhang

€ jk€kim = 0§10 jm — OO ji - (4.14)

4.1.3 Das Vektorprodukt

e Das Vektorprodukt oder dullere Produkt ordnet zwei Vektoren v, w
aus V einen Vektor aus V zu,

X:VxV->V, (wmroXw, 4.15)
und zwar wieder auf bilineare Weise,
(Ao + L) Xw = Ay Xw+ v, Xw (416)

und ebenso fiir das zweite Argument.
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Wegen der Bilinearitit reicht es zur Festlegung des Vektorpro-
dukts wieder, die Vektorprodukte der Basisvektoren festzulegen.
Mithilfe des Levi-Civita-Symbols definieren wir in drei Dimen-
sionen

€ X ej = € - “4.17)

Demzufolge ist das Vektorprodukt antisymmetrisch, z.B. e; Xe, =
e; und e, X e; = —e3, und das Vektorprodukt zweier gleicher
Basisvektoren verschwindet, ¢; X ¢; = 0.

Mit dieser Festlegung lautet das Vektorprodukt zweier dreidimen-
sionaler Vektoren a, b

axb= (aie,-) X (,BJ-ej) = aiﬁj(ei X €j) = eijkoziﬁjek . (418)

o Aufgrund seiner Definition ist das Vektorprodukt zweier Vektoren
a, b orthogonal zu beiden Vektoren,

(a,a X b) = (ae;, €juafrer)
= a;a;Br€ju Oi = ;P € = 0 . (4.19)

Im letzten Schritt haben wir verwendet, dass das Produkt a;a ;B
symmetrisch gegen Vertauschung von i und j ist, € aber anti-
symmetrisch.

e Ebenso verschwindet das Vektorprodukt zwischen parallelen oder
antiparallelen Vektoren a, b, denn dann ist b = da mit 4 € K, und

ax(da) = A gj ajaje, = 0. (4.20)

Entsprechend kann man dem Vektorprodukt zweier Vektoren den
Sinus ihres Zwischenwinkels ¢ zuordnen,

la x b = |al|b] sin¢ . 4.21)

4.1.4 Koordinaten und Koordinatentransformationen

e Unsere abstrakte Definition von Vektoren und Vektorrdumen
macht klar, dass Vektoren unabhingig von bestimmten Koordi-
natensystemen existieren. Zwar werden Vektoren im dreidimen-
sionalen Vektorraum R? in der Regel durch reelle Zahlentripel
(x1, X2, x3) angegeben, aber diese Zahlentripel diirfen nicht mit
den Vektoren selbst verwechselt werden.

e Die Wahl eines Koordinatensystems besteht darin, dass man eine
geeignete Basis ¢; fiir einen Vektorraum V festlegt. Dadurch wer-
den Vektoren v € V eindeutig durch N-Tupel v; von Zahlen aus
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dem Korper K darstellbar, v = v;e;. Die Eindeutigkeit folgt dar-
aus, dass die Basis ein linear unabhingiges Erzeugendensystem
des gesamten Vektorraums V ist. Fiir eine Orthonormalbasis sind
die Koordinaten v; durch die Skalarprodukte (v, e;) gegeben,

(v,e;) = <Ujej’€i> = Uj<ej’€i> =0;0;; = V; . 4.22)

e Ebensogut konnen wir durch eine andere Basis ¢! ein anderes Ko-
ordinatensystem einfiihren, in dem derselbe Vektor v nun durch
andere Koordinaten v; dargestellt wird,

v=Uvie; =ve;. (4.23)

Die offensichtliche Frage ist, wie sich die neuen Koordinaten v;
durch die alten v; ausdriicken lassen. Wir wissen dass die neuen
Basisvektoren e; durch die alten ausgedriickt werden konnen

6; = a;e; . (424)

Diese N x N Gleichungen legen alle g;; vollstindig fest. Um die
a;; zu berechnen, konnen wir (4.24) zum Beispiel skalar mit e
multiplizieren,

(ej,er) = ajj e, ex) = a;j0j = aj . (4.25)

Die Zahlen a;; sind also die Skalarprodukte der neuen mit den
alten Basisvektoren.

Entsprechend konnen wir auch die neuen Koordinaten v; aus den
alten v; erhalten, und umgekehrt,

v, = (v, €)= vi e, ep) = ayv;

v = (v, er) = Ve, ex) = Viaj . (4.26)

4.1.5 Inertialsysteme

e Wenn Koordinatensysteme aus mathematischer Sicht beliebig
gewdhlt werden konnen, stellt sich die Frage, ob bestimmte Ko-
ordinatensysteme gegeniiber anderen physikalisch ausgezeichnet
sind. Offenbar macht es in der Betrachtung der wirkenden Krifte
einen Unterschied, ob die Bahnkurve eines Korpers in einem Be-
zugssystem betrachtet wird, das sich mit ihm bewegt, oder in ei-
nem Bezugssystem, das sich relativ dazu dreht. Dies fiihrt uns auf
den Begriff der Inertialsysteme. Ein Inertialsystem ist ein solches
Bezugssystem, in dem das erste Newtonsche Axiom gilt, in dem
sich also ein kriftefreier Korper geradlinig-gleichformig bewegt.

e Eine sich drehende Scheibe ist ein Beispiel fiir ein Bezugssystem,
in dem das erste Newtonsche Axiom nicht gilt, denn auf ihr kann
ein Korper nur dann in Ruhe bleiben, wenn er durch eine Kraft
festgehalten wird.
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e Der Begriff des Inertialsystems verdeutlicht, dass die Definitio-
nen der Kraft und des Inertialsystems in einer Weise zyklisch
sind, die schon Newton als problematisch empfunden hat: Erst
wenn man ein Inertialsystem eingefiihrt hat, kann man Krifte
sinnvoll definieren. Vorher ist nicht klar, ob eine nicht geradlinig-
gleichférmige Bewegung auf eine Kraft zuriickgeht oder darauf
zuriickzufiihren ist, dass das Bezugssystem kein Inertialsystem
ist. Andererseits kann man Inertialsysteme nicht definieren, oh-
ne auf Krifte Bezug zu nehmen, weil sie eben als Bezugssy-
steme definiert sind, in denen sich kriftefreie Korper geradlinig-
gleichformig bewegen.

Erst die Einfilhrung von Niherungen hilft aus dieser zirkulidren
Situation heraus. Beispielsweise ist die Erde keineswegs ein In-
ertialsystem, weil sie etwa in Bezug auf ferne Fixsterne rotiert.
Effekte, die aufgrund der Erdbewegung auftreten, spielen aber
in unseren Labors meist keine Rolle, weil die dort untersuchten
Krifte groBer sind. In seiner Allgemeinen Relativitédtstheorie ist
es Einstein gelungen, Inertialsysteme durch eine sehr viel befrie-
digendere Klasse von Bezugssystemen zu ersetzen.

4.2 Impuls, Drehimpuls und Energie

In der Einfiihrung zur Newtonschen Mechanik haben wir die Bewegung
eines Korpers durch die anliegenden Krifte beschrieben. Das hat es uns
erlaubt, die Bewegung dieses Korpers als Funktion der Zeit zu beschrei-
ben. Bei der Beschreibung des freien Falls aus groer Hohe haben wir
aber eine alternative Art der Beschreibung einer Bewegung gesehen,
ndmlich unabhéngig von der Zeit erhaltene Grofen. Solche Grofen se-
hen wir uns nun etwas systematischer an.

4.2.1 Impuls

e Den Impuls 7 haben wir schon als Produkt von Masse m und Ge-
schwindigkeit ¥’ definiert, als wir das 1. Newtonsche Axiom
eingefiihrt haben. Es besagt, dass sich der Impuls eines Korpers
dann nicht dndert, wenn keine Krifte auf ihn wirken,

p = const. in Abwesenheit von Kriften F (4.27)

Nach den Bemerkungen iiber allgemeine Bezugs- und Inerti-
alsysteme miissen wir hier prizisieren, dass die Aussage des
Tragheitsgesetzes in Inertialsystemen gilt.

Das zweite Newtonsche Gesetz (2.3)) lautet in Form des Impulses

-

p=F. (4.28)
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Fiir zeitliche Verdnderungen von Impulsen sind Krifte verant-
wortlich. Umgekehrt muss der Impuls also erhalten sein, wenn
keine Krifte wirken.

4.2.2 Drehmoment und Drehimpuls

e Es stellt sich heraus, dass es sinnvoll ist den Drehimpuls um den
Koordinatenursprung durch

L=Xxp=xXxmv (4.29)

zu definieren. Im Fall 7 || 7 gibt es keine Drehbewegung und der
Drehimpuls ist null. Seine Zeitableitung ist

LW _ o o
— =X X
5 P P
:Exﬁ+x’xﬁ
m
—¥xp=2xF. (4.30)

e Ganz allgemein wird das Moment einer Kraft F beziiglich des
Koordinatenursprungs durch

M:=x3xF (4.31)

definiert. Wenn ¢ der Winkel zwischen ¥ und F ist, hat es den
Betrag IM | = xF sin ¢. Das Moment einer Kraft verschwindet al-
so, wenn sie in dieselbe Richtung zeigt wie der Ortsvektor X ihres
Angriffspunkts. Eingesetzt in (4.30) ergibt dies den Drehimpuls-
satz

=M. (4.32)

In Abwesenheit von Drehmomenten, M = 0, bleibt der Drehim-

puls erhalten, L = 0. Der Vergleich mit (4.28]) zeigt, dass Dreh-
moment und Drehimpuls sich genauso verhalten wie Kraft und
Impuls bei einer linearen Bewegung.

4.2.3 Energiesatz in einer Dimension

e Bei der Diskussion der Energie beschrianken wir uns zunéchst auf
eine Dimension. Wie vorher (Abschnitt 1.4.4) bei der Diskussion
des freien Falls aus groer Hohe verwenden wir X als integrieren-
den Faktor der Bewegungsgleichung,

mi=F(x) = mxi=xF(x) (4.33)
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Wir definieren nun das Integal

* dv
V(x) := —f F(xX)dx o Fx)=- @)
X0 dx
d dv . .
d—tV(x) = ax =-F(Xx)x (4.34)
wobei der Anfangspunkt x, kann frei gewihlt werden kann. Da-
mit wird (.33)
m d(%%) d d[m,
— =——V — | =X +V(x)|=0 4.35
PR TR T dt[2x V) (435
e Demnach ist die Energie
Ei= 28+ V() (4.36)

erhalten. Die Grole V(x) wird als potentielle Energie oder als
Potential bezeichnet.

In einer Dimension kann zu einer Kraft F(x), die nicht von X
abhingt, immer ein Potential angegeben werden. Wegen der frei-
en Wahl von x; ist V(x) nur bis auf eine Konstante bestimmt.

e Nach (4.36) lisst sich die Trajektorie des Korpers implizit durch
Trennung der Variablen ausdriicken

X d /
= if . S — (4.37)
X0

Offenbar ist Bewegung nur dort moglich, wo E — V > 0 ist. Die
kinetische Energie T = (m/2)i? ist positiv-semidefinit, 7 > 0.

An den sogenannten Umkehrpunkten x;, wird die kinetische
Energie minimal (T = 0) und daher V = E. Wegen des +-
Zeichens dndert sich dort die Richtung der Bewegung. Dadurch
tritt eine Art von Schwingung zwischen x; und x, auf. Sie hat die
(halbe) Schwingungsperiode

dx
-V

=
2~ — R —— A
X1 %(E—V) 2 X1 E

(4.38)

e Als Beispiel dient uns harmonischer Oszillator, fiir den die Kraft
linear von der Auslenkung abhingt,

Fx)=-kx = Vkx) =- fx F(x")dx' = %‘xz , (4.39)
0

Vix)

X

Einschriankung der Bewegung und
Umkehrpunkte
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wenn man x, so wihlt, dass V(x = 0) = 0. Also ist die Energie

k | k
E = %xz + Exz = %(x2 + w%xz) mit  wp = m (4.40)

Die Umkehrpunkte liegen bei

2F

5 -

m 5 »
T=0 & E=Zwp, © xp=%*
2 mwj

(4.41)

e Die allgemeinen Losung des harmonischen Oszillators ist eben-
falls durch die Bedingung gegeben, dass seine Energie konstant
ist. Mit Hilfe der Umkehrpunkte schreiben wir dies als

2
E =202 =konst. mit x5 = +Ag= % [— . (442)
2 mawy

Aus der allgemeinen Formel kann man dann die Zeit zwi-
schen den Umkehrpunkten berechnen,

Ao dx
Hh—1 :f —
0wy \JAL - x?
A
1 x|

— arcsin —
Wy 0

_AO

_ arcsin 1 — arcsin(—1) _ T . (4.43)
Wy wo

Fiir einen kompletten Durchlauf miissen wir von ¢, iiber #, wieder
zu ty, also ist die Schwingungsperiode 2(t, — t;) = 27/ wy.

e Durch einen (quadratischen) Reibungsterm kommt eine dritte
Form der Energie oder ein Energieverlust des Systems hinzu. Die
Bewegungsgleichung fiir einen gedimpften harmonischen Oszil-
lator (4.39)) lasst sich dann in der Form

dE _ d [T'Z kelz opp (4.44)

A Car|2t T2t

schreiben. Die Energie nimmt ab wenn —bx* < 0. Es handelt sich
um ein sogenanntes dissipatives System.



Kapitel 5

Bewegung in drei Dimensionen

5.1 Kinematik in drei Dimensionen

Bislang haben wir fiir die Bewegung eines Probekorpers mit und ohne
Krifte zwar einen dreidimensionalen Raum angenommen, diesen Raum
aber in der eigentlichen Berechnung durch eine geeignete Wahl der Ko-
ordinaten immer auf eine Dimension reduziert. Mit Hilfe der Rechen-
regeln in einem Vektorraum konnen wir diese Rechnungen aber auch
allgemein in drei Dimensionen durchfiihren.

5.1.1 Bahnkurven

e Nach der allgemeinen Einfiihrung zu Vektorriumen bezeichnen
wir Vektoren im dreidimensionalen Vektorraum R* mit Pfeilen.
In der Regel stellen wir diese Vektoren als Spaltenvektoren mit
transponierten Zeilenvektoren dar,

X1
X= ( X ] und 2T = (x1, x2, x3) . 5.1

X3

Weiterhin notieren wir das Skalarprodukt durch einen Punkt,

e

7. (5.2)

e Der Ortsvektor ¥ eines Massenpunkts dndert sich im Allgemei-
nen mit der Zeit ¢, ¥ = X(r). Die zwischen zwei Zeiten #; und
t, > t; durchlaufenen Punkte X(¢) bilden die Bahnkurve des Mas-

senpunkts,
x1(0)
X0 =] x| . (5.3)
x3(1)

48



KAPITEL 5. BEWEGUNG IN DREI DIMENSIONEN 49

Beispiele sind eine Kreisbahn in der x;-x,-Ebene mit Radius R,

cos ¢(1)
Xx(t) = R| sing(t) |, (5.4)
0
oder eine Schraubenbahn lings der x3-Achse mit Radius R,
R cos ¢(¢)
Xs(f) =| Rsing(r) | . (5.5)
x3(1)

e Die Geschwindigkeit ist wie gewohnt die Ableitung des Ortes
nach der Zeit, wobei die Zeitableitung eines Vektors Komponente
fiir Komponente definiert ist

dx(r)

9t) = X(t) = 5 (5.6)

Die Geschwindigkeiten in den obigen Beispielen sind
—¢ sin ¢(1) —R¢ sin ¢(1)
und .

Uk(t) = R [ ¢ cos ¢(1) R cos (1)
0 X3(1)

-

Us(r) =
5.7

e Die Beschleunigung ist ebenfalls wie gewohnt die Ableitung der
Geschwindigkeit nach der Zeit oder die zweite Ableitung der
Ortskoordinate nach der Zeit,

d0) _ 5, _ EXO

dr T de

a = i) = (5.8)

Die Beschleunigungen in den obigen Beispielen sind also

—¢ sin ¢(1) — ¢ cos (1)
R[ ¢ cos ¢(t) — ¢* sin ¢(1) ] und
0

—R¢ sin ¢(f) — Rp?* cos ¢(1)
] . 5.9

dx (1)

R¢ cos (1) — R$? sin ¢(1)
3(1)

ds(t)

5.1.2 Bogenliange, Tangential- und Normalvektoren

e Die Bewegung an einem Punkt der Bahnkurve ist durch die Bo-
genldnge ds und den Tangentialvektor T an die Bahnkurve gege-
ben,

d¥ = 7ds . (5.10)

Radius r

Bewegung auf einer Kreisbahn
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Hier spalten wir einen infinitesimalen Vektor einer Bahnkurve in
eine Richtung und in die infinitesimales Bogenlidnge auf. Ein be-
liebig kleines (infinitesimales) Element der Bogenlinge langs der
Bahnkurve ist

dx

ds = [di(n)| = |

dr = |0()| dt (5.11)

Die integrierte Bogenlinge

s:fds:f|z7(z')|dt'. (5.12)
0

ergibt die zwischen den Zeiten 0 und ¢ zuriickgelegten Strecke.

Oft ist diese Umparametrisierung von der Zeit ¢ zur Bogenlinge
s hilfreich. Das ist moglich, weil s mit der Zeit monoton wichst,

) > Hs)  mit gz |oo)| - (5.13)

Die Jacobi-Determinante lésst sich also aus dem Geschwindig-
keitsfeld berechnen.

e Nach der Aufspaltung in (5.10) ist der Tangentialvektor ein Ein-
heitsvektor,

»_g . 2
7= mit I7=1. (5.14)

Als Teil der entsprechenden Basis von R? steht Hauptnormalen-

vektor
az |az|”
N
g = — |— 5.15
ds |ds ( )
 x
senkrecht auf ‘[_'), Tangentialvektor
d(7%) d7?
2 _ — L =P
=1 = 0= ds 27 ds (5.16) Haupthormalenvektor
Der zweite von 7y linear unabhingigen Normalenvektor zu 7 ist %
der Binormalenvektor
fig = T X iy 5.17)

e Als einfaches Beispiel dient die Kreisbewegung mit konstanter Tangential- und  Hauptnormalen-

Geschwindigkeit. Hier ergibt sich die Bogenldnge nach (5.12)) vektor bei der Kreisbewegung

szfdssz(ﬂ)
0

!
dr = f Rw dt’ = Rwt . (5.18)
0
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Im letzten Schritt haben wir benutzt dass wegen |3(f)] = Ré¢
auch die Winkelgeschwindigkeit ¢ = w konstant ist. Die Relation
(5.18) erlaubt es uns die bekannte Bahnkurve einer Kreisbewe-
gung durch s auszudriicken,

cos(wt) cos(s/R)
X(t) = R| sin(wt) |=R| sin(s/R) | = x(s) . (5.19)
0 0
Aus dieser Form konnen wir den Tangentialvektor
S —sin(s/R) — sin wt
7= dx(s) = [ cos(s/R) ]:[ cos wt ] , (5.20)
ds 0 0

den Hauptnormalenvektor
| [ —cos(s/R) ! { cos(s/R)
iy = —| —sin(s/R) (—) = —| sin(s/R) (5.21)
i S | (5] <[ e
und den Binormalenvektor
—sin(s/R) —cos(s/R) 0
g = [ cos(s/R) ]x[ —sin(s/R) ] = { 0 ] , (5.22)
0 0 1

ablesen.

5.1.3 Tangential- und Normalkomponenten

e Die Geschwindigkeit und die Beschleunigung koénnen in ihre tan-
gentialen und normalen Komponenten zerlegt werden, zunéchst
S dx(r) dxXds
) = = — —
W= “wa

=) -7. (5.23)

Die Geschwindigkeit ist also tangential zur Bahnkurve.
e Fiir die Beschleunigung ergibt sich mit v = |7

%?z%?zﬁﬂ%:ﬁwg$:ﬁ+ﬁ%,6%)
Sie hat eine tangentiale Komponente und eine Komponente in
Richtung der Hauptnormalen. Fiir konstantes |0] steht die Be-
schleunigung senkrecht auf der Geschwindigkeit oder der Bahn-
kurve. Offenbar spielt bei der Berechnung der Beschleunigung
der nicht normierte Hauptnormalenvektor d7/ds eine Rolle.
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e Wir konnen diesen nicht normierten Hauptnormalenvektor mit
dem lokalen Kriimmungsradius verkniipfen. Wir legen an einen
Punkt der Bahnkurve nicht eine Tangente, sondern einen Kreis
an, der lokal dieselbe Kriimmung hat wie die Kurve. Der Radi-
us dieses Kreises ist dann durch die Linge des nicht normierten
Hauptnormalenvektors gegeben,

1

d7
ds

) (5.25)

p
gegeben. Je stirker der Tangentialvektor sich entlang der Bo-
genldnge dndert, desto groBer ist die Kriimmung und desto kleiner
ist der Radius p. Fiir die Beschleunigung heisst das

dul 2
A _ 07+
dr Jol

iy - (5.26)

5.1.4 Kurvenintegrale

e Die Einfiihrung des Energiesatzes durch einen integrierenden
Faktor hat ergeben, dass die Energie in einer Dimension erhalten
ist, wenn die Kraft als negative Ableitung eines Potentials nach
dem Ort dargestellt werden kann,

Fay = -9 oy = f Fdy . (527)
dx o

Das Integral konnen wir entlang einer Bahnkurve s(¢) in drei Di-

mensionen auswerten. Der Anfangspunkt x, der Integration war

beliebig, aber in drei Dimenionen miissen wir den Integrations-

weg festlegen.

e Zwei offensichtliche Fragen aus der Definition dieses Potentials
sind, ersten, wie wir sie auf die Kraft als Vektor Fi (X') verallge-
meinern, und wann ein Potential V(¥) vom Integrationsweg un-
abhéngig ist. Hierzu beginnen wir mit einer Diskussion der Kur-
venintegrale.

e Eine endlich lange Kurve C lisst sich durch eine Funktion dar-
stellen, die einem Kurvenparameter ¢ einen Punkt X(¢) im Raum
zuordnet, wobei der Kurvenparameter einem bestimmten endli-
chen oder unendlichen Intervall I = [¢,, f,] entnommen ist,

C:I->R, t-X0). (5.28)

Die Endpunkte der Kurve sind X, = X{(t,) und X}, = X(t,). Betrach-
ten wir nun eine vektorwertige Funktion X()E’) in R?, die wir ent-
lang dieser Kurve integrieren wollen. Einer kleinen Verschiebung
von X zu X¥+6x konnen wir der Projektion oder dem Skalarprodukt

5O = A() - 6% (5.29)
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zuordnen. Um das Kurvenintegral iiber X()?) zu berechnen, be-
ginnen wir bei X, und gehen in infinitesimalen Schritten d¥ lings
der Kurve nach %,,. In jedem Schritt berechnen wir A(®) - d% und
summieren alle Ergebnisse auf,

-

X
@ = f A - dx. (5.30)
Das Kurvenintegral heifit geschlossen, wenn Anfangs- und End-
punkt {ibereinstimmen, X, = X,. Es wird dann durch

f% AR - de = 955(;?)-@? (5.31)

2, c
gekennzeichnet.

e Bei der praktischen Berechnung geht man analog zu (5.11)) und
(5.12) vor: Man stellt das gerichtete Wegelement d¥ mithilfe des
Kurvenparameters ¢ dar,

dx

dX = —dr, 5.32
X= (5.32)

so dass das Kurvenintegral in das eindimensionale Integral

X S 1 R d)? Ih 5
fA()Z’)~d)?:f A(@Edt:f A@)-dndr (5.33)
X ta t,

tibergeht.

5.2 Differentialoperatoren

Nach dieser kurzen Diskussion der Integration miissen wir nun die Ab-
leitung vektorwertige Funktionen im n-dimensionalen Raum betrach-
ten.

5.2.1 Felder, Partielle Ableitungen und Gradient

e Ein Feld f ist eine Funktion, die jedem Raumpunkt ¥ einen Wert
f(X) zuordnet. Wenn das Feld jedem Raumpunkt einen Vektor
zuordnet ﬁf) heilit es Vektorfeld. Solange wir ein solches Vek-
torfeld nur als N-Tupel-Feld betrachten ist es nicht anderes als
eine Anordnung verschiedener Skalarfelder. Spéter werden wir
sehen, dass diese Skalarfelder auf eine spezielle Art miteinander
verkniipft sind, aber im Moment konnen wir diesen Aspekt ver-
nachléssigen.
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e Was wir hingegen bendtigen ist die Ableitung von Feldern, deren
Argument ein Vektor ist. Wir erinnern uns zuert daran, dass fiir
Funktionen f(x) die Ableitung nach x als

Y& _ ypy F+ 9= )

e—>0 €

') = (5.34)

definiert ist. Fiir Funktionen mehrerer Variabler definiert man eine
partielle Ableitung, bei der nur die Anderung ldngs einer Koordi-
natenrichtung untersucht wird,

0 e

M;: (5.35)
ax,-

lr%f(xl,...,x,-+e,...,xN)—f(xl,...,xi,...,xN) ,

€ €

wihrend jeweils alle anderen Koordinaten konstant gehalten wer-
den. Die partielle Ableitung nach der Koordinate x; wird oft durch
andere Schreibweisen abgekiirzt, von denen

af(xl, e ,XN)

a = ﬁl-f(xl,...,xN) = f,,' (.X],...,XN) (536)
Xi

die gebriuchlichsten sind.

e Zum Beispiel hat die Funktion

sin xj COS xp

fx1, %, x3) = —— (5.37)

X3
die partiellen Ableitungen

COS X1 COS X

01f(x1, X2, X3) =
X3
sin x; sin xp
02 f(x1, X2, %3) = ——————
X3
sin xj oS xp
03f(x1, X0, %3) = ———5——. (5.38)
3

e Fiir die partielle Ableitung gelten offensichtlich dieselben Regeln
wie fiir die gewohnliche Ableitung, namlich die Produktregel

9i(f9) = (0if)g + f(9ig) (5.39)
und die Kettenregel

f

9(f(9) = 3 id > (5.40)

wobei f eine Funktion einer skalaren Grée und g eine Funktion
der Koordinaten x; ist.
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o Mit Hilfe der Kettenregel definieren wir die fotale Ableitung eines

Feldes f(¥) als
df D) _ of D) da® . .
P e P UC ORI OR (5.41)

Wenn wir die Kurve X(¢) und damit #(¢) kennen, dann beschreibt
dies die Ableitung des Feldes f entlang dieser Kurve. Beispiels-
weise ist die totale Ableitung der Funktion f(¥) aus (5.37) ldngs
der Kurve x(¢) = (vit, 022, 1)
df . )
U = 0101 f + 020, f = vy cos(v;t) cos(vyt) — sin(v;¢) sin(vyt) .
(5.42)

e Der Gradient V f einer skalaren Funktion f(X) ist definiert als der
N-dimensionale Vektor mit den Komponenten

of
Vi@ =| baw. (V/)i = dif . (5.43)

onf

Das Zeichen V wird ,Nabla®“ ausgesprochen. Einem stetig dif-
ferenzierbaren, skalaren Feld f(¥) ordnet der Gradient in jedem
Punkt einen Vektor V f zu. Der vektorwerige Operator

- 0 0

V=& —+...+éy— = &0, 5.44

é ox 1 ey ox N ¢ ( )

heifit Nabla-Operator. Ausgedriickt durch den Nabla-Operator
lautet die totale Ableitung (5.41) einer Funktion f(X)

df (X))
e

- VD) . (5.45)

Die Richtungsableitung eines skalaren Feldes lings einer Rich-
tung, die durch den Einheitsvektor € gegeben ist, ist das Skalar-
produkt aus dem Gradienten und dem Vektor &,

e ViR . (5.46)

Liegt € in einer Flidche, in der die Funktion f konstant ist, muss
die Richtungsableitung verschwinden. Fiir \ f - & = 0 steht der
Gradient also senkrecht auf Flachen konstanter Funktionswerte.
Der Gradient zeigt demnach die Richtung des steilsten Anstiegs
der Funktion f(X) an.
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5.2.2 Divergenz und Rotation

e Wenn wir den Nabla-Operator unabhiigig von seiner Herleitung
betrachten, dann kann man ihn offensichtlich auch auf ein Vek-
torfeld anwenden. Die Divergenz V. f()?) eines Vektorfeldes f()?)
kann als das Skalarprodukt des Nabla-Operators mit dem Vektor-
feld f()?) aufgefasst werden. Sie ist durch die Summe der partiel-
len Ableitungen

V- F(®) = 0,f; (5.47)

definiert. Wenn f tiberall differenzierbar ist, ordnet die Divergenz
jedem Punkt des Raumes einen Skalar zu.

e Alternativ kann man den Nabla-Operator auf ein Vektorfeld durch
das Vektorprodukt anwenden. Die Rotation vV x f()?) eines Vek-
torfeldes f (%) ist

v x f_)(f) = €0 fi(X)é . (5.48)
Sie ordnet einem differenzierbaren Vektorfeld ein Vektorfeld zu.

e Zahlreiche wichtige Rechenregeln fiir den Umgang mit dem
Nabla-Operator lassen sich mithilfe der Produkt- und der Ketten-
regel sowie der Beziehung (4.14) herleiten. Seien f und g skalare
Felder sowie ¢ und & Vektorfelder, dann gelten zum Beispiel die

Formeln:
V(fg) = fVg+gVf
V-(ft) = Vf-0+fV-0
ﬁx(fﬁ) = 9f><17+f3><17
VX@X®) = @ VZ+IV-0)— @ Vi +a(V - )
VX (VD) = V(V-§)—(V-Vi (5.49)
Der Operator
V2:=V.V =090 = A (5.50)

hei3t Laplace-Operator.

5.3 Energiesatz in drei Dimensionen

Nachdem wir nun in mehreren Dimensionen differenzieren und inte-
grieren konnen, werden wir auch den eindimensionalen Energiesatz ver-
allgemeinern.
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5.3.1 Energieerhaltung bei Potentialkriiften

e Aus der nun vektorwertigen Bewegungsgleichung folgt nach
Multiplikation mit ¥ als vektorwertigem integrierendem Faktor

. . dxx; _d
= mx;xi =m-——— = — Ex

Analog zum eindimensionalen Fall ist

=F.-—. (5.51)

=)

m - p
T=—x*="— 5.52
2" T om (5.52)

die kinetische Energie. Wenn wir (5.51)) als Differential betrach-
ten, dann ist die infinitesimale Anderung der kinetischen Energie

gleich der von der Kraft F lings des Wegelements dx verrichtete
Arbeit,

a(5#)=Faz. (5.53)
Die Leistung ist die pro Zeiteinheit verrichtete Arbeit,

Arbeit
et P (5.54)

Leistung = —_— = .
£ Zeiteinheit dr

e Um aus der Bewegungsgleichung auf eine Erhaltungsgrofie zu
schlieflen, miisste sich die rechte Seite in als Zeitableitung
einer anderen Funktion schreiben lassen. Das ist allgemein nicht
der Fall, gilt aber fiir die Klasse der Potentialkrifte mit

F=-Vv@. (5.55)
Fiir solche Krifte gilt nach der Definition der totalen Ableitung
dx Sy dx _dV()?)

F.—= = _Vy.— = 5.56
dr dr dr ( )

Damit ist dann wieder
%172 + V(@) =T +V =E = konst. , (5.57)

und die Energie ist erhalten. Potentialkrifte F = —VV heiBen
daher konservativ, andere dissipativ.

5.3.2 Beispiele fiir Potentialkrifte

¢ FEin einfaches Beispiel liefert der harmonische Oszillator in drei
Dimensionen mit dem Potential

g

2

-

V= - F=-VV=—k%. (5.58)
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e Ein zweites Beispiel sind Zentralkrifte, die zu einem festen Zen-
trum hin oder davon weg zeigen. Der Betrag der Kraft hingt nur
vom Abstand zu diesem Zentrum ab. Wenn man das Zentrum in
den Ursprung legt, ist

-

F=F(@) e =F(r) ; . (5.59)

Wir zeigen dass solche Krifte immer ein Potential haben, indem
wir den Ansatz

V(r) = - fr F(@rHdr (5.60)

bestédtigen. Wir erhalten damit fiir die Kraft in drei Dimensionen
0
F; = ——V(r)
(9 d
c? f F(rdr = i f F(r)dr —F(r)—. (5.61)

Das ist genau die Kraft in (5.59).

5.4 Konservative Kraftfelder

5.4.1 Unabhéingigkeit vom Weg

Bei der Herleitung des Energiesatzes haben wir zwei Dinge gesehen.
Erstens ergibt die Integraldarstellung des Potentials in nur einen
Sinn, wenn das Kurvenintegral unabhingig vom Weg ist. Zweitens gibt
es Klassen von Kriften, die sich mit Hilfe eines solchen Potentials
schreiben lassen. Eine mathematische Verkniipfung wiirde es uns erspa-
ren, solche sogenannten konservative Krifte immer wieder durch das
Berechnen des Potentials zu erkennen.

e Wir betrachten sogenannte konservative Kréfte und ihre Potentia-
le in zwei Schritten. Zuerst zeigen wir, dass Wegunabhiéngigkeit
dquivalent zur Existenz eines Potentials ist. Dann zeigen wir, dass
ein Feld genau dann ein Potential hat, wenn seine Rotation ver-
schwindet.

e Nehmen wir also zunichst an, das Kurvenintegral in (5.30)

O(X) = f ) AR) - d (5.62)
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sei unabhingig vom Weg. Wir betrachten es nun als Funktion
des Endpunkts der Kurve und verlidngern sie um ein infinitesi-
mal kleines Stiick §X — dX und erhalten wegen der angenommen
Unabhingigkeit vom Weg lediglich die totale Ableitung

D% + 6%) — O(X) = VO(X) - d¥
X+O0X
:J" AX) - d¥ = AX) - dx

= A=Vo. (5.63)

~—

Der letzte Schritt ist einfach der Hauptsatz der Integralrechnung.
Das bedeutet dass fiir ein vom Weg unabhingiges Kurvenintegral
der Integrand (oder die Kraft) ein Gradientenfeld sein muss.

e Wenn wir umgekehrt annehmen dass der Integrant ein Gradien-
tenfeld ist, dann konnen wir das Kurvenintegral 16sen,

X)) S Xp 5 D ()
f A.de = f Vo . di = f dd = O(F,) — D(R,) (5.64)
X A D(K,)

Es ist vom Weg unabhingig. Kombiniert haben wir also gezeigt,
dass ein Kurvenintegral iiber ein Vektorfeld A dann und nur dann
vom Weg unabhingig ist, wenn es ein Skalarfeld @ gibt, dessen
Gradient A ist, A=Vo.

e Wie konnen wir einfach entscheiden, ob A ein Gradientenfeld ist?
Wir konnen direkt zeigen, dass fiir jedes Gradientenfeld die Ro-
tation verschwindet,

VXA =VxXVO=¢;d0,08=0. (5.65)

¢ In die andere Richtung definieren wir uns ein Potential ® als Kur-
. . nd . . M X3 .
venintegral liber A lidngs eines speziellen Weges, der stiickweise
parallel zu den drei Koordinatenachsen fiihrt,

X y Z
(D(-f) = f Ax(-x,a Ya, Za)dx’ + f Ay(xa ,l/, Za)dy, + f AZ(X, Y, Z,)dz, 5
’xa !/ll le
(5.66)

und beweisen, dass sein Gradient A ist, wenn VxA=0 gilt. Die
drei partiellen Ableitungen von @ sind

0.0 =A.(x,y,2)

4
0,0 =A,(x,y,2,) + f 0,A.(x,y,7)dZ (5.67)
Za

Y Z
0,0 =A(X,Yu,2a) + f 0 A, (x, Y, 2,)dy + f 0,A,(x,y,7)dz7.

Ya Za
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Unsere Annahme V x A = 0 gibt uns die drei Bedingungen
0,A, = 0,A, 0A, = 0,A, 0A, =0A,, (5.68)

und damit

"z
ayq) = Ay(x, !/, Za) + f aZ'Ay(-x’ !/, Z,)dZ, = Ay(-x’ ya Z) (569)
Za

und entsprechend 0, ® = A,(x,y,z). Damit haben wir VO = A
komponentenweuse bewiesen und gezeigt, dass V X A=0 aqui-
valent dazu ist, dass A ein Gradientenfeld ist.

e Diese Schlussfolgerung gilt aber nur dann, wenn A iiberall langs
des Integrationsweges definiert ist. Deswegen muss man die Ein-
schriankung anbringen, dass die obige Aussage nur in einem
Raumbereich gilt, der ,keine Locher hat*, so dass kein mogli-
cher Integrationsweg durch einen Bereich lduft, in dem A nicht
definiert ist. Dies wird prézise durch die Definition eines ein-
fach zusammenhdngenden Gebiets formuliert: Ein Gebiet G heifit
einfach zusammenhingend, wenn jede geschlossene Kurve in G
stetig zu einem Punkt zusammengezogen werden kann, ohne das
Gebiet zu verlassen.

e Die Einschriankung auf zusammenhédngende Gebiete illustrieren
wir mit dem Feld

1 %2
AD=5—| x |, (5.70)
x|+ X5 0
dessen Rotation verschwindet,
0,A5 — 0:A,
VXAR) =| 34, - 0,45 |=0. (5.71)
61A2 — 62A1

Das Integral iiber A langs der geschlossenen Kreiskurve

cos @

)E’(qﬁ):R[ sin ¢ ] , 0<¢p<2rm (5.72)
0

betrigt aber

27 21
SEA dx = f A —d¢ (sin® ¢ + cos®> ¢)dp =21 £ 0 .
(5.73)
Die Kraft ist nicht konservativ, denn wegen der Unstetigkeit des

Kraftfeldes fiir x; = 0 = x; ist das von der Kurve eingeschlossene
Gebiet nicht einfach zusammenhéngend.
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e Wir haben also gezeigt, dass Kraftfelder A, die auf einem einfach
zusammenhingenden Gebiet G definiert sind, dann und nur dann
ein Potential haben, wenn sie in G rotationsfrei sind, VxA=0.
Und genau unter dieser Bedingung ist die Darstellung des Poten-
tials als Kurvenintegral auch unabhéngig vom Weg.

5.4.2 Der Satz von Stokes

Es bietet sich jetzt an, analog einen der beiden Integralsitze zu bespre-
chen, die in der Physik sehr wichtig sind. Der Satz von Stokes ersetzt
Integrale iiber Vektorfelder durch Integrale liber Differentialoperatoren
dieser Vektorfelder.

e Wir betrachten wieder ein Vektorfeld A und ein jetzt geschlosse-
nes Kurvenintegral 14ngs eines infinitesimal kleinen Weges in der
x-y-Ebene. Ausgehend vom Punkt (xy, yo) gehen wir jeweils par-
allel zu den Achsen zu den Punkten (xo+dx, yo), (xo +dx, yo+dy),
(x0, Yo + dy) und zuriick zu (xg, yo). Dann lisst sich das geschlos-
sene Kurvenintegral analog zu (5.66)in der Form

96 A-de = f A(x0, yo)dx + f Ao +dxy)dy  (5.74)
C

- fo(xo + dx, yo + dy)dx — fAy(XO’ Yo + dy)dy

schreiben, wo die Minuszeichen daher kommen, dass man ldngs
des 3. und des 4. Wegstiicks gegen die Achsenrichtung lduft. Mit
Hilfe von Taylor-Nédherungen der Art

Ay (xo + dx, yo) = Ay(x0, Yo) + 0,A,(x0, yo)dx , (5.75)

bestimmen wir die Komponenten des Feldes A an den Eckpunk-
ten des Weges, vernachlissigen Terme der Ordnung dx? und dy?,
und erhalten

96‘14_) dx = fo(xo, yo)dx + f[Ay(an Yo) + 0,A, (X0, yo)dx] dy
C

- f [Ax(xo, Yo) + 0,A(xo, yo)dy] dx — fAy(xo’ yo)dy

Das Integral in néihern wir auf diese Weise durch Flidchen-
inhalte kleiner Rechtecke an,

95 A-di= f (B4, — 8,A,) dxdy = f (Vx A), dxdy . (5.76)
C

Das Kurvenintegral iiber die infinitesimal kleine, geschlossene
Kurve ist identisch zur Rotation des Feldes A in Richtung der
Senkrechten zur Fldche, multipliziert mit dem Fldcheninhalt.
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e Wir konnen dieses Ergebnis auf beliebige Flichen S und ihre

3.5

Randkurven 0S erweitern, indem wir Flachen in infinitesimale,
benachbarte Zellen ds zerlegen und die Zirkulation um ihre Rand-
kurven aufsummieren. Dabei fallen die Beitrige aller Wege her-
aus, die nicht Teile der Randkurve sind. Wir geben jeder Zelle
eine Richtung, die auf ihr senkrecht steht und so orientiert ist,
dass sie mit der Orientierung ihrer Randkurve ein Rechtssystem
bildet, also in infinitesimal

2.dxdy =: ds. (5.77)

Das Ergebnis ist der Stokes’sche Satz

Sgi.df:f(ﬁxff)-ds*, (5.78)
oS S

der besagt, dass das Flidchenintegral iiber die Rotation eines Vek-
torfeldes gleich seiner Zirkulation iiber die Randkurve der Fliche
ist. Wieder gilt die Einschriankung, dass die Flidche S ein einfach
zusammenhingendes Gebiet darstellt, weil sich anderenfalls nicht
alle Beitridge der Wegelemente im Inneren der Flidche heraushe-
ben.

Der Stokes’sche Satz zeigt auch, dass das Kurvenintegral eines
Vektorfeldes liangs eines geschlossenen Weges genau dann ver-
schwindet, wenn das Integral iiber seine Rotation innerhalb der
eingeschlossenen Fliache verschwindet.

Krummlinig-orthogonale Koordinaten

e Wir haben bisher vor allem kartesische Koordinaten verwendet.

Diese kann man auch dadurch kennzeichnen, dass man drei raum-
feste Ebenen einfiihrt, in denen jeweils eine Koordinate kon-
stant ist, namlich x; in der x,-x3-, x, in der x;-x3- und x3 in der
x1-x,-Ebene. Wir haben aber auch schon gesehen, dass sie fiir
die Beschreibung physikalischer Systeme manchmal ungeschickt
sind, weil die physikalischen Gréen auf Fliachen konstant sind,
die nicht mit den Koordinatenflichen zusammenfallen. Ein Bei-
spiel sind kugelsymmetrische Systeme, deren physikalische Ei-
genschaften auf Flachen mit konstantem Radius, also Kugeln,
konstant sind.

Zur Verallgemeinerung denken wir uns im dreidimensionalen
Raum drei Koordinatenflichen, die dadurch definiert sind, dass
auf ihnen jeweils ein Parameter ¢; konstant ist. Punkte im Raum
kann man dann immer durch drei Koordinatenflichen beschrei-
ben, die sich dort schneiden. Die zu ihnen gehorenden Parameter
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(g1, g2, q3) verwenden wir als Koordinaten. Die Einheitsnorma-
lenvektoren der Koordinatenflichen werden als neue Basisvekto-
ren &; verwendet.

e Abstinde im Raum diirfen nicht von den Koordinaten abhédngen.
Wegen des Satzes von Pythagoras ist der Abstand ds zweier in-
finitesimal benachbarter Punkte im euklidischen Raum durch die
Summe der quadratischen Abstinde dx? gegeben. Durch Substi-
tution in den g-Raum erhalten wir

’ ’ ox; 2 ox; 2 5
0= 208 = D) - 25

Lj ij
2
= Z dg; Z (—321) = Z dq? 1%, (5.79)
J ] Jj

wobei wir /; durch

o\ (0n\  (0x)
K = (ﬂ) + (ﬁ) + (ﬂ) (5.80)
9q; 9q; 9q;
definieren. In dieser Form hat der quadratische Abstand ds* die
Form
ds® = (Idq))” + (hodqp)” + (h3dgs)” . (5.81)

e Die Abstinde ldngs der neuen Koordinatenrichtungen sind also
statt dx; nun h;dg;. Wenn wir annehmen, dass die neue Koordi-
natenbasis ebenso wie die alte orthonormal ist, dann konnen wir
durch einfache Analogie schreiben

of _1of

V= —r—=—-"L, 5.82
= S~ oa, (82
wobei diese Gleichung komponentenweise gilt und nicht die

Summenkonvention nutzt.

5.5.1 Zylinderkoordinaten

e Betrachten wir konkret ein System mit Zylindersymmetrie. Wir
bezeichnen die Zylinderachse willkiirlich als &;. Drei Koordina-
tenflichen sind durch konstante Parameter p = (x] + x3)'/* €
[0, ), ¢ € [0,27) und z € (—o0, 00) definiert. Wir wissen, dass
man die kartesischen Koordinaten als

X| = pcos¢ X, = psing¢ X3=2 (5.83)

schreiben kann.
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¢ Die neue Basis von Einheitsnormalenvektoren é,, €, und €, hingt
mit den kartesischen Einheitsvektoren durch

é, = cos ¢é) + sin ¢pé,

éy = cos ¢p&, — sin ¢é,

2, =2 (5.84)
zusammen. Nach (5.80) gilt

hﬁ =cos’ ¢ +sin’ ¢ = 1

hy = p’sin® ¢ + p° cos> ¢ = p’

h=1
= ds* = dp? + p?d¢? + dZ% . (5.85)
Nach (5.82) ist der Gradient einer Funktion f(p, ¢, z) in Zylinder-
koordinaten
S e e e.
Vi=L0,f+28,f+=0
é
=2, 0,f + —0yf +2.0.f . (5.86)
P

5.5.2 Sphirische Polarkoordinaten

e Sphirische Polarkoordinaten sind dann angemessen, wenn das
betrachtete System Kugelsymmetrie hat. Entsprechend fiihrt man
zunichst Kugelflachen als eine Schar von Koordinatenflachen ein.
Dann wihlt man &5 als (beliebige) Polachse und fiihrt als zweite
Schar von Koordinatenfldchen solche ein, die durch Drehung der
x1-x3-Ebene um den Winkel ¢ um die &;-Achse entstehen. Als
dritte Schar von Koordinatenflichen wihlt man Kegelflachen um
die &;-Achse mit Offnungswinkel 6. Auf diesen drei Koordinaten-
fldchen sind also jeweils r = (x] + x5 + x3)"/* € [0, ), ¢ € [0, 27)
und 6 € [0, 7] konstant.

e Wegen
X cos¢sinf
X, |=r| singsinf (5.87)
X3 cos 8
sind

h? =cos® ¢ sin® 6 + sin® ¢ sin® 0 + cos? 6 = 1
h; =r’sin* 0 (sin2 ¢ + cos® ¢) = r?sin’ 6
h2 =r* cos® 0 (0052 ¢ + sin’ ¢) + r’sin’ 0 = r?

= ds* =dr* + r*sin” 6d¢ + r*dé? , (5.88)
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und der Gradient in sphirischen Polarkoordinaten lésst sich als

= 5 é)¢ é’g
Vf=¢0.f+—=0,f+—0of (5.89)
ino r

rs

darstellen. Fiir eine radialsymmetrische Funktion f(r), die nur
vom Radius r abhiingt, erhalten wir daraus das bekannte Ergebnis

Vi) = 2. = f(re (5.90)

auf sehr einfache Weise.



Kapitel 6

StoBe und Streuung

6.1 Systeme von Massenpunkten

StoBe oder Streuung von Teilchen sind die am weitesten verbreitete ex-
perimentelle Methode, um ein physikalisches System zu untersuchen,
vor allen wenn wir in der Quantenmechanik lernen, dass auch die Be-
strahlung eines Objektes mit Licht als Streuung mit Licht-Teilchen be-
trachtet werden kann. Um wechselwirkende Teilchen in Streuprozessen
zu behandeln, beginnen with mit den bekannten Erhaltungssitze fiir ei-
ne allgemeine Anzahl von Teilchen.

6.1.1 Impuls

HST - WFPC2
ruz). NA

) NASA

o Gegeben seien N Massenpunkte mit den Massen m; an den Orts-  Deispiel fiir ein System von Mas-

vektoren ¥, 1 < i < N. Die Kraft des i-ten Massenpunkts auf den senpunkten: der Kugelsternhaufen

Jj-ten sei F ij, und zusitzlich wirke auf den i-ten Massenpunkt die M15
duBere Kraft F Ee). Die Bewegungsgleichungen fiir das Teilchen i
lauten also
mi)._gi:ZF_)ji'i'F—)Ee)' (61)
J#
e Mithilfe der Gesamtmasse M = }; m; definieren wir die Schwer- 12 21
punktkoordinate
MX = Z mixi . 6.2) Krifte zwischen zwei Teilchen he-

ben sich paarweise auf.
Summiert man die Bewegungsgleichungen fiir alle Teilchen, so

66
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erhilt man wegen des dritten Newtonschen Axioms (ﬁ ji = -F, )
M= Ymi= Y Py 3
i i,j#1
(e
:[Z Z)FJ,+ZF )
Jj>i J<i

:Z (Fi+ F) ZF(C) Zﬁ” 6.3)

J>i
Das Gesamtsystem bewegt sich also so, als wire seine gesam-

te Masse in seinem Schwerpunkt vereinigt und bewege sich auf-
grund der duBleren Krifte.

e Wenn keine dulleren Krifte wirken, ist der Gesamtimpuls erhal-
ten,

P:= Mf = Z mi, = Z P; = konstant . (6.4)

. . = .
e Wenn wir neue Koordinaten ¥; = X; — X relativ zum Schwerpunkt
einfiihren,

Zmi)?f:Zmifi—Zmi}?:Zmifi—MX):()), (65)
dann wird aus der Impulserhaltung

Zﬁ:Zmiﬁ=Zmiﬁ—M§:6. (6.6)

6.1.2 Drehimpuls

e Wir nehmen nun an, dass die inneren Krifte zwischen zwei Mas-
senpunkten langs ihrer Verbindungslinie wirken,

Fjll(-%) oder F;x@®-2)=0. (6.7)

Der Gesamtdrehimpuls beziiglich des Koordinatenursprungs ist
=Y Li= ) (@xp). (6.8)

Er hat die Zeitableitung oder das Gesamtdrehmoment

]\7[:d—L Z(x,Xpl)—Z(xlexl

Sepger e

J#FI

Z( ,><FJ,+X’J><FU) Z)?,-xﬁfe)

J>i i

Z[ ? ]+Z)?,»><I3§e):z)?ixﬁ§e).

J>i i i

A
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Unsere inneren Krifte tragen auch zum Gesamtdrehmoment eines
Systems von Massenpunkten nicht bei.

e Der Gesamtdrehimpuls im Schwerpunktsystem hat die Form

E:Zmi(ﬁxz)zzmi(f+xf)x(f+ﬁ)

1 1

:X’xM)?+[)?xZ;?§‘]+[Zmif;xf)+2(f§xﬁf)
=XxME+ Y (&%) - (6.10)

Der erste Term ist der Drehimpuls des Schwerpunkts um den Ur-
sprung, der zweite der gesamte innere Drehimpuls.

6.1.3 Energie

e Wir nehmen nun zusitzlich an, dass die Krifte zwischen den Mas-
senpunkten Potentialkréfte seien

Fi=-VVi(l% - %)) . (6.11)

wobei V; die Ableitung nach der Koordinate x; ist. Wenn sie
nur vom skalaren Abstand abhéngen, dann erfiillen die Potentiale
Vi; = Vji. Ebenso seien die duBeren Krifte Potentialkrifte,

F=-Vv9w). (6.12)

e Die Bewegungsgleichungen konnen summandenweise mit
dem integrierenden Faktor ¥; multipliziert werden,

mi%i == >V, ) Vil% - %) - > VVOE)  (6.13)
i j#i i

Zmzfz : 3?1 == Zfz : 612 Vji(Wi - ij - Z fz : ﬁ'Vl-(e)(fi) .

J#i i
Wenn wir die Ortsableitung in eine Zeitableitung umformen,

d m;, 1 L ©ra]
E i ?Xi + Ezvji(lxi _xj|)+ ZVI (xi) =0 , (614)

J#i i

dann sorgt der Faktor 1/2 vor dem zweiten Term mit der Bedin-
gung V;; = V; dafiir, dass in der Kettenregel nur die Abhingig-
keit von X; beitragt. Physikalisch bedeutet das, dass die potentiel-
le Energie des Teilchens i beziiglich des Teilchens j nur einmal
gezihlt wird, weil sie identisch mit der potentiellen Energie des
Teilchens j beziiglich des Teilchens i ist. Das ist der Energiesatz
eines Systems von N Massenpunkten.
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6.1.4 Reduzierte Masse
e Fiir Systeme mit zwei Teilchen fiihren wir zusitzlich zum
Schwerpunkt die Relativkoordinate 7 = ¥; — X, ein und erhalten
) 5 5
minr = mymixy — nmp myXxp

= —m261V(|ﬂ) + m162v(|7‘|)

dV o dVv >
= —myp dl(ll'_‘)lﬂ) Vl \/}’5 + my dl(}l_’f) V2 \/}5
_pyavam o dVaR) 7
Pan A A A
= —m+my YW G 6.15)

d|r

Das ist genau die Bewegungsgleichung eines Massenpunkts mit
der reduzierten Masse u in einem dufleren Potential V, also

p= 2 o R VY. (6.16)
my +my
e Bei m; = m; =: m ist die reduzierte Masse u = m/2, und der

Schwerpunkt liegt in der Mitte zwischen den beiden Massen. Bei
my > my ist die reduzierte Masse u =~ m,. Das entspricht der Be-
wegung von m, um den ,festen” Massenpunkt m;. Der Schwer-
punkt liegt anndhernd am Ort von m, X ~ %, was die nachtragli-
che Rechtfertigung dafiir liefert, die Bewegung eines Planeten um
die Sonne durch die Bewegung eines Massenpunktes um die orts-
feste Sonne anzunéhern.

6.2 StoBe und Streuung

6.2.1 Elastischer Stofl im Schwerpunktsystem

e FElastisch heiit ein Stofl zwischen zwei Teilchen, wenn in sei-
nem Verlauf keine mechanische Energie in andere Energieformen
(z.B. durch Verformung) umgewandelt wird. Wir konnen also von
Impuls- und Energie-Erhaltung Gebrauch machen.

e Gegeben seien wieder zwei Teilchen mit den Massen m; und ms,.
Thre Geschwindigkeiten vor dem Stof seien ¥}, und nach dem
StoB ¥, ,. Die Impulserhaltung fordert

m1171 + I’I’lzl_))g = m117'] + I’I’lzlj”z y (617)
wihrend die Energieerhaltung

m my my_, Mmp,,

73{ + 753 = 7012 + 71)22 (6.18)

verlangt.

Schwerpunkt zweier Massenpunkte
gleicher Masse

Transformation auf Schwerpunkt-
koordinaten
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e Im Schwerpunktsystem lauten der Impulssatz
mv; = —myU, und muy = —-myy (6.19)
und der Energiesatz

my my _, mi my
— T+ =B = 0+ = (6.20)
2 2 2 2

Der Winkel zwischen der Einfalls- und der Ausfallsrichtung heif3t
Streuwinkel *. Man kann ihn als Teil von Zylinderkoordina-
ten definieren und dabei annehmen dass der Azimuthalwinkel
¢ durch die Rotationssymmetrie keine Rolle spielt. Im Schwer-
punktsystem ist der Streuwinkel fiir beide Teilchen gleich.

e Setzt man den Impulssatz (6.19) in den Energiesatz (6.20) ein, um
U5 bzw. U zu eliminieren, folgt

2 2

m mp

m + my (—17'{) = m 0% + my (—17'1*)
my

= [Bl= 3], (621)

Die Betrige der Geschwindigkeiten vor und nach dem Stof3 sind
also fiir beide Massenpunkte gleich. Die Erhaltungssitze machen
also iiber den Streuwinkel keine Aussage. Er hingt vom Kraftge-
setz ab.

6.2.2 Laborsystem

e Wenn im Laborsystem der Massenpunkt 2 apf’anglich ruht, 5, = 0,

dann bewegt sich der Schwerpunkt als MX = m7,. Die beiden
Systeme sind also verkniipft durch

BN
171:IT<+X:17;+—1)1 = lj);: 17]:—01.

(6.22)

—_

Bei einer Bewegung des Schwerpunkts in Richtung von o
dnderm die beiden Komponenten zur Berechnung des Streuwin-
kels wie im Bild beschrieben

vy sindy = v}’ sin "

. m
V) cos ¥ = ) cos I + —u;
M
tan vy sin” 6.23)
= anhy = : .
: vj cos ¥ + (m/M)v,

Mit (6.22)) folgt fiir den Streuwinkels ¢, im Laborsystem

sin J*
cos O + (my /my)

tand; = (6.24)

Streuung im Schwerpunktsystem

Y
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e Nach (6.24)) sind im Grenzfall m; < m, die Winkel in beiden
Systemen gleich, ¢ ~ ¥*. Fiir m; < m, kann tan}, alle Werte
zwischen null und unendlich annehmen, also 0 < ¢, < . Fiir
my > m, kann der Nenner von tan ¢}; aber nicht mehr verschwin-
den. Wir konnen den maximalen Streuwinkel als Maximum von
tan 9 als Funktion von ¢ berechnen,

ny

tand, < = o  tand™ = (6.25)

mq ny
SchlieBlich sind fiir m; = m, auch ¢; = ¢*/2 und ¥, = /2 — I;.

e Betrachten wir nun die Bewegung des zweiten Massepunktes.
Wegen o, = 0 ist

> ny
lj; =-X= _ﬁﬁl . (626)
Da auBlerdem noch || = |5| ist, muss das Dreieck, das aus )?,

7,* und ¢, gebildet wird (Dreieck ABC in der Skizze am Rand),
gleichschenklig sein. Die Winkel BAC und ACB sind daher gleich
>, und weil der Winkel ABC gleich 9" ist, folgt

=

P = 5 (6.27)

6.2.3 Energieiibertrag

e Betrachten wir als Beispiel ein Neutron der Masse m, das an ei-
nem Kern der Masse Am streut, also M = m(1 + A). Wie in der
vorigen Betrachtung nehmen wir den Kern im Laborsystem als
im Ursprung ruhend an (¢, = 0).

e Nach (6.22) ist X = 7, /(1 + A) und
)\2 1 2
i (17*+x) — o+ —4,
! ! P 1+A

+——.
T+ A ey

Ferner gilt wegen der Energieerhaltung (6.2 1))

—

_ *2

(6.28)

- 2 2
. R A
171*2:17;2:(,71_)():(31 o ) =) - 629

T 1+A 1+A
Eingesetzt in (6.28) bedeutet dies
A? 2 0
2 _ -9 2 * 1
= —+ 19 4+ —
AT A T T AT AT T O Ay
1+ A? 2 A
£ £ *
= + 9
TarAr T TrAT+A
2A
=7 |1+ (cos® —1)| . (6.30)

(1 + A)?

Streuwinkel ¢}, im Laborsystem als
Funktion des Streuwinkels ¢#* im
Schwerpunktsystem fiir verschiede-
ne Massenverhiltnisse

zur Transformation des Streuwin-
kels
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e Fiir die relative Anderung der kinetischen Energie ergibt sich da-
mit
r-1 _, 0 24

T ? - (1+A)

(1 =cos) . (6.31)

Eine Mittelung iiber 99 ergibt unter der Annahme, dass die Streu-
winkel im Schwerpunktsystem gleichverteilt sind und mit (5.88))

T-T 1 T 2A
= — d 1 — cos ") sin 9*d¥*
< T > an J, (pf(; (1+A)2( cos ") sin
A ! 2A
- l—c)de = —— . 32
<1+A)2L( Me =T ay (632

Das ist der mittlere, relative Energieverlust des Neutrons. Er wird
maximal, wenn A = 1 gilt. Ein Beispiel fiir diese Wahl des pas-
senden Materials ist die Neutronenmoderation in Kernreaktoren
mit Wasser oder Xenon-Detektoren fiir die Suche nach dunkler
Materie.



Kapitel 7

Koordinatentransformationen

7.1 Darstellung durch Matrizen

Mathematisch haben wir Koordinatentransformationen schon formal
anhand von Basen von Vektorrdumen eingefiihrt. Die Umrechnung
von kartesischen Koordianten in Zylinder-Koordinaten und Kugel-
Koordinaten haben wir explizit angegeben. Im letzten Kapitel haben wir
eine konkrete Transformation im dreidimensionalen Raum ausgenutzt,
ndmlich die Umrechnung zwischen Laborsystem und Schwerpunktsy-
stem. In diesem Kapitel werden wir uns systematisch der Transformati-
on zwischen Koordinatensystemen mit Hilfe von Matrizen widmen.

7.1.1 Drehungen im dreidimensionalen Raum

e Stellen wir uns zum Beispiel vor, dass wir ein vorher eingefiihrtes
Koordinatensystem um seine z-Achse um einen Winkel ¢ drehen.
Dadurch gehen die Basisvektoren &; und &, in neue Basisvektoren
¢, und &, iiber. Nach (4.24) sind die Eintrdge in die Matrix, die
eine Basis in eine andere transformiert, durch die Skalarprodukte
der alten mit den neuen Basisvektoren gegeben, a;; = €, - &.

In unserem Beispiel schlieBen &, und &, sowie &, und &, jeweils
den Winkel ¢ ein,

> >

€, -€ =cos¢ =

|

56, (7.1)

wihrend &, mit &, den Winkel 90° + ¢ und &, mit &, den Winkel
90° — ¢ einschlieBt, so dass

&, - & =cos(90° + ¢) = —singp, & & =cos(90° — @) = sin¢
(7.2)

sind. Da &, = &, bleiben die Skalarprodukte mit &; unverindert,

3’1'2320:?2'5)3, é)gé)g:l (73)

73
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Damit lauten die 3 x 3 Skalarprodukte dieser Transformation

apn = COS¢ ap = sinqﬁ apy = 0
ay = — Sil’l¢ ajyy = COS¢ arz = 0
as) = 0 aspy = 0 asy = 1. (74)

7.1.2 Matrizen und Matrixoperationen

e Die 3 x 3 Skalarprodukte a;;, die bei der Darstellung von Ko-
ordinatentransformationen auftreten, lassen sich durch das recht-
eckige Zahlenschema einer Matrix darstellen, die in diesem Fall
quadratisch ist,

cos¢ sing O
A=]| —sing cos¢ O |. (7.5)
0 0 1

e Allgemein sind Matrizen Zahlenschemata aus M X N Zahlen eines
Korpers K, die in M Zeilen und N Spalten angeordnet sind,

a an an
dzy dzp -+ AN

A= . . . =: (Cl,‘j) . (76)
ayr amz -+ ayn

Die Zahlen a;; heien Matrixelemente. Die M x N-Matrizen bilden
einen Vektorraum M,y liber K, wenn man die Addition und die
Multiplikation mit Skalaren elementweise definiert,

+: Mun X Myny = Mun , (A, B) & (a;; + bjj) ,
KX Mun = Myy,  (4,A) - (da;)) . 7.7)

e AuBerdem fiihrt man eine Matrixmultiplikation ein, durch die L X
M-Matrizen mit M X N-Matrizen multipliziert werden und L X N-
Matrizen ergeben,

M X Myun = Muy, (A, B) = AB = (a;;b ) (7.8)

miti < L, j < M und k < N. Indem man N-dimensionale
(Spalten-)Vektoren als N X 1-Matrizen auffasst, ist damit auch
eine Multiplikation von M X N-Matrizen mit N-dimensionalen
Spaltenvektoren definiert. Deren Ergebnis ist ein Vektor aus ei-
nem M-dimensionalen Vektorraum V,,,

Mun XV = Vi, (A 0) = (a;jv)) , (7.9)
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Vy als 1 X N-Matrizen auffassen und sie mit N X M-Matrizen
multiplizieren, um M-dimensionale Zeilenvektoren zu erhalten,

mit i < M und j < N. Ebenso kann man Zeilenvektoren aus

VN X Myn = Vi, ©,A) = (via;j) . (7.10)
Man schreibt die Multiplikationen und auch
A-v und o' -A. (7.11)

Analog kann man die Zeilen und Spalten der Matrix A vertau-
schen, wodurch die Matrix in ihre Transponierte A” iibergeht,

A= (Clij) = AT = (alT]) = (Clﬁ) . (712)

e Offensichtlich gilt
" - A); = vai; = (@ = (AT -v); . (7.13)
Ganz allgemein gilt fiir Matrizen A € My, und B € Myn

(A-B)' = (abj)" = (axbjp) = (apbl) = BT -AT . (7.14)

7.1.3 Beispiele

¢ Ein physikalisch relevantes Beispiel fiir die Multiplikation zweier
Matrizen ist die Kombination zweier Drehungen im dreidimen-
sionalen Raum dar, von denen die eine um die z-Achse um einen
Winkel ¢ dreht, die andere dann um die y-Achse um einen Winkel
. Sie wird durch das Produkt der beiden Drehmatrizen

cos¢p sing O cosyy 0 siny
Ry =| —sing cos¢p O |, R,= 0 1 0
0 0 1 —siny 0 cosy
(7.15)

dargestellt. Das Produkt lautet nach der Multiplikationsregel

cos¢pcosy singcosy  siny
RyR, = —sin¢ cos ¢ 0 . (7.16)
—cos¢siny —singsiny cosy

Indem man die Reihenfolge der Faktoren vertauscht, siecht man,
dass die Matrixmultiplikation nicht kommutativ ist,

cos¢cosy sing cos¢@siny
R\R, =| —singcosy cos¢ —singsiny |, (7.17)
—siny 0 cos Y

was die alltdgliche Erfahrung bekriftigt, dass das Ergebnis zweier
nacheinander ausgefiihrter rdumlicher Drehungen im Allgemei-
nen von der Reihenfolge der Drehungen abhéngt.
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e Der Vektor ¥ mit den alten Koordinaten

1
=11 (7.18)
1

vor der ersten Drehung hat im neuen Koordinatensystem nach der
ersten Drehung R, die Koordinaten

cos ¢ + sin ¢
X =R -X=| cos¢p—sing | . (7.19)
1

7.2 Determinanten und Matrixinversion

7.2.1 Determinanten

e Quadratischen Matrizen konnen als Zahlen sogenannte Deter-
minanten zugeordnet werden, die fiir viele auch physikalische
Betrachtungen unverzichtbar sind. In ihrer Definition tauchen
Permutationen von Indizes auf. Permutationen waren uns schon
beim Levi-Civita-Symbol begegnet. Eine Permutation 7 bringt
eine Reihe von Indizes {iy, i5,...,iy} in eine andere Reihenfol-
ge {ix(1)s in2)s - - - » Ix(vy}, Indem sie Paare von Indizes vertauscht.
Sie heilt gerade oder ungerade, wenn eine gerade oder ungerade
Anzahl von Vertauschungen durchgefiihrt wird. Geraden Permu-
tationen wird ein positives, ungeraden ein negatives Vorzeichen
sign(mr) zugeordnet.

e N Indizes konnen auf N! = 1-2-...- N Weisen angeordnet
werden, es gibt also N! Permutationen. Zum Beispiel haben die
drei Zahlen 1, 2, 3 3! = 6 Permutationen, von denen

(1,2,3), (2,3,1), (3,1,2) gerade und
2,1,3), (1,3,2), (3,2,1) ungerade (7.20)

sind. Damit hatten wir das Levi-Civita-Symbol definiert.
e Die Determinante einer Matrix A € Muyn
det: Myy > K, A detA. (7.21)

ist durch

detA = Z Sigl’l(ﬂ') Aa(1)A27(2) - - - ANR(N) (722)



KAPITEL 7. KOORDINATENTRANSFORMATIONEN 77

definiert. In drei Dimensionen verwenden wir die sechs Permu-
tationen aus (7.20) und (7.22). Am einfachsten kann die Deter-
minante in drei Dimensionen mithilfe des Levi-Civita-Symbols
durch

detA = € jkA1iA2jA3k (723)
dargestellt werden.

e Determinanten haben eine Reihe interessanter Eigenschaften, von
denen einige hier ohne Begriindung zusammengestellt werden.
Zunichst gelten aufgrund der Definition der Determinante

det(1A) = 2V detA und det(A”) = detA . (7.24)
Weiterhin gilt das Multiplikationstheorem
det(A - B) = detAdet B (7.25)

fir N X N-Matrizen A, B, C, dass die Determinante einer Ma-
trix verschwindet, in der die Zeilen- oder Spaltenvektoren linear
abhéngig sind, und dass die Determinante einer Diagonalmatrix
das Produkt ihrer Elemente ist.

e Determinanten werden oft auch durch Betragsstriche gekenn-
zeichnet, det A = |A|.

7.2.2 Orthonormale Transformationen

e Wir kehren noch einmal zu N X N-Matrizen fiir Koordinatentrans-
formationen zuriick. Wir haben sie in als quadratische Sche-
mata der Zahlen a;; eingefiihrt, die die neue Basis e; durch die
alte e; ausdriicken, e; = g;je;. Fiir Transformationen, die Ortho-
normalbasen ineinander {iberfiihren, gilt

T
(e}, €)) = aner, aner) = agaj oy = agay = agay; = 6;j . (7.26)
Die Transformationsmatrix A muss die Orthonormalitiitsrelation

AAT =1=ATA (7.27)

erfiillen, wobei I die Einheitsmatrix mit den Elementen I;; = ¢;;
ist. Die zweite Gleichung in (/.27)) gilt wegen der Transpositions-

regel (7.14)).
e Offenbaristdet/ = 1, und deswegen gilt wegen und (7.25)

1 = det(AAT) = det A det AT = (detA)?
= detA = =+1. (7.28)

Die orthonormale Transformation heil3t eigentlich, wenn det A =
1 ist, anderenfalls uneigentlich.
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¢ Ein Beispiel fiir eine uneigentliche orthonormale Transformatio-
nen ist eine Spiegelung im dreidimensionalen Raum an der y-z-

Ebene,
-1 00
A=l 0 1 O = detA=-1. (7.29)
0 01

Diese Spiegelung bildet die Einheitsvektoren &; entsprechend
e — —€e, € — €, é)3 - é)3 (730)

ab. Wenn vor der Spiegelung die Beziehung &; X €; = €€ zwi-
schen den Basisvektoren galt, wie sie in (4.17) eingefiihrt wurde,
dann gilt nach der Spiegelung

é),' X gj = _Eijkgk . (731)

Man sagt, das Koordinatensystem wurde von einem Rechts- in ein
Linkssystem transformiert und hat damit seine Orientierung oder
Helizitdt vertauscht. Eigentliche orthonormale Transformationen
tiberfiihren also Rechts- in Rechtssysteme, wihrend uneigentliche
Transformationen die Helizitét vertauschen.

7.2.3 Inversion von Matrizen

e Eine Matrix A~! heiBt invers zu einer N X N-Matrix A, wenn sie
die Bedingung

A'A=1 (7.32)

erfiillt. Wenn A~! existiert, lassen sich ihre Elemente x; jaus (7.32)
eindeutig aus den N X N Gleichungen

Xijaj = Ojk (7.33)
bestimmen. Die Cramersche Regel besagt, dass die x;; durch

_(=D)A

= 734
YT T et A (7:34)

gegeben sind, wobei die A;; die Unterdeterminanten von A sind.
Das sind die Determinanten der (N — 1) X (N — 1)-Matrizen, die
man erhilt, indem man aus A die i-te Zeile und die j-te Spalte
streicht.

Insbesondere zeigt (7.34), dass die Inverse einer Matrix nur dann
existiert, wenn det A # 0 ist. Man nennt die Matrix dann reguldr,
anderenfalls singuldr.
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e Fiir praktische Rechnungen ist die Cramersche Regel ungeeignet,
weil sie enormen Rechenaufwand erfordert. Wir geben hier die
Formeln fiir reguldre 2 X 2- und 3 X 3-Matrizen an:

-1

ay apn _ 1 dy —ap (7.35)
az; an apdy — dpdy \ —ad21 an
-1
ay dp ass 1
az; dz a4z =
detA

asz; dzp asz

axdssz — dzs3dsz  Ap3dsz — A1;pdsz  Appdsz — d13dn)
dy3ds] — dz1dsz  dy11dsz — Ajzdsz; djzdpz; — d11dz3

a1dzp — dxdsy  dppdsr —Aapdsy  dijpdz — dppdg
Uberzeugen Sie sich, dass diese Formeln stimmen!

e Wenden wir die Multiplikationsregel fiir Determinanten auf
(7.32) an, folgt

det(A™") = ﬁ = (detA)™". (7.36)
e Die Manipulation der Gleichung
AAT' =T o AT'[AAT 1 = [A7141A7 = A7
& [AH'AAA T = A H A 14)1A47!
& AAT = (A4
& Aaht=4. (7.37)

d.h. Rechts- und Linksinverse sind gleich.

e Die Inverse (AB)™! eines Produkts AB lisst sich dhnlich einfach
bestimmen. Multiplizieren wir die Bestimmungsgleichung

(AB)'(AB) =1 (7.38)
von rechts zuerst mit B~! und dann mit A~!, folgt
(AB)' =B'A". (7.39)

AuBerdem folgt direkt aus der Cramerschen Regel, dass Transpo-
sition und Inversion vertauscht werden konnen,

AH T =@Hr. (7.40)

e Fiir orthonormale Matrizen gilt aufgrund ihrer Definition (7.2'7)
AT =A7". (7.41)

Das wird wiederum durch Drehmatrizen veranschaulicht. Die In-
verse einer Drehmatrix, die eine Koordinatendrehung um eine be-
liebige Achse um einen Winkel ¢ beschreibt, muss eine Drehma-
trix sein, die um dieselbe Achse, aber um den Winkel —¢ dreht.
Der Vergleich mit den Drehmatrizen R; und R, aus zeigt,
dass der Vorzeichenwechsel in ¢ identisch mit der Transposition
der Matrizen ist.
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7.3 Transformation des Drehimpulses

Wenn ein physikalisches System nach einer Koordinatentransformation
durch dieselbe Gleichung beschrieben wird wie vorher, heiit es symme-
trisch unter dieser Transformation. Symmetrieiiberlegungen spielen in
der Physik eine herausragende, fundamentale Rolle, insbesondere des-
wegen, weil wir sehen werden dass bestimmte Symmetrien zur Folge
haben, dass bestimmte physikalische Groen erhalten sind.

e Wir untersuchen nun, wie sich die Bewegungsgleichungen
dndern, wenn wir zu neuen Koordinaten iibergehen. Das Aus-
gangssystem K am Ursprung O habe die Basis é;, und das neue
System K’ sei am Ursprung O’ und habe die Basis €.

e Fiir die Verschiebung des Ursprungs um einen konstanten Vektor

d=-a gilt
¥=x-d=x+d, X¥=%¥,  X=X. (7.42)
Damit wird die Bewegungsgleichung
mx = F(%,X,1)
& m¥=FX+ax,n=F@E@.x,0. (7.43)

Die Kraft transformiert sich nicht wie der Ort, sondern wie die
Geschwindigkeit.

e Wenn die Bezugssysteme K und K’ denselben Ursprung haben,
aber gegeneinander verdreht sind, gilt

¥Y=R-¥ o xX=R'-%, (7.44)

wobei R eine orthogonalen Drehmatrix ist, also RRT = 1. Wenn R
zeitlich konstant ist, folgt

d
7 R — R—)
* dt( %) o
X =RX
= m¥ =RFR'Z,R'¥,0)=F @@, %,0). (1.45)

Die Kraft transformiert sich wieder wie die Beschleunigung oder
die Geschwindigkeit.

e Der Drehimpuls im rotierten Koordinatensystem ist

Li = €pxXp; = €x(Rjx))(RimpPm) = (Eiij lekm) xipm  (7.46)

Ubergang zu neuem Bezugssystem

\

X
I
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Mit RRT = [ lasst sich dies umschreiben,
€ kR jiRin = €pjx0piR iRt = €k (RR") iR 1Rim
= €pjkRpgRigR jiRim
= Rijeym detR. (7.47)

Im letzten Schritt benutzen wir eine Folgerung aus der Definition
der Determinante, (7.23)), ndmlich

Gpijqulekm = €4im detR = qumfiijliRZjR3k (748)

fiir alle ¢, [, m. Fiir die Kombination 1,2, 3 ist diese Identitit of-
fensichtlich, fiir die anderen Permutation kann man sie explizit
bestitigen. Daraus ergibt sich fiir den transformierten Drehimpuls

L, = (detR) Ri(€ynXipm) = (detR) Ry L, = = Ri,L, . (7.49)

Anders als die Kraft transformiert der Drehimpuls nur fiir eigent-
liche Rotationen wie die Geschwindigkeit.

e Uber die mathematische Definition hinaus wird einer physikali-
schen Grofle Vektorcharakter zugeschrieben, wenn sie sich bei
Koordinatentransformationen wie eine Geschwindigkeit transfor-
miert, also entsprechend v} = R;;v;. Man unterscheidet allgemein

— polare Vektoren, fiir die trotz det R = £1 immer gilt
U; = R,‘jl)j . (750)

— axiale Vektoren, die bei uneigentlichen Transformationen
gespiegelt werden,

5: = (det R)R,,IN), . (751)
Also ist der Drehimpuls ist ein axialer Vektor.

e Dass wir als Standard-Vektor die Geschwindigkeit X und nicht
den Ortsvektor X definieren hat einen Grund. Fiir eine kombinierte
Verschiebung und Drehung gilt

le' = al'- + Rijxj (752)

Fiir einen weiteren Punkt ist y; = a + R;;y;, der Verbindungsvek-
tor der beiden Punkte transformiert sich also wie

X, —y; = Rij(xi — y) . (7.53)

Als Vektoren werden in der Physik allgemein solche Grofen de-
finiert, die sich wie Koordinatendifferenzen transformierem. Der
Ortsvektor selbst ist demnach kein Vektor und wird als gebunde-
ner Vektor bezeichnet, die Geschwindigkeit hingegen ist ein Vek-
tor.



Kapitel 8

Beschleunigte Bezugssysteme

8.1 Zeitabhangige Transformationen

Im letzten Kapitel haben wir konstante Transformationen zwischen Ko-
ordinatensystemen betrachtet, die zunéchst die betrachtete Physik nicht
dndern. Mit anderen Worten, die Anderung der Koordinaten bewirkt
keine Anderung der beteiligten Krifte und damit der Bewegungsglei-
chungen. Bei der Rotation des Koordinatensystems war das schon we-
niger klar. In diesem Kapitel betrachten wir Transformationen, die das

Kriftegleichgewicht im Bezugssystem dndern.

8.1.1 Winkelgeschwindigkeit

e Wenn sich zwei Koordinatensysteme relativ zueinander beliebig
bewegen, sind Ortsvektoren in ihnen durch die zeitabhingige Ver-
sion von ([7.52))

X'(t)=a’'() + R(r) - X(1) (8.1)
miteinander verkniipft. Daraus erhalten wir die Zeitableitung
¥ =d'+R-X+R-¥=a' +R|¥+R'R-¥] . (8.2)

Der erste Term in den eckigen Klammern ist erwartet, fiir den
zweiten Term brauchen wir eine physikalische Interpretation. Aus
der Orthonormalitit der Drehmatrix folgt

R'R+R"™R=0 < ((R'R' =-R"R. (8.3)
Die Matrix RT R wechselt also unter Transposition ihr Vorzeichen,

(R"R); =0 und (R"R);;=—-(R"R);; . (8.4)

82
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Solche Matrizen heiflen schiefsymmetrisch und haben in drei Di-
mensionen drei unabhiingige Elemente,

0 —w3 W)
R'TR=| w3 0 -w (8.5)
—wy “+w 0
Mithilfe des Levi-Civita-Symbols kann als
(R"R);j = —€ i (8.6)
dargestellt werden, was sich als sehr niitzlich erweisen wird.

o Als Beispiel betrachten wir eine Drehung um die z-Achse um den

Winkel —wt,
coswt —sinwt 0
R=] sinwt coswt 0 |, (8.7)
0 0 1
Damit ist
coswt sinwt 0 —sinwt —coswt 0
RTR=| —sinwt coswt 0 |w| coswt —sinwr 0
0 0 1 0 0 0
0 -1 0 0
=w|l 1l 0 O = =01, (8.8)
0O 0 O w

e Um & zu verstehen untersuchen wir seine Transformationseigen-
schaften. Dazu nehmen wir an dass das ungestrichene System in
(8.1I) einem dritten, gestirnten System durch

X=C+8Sx" (8.9)

hervorgeht. Dabei seien die Verschiebung ¢ und die Drehung §
nun konstant. Fiir ¥ gilt nach (8.1)

X'=d +R(C+SX)=(d +R?O + (RS)X*
=a”+Rx, (8.10)

wobei wir in der zweiten Reihe gestirnte Koordinaten analog zu
(8.1) definieren. Also ist R* = RS, und gibt uns

—€pw; = (RTR");; = (STR'RS);;
=SLR"R) S,
=~y €S aiSpj - (8.11)
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Analog zu ([/.46) schreiben wir

€aptS aiS bj = €abcOctS aiS bj = €abc(SS T)CIS aid bj
= €abeS kS S aiS b j
= Slkeijk det S , (812)

und damit

€jxwy, = detS €S i w; & & =detS STd
o & =detS S&*. (8.13)

Dies zeigt, dass der Vektor & ein axialer Vektor ist, der nach un-
serer vorigen Betrachtung in die Richtung der Drehachse zeigt.

e Setzen wir zum Schluss noch in (8.2) ein, dann folgt
¥ =d +RE+DXR) . (8.14)
oder fiir die Zeitableitung eines beliebigen Vektors ¢ mit " = RU

7 =R@+dXD) . (8.15)

8.1.2 Infinitesimale Transformationen

e Betrachten wir nur eine Drehung zwischen einem Zeitpunkt 7 und
einem infinitesimal spéteren Zeitpunkt ¢ + d¢, dann erhalten wir
fiir die zeitabhéngige Drehmatrix die linearisierte Taylorreihe

R(t +df) = R(t) + R@dt = R@) [I + R"(OR®de| . (8.16)
Daraus wird mit (8.6)
Ri(t + df) = Ryj(1) [0, — euen(de] . (8.17)

Seien die Koordinatenachsen zunéchst so orientiert, dass wie vor-
hin beschrieben & zur Zeit ¢ in &3-Richtung zeigt. Weiterhin sollen
die gestrichenen Achsen bei ¢ mit den ungestrichenen iiberein-
stimmen, dann gilt

0 —Jwl 0O
Rt =1, R =| lw| 0 0 (8.18)
0O 0 O
und damit nach (8.16)
I  —lwldt O
R(t+dr) =| |w|dt 1 0. (8.19)
0 0 1

Dies ist eine infinitesimalen Drehung um die &3-Achse um den
Winkel dp = —|w|df im Zeitintervall d¢. Damit ist & die momenta-
nen Winkelgeschwindigkeit, seine Richtung gibt die momentanen
Drehachse an.
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e Diese infinitesimalen Transformationen sind in der Physik sehr
wichtig, z.B. in der Quantenmechanik oder der Feldtheorie. Des-
halb betrachten wir sie noch etwas niher. Die infinitesimale Ver-
sion der kompletten Transformation (8.T]) ist

X'=da' +R¥=da’+(I+dR)X. (8.20)
Wegen der Orthonormalitit ist

R'TR=1 o (I+dR)T(I+dR) =1
& dRT +dR =0. (8.21)

Wenn dR schiefsymmetrisch ist, kann es analog zu als
dRij = —Gl‘jdeOk (822)

dargestellt werden, wobeli die dgy infinitesimale Drehwinkel sind.
Fiir infinitesimale Koordinatentransformationen gilt demnach all-
gemein

=7 -

X =xX+da’' +dgx x. (8.23)

e Eine Transformation heisst aktiv, wenn das physikalische System
sich in einem festen Koordinatensystem bewegt, und passiv, wenn
das physikalische System fest bleibt, aber das Koordinatensystem
bewegt wird. Mathematisch sind diese Arten der Transformation
dquivalent, aber sie miissen physikalisch unterschieden werden.

8.2 Bewegung auf der rotierenden Erde

Als ein Beispiel fiir Bewegung in einem nichtinertialen System betrach-
ten wir nun Krifte, die auf der rotierenden Erde auftreten. Wir fiihren
dazu zwei Koordinatensysteme ein, nidmlich eines, das fest mit einem
Punkt auf der Erdoberfliche verbunden ist, und ein Inertialsystem, in
das wir die rotierende Erde einbetten.

8.2.1 Scheinkrifte

e Gegeben seien also ein (gestrichenes) Inertialsystem mit dem Ur-
sprung im Erdmittelpunkt und ein (ungestrichenes) System, das
mit der Erdoberfliche verbunden ist und seinen Ursprung in @’
auf der Erdoberfldche hat. Die &;-Achse zeige in @’ senkrecht von
der Erdoberfliche weg.
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e Ein Vektor im ungestrichenen Oberflachensystem geht durch eine
zeitabhiingige Rotation und eine Verschiebung aus dem gestriche-
nen Inertialsystem hervor

X'(t)y=d'(t) + ROX() . (8.24)

Aus Sicht des Oberflichensystems ist der Ortsvektor des Erdmit-
telpunkts @ konstant. Die Rotation um die Erdachse gibt dann
a’(t) = R(t)d, und die einfachere Form

X'(t) = R(H)a + R(H)X(t) = R(t)(@ + x(1)) , (8.25)

bekommt. Die Geschwindigkeit und die Beschleunigung im ge-
strichenen Ineratialsystem sind nach (8.14)) und (8.15])

¥ =R|¥+@Bx @+
% :R[)?+L3X(é’+)?)] +R[3‘é’+c§3x(c7+x’)+c?)xf] . (8.26)
e Fiir Bewegungsgleichungen in ungetrichenen Oberflichensystem
miissen wir nach X auflésen und multiplizieren zuerst von links
mit RT = R!,
RT¥ :RTR[)?+a3x(c7+)E’)]+[}?+¢'?)><(c‘i+)?)+c?)><)?] .
(8.27)

Den ersten Term schreiben wir in Komponenten, verwenden da-
bei das Ergebnis (8.6) und erhalten

(R'R); [+ @x @+ )] =~ euen |4+ (@x @+ ),
=(@x %) +[Bx(@x @+ D), .
(8.28)
Der gesamte Ausdruck (8.27) wird dann
SX(BX@+D)+X+BX@+D+DXX

@+D)+28xX+dx(@Bx(@+75) . (8.29)

e Auf der linken Seite steht X’ im Inertialsystem. Es gilt also das
zweiten Newtonschen Axiom mit einer moglichen Potentialkraft,
die unser eigentliches Physik-Problem definiert,

mRTY = F., = -VV. (8.30)

Damit erhalten wir die Bewegungsgleichung im ungestrichenen
Oberflachensystem

Y

m}?:—m[cﬁx(d’+)23]—2mc3x
—m[@X(@XD] -m[@x@xD]-VV@D . (8.31)

Man kann diese vier weiteren Terme als Scheinkrdfte auffassen.
Sie haben die Bedeutung:
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1. Die Kraft —m [c?) X (d+ )E’)] tritt nur auf, wenn die Drehachse Ao S

sich dndert. Fiir die Erde ist @ ~ const. und damit & ~ 0,
abgesehen von Préizession und Polschwankungen.

2. Die Corioliskraft —2m(& x ¥) =: F. steht senkrecht auf @ .
und X und verschwindet fiir Bewegungen lidngs der Dreh- S5 :
achse @. !

3. Die Zentrifugalkraft —m [& x (& x 2)] =: Fz kann noch ver- s > 2
einfacht werden. Dabei benutzen wir X =0 (%)

OXDXX= eijkwj(eklmw,x,n) (832)

= (6,'[5]',11 — 6,~m6ﬂ)ijlxm = WX — XjW;wj ,
und erhalten
Fr=m|@%- & - 0)| = mo’ [F- & &) (833)

wobei @ der Einheitsvektor der Winkelgeschwindigkeit und
damit der Term in Klammern der senkrechte Abstand des
Massenpunkts von der Drehachse ist.

4. Der Term —m [ X (& X @)] ist unabhingig von X, aber pro-
portional zu m. Er liefert einen Beitrag zur Erdbeschleuni-
gung, § — g — @ X (& X d). Diese beiden letzten Kriifte sind
verwandt und heben sich fiir ¥ = —d auf.

e Allen Scheinkriften ist gemein, dass sie ihren Ursprung in der
Triigheitskraft —mx’ haben. Dariiber hinaus haben sie die Propor-
tionalitdt zu m mit der Schwerkraft gemein, was die Allgemei-
ne Relativitiitstheorie im Aquivalenzprinzip benutzt. Scheinkriifte
zeigen an, dass das Bezugssystem kein Inertialsystem ist.

8.2.2 Corioliskraft

e Seien &) und &, nun nach Siiden bzw. nach Osten orientiert, und
5 zeige weiterhin senkrecht nach oben. Der Ursprung des erd-
festen Systems befinde sich bei der geografischen Breite ¢, so
dass der Winkel zur Nordpolrichtung &; und damit der Winkel-
geschwindigkeit der Erdrotation durch 90° — 9 gegeben ist. Im
Oberflachensystem ist sie dann

—cos¥ 0 —cosv
(f):a) 0 =W 0 + w 0 ::C?)J_+63II
sin ¢ sin ¥ 0

(8.34)

Die Winkelgeschwindigkeit ¢ hat also orthogonale Komponen-
ten senkrecht zur Erdoberfliche und tangential in Nord-Siid-
Richtung.
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e Entsprechend hat die Corioliskraft zwei Komponenten
Fo=2m@Rx&,)+2m(Rx dy) . (8.35)

Fiir Bewegung auf der Erdoberflidche, 2L &, ist der erste Term
tangential zur Erdoberflache. Er zeigt auf Nordhalbkugel (¢ > 0)
nach rechts, auf der Siidhalbkugel (¢+ < 0) nach links relativ zur
Richtung von X Dies ist von grofer Bedeutung fiir Stiirme, Mee-
resstromungen, Flussldufe usw. Der zweite Term steht senkrecht
auf der Erdoberfliche.



Kapitel 9

Bewegung starrer Korper

9.1 Die Euler-Winkel

e Ein starrer Korper ist ein ausgedehntes Objekt, dessen Teile in
fester raumlicher Beziehung zueinander stehen. Man kann sich
starre Korper als aus vielen Massenpunkten aufgebaut denken,
deren Abstidnde untereinander zeitlich konstant bleiben.

e Nehmen wir an, wir briduchten eine grofe Zahl N von Mas-
senpunkten, um einen starren Korper aufzubauen. Jeder dieser
N Massenpunkte konnte sich vorher frei in jeder Richtung des
Raums bewegen, weshalb wir drei Zahlen brauchten, um seine
Lage im Raum festzulegen. Allgemein bezeichnet man die An-
zahl unabhingiger Parameter, die zur vollstindigen Charakteri-
sierung der Lage des Systems notwendig sind, als die Anzahl
der Freiheitsgrade. Zum Beispiel hat ein System von N Massen-
punkten ohne weitere Nebenbedingungen f = 3N Freiheitsgrade,
ndmlich die N Ortsvektoren X; mit ihren jeweils drei Komponen-
ten.

e Ein starrer Korper hat nun f = 6 Freiheitsgrade, ndmlich die
Lage seines Schwerpunkts und drei Winkel, die seine Orientie-
rung im Raum angeben. Wir beginnen unsere Untersuchung der
Bewegung starrer Korper damit, diese drei Winkel eindeutig fest-
zulegen.

e Gegeben sei dazu ein Inertialsystem &/ und ein korperfestes Sy-
stem &;, deren Urspriinge zusammen fallen. Zwischen den Koor-
dinaten X’ im Inertialsystem und den Koordinaten X im korperfe-
sten System besteht die Verbindung

X =R-X, (CAY)

wobei R eine (zeitabhingige) Drehmatrix ist. Da sie symmetrisch
ist, sind von ihren neun Elementen sechs unabhingig. Diese wer-

89
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den durch die drei Euler-Winkel (9, ¢, ) parametrisiert, die den
Intervallen

0<d9<nm, 0<p<2r, 0<y<2n (9.2)

entnommen werden. Damit haben wir fiir den starren Korper
sechs verallgemeinerte Koordinaten gefunden, in denen sich sei-
ne Bewegung ausdriicken lédsst, ndmlich die drei Koordinaten des
Schwerpunkts und die drei Euler-Winkel. Wir geben nun eine
Konstruktion der Euler-Winkel an.

e Nach der Drehung R schneidet die &)-&,-Ebene die €/-¢;-Ebene
in der Knotenlinie, deren Richtung durch &; x &; gegeben ist. Die
Drehmatrix R, ausgedriickt durch die Eulerwinkel, wird nun wie
folgt konstruiert:

1. Zunichst wird um €; um den Winkel ¢ gedreht. Dadurch

cosg —sing 0
X' =Ds(¢)- X", Ds(@)=| sing cose 0 [. (9.3)
0 0 1

2. Nun wird um €; um den Winkel ¢ gedreht. Dadurch entsteht

—kk

ein Koordinatensystem &, mit

1 0 0
X'=D(9)- X, Dl(ﬁ)—[ 0 cost? —sind ] .
0 sind cost
9.4)

3. SchlieBlich wird um &;* um den Winkel ¢ gedreht. Dadurch
gelangt man in das korperfeste Koordinatensystem ¢&;, und

cosyy —siny 0

X =Ds(W)-¥, D) :[ sinyy cosy O
0 0 1

. (9.5)

e Insgesamt ergibt sich daraus die Drehung

X' = Dy {Di() [D3(y) - X} =: R(p, 0, y) - ¥ (9.6)

mit der dazugehoringen gesamten Drehmatrix
R(p,3,¢) = D3(@)D1(HD3(¥) . 9.7

e Die Drehmatrix D;(:{)D3(y) lautet zunéchst

cos Y —siny 0
D()D3() =| cosdsiny cos?cosy —sind |, (9.8)
sinsiny sinidcosy  cos
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und die volle Drehmatrix R(¢, 1, ¢) ist schlieBlich durch

COS ¢ cos i — sin g cos ¥ sin Y
R(p,9,¢) =| singcosy + cosgcosdsiny

sin ¢ sin
—cos@siny —singcos®cosy  singsind
—singsiny + cospcos?cosy —cospsin 9.9)
sin % cos ¥ cos ¢
gegeben.

e Manchmal werden andere Konventionen fiir die Eulerwinkel be-
nutzt, etwa indem man im zweiten Schritt nicht um die 3f-, son-
dern um die é’z*-Achse dreht. Die Drehmatrix R(¢,,y) lautet
dann natiirlich anders, aber das Konstruktionsprinzip bleibt das-
selbe.

e Der Konstruktion der Drehmatrix entsprechend kann der Vektor
der momentanen Winkelgeschwindigkeit wie folgt durch die drei
Eulerwinkel ausgedriickt werden:

@ = @é; +0e;" + e . (9.10)

Dabei sind die Einheitsvektoren lings der Koordinatenachsen be-

stimmt durch €’ - &; = R;}, also
cos i
&’ -é;=[DsW)],; =| —siny (9.11)
0
sowie
sin ¥ sin Y
é; - &= [Di()Ds(W)];; = | sindcosy | . (9.12)
cos v

Die vektorielle Winkelgeschwindigkeit im korperfesten System

lasst sich demnach auf
cos Y sin ¥ sin Y 0

@ =739 —sinyg |+¢| sindcosy |+y| O |. (9.13)
cos ¢ 1

0

e Erginzend stellen wir noch fest, dass die Winkelgeschwindigkeit
@ nicht eine zeitliche Ableitung eines Vektors ¢ ist,
de
D#E— . 9.14
Ry (9.14)

Wenn das so wire, folgte ndmlich aus

+ (9.15)
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zusammen mit (9.10), dass

(9C1 6c1 (926'1 82C1
— =cosvy, =

ger _ ga L, oo 1
a0 aw =" 7 agas Tasaw OO

gelten miisste, was auf einen Widerspruch fiihrt.

9.2 Tensoren

In den vergangenen Kapiteln haben wir verschiedene Definitionen von
Vektoren gegeben, die mehr oder weniger geometrisch oder algebraisch
waren. Wir sollten uns also systematisch mit Objekten befassen, die wie
Skalare oder Vektoren iiber ihre Transformationseigenschaften definiert
werden.

9.2.1 Der Tragheitstensor

e Wir beginnen mit einem Beispiel. Die kinetische Energie eines
starren Korpers bestehend aus den Massenpunkte m2; an den Orten
%! im Inertialsystem ist

N
T=5Y mx?, (9.17)
i=1

| =

e Aus dem korperfesten System ¥, definiert durch').?i = 0, erhalten
wir das Inertialsystem nach (8.15) als X/ = R(£)(X; + & X &), also

T = m; (& X %)

N =
M=

1

m; €k€abp WX, rWaXip

l\.)ll| —
1=

i=1

. Saxt = .
n; a)jwk jkx,- a)jwkxi,jx,,k

l\.)lll'—‘
M=

Il
—_

1

N
S 1
wj Z m; (xizéjk - xi,jxi,k) Wy =: ij(ajka)k . (918)
i=1

| =

O ist eine Matrix, deren Eigenschaften wir untersuchen wollen.

9.2.2 Tensoren als lineare Abbildungen

e Wir hatten das Skalarprodukt als eine Abbildung eingefiihrt, die
zwei Vektoren (v, v,) aus einem Vektorraum V eine Zahl aus dem
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Korper K zuordnet,
VXV —->K, (v,0) (,0neK. (9.19)

Weiterhin hatten wir vom Skalarprodukt verlangt, dass es bilinear
sei, d.h. linear in jedem seiner beiden Argumente.

e Entsprechend fithren wir nun 7ensoren als multilineare Abbildun-
gen von V nach K ein, die n beliebigen Vektoren v; € V eine Zahl
aus K zuordnen,

T:Vx..xXV-o>K, (u,...,v) > T(v,...,v,). (9.20)
n mal

Die Anzahl n heiflt Rang, man nennt den Tensor n-ter Stufe. Mul-
tilinearitédt bedeutet wieder

T(...,u+Aw;,...)=T(C..,v5..)+AT(...,w;...). (9.21)

Vektoren sind demnach Tensoren erster Stufe. Wir beschrinken
uns im Folgenden auf Tensoren zweiter Stufe, aber die folgenden
Aussagen gelten entsprechend fiir Tensoren beliebiger Stufe.

9.2.3 Transformationseigenschaften

e Zunichst stellen wir fest, dass Tensoren vom selben Rang einen
K-Vektorraum 7 bilden, wenn wir die offensichtliche Addition
und Multiplikation mit Skalaren definieren,

(Ty + ATH)(v1,v2) = T1(v1,02) + AT>(v1,02) . (9.22)

e Wie bei Vektoren reicht es wegen der Multilinearitét aus, zu wis-
sen, welche Zahlen der Tensor 7' den Basisvektoren ¢; zuordnet.
Wir bezeichnen sie als Komponenten T;; des Tensors,

T(ei,ej) = Tij (1 < l,] < Vl)
= T, w) =T(v;e;, wjej) = hiw; T (e;, €j) =0 T,'j wj . (9.23)

Tensoren zweiter Stufe lassen sich also durch Matrizen darstellen,
sobald man eine Basis fiir den Vektorraum festgelegt hat.

e Damit konnen wir die Transformation eines Tensors 7 — 7’ un-
ter einer orthogonalen Transformation e; = R;.e; ableiten,

v; Tijw; = T,w) = T(e;, we)

’ ’
= T(viRwer, w;Rjier)

= i RuTuRw; & T/ =RyTuR]; (9.24)
In Matrixschreibweise heisst das

T’ = RTR" = RTR™'. (9.25)
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e Um festzustellen, ob das Objekt ® in (9.18) tatséchlich ein Tensor
ist, untersuchen wir sein Transformationsverhalten. Wir definie-
ren ein neues orthonormales Koordinatensystem € mit gleichem
Ursprung, also x; = Rjx;. Wegen der Orthonormalitit von R ist
das Skalarprodukt invariant,

¥2=Ryx' Ryx’, = RIR X} X' = Ojuxix’, = X2
= By BjmAy — B ijm Ay Ay = Clm Ay Ay —
N
*2 * *
= O = Z mi (2776 = R R
i

=
N

= Z m; ()?,»*ZR,'/ka(Szm — R jiRim xi:klxifm)
i=1

= R;iO}, R - (9.26)

In der Tat ist O als ein Tensor zweiter Stufe. Er wird Tréigheitsten-
sor des starren Korpers genannt.

9.3 Diagonalisierung

9.3.1 Diagonalisierung von Matrizen

e Tensoren transformieren unter orthonormalen Koordinatendre-
hungen also wie 77 = RTR'. Dies gilt allgemein fiir Matrizen
A, wenn wir verlangen, dass Gleichungen der Form y = Ax durch
Koordinatentransformationen R ihre Form nicht verdndern, also
nach der Transformation y’ = A’x’ gilt,

A'X =y =Ry=RAx=RAR'Y & A" =RAR" (9.27)

Konnen wir diese Transformation benutzen, um eine Matrix A’ in
die besonders einfache Diagonalform

A 0 O
A= 0 A O (9.28)
0 0 A

zu bringen? Wenn wir (9.27) von links mit R” multiplizieren,
dann erhalten wir fiir diese Diagonalform in Komponenten

Z RyA;, = Z AuRi; = AiR]; (9.29)
k k

Fiir jeden festen Wert von j ist dies ein lineares Gleichungssy-
stem, in dem wir RiTj als Spaltenvektor r; auffassen konnen, oder
als Zeilenvektoren fiir die Matrix R. Wir konnen also (9.29) als

AP = AR, (9.30)
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schreiben. Diese Eigenvektoren 7; definieren das ausgezeichnetes
Koordinatensystem, in dem A Diagonalform annimmt. Es heif3t
Hauptachsensystem von A.

e Allgemein betrachten wir also ein lineares Gleichungssystem
Av=v & (A-Aw=0. (9.31)

Vektoren v, fiir die wir diese einfache Form erhalten, heiflen Ei-
genvektoren, die zugehorigen Zahlen A heillen Eigenwerte. Wenn
ein Inverses existiert, dann folgt aus (9.31)

v=A-A)"0=0. (9.32)

Wenn (9.31)) fiir nicht verschwindende v gelten soll, dann darf es
also kein solches Inverses geben, und damit muss

det(A—-Al)=0 (9.33)
sein. Diese Gleichung hei3t charakteristisches Polynom von A.

e Als Losungen des charakteristischen Polynoms gibt es nach dem
Fundamentalsatz der Algebra immer n Eigenwerte, die komplex
sein konnen. Da wir komplexe Zahlen erst spiter besprechen, be-
haupten wir hier ohne Beweis, dass die Eigenwerte dann reell
sind, wenn die Matrix symmetrisch ist, AT = A.

e Betrachten wir als Beispiel die symmetrische Matrix

010
A:[l 0 0]. (9.34)

000
Ihr charakteristisches Polynom lautet
-1 0
detA—A=det] 1 -2 0 |=-AA-1)=0 (9.35)
0 0 -4
und hat die Losungen 4 = —1,0, 1. Die Matrix A hat also die

Diagonalform

-1 0 0
A= 0 0 O [=:diag(-1,0,1). (9.36)
0 01

e Die zugehorigen Eigenvektoren 7 sind die Losungen von

-A 1 0 r —/11‘1 +r 0
A-ADhF=]1 1 -1 0 rnl=| n-arn |=]10/|.
0 0 -A rs —/11"3 0

(9.37)
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Fir A = —1 muss also r, = —r; und r; = 0 sein. Wir konnen
eine der beiden Komponenten als r; = 1 wihlen und erhalten den
Eigenvektor zum Eigenwert 4 = —1
1
A=l -11. (9.38)
0
Analoge Rechnungen fiihren auf die beiden anderen Eigenvekto-
ren
0 1
7_')2 = 0 . 73 = 1 . (939)
1 0

9.3.2 Diagonalisierung des Trigheitstensors

e Der Trégheitstensor ® in lasst sich durch eine reelle, sym-
metrische Matrix darstellen. Sie hat drei reelle Eigenwerte ®, ®,
und Os, die Haupttrigheitsmomente. Die dazugehorigen Eigen-
vektoren bezeichnen wir als Haupttrigheitsachsen oder Haupt-
achsen.

e Betrachten wir als Beispiel zwei Massenpunkte m; und m,, die
durch eine masselose Stange der Lange / miteinander verbunden
sind; m, befinde sich im Ursprung, trigt also nicht zum Tréigheits-
tensor bei; m; laufe in der x;-x,-Ebene um. Dann sind die m;-
Koordinaten x; = [cos ¢, x, = [sing, x3 = 0, und

P-1Pcos’¢ —Psinpcose 0
®=m | —Psinpcosp P —-Psin’¢ 0 ]
0 0 P
sin’ ¢ —cospsing 0
=m P [ — CoS ¢ sin ¢ cos? ¢ 0]. (9.40)
0 0 1

Seine Eigenwerte sind durch das charakteristische Polynom

milPsin® o —A1  —ml?cosgsing 0
det(® — A) = |-m ;P cospsing m > cos’p—A 0
0 0 ml> -2

=(m P> = V)| (m sin® @ — )(m P> cos® ¢ — A)
— m31* sin? g cos? (,0]

=(m > = DA —mP) (9.41)
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bestimmt. Die Losungen sind A = m, /2, 0. Die Eigenvektoren zu
diesen Eigenwerten sind

0 —sing cos ¢
0 Cos ¢ sing | . (9.42)
1 0 0



Kapitel 10

Tragheitstensor

10.1 Volumenintegrale

10.1.1 Motivation

e Der Trigheitstensor eines starren Korpers ist nach durch
N
®jk = Z ni; [)?izéjk - x,-,jxi,k] (101)
=1

1

gegeben. Wenn der Korper kontinuierlich ist fiihrt man einen
Grenziibergang zu beliebig kleinen Massenpunkten durch, die
sich an den kontinuierlichen Orten ¥ innerhalb des Korpers be-
finden, das infinitesimal kleine Volumen dV = dx;dx,dx; einneh-
men und die Masse

dm = p(¥)dV = p(X) dx;dx,dx; (10.2)

besitzen, wobei p(¥) die Dichte am Ort X ist. Dann geht (10.1) in
das Volumenintegral

fdxldxzdx3 o(X) [)?Zdjk - xjxk] (10.3)

iiber, wobei die Integrationsgrenzen durch den Rand des Korpers
vorgegeben sind.

e Allgemein haben 3-dimensionale Volumenintegrale die Form

I = fdxldxzdx3 f(xl,xz,x3) . (104)

Hier ist f eine skalare Funktion, vektorwertige Funktionen wer-
den einfach komponentenweise integriert.

98
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o Oft ist die grofite Schwierigkeit bei Volumenintegralen die Pa-
rametrisierung der Integrationsgrenzen. Um das zu illustrieren,
berechnen wir das Volumen einer Kugel mit Radius R,

2 2 2 2
x1+x2+x3£R

1
f® = {() sonst

= V= f dxld)Czd)Cg . (105)
2

2
1+)c2+x3 <R

Wenn x; und x, gegeben sind, dann gilt fiir x;

R2 -x2 x2
fdxldxzf
—x x2
= 2fdx1dx2 R —xt-x}. (10.6)

Wenn nur noch x; vorgegeben ist, dann konnen wir x,-Integral
mit Hilfe einer Formelsammlung l6sen

V= 2fdx1f R2—x1—x§
R2 2

= f dx;(R* - x3) . (10.7)

SchlieBlich ist das verbleibende Integral iiber x;
R 2\R 4
V= nf dx; (R - 23) = ﬂ(R2x1 - —‘) - 7R (10.8)
R 3/ 3

In dieser Rechnung sind offenbar die kartesischen Koordinaten
der Symmetrie der Kugel nicht angepasst sind. Die Frage ist, wie
Volumenintegrale in besser angepassten Koordinaten ausgefiihrt
werden konnen.

10.1.2 Jacobi-Determinante

e Koordinaten, die der Symmetrie des Integrationsvolumens ange-
passt sind, sind zum Beispiel Zylinder- oder Kugelkoordinaten.
Nehmen wir an, solche Koordinaten seien durch u;(x;) gegeben,
dann sind ihre totalen Ableitungen

du; = (3xju,-) dx; oder dit = Jdx, (10.9)
mit J;; = d,,u;. Wenn die Matrix J invertierbar ist, dann folgt
dt=Jdi mit J;=0,x (10.10)

Die Matrix J = J~! heiBt Jacobimatrix der Koordinatentransfor-
mation.
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e Da eine Rotation das Volumen erhilt, definieren wir nun eine or-
thogonale Transformation R, die J diagonalisiert,

J' = diag(Jy, Jo, J3)
mit d¥’ = Rd¥= RJdi = (RJR")Rdit =: J'dii’ . (10.11)
In der Diagonalform wird das Volumenintegral
dx|dx}dx} = |J1J2J5| dudubduly = | det J'| du dubdu
= |det J|dujdusduy , (10.12)

wobei der Betrag gewéhrleistet, dass das Volumenelement posi-
tiv bleibt. Weil das Volumen erhalten ist, gilt in den originalen
Koordinaten fiir (10.4)

dxldxde3 = |d€t Jl dulduzdug
= ff()?) dx;dx,dx; = ff()?(ﬁ’))ldet Jlduydupdus . (10.13)

Die Determinante detJ heillt Jacobideterminante oder Funktio-
naldeterminante,

detJ = det(%) =
(?uj

(9xl-

oxXi| O(x1, x2, X3)
au‘,

(10.14)

B O(uy, up, u3) '

e Als Beispiel berechnen wir wieder das Volumen der Kugel in den
Kugelkoordinaten (r, 6, ¢) aus (5.87)

x; =rsinfcos¢p, x,=rsinfsing, x3=rcosd, (10.15)

und mit der Jacobimatrix

sinfcos¢ rcosfcos¢ —rsinfsing
J =
cos 6 —rsinf 0

sinfsin¢g rcosfsing rsinfcosd J (10.16)

Thre Determinante kann man berechnen und erhalt
detJ = r*sin6 . (10.17)

Das Volumenintegral iiber die Kugel mit Radius R ist dann

R T 27
V= drrzf dGsinOf d¢
0 0 0
R? 4r .

= — X2X2r=—R". 10.18
3><><7r 3 ( )

e Der Vollstindigkeit halber geben wir auch die Jacobideterminante
fiir die Transformation in Zylinderkoordinaten (p, ¢, z) an,
X] =pcos¢, xp=psing, x3=z. (10.19)
Die Jacobimatrix und ihre Determinante sind

cos¢p —psing 0
J=]| sing pcos¢g O = detJ=p. (10.20)
0 0 1
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10.1.3 Tragheitstensor einer Kugel

e Als weiteres Beispiel berechnen wir den Tréigheitstensors einer
homogenen Kugel mit Radius R und Gesamtmasse M oder Dichte

p. Nach (10.3) und mit (10.17) ist

R T 27
®ij:f drf def d¢p[r26ij—x,~xj] rsing . (10.21)
0 0 0

Wir kénnen uns durch eine physikalische Uberlegung viel Re-
chenarbeit sparen. Nach (9.26)) is ®;; ein Tensor und kann rotiert
werden. Fiir eine Kugel kann keine Orientierung der drei Koordi-
natenachsen bevorzugt sein, weshalb die drei Koordinatenachsen
bei beliebiger Orientierung Hauptachsen von ® sein miissen. Alle
Nicht-Diagonalelemente von ®;; miissen also verschwinden und
die Diagonalelemente miissen gleich sein,

@11 = @22 = @33 und @12 = @13 = @23 =0. (1022)

e Wir berechnen am einfachsten

30 =0 + Oy + Os;3

3 R T 27
:pr drf def dgb(rz—xiz)rzsine
i=1
27
—pfdrfdef d¢ 3r—r r*sin 0

R’
—2><27rpf drrfd@sm@ 871,05. (10.23)

Mit M = 4r/3 x R3 x p folgt

2
O =0, =0 = gMR2 . (10.24)

10.2 Drehimpuls und Tragheitsmomente

10.2.1 Drehimpuls

e Um den Drehimpuls des starren Korpers zu berechnen, setzen wir
den Korper in ein gestrichenes Inertialsystem, das momentan mit
dem korperfesten System zusammenfillt. Zu diesem Zeitpunkt ist
die Drehmatrix zwischen beiden die Einheitsmatrix, R = I, und
daher ¥; = X!. Die Geschwindigkeiten der Massenpunkte sind
hingegen nicht identisch, sondern wegen (8.15) X/ = & X X;. Also
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ist der Drehimpuls im Inertialsystem

I
M=
3

22 — (X - @)] =04 . (10.25)

1

Der Trigheitstensor im Inertialsystem ist zeitabhingig und muss
allgemein aus dem korperfesten System ins Inertialsystem ge-
dreht werden, ® = ROR”.

10.2.2 Tragheitsmomente

e Das Trdgheitsmoment um eine Achse 7 ist durch

_ ZN:mi [X?_(fi.ﬁ)z] (10.26)

definiert, wobei der Term in Klammern nach Pythargoras der
senkrechte Abstand des Massenpunktes i von der Drehachse ist.

e Die Diagonalelemente ®;; sind die Triagheitsmomente um die Ko-
ordinatenachsen. Die ® ; mit j # k heilen Deviationsmomente.
Die Eigenwerte von ® heillen Haupttrigheitsmomente, ihre Ei-
genvektoren sind die Haupttrigheitsachsen.

e Die Bedingung 5" 07 = y,;®, = 1 definiert das Tréigheitsellip-
soid. Im System der Haupttrigheitsachsen ist offensichtlich, dass
es sich um ein Ellipsoid handelt, denn

O1y; + Ooys + O35 = 1. (10.27)

e Fiir einen starren Korpers der Masse M = ), m; konnen wir den
Tragheitstensor um eine beliebige Achse in den Ortsvektor des
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Schwerpunkts X und die Schwerpunktkoordinaten X" aufspalten,

— 2
®jk = m; ()Cl- (Sjk - x,-,jxi’k)

M-

i=1

m; [()?l* + }Z))zéjk - (ij + Xj)(x*.ik + Xk)]

1

M-

1

1

M-

1l
—_

m; [(fi*)zéjk - xzjx;k] +M ()?z‘sjk - XJ'X")

1

7 >
+ 20X - Z mx; — X Z mix;, — X Z mixzj

N N N
i=1 i=1 i=1

N
= Z m; [(%*)25]']( - xzszk] + M(X)zéjk - Xij)

i=1

= 0, + M (X6 - X,X;) . (10.28)

Die drei Terme in der zweiten Zeile verschwinden aufgrund der
Definition des Schwerpunkts. Damit ist das gesamte Trigheits-
moment um eine Achse 71

ATOn=ATO R+ M [)?2 ~X- ﬁ)2] . (10.29)

Wie schon so oft ist der Term in Klammern der senkrechte Ab-
stand des Schwerpunkts von der Drehachse.

10.3 Der Satz von Gaubh

10.3.1 Herleitung

e Fiir Volumenintegrale konnen wir einen Integralsatz dhnlich
dem Satz von Stokes herleiten. Der GauBlsche Satz besagt dass
Fliachenintegrale iiber Vektorfelder A durch Volumenintegrale
iber deren Divergenz V - A ersetzt werden konnen,

fA”-d&:f(ﬁ-A’) av, (10.30)
)% \%

wobei dV der Rand des Volumens V ist, also seine gesamte Ober-
flache, und die Fldachenelemente d&* entlang der Flichennormalen
nach auflen gerichtet sind.

e Wie beim Satz von Stokes bauen wir ein endlich groBes Volumen
aus infinitesimal kleinen Wiirfeln auf. Dann heben sich die in-
neren Flichenintegrale heraus, weil an der Trennfliche zwischen
zwei benachbarten Wiirfeln die Beitrige betragsgleich aber anti-
parallelen sind. Es bleibt also nur das Fldchenintegral iiber den
Rand des Volumens.
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e Fiir das infinitesimale wiirfelformiges Volumen dV = dx;dx,dx;
besteht die Oberfliche aus sechs Quadraten, die sich paarwei-
se gegeniiberliegen. Die duBeren Flichennormalen sind entweder
parallel oder antiparallel zu den Koordinatenachsen. Der Beitrag
der beiden zur x;-x3-Ebene parallelen Quadrate zum Fldcheninte-
gral auf der linken Seite von (10.30) ist

A]dO’] = - A]()C] , X2, X3) dXZdX3 + A](X] + dX], X7, X3) dxzdx3
= — A1(x1, x2, x3)dxodxs + Ay (xy, x2, x3) dxodxs
+ 8xlA1(x1, X7, X3)d)€1d)€2d)€3

:0xlA1(x1,x2,x3) dv . (1031)

Alle drei Flachenpaaren ergeben zusammen

lim [ A-dé = f (04,A1 + 0y, Ay + 0, A3) AV

= f (V- A)dv . (10.32)

Um (T0.30) zu erhalten heben sich alle internen Fldchen auf der
linken Seite auf, wihrend die Divergenz auf der rechten Seite iiber
das gesamte Volumen integriert wird.

10.3.2 Transformation von Divergenz und Rotation

e Die Integralsdtze von Gaufl und Stokes zeigen uns eine einfache
Methode, um Divergenz und Rotation in krummlinig-orthogonale
Koordinatensysteme zu iibersetzen. Nach (5.81) ist bei einer sol-
chen Transformation das Lingenelement ds durch

ds? = (hidq))* + (hadqn)* + (h3dgs)* (10.33)

gegeben ist, mit wie in (5.80)

(?xl 2 8)62 2 8X3 2
fﬂ:(—) +(—) +[=] . (10.34)
7 \og; 0q; 0q;

Analog ist das Volumenintegral in unserer iiblichen Diagonalform

dv = h]hzh3dQ1dC]2dQ3 . (1035)

e Betrachten wir die Herleitung des Satzes von Gauf3 in
krummlinig-orthogonalen Koordinaten, dann erhalten wir analog
zu ((10.37)) fiir die Beitrdge zweier lings der ¢;-Achse gegeniiber-
liegender Begrenzungsflichen

- (Ay hah3)(q, g2, 93)dqadgs + (Ag hahs) (g + dgi, g2, q3)dg.dgs
_ 0(Ag ah3)

3 dg:dq,dgs , (10.36)
q1
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wobei auch die /; von den Koordinaten g; abhéngen. Das gesamte
Fliachenintegral wird

O(A, hohs) (A, hihy)  O(A, hih
( (Ag hr 3)+ (Ag,h1h3) N (Agsh 2))dq1d6]2dq3' (10.37)
aql 86[2 0q3

Im Satz von Gaul muss dann in den neuen Koordinaten gelten
gilt dann

6. p_ | (G(Aqlhzhg) | HAuhhy) a(A%hlhz))
hyh;hs 0q, 0q» g3

(10.38)

Durch eine vollig analoge Betrachtung, ausgehend von fir
die dritte Komponente der Rotation, erhilt man die Darstellung

der Rotation in krummlinig-orthogonalen Koordinaten,

S5 o 1 0(A,.h 0(A,h
(VXA)ql _ ( ( e 3) _ ( q2 2) ,
hyhs 0q> 0qs3
S 0(A, h 0(A,.h
(VXA)qZ _ 1 ( ( q1 1) _ ( q3 3) ’
hihs \  0gs 0q,
N 1 6(Aq2h2) 6(Aqlh1)
VXxA), = - . 10.39
( )q‘ hih, ( 0q, 0q> ( )

Fiir Kugelkoordinaten hatten wir (g1, g2, q3) = (r, 6, ¢) und

h,=1, hg=r, hy=rsin6. (10.40)

Dabher ist h,hghy = r* sin 6 und

—

S 1 0(FA, 1 in 6A 1 0A
G4 LOrA) 1 SGin0A) 1 0% g,
rr  or rsind 96 rsin6 0¢
Fiir die Komponenten der Rotation erhalten wir
S5 1 O(sinbA 1 0A
@xd), = L domiy) 1 oA
rsinf 06 rsinf d¢
- -, 1 8A, 1 a(rA¢)
VXA)y = - -
( Jo rsinf d¢ r Or
5 o 10(rAy) 10A,
VXA, = - -— . 10.42
(VXA r or r 06 ( )
e Betrachten wir den Satz von GauB fiir das Radialfeld
F=e¢7e, (10.43)

und integrieren es iiber eine Kugelflache mit Radius R um den
Ursprung. Das gerichtete Flichenelement ist

dé = r*sin6dadg é, (10.44)



KAPITEL 10. TRAGHEITSTENSOR 106

und damit das Flachenintegral iiber die Kugelflache bei r = R
T 27 .
R? f sin 6d6 f dp F(r,0,9) - &, = 4nR*e ™} (10.45)
0 0

ist. Andererseits ist die Divergenz von F wegen (10.41)

2 2t 2
6-15):16@ Fr):la(re ):2r r o
rr  Or r2  Or r2
R L. R
= 4 f r?drV - F = 4n f Q2r —rPe~"dr
0 0
=4r rze_'g = 47R%e 7R | (10.46)

genau wie es nach dem Satz von Gauf} sein muss.
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