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12. Fourierentwicklung

Vorbemerkungen

Die Fouriertransformation ist ein wichtiges mathematisches Hilfsmittel, das bei zahlreichen
Problemen Anwendung findet, z. B. in der Optik und Akustik. Einige Beispiele:

e Schallquellen, die periodisch verdnderlichen Druck auf das Ohr ausiiben. Die Aufgabe
hierbei ist, das Signal nach Frequenzen zu zerlegen wie das menschliche Ohr.

e Wir erinnern uns, dass die Kraft auf einen geddmpften, harmonischen Oszillator als pe-
riodisch angenommen wurde. Man kann nun eine beliebige zeitlich verdnderliche Kraft
nach periodischen Kriiften F(w)e™! zerlegen.

e Wir betrachten vorab kurz Druckwellen, z. B. Schallwellen. Spater werden wir uns mit
Schallwellen genauer auseinandersetzen. Fiir diese gilt die Wellengleichung

Op(x,t) i(?zp(x,t)

ot? po  Ox?
Mit dem Separationsansatz P(x,t) = f(x)g(t) erhdlt man

2 2
d*g 2d2] (cithg 23 ];
— = v —5g(t L =t = (C = t.
f(x) 2 =V g2 g(t) = p v cons

wobei fiir die Ausbreitungsgeschwindigkeit v der Schallwellen folgende Beziehung mit der
Kompressibilitit x und der Dichte py des Mediums gilt: v? = pio; damit ist a? = ;—QC bei
einem Losungsansatz f(z) = fy e/ + f_e %,

Soll nun f periodisch (z.B. 2m-periodisch) sein, fordert man als Randbedingung z.B.
f(0) = f(2m) = 0. Damit erhélt man f(z) = fosin(ax) mit o = 0,+%,£1, 43, ... = £3¢
und A = 47,27, 37, ... Dies ergibt dann g(t) = gosin(avt + ¢) = go sin(Zvt + ¢).

Es gilt w = 27v = 27”1; = Av = v. Wir erhalten eine stehende Welle als Ergebnis.

Da es sich bei der Wellengleichung um eine lineare Differentialgleichung handelt, ist die
Superposition von Losungen wiederum eine Ldsung:

p(z,t) = an sin <gx> sin (gvt + gbn)

Die p,, und ¢,, sind z. B. durch Anfangsbedingungen wie p(z,0) und %p(m,t festzu-

M=o
legen.

12.0. Einleitung

Gesucht wird eine Moglichkeit eine beliebige Funktion f(x) nach einem Satz von Funktionen
fn(7) zu entwickeln, d.h. als Linearkombination darzustellen?:

f(x) = %:anfn(x)

Im Allgemeinen wird es sich dabei um einen unendlichen Satz von Funktionen handeln; die f,
bilden dabei eine Vektorraumbasis.

Jean Baptist Joseph, Baron de Fourier (1768-1830)
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12 Fourierentwicklung

Beispiel: Die Taylorentwicklung (0.B.d.A. bei 2y = 0)

f(ac)—Zoolﬁ "= fp=2"
N nl dz® "

n=1 =0
x™ ist Eigenfunktion zum Differentialoperator x% und eindeutig bestimmt fiir ganze nichtne-
gative n.

12.1. Fourierentwicklung fiir periodische Funktionen, Funktionen im endlichen
Intervall

Betrachen wir Funktionen auf dem endlichen Intervall [—%; —|—%], zunéchst mit den Bedingun-
gen f(—£) = f(%) und f'(—%) = f'(%). Diese Funktionen lassen sich mittels f(L +z) = f(z)
auf die gesamte reelle Achse fortsetzen und sind dann periodische Funktionen.

Gesucht wird nun ein vollstandiges'® System von Funktionen, nach denen f entwickelt werden
kann; diese sollten daher ebenfalls periodisch sein. Dazu sucht man Eigenfunktionen des linearen

Differentialoperators — (8% ) %,

- <%>2 (@) = Aa(z)

Die Losungen dieser Gleichung sind bereits aus dem Abschnitt {iber Lineare Differentialglei-
chungen bekannt, der Ansatz lautet: f(x) = acos(wz) + bsin(wx)

o Wi fi(z) = Ai(z) = A = w?

o [(=%) =F(+%) baw. f(L) = £(0) und [ (%) = f' (+§) = wL = 2mn.
w=="|neN

Daraus kann man nun folgern:

(i) Es gibt einen Satz von Funktionen der Gestalt

e (70) ) o (7))

welche im Funktionenraum bzgl. des inneren Produkts

L

(f.9) = / * da f(2)g(x)

SISl

wechselweise senkrecht aufeinander stehen.

Zum Beweis: D := — (%)2 ist ein selbstadjungierter (symmetrischer) Operator auf peri-
odischen (und differenzierbaren) Funktionen (vgl. Sdtze: Sturm — Liouville). Durch zwei-
fache partielle Integration und unter Beachtung der L-Periodizitdt von f und g erhilt

10Beweis folgt spater
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12 Fourierentwicklung

man wegen der Periodizitdt von f und g

L

[ st (— (%)) 9()

(f,Dg)

- [ () (o) 10 (o)
_ / " <<_ <%>2> f(x)) g(z) + %f(w)g(rc)

= (Df,9) (12.1)
Damit gilt fiir eine Eigenfunktion fy, d.h. Dfy = Afy,

(Fxs D) = AMfxs ) (Dfva o) = XN (fv, fa)-
Nach (12.1) gilt somit (A — N)(fx, fr) = 0, also (fr, f2) = 0 fiir A £ V.

(ii) Der Definitionsbereich der {f} und {g} in (i) ist gleich; darauf kommen wir spéter zuriick.

(iii) Es liegt eine Entartung von {cos (222%) ,sin (#2£)} vor. Wir konnen direkt nachrechnen

(partielle Integration), dass mit obiger Definition auch die Funktionen mit gleichem n
senkrecht aufeinander stehen; wir werden das im néchsten Abschnitt begriinden.

(iv) Es bleibt noch die Normierung von sin (2”%) bzw. cos (2”%) zu iiberpriifen. Dazu be-
rechnen wir die Normierung fiir die Quadrate der Funktionen und verwenden das bekannte

Ergebnis fiir die Integration von sin?(x) bzw. cos?(z):

L
2 2 L ! L ! sin? + cos?) (mn L
/2 dz sin? <—7TIT,M> = 5/1 dy sin®(rny) = 5/1 dy( o C(; ) (mny) =3

Die Rechnung fiir cos? (2”%) ergibt dasselbe Resultat.

Damit bilden also {%, % sin (27er ) , \/% cos (27er )} ein Orthonormalsystem.
Die Fourier-Entwicklung erhilt man, indem man f(z) als Summe iiber die Basisfunktionen

sp und ¢, und sog. Projektionsfaktoren a, und b, schreibt, wobei diese Faktoren von der
Projektion von f(z) auf die Basisfunktionen herriihren:

b = (fosn) =7 [ dosin (27?95) /(@)
D (fe)= = [ def()
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12 Fourierentwicklung

Damit ergibt sich folgende Darstellung fiir f(x):

F(@) = (co, Feo+ > {(ens Fen() + (sn, Fsn(@)}
n=1

2 ag + 2 i 2mne b s 2mne
=\/=5 t\/+ S S
5 anl Qy, CO! 7 n, Sin 7

Obige Gleichungen gelten fiir periodische, stetig differenzierbare Funktionen.

Die Fourier-Entwicklung mit obigen Fourierkoeffizienten a,, und b, besitzt optimale Konver-
genz und ist eindeutig. Um die Behauptung zu beweisen, betrachten wir das Fehlerquadrat @),
also die quadratische Abweichung der Fourierentwicklung (wobei wir a,, und b,, der Einfachheit
halber zu a,, zusammenfassen) von der Funktion f(z) selbst:

oder

L 2 N N
@ - [, ( Zanfn ) :<f—§janfn,f—§janfn)
) n=0
N

= (fvf) Z fmfn Z{an 5 fn +an(fn7f)}

n=0

Q@ ist dann extremal, wenn % =0< 2a, — 2(f, fx) = 0 < ar = (f, fr), also wenn die ag
Fourierkoeflizienten sind.

Das Fehlerquadrat ergibt sich dann zu: Q = (f, f) — Zn 0a2; falls limy_.oo @ = 0 spre-
chen wir von einem vollstdndigen Funktionensystem {f,} fiir die Klasse der Funktionen (in
diesem Fall periodische, stetig differenzierbare Funktionen). Die f,, sind Basisvektoren eines
oo-dimensionalen Vektorraums mit innerem Produkt (ein sog. Hilbertraum).

Falls obige Bedingungen (i) und (ii) erfiillt sind, liefert der lineare Differentialoperator D
stets ein vollstdndiges Funktionensystem. Zum Schlufy dieses Abschnitts {ibernehmen wir noch
zwei Satze aus der Mathematik iiber das Konvergenzverhalten der Fourier-Reihen:

(%) Fiir jede beschriankte und im Intervall stiickweise stetige Funktion konvergiert die Fou-
rierreihe im Mittel gegen die gegebene Funktion, d.h. der quadratische Fehler geht gegen
null, und es gilt die Parsevalsche Gleichung

[ ar=un=Xa
- n=0

SISl

(#x) Lasst sich das Definitionsintervall der Funktion in endlich viele Intervalle zerlegen, in
denen die Funktion stetig und monoton ist, und sind an den Unstetigkeitsstellen der
obere und untere Grenzwert f, bzw. f_ definiert, so konvergiert die Fourierreihe dieser
Funktionen an stetigen Stellen gegen f(z) und an unstetigen Stellen gegen £ “;f =.

Die Koeffizienten {ay, b, } sind die Fourier-Transformierten von f(x).

f(z) = {an, by}
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12 Fourierentwicklung

12.2. Komplexe periodische Funktionen

Gesucht sind Lésungen von i-L f,,(z) = wf,(z) (w reell) fiir komplexwertige Funktionen f mit

fw(o) :fw(L)' ’ \
Mégliche Losungen sind f,,, (z) = ae™™"® mit w,, = 27 wie in Abschnitt 12.1, d. h. {eﬁﬁ" n=0+1,+2 ...

bilden ein Basissystem. ‘
D= i% ist selbstadjungierter Operator fiir das innere Produkt im Vektorraum der komplex-

wertigen Funktionen,

~

(f.g) = / ® def* (2)g(e)

[l (o )

2

NS

N

(f,Dg)

Wegen der Periodizitdt féllt hier wieder der Randterm heraus.
Der Beweis zur Orthogonalitdt 148t sich analog zu Abschnitt 12.1 fiihren, hier liegt jedoch
keine Entartung vor. Es ergibt sich aber auch direkt

L L /
2 i2nn/2\ ¥ i2nnz L i27r(n—n/)ac 2 0 n#n
d$(€L>6L:.27I67L = ,
L —
L i2m(n —n') L L n=n
127inz
die normierten Basisvektoren sind e, = £ N
Komplexe Fouriertransformation:
> 1
2T
flx) = Z ap—=e L
< VL
n=—oo
L
( f) /2 d 1 'L27rnzf( )
an, = (en = r——e L x
9 7% \/Z

Beispiel (zu 12.1):

1 L=1

ist beispielhaft fiir den Schalldruck p(t) = po + f(t). Die Fourierentwicklung ergibt
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12 Fourierentwicklung

flz) = \/550 + nzl {\/ian cos(2mnx) 4+ V2by, sin(27ma;)}

L :
a, = \/5/0 dx cos(2mnx) f(x) = \/5/0 dx cos(2mnx)
\/isin(an:v) z \/isin(ﬂ'n)

= =0 0
2m™n (n> )

[«=]

Jos

a():\/—/dm—

bn = ﬂ/idmsin(%ma:): \@(_W) 3

2mn 0
_ 3 <cos(7rn) 1) _ \/5(1 —(=1)") ’
2mn 2mn
zusammen also -
1 1 — (=
=3 + nz:l sm(27ma;)

mit f(0) = % =f (%), dem Mittelwert von 0 und 1.

12.3. Fourierentwicklung im unendlichen Intervall

Bisher hatten wir Fourierreihen nur fiir auf dem endlichen Intervall L definierte Funktionen und
eventuell periodische fortgesetzte Funktionen betrachtet. Unser Ziel in diesem Abschnitt ist es,
die Fourierentwicklung fiir beliebige Funktionen auf einem unendlichen Intervall zu betrachten
(L — 0).

Zunichst sei x die Zeit ¢ (dann wére es besser L — T umzutaufen). Aus Abschnitt 12.1
kennen wir die Beziehung w, = 277 = 27v. Fiir L — oo folgt v — 0, d.h. die Frequenzen
werden ,dicht“. Fiir € := 2L gilt natiirlich ebenso € — 0 (L — o).

Betrachten wir -

f(@) = Z (Wn+1 — wp) ganeiwnm
———— 27

n=—oo
=€

und

VL
glen) = omtn = m/g

so geht f(x) fiir L — oco,e — 0 in ein Integral {iber und wir erhalten

fw) = % | dogere
o) = S / di f(x)er

Diese Fouriertransformation ist eine (lineare) Integraltransformation. Wir werden in diesem
Abschnitt noch weitere Transformationen kennenlernen, z. B. die Laplace-Transformation.

fzwnmf )
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12 Fourierentwicklung

Anmerkung: Fiir die Fouriertransformation existieren verschiedene Notationen. In der sog.

Cambridge-Notation wird der Faktor 2— der Funktion f(z) zugeordnet, fiir gewohnlich ver-
teilt man ihn jedoch symmetrisch auf f(z) und g(w).

Sei f(x) eine reellwertige Funktion. Dann gilt

* _ fiwm__i - — k() 0T
f(w)—m/ o g*(w)e ™% = m/w a5 g (—@)e

= f(z) \/_/ dw g(w)e™®
also g*(—w) = g(w) (oft: g(w) — f(w)).

Falls x sich nicht auf die Zeit, sondern eine rdumliche Koordinate bezieht, schreibt man
tiblicherweise k (Wellenzahl) statt w.

Beispiele zur Fouriertransformation:

. 1 —a<zx<+4a .
(i) f(z) = { 0 sonst . Dann gilt

sin ka

f(k) = dz f(z) e~ N
f( ) \/ﬁ/ f /“ \\\
= — dx e~ // b \
V 27T /a / 0.4 \

_ 1 (e—ika _ eika) / 02 \
—ivor S // — \\ A
2 sinka 4 \/]:
= a a

T ka

Diese Funktlon beschreibt die Beugung von Wellen an einem Spalt: Fiir Wellen gilt w? =

A2k? = (Q;F ) Bei Beugung an einem Spalt wird die Wellenzahl zerlegt in einen Antell
parallel zum Spalt und einen Anteil senkrecht zum Spalt: k* = k% + k7. In unserem
obigen Fall ist k£ durch k) = ksina zu ersetzen. Fiir kleine Winkel gilt die Abschétzung

sin o ~ a. Fiir die Intensitét erhilt man f2(k)) ~ 2a? W

- 1 &0 2 M 1 &0 —a(a? 42 _w?
flw) = — dee *" e ZW:—_/ dr e (@ +3) s

1 W2 oo+% t 1 L2 o0
= e 4a/ due” w2 @) e 4a due "
V2 —oot i V2 o0
1 2 7 1 w2
frg e 4a — e 4o

(1): Quadratische Erginzung im Exponenten
(1): Funktionentheorie: Satz von Cauchy ... (siehe letzter Abschnitt)

f(w) beschreibt wieder eine GauR’sche Glockenkurve.

Jetzt wollen wir noch kurz zwei weitere Transformationen angeben:
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12 Fourierentwicklung

. Laplace-Transformation Diese Transformation findet in der Physik haufige Anwendung, zum
Beispiel bei Einschaltvorgéngen.

F(p) = LIf] = /0 Tt f (1)

Thre Umkehrung ist
1 C+ioco
dz F(z)e*

C—ioo

. Mellin-Transformation

F(p) = M[f] = / R )

0

Beide Transformationen sind lineare Integraltransformationen, welche sich zur Behandlung li-
nearer Differentialgleichungen eignen. Da wir im Rahmen dieser Vorlesung nicht weiter darauf
eingehen wollen, verweisen wir den interessierten Leser auf die Funktionentheorie.

12.4. Fouriertransformation von Ableitungen, ,Faltungen®
e Wir bilden die Ableitung & mit f(x) \ﬁ [, dk f(k)etke:

~——

dw m/ ’“) dk = (%)(k):ik;f(k)

o Faltung Wir bilden

mit
! Zk’
flo) = o= / g
und

1 o0 ~ ik (x—
gz —y) = E/ dk" (k" )e Hemn),

Die darauf angewandte Fouriertransformation ergibt
W) = —L / “dohle)e = oo [ e [ ay () gla - et
—00
= o [y [ do—giata =~ e fg)e = g !

Eine Faltung geht bei Fouriertransformation also in ein Produkt aus Fouriertransformatio-
nen iiber. Umgekehrt kann man ebenso aus einem Produkt von Fouriertransformationen
durch Riicktransformation eine Faltung erzeugen.
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12 Fourierentwicklung

12.5. Parseval’sche Gleichung fiir Fouriertransformationen (im unendlichen
Bereich)

In Abschnitt 12.1 haben wir fiir endliche L gezeigt:

+3 rthogonalitit! =
(1.0 = [ [ F@fade TS, 2

Spéter (Abschnitt 12.3) haben wir dann L gegen unendlich streben lassen. Die Summe {iber
die a,, geht dann iiber in ein Integral: fj;o dw % Mit %an = g(wy) folgt

+oo +oo
(0= [ @@= [ g
Dafiir sollten f und g ,quadratintegrabel sein.

Bemerkung: Wir betrachten das innere Produkt von zwei Eigenfunktionen \/LQ_Weik"” = fr(x):

1 [t , "y 1 [t 1
(fk, fk’) = _/ dr e—zlme—Hk T _ _/ dr e—z(k—k )z —9 (12.2)
21 J_o 2 J_ o

Fiir diskrete k& konnten wir obigen Ausdruck schreiben als d/, wobei hier das Kronecker-
Symbol gemeint ist. In (12.2) handelt es sich aber um eine Funktion von (k — &’). Die Losung
dieses Problems fiihrt uns zur Dirac’schen §-Funktion.
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13 Dirac’sche d-Funktion, Distributionen

13. Dirac’sche )-Funktion, Distributionen

13.1. Die Dirac’sche 5-Funktion

Wir betrachten eine lineare Integraltransformation

+o0 '
F(p) = / dx3(p — ) f(z) = F(p) (13.1)

— 00

Das Integral soll also genau den Wert von f an der Stelle p annehmen,
wobei f eine beliebige (integrable) Funktion ist. Zunéchst ist klar, daf

d(p—x) keine gewdhnliche Funktion sein kann. Wir wihlen zur Berechnung 1
zunéchst eine Kastenfunktion a
1 a
— firlp—z| < = .
dolp—z) =% a Ip—al < 2 P
0 sonst

Offensichtlich ist fj;o dx §(p — ) = 1. Nach dem Mittelwertsatz folgt mit
5 <(p-7)<3

+oo
Fu(p) = / 4z 6a(p — 2) () = [(2)

—00
Zwar ist lim,_,0 F,(p) = f(p), wir kénnen den Limes aber nicht unter das Integral ziehen. F,(p)
ist eine lineare Integraltransformation, lim,_.g F,(p) aber nicht! Jedoch ergeben die F,(p) fiir
a — 0 eine Folge von linearen Funktionalen, die in einem vollstdndigen metrischen Raum gegen
das d-Funktional konvergieren.
Gleichung (13.1) ist also symbolisch zu verstehen. Solche Funktionale bezeichnet man als
Distributionen (Funktionen, die nur unter dem Integral existieren).

Anmerkung: In der Mathematik ist ein lineares Funktional eine lineare Abbildung von einem
Vektorraum bzw. Funktionenraum (Dualraum) auf einen Zahlenraum. Lineare Integraltrans-
formationen sind spezielle Funktionale, welche in der linearen Algebra auch durch ein inneres
Produkt dargestellt werden. Auch Gleichung (13.1) ist ein solches inneres Produkt.

13.2. Fouriertransformation und /-Funktion

L 3 e
Wir setzen a,, = % fjﬁ dz f(Z)e ?™"L in f(z) = ﬁ +o0 a,e®™"L ein und erhalten
2
W=7 > [ s
n=—oo 2

Dieser Ausdruck beschreibt ein §-Funktional f(-) — f(z). Durch Vertauschung von Integration
und Summation ergibt sich formal

o5 e
f@, = [ ds {% > }f(:f)

1 in 2=t - .
= |7 Z ™" =6§(x —z) (hier auf [—%;%])
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13 Dirac’sche d-Funktion, Distributionen

Fiir den Grenzfall L — oo erhalten wir mit Aw = 2% (s. Abschnitt 12.1)

1 +oo ) _
dw %) = §(z — T).

2r J o

Damit vereinfacht sich auch die Orthogonalitétsbeziehung (siehe S. 31):

1 [T o 1 [t b ke
dx e~ k—K)w — / dz e~ {(k—HK)z S0 Sk — K,

27 ) oo T2 e

d.h. d;; ist durch 6(k — k') zu ersetzen.

13.3. Rechnen mit /-Funktionen

Anmerkung: Wenn Sie sich unsicher fithlen, dann setzen Sie zunéchst ein Folge {d,(z)} von
normalen Funktionen ein und bilden dann den Grenzwert fiir n — oo, d.h. a — 0.
Sei beispielsweise 0, (z) = ne~ ™% Dann ist

+oo 2,2 oo 2
/ dene ™% = / dye ™ =1
—0o0 — 0o

und d,(z) eine Gauk’sche Glockenkurve, welche mit wachsendem n ein immer schérferes, stei-
leres Maximum erreicht.

Fiir die J-Funktion gelten folgende Rechenregeln
() J23 da’ 0(a’ = 2)f (o) = f(w)

(i) Substitution: 2" = —2’ = §(a’) = §(—2'), denn

[T arsensa = - [ aitseansa)

oo +o0
+00
_ / dz" §(—") f(—z") = £(0).

(iii) 6(azx’) = £d(z'), denn

|al
—+oco —+oco aCL‘/ CL$/
[ st 2 [T s (D) < 25(0).

—00 —00

Die Rechnung fiir a < 0 lduft analog.

(iv) Wir berechnen 6(f(z)) fiir einfache Nullstellen von f(z) bei x1,...,x,, dort gilt also
@ # 0. In kleinen Umgebungen der Nullstellen ist f(z) = %‘ (x — x;) (Tay-

dx
T=x; T=x;
lorentwicklung bis zur ersten Ordnung) und damit nach (iii)

5 @) = 3 el )
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13 Dirac’sche d-Funktion, Distributionen

(v) Die Ableitung einer J-Funktion erhalten wir durch partielle Integration, wobei der Rand-
term wegen der Auswertung bei —oo und 400 verschwindet:

+oo +oo
| wd@r@ == [ des@)s @ =0

Diese zunéchst fraglich erscheinende partielle Integration einer Distribution l&fst sich recht-
fertigen, indem wir wieder zuerst die Formel fiir eine Folge von Funktionen durchfiihren
und dann den Grenzwert bilden.

13.4. Mehrdimensionale §-Funktionen

Wir wollen die dreidimensionale §-Funktion d3(# — Zp) berechnen, fiir die gelten soll:

+oo +o0 +o0
/ d:l?l/ d:l?g/ d$353(l_"— fo)f(f) = f(f(]) .

Wir kénnen daher auch formal d5(Z — 7o) = 0(z1 — xo, )0(z2 — 0, )0 (x3 — zo,) schreiben, wobei
die drei eindimensionalen §-Funktionen getrennt unter den jeweiligen Integralen zu berechnen
sind. Vorsicht: Das Produkt von Distributionen, z. B. §?(z) ist nicht wohldefiniert!

Kommen wir zuriick zur Elektrostatik. Dort hatten wir folgende Gesetzméfigkeiten gefunden:

o div E() = &2

€0

>

o [,da- E = fy &3r or) — % (GauR’sches Gesetz)

€0

o E(F) = = [ d®r' £ @) (7" — 1) (Coulombgesetz fiir kontinuierliche Ladungsverteilung)

4meq ‘F—F"S

Fiir eine Punktladung bei 7 = 0 gilt dann E(7) = 47350 ?F(I? und damit div E = 0 fiir 7 # 0, weil
dort p(r) = 0.
Fiir eine Punktladung erhalten wir somit

Setzen wir dies in obige Gleichungen ein (der geneigte Leser moge dies zur Ubung tun), erhalten
wir das korrekte Resultat.

Betrachten wir nun Ay = divgrad g = —2 ()

eo
o1 3./ p(i™)
#lf) = 47T€o/d A
Mit p(7) = —d3(7)ep ist Ap = d3(7) und

o) = 2 [ B0 - L~ )

471'80

, wobei

Diese Funktion ist das Inverse des Laplace-Operators und wird fiir gewdhnlich als Greens-
Funktion bezeichnet. Wir setzen die Greens-Funktion in die allgemeine Formel fiir ¢(7) ein und
erhalten

. 1 p() 1 Y
— d3 / - _ = d3 / = "
o) = o [ B = — [ ar— ) i)

Der so entstandene Ausdruck hat die Form einer Matrixmultiplikation ) , G, p,!
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13 Dirac’sche d-Funktion, Distributionen

13.5. Auffinden der Greensfunktion mit Fouriertransformationen

Wir betrachten

[AG(7) = —0(7) |

und fithren die Fouriertransformation von G(7) ein:

- 1 o
6F = o / B e R TG
™
1 -,
G() = > )%/d%ezk’“a(k:)
™
1 e P o
a0) = oo / &k (iF)2FTGR) = —0(7)
)2
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Dies entspricht den vorherigen Berechnungen der Greens-Funktion!
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