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14. Lineare partielle Differentialgleichungen, die Wellengleichung

14.1. DGL-Typen, Anfangsbedingungen, Randbedingungen
14.1.1. Elliptischer Typ

Die Poisson’sche Differentialgleichung haben wir schon kennengelernt:

wobel A = aa—;g + g—; + 5)—;2 ein Differentialoperator vom elliptischen Typ ist.

14.1.2. Hyperbolischer Typ

Die Wellengleichung (auf die wir in Kiirze weiter eingehen werden) ist vom hyperbolischen Typ:

¢ o 1
ox?  Oy? 022 2 ot?

) A(z,y,z,t) =0

14.1.3. Parabolischer Typ

Die Wérmeleitungsgleichung
02 10u
a2 @D = T
ist von parabolischem Typ, ebenso die Schrédingergleichung:
L0 5 07

allerdings ist die Funktion ¢ hier komplexwertig.

14.1.4. Rand- oder Anfangsbedingungen

Um bei Differentialgleichungen eindeutige Losungen zu finden, muss man Rand- und/oder An-
fangsbedingungen stellen (ein reichhaltiges mathematisches Themal!), z.B. ist bei der Poisson-
Gleichung das Potential ¢ (Dirichlet’sche Randbedingung) oder auch V¢ (Neumannsche Rand-
bedingung) auf der Leiteroberfliche vorgegeben.

14.2. Herleitung der Wellengleichung

Wir leiten nun die Wellgleichung aus den Maxwellschen Gleichungen fiir das Vakuum (strom-
und ladungsfrei) her:

3 ]
diVEZEZO, rot B = ———
€0 ot
= - . 10E 10E
divB =0, rOtB:M0]+c_2§:c_2§

42



14 Lineare partielle Differentialgleichungen, die Wellengleichung

Damit ergibt sich

rotrot E=V x (Vx E) = VV-E—AE = —rot — = —
9

es gilt also
NP o (14.1)
c2 o2 e ’

Vo6llig analog leitet man fiir das magnetische Feld her:

rotrot B = V x ( ><B):vv-B—AB:rotC—QW:c—Q§<V><E>
_ _1o(9B
2ot \ ot ]’

Damit erhilt man

14.3. Loésung der Wellengleichung in einer Dimension

c2 o2
rentialgleichung; man kann ihre Losungen also superponieren.
Mit dem Separationsansatz A(z, t) = f(z) g(¢t) kann man obige Gleichung umschreiben:

<dd_;f(a:)> 9(t) = cizf(x) (ccli_;g(t)>

d f(x) d?g(t)

dr? dt?

fl) e g(t)
Die linke Seite ist nun nur von z, die rechte nur von ¢ abhéngig, d.h. beide Seiten sind gleich
einer von x,t unabhingigen Konstanten —k2. Das fiihrt uns zu zwei bereits bekannten Diffe-
rentialgleichungen (vgl. harmonischer Oszillator):

f'(x) = =k f(x), ¢"(t) = K> g(t).
Die allgemeinen Losungen im Komplexen bei festem £ sind dann

f(l‘) _ Aeilm + Be—ilm und g(t) — Ceikct + De—ikct,

. .. . 2 2 . . .
Wir gehen von der eindimensionalen Form 8—2 — L) A(x, t) = 0 aus, einer lineare Diffe-
g Oz ) )

oder besser:

wobei A, B,C, D von k abhingige Konstanten sind.
Damit erhalten wir

A(.%',t) — AC eik(af-i—ct) + BD e—ik(x-i—ct) + AD eik(a:—ct) + BC e—ik(a:—ct)

Die allgemeine Lisung mit obigem Ansatz ist schlieRlich:

1 e ) '
A, t) = E/ dk (a(k) etk (z+ct) + b(k) eflk(m—ct)>

mit a(k) = a*(—k), b(k) = b*(—k) fiir reelle A(z,1).
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14 Lineare partielle Differentialgleichungen, die Wellengleichung

(i) Betrachten wir folgende Randbedingungen:

(i)

1. A0, t) = % [ dk (a(k) et + b(k) e~iket) = \/%7 [ dk (a(k) + b(—k)) ekt = 0
9 A(L, t) — \/Lg_ﬂ f dk (a(k) etkL gikct 4 b(k)) etkL e—ikct)
— \/% [ dk (a(k) e + b(—k) e7*L) ekt = o

Wendet man nun die Umkehrung der Fouriertransformation an, so erhilt man a(k) =
—b(—k) (aus 1.) und a(k) e** = —b(—k) e~**~ (aus 2.). Damit ergibt sich direkt

a(k) eikL _ a(k) efikL’
d.h. sin(kL) =0, also kL = nm mit n =0,4+1,£2,...
Fazit: k = k,, = 7 ist diskret, a(k) und b(k) sind é-Funktionen! Wir notieren als Ergebnis
+o0o

Az, t) = \/% Z <an6ikn(m+ct) _ aineikn(mfct))

n=—o0o
Betrachten wir nun die Anfangsbedingung

Ao(m):\/% S (an e+ (—azy) o) (14.2)

n=—oo

welche fiir x = 0, L 0 ergibt, wie erforderlich.

Wihlen wir L = 2L, also das doppelte Intervall wie zuvor, so kann man Gleichung (14.2)
auch folgendermafien formulieren:

Ao($):% > %(an—amz’”n% (14.3)

n=—oo

Diese Formulierung beruht auf der Tatsache, dass man Ag(x) im Prinzip beliebig peri-
odisch fortsetzen kann: A (w + é) = —Ap(x).

Fiir a, = a*,,, d.h. fiir reelles Ay, erhalten wir

Ao(z) = —\/% S Im(a,) sin(kyz)
n=1
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14 Lineare partielle Differentialgleichungen, die Wellengleichung

Ahnlich gilt

. 1 > A A
Ap(z) = \/—2_7T Z (an ikpce®™® 4 a_iky,c e’k””C)
n=—oo

o0

= Z (an—i—a_n)iknceik”x
—~—

n=—00 S
an

e}

= Z 2Re(ay) i ky cetn®

n=—oo

_% Z Re(ay,) sin(k,z)
n=1

Die Fouriertransformation von Ag(z) und Ag(z) liefert also Im(a,) und Re(a,,). Diese in
A(z,t) eingesetzt ergeben die Losung des Problems!

14.4. Exkurs: Elektromagnetische Wellen

Zum Abschluss des Kapitels iiber partielle Differentialgleichungen werden wir noch einige
Grundeigenschaften elektromagnetischer Wellen herleiten:
Wir gehen aus von der Wellengleichung fiir elektrisches und magnetisches Feld:

102\ -, . 1 0%\ 5, ~

Der (Wellen-) Ansatz

—

E(7t) = By l@=F)_ B(7 t) = Byel@t=F" (14.5)

liefert, in (14.4) eingesetzt,

1 — . 7= g 1 - ; L= —
<(Z/€)2 _ _Z(iw)2> Ey ez(wt—lﬂ’) =0, ((2k)2 _ —Q(iw)2> By ez(wt—kr) =0,
c c
also die Dispersionsbeziehung “6’—22 — k2 =0. Mit || = 2 und w = 27w folgt die bekannte Formel
c=Av.
Mit Hilfe der Maxwell-Gleichungen erh&lt man des weiteren

-

k'EOZO, E-§0:0:>E0,§0LE,

aullerdem w . ~ .
]{?XEOZCUBO, kaO:——QEO E EOJ—B07 ‘E0’:C’BO’
c

und schlieilich

I L o 1 2 - = ko
By x By = —Fy x (k:x Eo) = SE2 - Z(Ey k) By = "E2.

w w w w
Die Superposition von ebenen Wellen ergibt die allgemeine Losung

E(ﬁ t) = Z/dBk Eo,i(E) ei(iu}(k)t—]g-f') .
+
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14 Lineare partielle Differentialgleichungen, die Wellengleichung

Realteil bzw. Imagindrteil ergeben dann reelle Losungen. Die allgemeine Losung fiir E(f', t)

ergibt sich analog.
Dies ist ebenfalls ein Fourieransatz, wobei die Wellengleichung zur Dispersionsbeziehung

fiihrt.
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15 Bemerkungen zur Funktionentheorie

15. Bemerkungen zur Funktionentheorie, Vorrede zur
Greensfunktion der Wellengleichung

15.1. Funktionentheorie

Allgemein behandelt die Funktionentheorie Funktionen mit komplexem Definitions- und Wer-
tebereich:
f(z) =u(z,y) +w(x,y) mit z = x + iy wobei x,y € R

Der Funktionentheorie kommt eine Schliisselrolle in der Mathematik zu, sie stellt die Basis
fiir die ,klassische Mathematische Physik“ dar. So lassen sich beispielsweise die wichtigsten
linearen Differentialgleichungen — i. A. mit nicht konstanten Koeffizienten (Gleichungen der
Fuchs-Klasse) — im Komplexen iibersichtlich mit Methoden der Funktionentheorie behandeln.

Eine wesentliche Eigenschaft der betrachteten Funktionen ist ihre Analyzitdt. Eine Funktion
heifft analytisch, wenn ihr Grenzwert existiert und richtungsunabhéngig ist:

flz+Az) - f(2)

|Az|—0

wobei man die fiir komplexe Zahlen iiblichen Betragsdefinition verwendet:!!

|Az| = v/ Az? 4+ Ay?

Analytische Funktionen sind z. B. 2", sin(z), e?, lg(z).
Wihlt man Az = Az, iAy, so ergeben sich folgende Beziehungen:

u(z + Az +iy) —u(zx +iy) +iv(z + Az +iy) —iw(z +iy)  Odu . Ov

li R S
\Aalcrﬁio Ax ox + Z@x
—  lim u(x + iy +iAy) —u(z +iy) + vz + iy +idy) —iv(z +iy) 1 @%—z@
C|Ayl—o0 1Ay i\ Oy oy

Da w und v reellwertige Funktionen sind, ergibt der Vergleich von Real- und Imaginérteil obiger
Gleichungen die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen:
0 0 0 0
z_r 2T (15.1)
or Oy oy ox
Diese zentrale Bedingung fiir analytische Funktionen kann man z. B. durch Hinzunahme einer
dritten Koordinate als Bedingung fiir die Wirbelfreiheit zweier Vektorfelder in R? ansehen:

U v
Vx| —v | =0, Vx| u | =0
0 0

Wendet man diese Beziehung auf den Satz von Stokes an, so erhélt man direkt den Satz von
Cauchy:

u u v

fdf. —v :/daﬁx —v | =0 bzw. j{df- u | =0
0 0 0

"Definition der Analysis: Eine Funktion heift analytisch (oder holomorph /regulir) in einem offenen, zusam-
menhéngenden Gebiet A C C, wenn sie fiir alle z € A eindeutig und differenzierbar ist.
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15 Bemerkungen zur Funktionentheorie

Dies bedeutet

j{udm—vdy:O bzw. fvd:r—kudy:()

== %(u—i—iv)(daz—i—idy) =0,

also

j{f(z)dz =0 (15.2)

Das bedeutet, das Integral einer holomorphe Funktion f(z) iiber eine geschlossene Kurve ist
identisch 0. Das von der Kurve umrandete Gebiet muss allerdings einfach zusammenhingend
sein, d. h. es darf keine Singularitdten (Pole, Schnitte) enthalten.

Ein Beispiel einer Funktion mit Pol bei zg ist f(z) = Gosm mit c€ Cundn €N \ {0}; eine
Funktion mit Schnitt ist z. B. f(2) = v/z — 2.

Nun verwenden wir den Satz von Cauchy, um den Residuensatz herzuleiten. Dazu bilden wir
das Integral § f(z)dz entlang einer Kurve, die einen Pol z; einschlieft:

y
4

Man zieht dazu die Kurve auf einen kleinen Kreis um zp zusammen: das eingeschlossene Gebiet
ist singularitdtenfrei und man kann sich eine geschlossene Kurve, gebildet aus C, dem (negativ
gewdhlten) entgegengerichtetem Kreis und zwei Verbindungslinien, denken.

) 1 2 ip
j{cf(z)dz = é{reisf(z)dz = /d(re“?)mw = z‘/o d¢:“z—i¢ = 2mi

Enthélt das Gebiet N Pole bei z = z; derart, dass f(z) = Hiziizi gilt, so erhédlt man den
Residuensatz:

N
]{f(z)dz = Z 2me; (15.3)
i=1
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15 Bemerkungen zur Funktionentheorie

15.2. Die Greensfunktionen der Wellengleichung mit Quelle

Wir gehen von der Wellengleichung mit Stromquelle aus:

1 0%\ - -
A—S— | AT, t) = J(T
( ¥ atQ) (7, t) = J(F, 1
Hierbei fordern wir, dass

. 1 o0 o
A1) = | o [drat,fyetrtn

- 1 00 I -
I = G / dw / &k j(w, k) " @R

gilt (vgl. Abschnitt 14.3, hier in 3 Dimensionen). Setzen wir diese Funktionen in obige Wel-
lengleichung ein und vergleichen die Fourierkoeffizienten @(w, k) und j(w, k), dann erhalten wir
die Beziehung

<_ (iz’z)z + (u?)?) (w0 F) = . B) —  dw,R) = ((5)2 - 152>1 J(w. k),

und

-1
wobei der Ausdruck ((%)2 - kz2) die Fourier-Transformation der Greensfunktion darstellt,
siehe auch Abschnitt 13.5. Daraus ergibt sich wieder die Greensfunktion

ez (wt— kr
G(7,t / dw /d3
27r )

—

A(F ) = / dtPPGFE -7 t—t)J(F, 1),

und wir erhalten

also wie im Falle der Elektrostatik eine Faltung (vgl. Abschnitt 12.4).

Das Problem bei dieser Greensfunktion ist die Singularitdt des Integranden m
k2 = (%)2, wir bendtigen hier also eine Integrationsvorschrift. Fiir eine Losung dieses Problems
verweisen wir auf die Elektrodynamik-Vorlesung und wenden uns wieder einfacheren Themen

zZUu.

bei

15.3. Anwendungen des Satzes von Cauchy und das Residuensatzes
15.3.1. Integration iiber Singularitidten

Im Abschnitt 13.5 hatten wir ein Integral der Form fooo dmsmT(I) zu berechnen, wir haben damals
ohne Begriindung als Ergebnis § verwendet. Hier folgt nun die Begriindung:

/oo dxszn(l,) _ 1/00 " eix —e —iT i e’} dz eiz _ e—iz
0

x 2 2ix 43 z

—00

Wir integratieren also {iber die reelle Achse. Nun muss man allerdings erkldren, wie man das
Integral um z = 0 berechnet. Die reelle Funktion Sm(m) ist bei z = 0 nicht singulir! Wir zerlegen
daher die komplexe Ebene entlang der reellen Achse in die obere und die untere Halbebene.
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15 Bemerkungen zur Funktionentheorie

Der Beitrag bei z = 0 errechnet sich zu
iz _ ,—iz
dz< < (
z

Ltizd. )= (—izt.) 2z _
z z ’

ist also infinitesimal. Beachtet man, dass e¢** — 0 fiir Im(z) — oo bzw. e =¥ — 0 fiir Im(z) —

—o0 gilt, kénnen wir das Integral einfach aufteilen.

(i) Wir integrieren zuerst iiber die obere Halbebene, also entlang I: ¢ dz%. Man schliefst den
Integrationsweg in der oberen Halbebene. Das Integral {iber den Halbkreis mit Radius R
geht fiir R — oo gegen 0. Da der Integrationsweg geschlossen ist und der Pol bei z = 0
aukerhalb der von I umrandeten Fliche liegt, ist das Integral identisch 0.!2

(ii) Jetzt schlieft man den Integrationsweg in der unteren Halbebene, der Pol ist diesmal

enthalten: fj;
Integrationsrichtung 3911

b

e—zz _ .
— = 2mi.

Somit kann man nun das Integral berechnen und erhilt, wie behauptet

© sin(x) 1 N T
/O da = S(n(-2m) =T

T iy

15.3.2. Fourier-Transformation der Gaull’schen Glockenkurve

a2 . .
= e~ *" welche wir nun transformieren:

ax -Hkx) (15_4)

ox? —ikx _

V 2” /

f(k) = \/%/ dxe”
- = / 2+“”+<s’z><éi>):¢%e—a<2z>2 / Cdpeeleri)

dre”

2Das Gebiet ist einfach zusammenhingend!
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Nun gehen wir fiir die Berechnung des iibriggebliebenen Integrals unter Verwendung von z =
z+ % zum Komplexen iiber:

—a(z—i—i)Q s —az? = —az? s —az?
dze 2a) = dze = dze + dze (15.5)
Creell Ckomp]ex Chreell CRechteck

komplex Kk

ol

rell

Da in dem Gebiet, das durch die reelle Achse Creenn und durch die um % verschobene komplexe
Achse Clromplex festgelegt ist, keine Singularitéten auftreten ist das Integral iiber die Rechtecks-

fliche nach dem Satz von Cauchy identisch 0. Daher kénnen wir wieder in das Reelle {ibergehen.

ik \2 _ 0 1
dze—(++35) :/ dz e 0% :/ dre o = —_ (15.6)
/;reell Cleell —00 V 200

Durch Einfiigen von Gleichung (15.6) in Gleichung (15.4) sieht man, dass die Fouriertransfor-
mierte einer Gauf-Funktion wieder eine Gauffunktion ist:
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