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W'XZY[W�Y]\_^2`	a�b�c�d�e�fhghi2f�jlkmf	n�oqp�esrht�f	n*uvf	n�e�fhgxw9kmf�rhpvesr*tCf�nhuvf	n�e�f
y z�{�y|{Hy|{_}v~�~��������������q�&�0���'�
�����6�m�%�������%���������|�������	�������q���H <¡�¢£¡��������q¤'�'¢_�s <¥	���I¦����9�����|�%�¨§ ���'�|���'¢ ��¡������q��©

∆φ(r) = −ρ(r)
ε0

,

¦Z�%¥	���
∆ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2

�����¨�����������������H <¡��%ª	���� <���%�?« �%¬U��¡�¡���ª'���������|���®°¯qªI������±

y z�{�y|{�²	{_³9�&�|�&�l´|µ�~��¶�����q�&�x���&�
�����x·]��¡�¡����'¢£¡��������q¤'�'¢-¸¹ <¤&º	»&���x¦����*���½¼P¾'��¿��x¦Z���������°�����'¢ ���|���À¦0����»'���ÂÁ�������« �%¬Ã��¯�ª	����¥��%¡��������|���,h¯�ª�©

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
− 1

c2
∂2

∂t2

)
A(x, y, z, t) = 0

y z�{�y|{�Ä	{_Å�Æ��[Æ|´|µ�~����Ç�����&�x���&�
�����J·ÉÈ<��¬½��¡�������¤'�'¢ ��¢£¡��������q¤'�'¢

∂2

∂x2
u(x , t) =

1

κ

∂u

∂t������« �%�Iªs <�� <¥	�%¡��������|��¬Êh¯�ª�Ë|��¥	���|���À»&���VÌ����'��Íq»&���'¢ ����¢£¡���������¤'�'¢|©

i~
∂

∂t
φ(x, t) = −~2 ∂

2

∂x2
φ(x, t) + . . .

 <¡�¡�����»&���'¢ �9�����9»&���6Î'¤'�'§������%�
φ
�'�����9§ �%¬Àª'¡���Ï�¦0��������¢|±

y z�{�y|{�z�{_Ð�Æ|ÑqÒ'ÓPµ�Ò|�&��Ô�Ñ�ÕBÆsÑ�Ö|��´'��ÒÂ��Ñ�Ö	×|Ñ�Ö|�&Ñ
Ø�¬Ù¥	���������������������H <¡�¢£¡���������¤'�'¢ ���®�����|»'��¤'����¢ �JÚ�Í£��¤'�'¢ ���-¿Û¤,Ü|�|»'����Ë�¬�¤|���Z¬, <�ÞÝ� <�|»�ßm¤'�|»sà<��»'���0á��&ß
º[ <�'¢ ��¥��Û»&���'¢£¤'�'¢ ���â������¡�¡����ã¸������¨���������'�s <¡�����¢ �Û�P¬, <���|��¬, <���������|�Û�Jx�|��¬, &ä¶Á�ËÂ¿ ±�åP±|������¥�����»'�����v�%�������%�&ß
æ ¡���������¤'�'¢R»| %�h�v�%�����q���H <¡

φ
¸������������'¡������������|�PÝ� <�|»&¥	�Û»&���'¢£¤'�'¢qÁ*��»'���Z <¤|��� ~∇φ ¸�ç���¤'¬, <�'�|�����|�?Ý� <�|»�ß

¥	�Û»&���'¢£¤'�'¢qÁ9 <¤&º*»'���?Ú������������%¥	���lèÂÈ%���|�V« �%��¢ ��¢ ��¥�����±

W'XZYHéhY]êVe�ë�ì�e	t�í£uvf	nîrve�ëJïðe�ìHì�e�f�nhì�e	t�ñ�òvumf�n
·î���?¡����������ó��¤'�â»&����·]��¡�¡�¢£¡���������¤'�'¢¨ <¤|��»'���óôâ Ï�¦0��¡�¡������|��� æ ¡���������¤'�'¢ ���âº�¾'��»| %��õ° <§q¤'¤'¬ö¸��������%¬Rß
¤'�|»Þ¡H %»&¤'�'¢ �lº�������Á0�|����©

»&��« ~E =
ρ

ε0
= 0,

���%� ~E = −∂
~B

∂t

»&��« ~B = 0,
���%� ~B = µ0

~j +
1

c2
∂ ~E

∂t
=

1

c2
∂ ~E

∂t

÷�ø
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�J <¬À���?����¢£��¥'�?�������

���%�'���%� ~E = ~∇× (~∇× ~E) = ~∇~∇ · ~E − ∆ ~E = − ���%� ∂ ~B
∂t

= − ∂

∂t
(~∇× ~B)

= − ∂

∂t

(
1

c2
∂ ~E

∂t

)
,

�Û��¢£��¡��� <¡����
(

∆ − 1

c2
∂

∂t2

)
~E(~r, t) = 0

¸���÷|±���Á
õPÍ%¡�¡���¢2 <�s <¡��%¢½¡����������9¬, <�Þº�¾'�9»| %��¬, <¢£�|�����������|�VÎs��¡�»Þ�|����©

���%�|���%� ~B = ~∇× (~∇× ~B) = ~∇~∇ · ~B − ∆ ~B =
���%� 1

c2
∂ ~E

∂t
=

1

c2
∂

∂t

(
~∇× ~E

)

= − 1

c2
∂

∂t

(
∂ ~B

∂t

)
,

�J <¬À���?�����sÈ<¡��9¬, <�
(

∆ − 1

c2
∂

∂t2

)
~B(~r, t) = 0 .

W'XZY��hY]`���o�umf�n rve�ëJïÙe�ì�ì�e�f	n*ì�e	t�ñ�òmuvf	n t�f e	tCf�e�ëÀ\-t�� e�f	o t
	*f
·î����¢ ���|���â« �%� »'���6�����|»&��¬½���|�����%�s <¡���� Îs�%��¬ (

∂2

∂x2 − 1
c2

∂2

∂t2

)
A(x, t) = 0

 <¤|��Ë	�����|���J¡����|�� <���R�����	��ß
���������H <¡�¢£¡���������¤'�'¢��	¬, <�Þ§£ <�'�I���'���6Ú�Í£��¤'�'¢ ���® <¡����½��¤'ª	����ª	�%�'����������±
ô®���9»'��¬ Ì���ªs <�� <�����%�|�� <�|�� <��¿

A(x, t) = f(x) g(t)
§% <�'�¨¬, <�I�%¥'��¢ � æ ¡���������¤'�'¢,¤'¬½�����'������¥	����©

(
d2

dx2
f(x)

)
g(t) − 1

c2
f(x)

(
d2

dt2
g(t)

)

��»'����¥��Û��������©
d2f(x)

dx2

f(x)
=

1

c2

d2g(t)
dt2

g(t)������¡����'§ �½Ì��������V��������¤'�â��¤'�P« �%�
x
ËÂ»&���V���Û���q���R��¤'�P« �%�

t
 <¥'�sÈ<�'¢£��¢|Ë�»�± ��±s¥	����»'�ÀÌ����������â�����|»¨¢£¡��������

�����|���6« �%�
x, t

¤'�s <¥'�sÈ<�'¢£��¢ ��� ¼��%�|���� <������� −k2 ±��J %��ºC¾'�'���J¤'�|�6¿Û¤ ¿Û¦Z���h¥	�����������P¥���§£ <�'������� ��������ß
���������H <¡�¢£¡���������¤'�'¢ ��� ¸C«�¢£¡[±&�s <��¬½�%�'�������|�������¿Û��¡�¡H <���%�ÇÁ�©

f ′′(x) = −k2 f(x), g′′(t) = −k2c2 g(t) .
������ <¡�¡�¢ ��¬½�����|���®Ú�Í£��¤'�'¢ ���I��¬U¼��%¬Àª'¡���Ï&���®¥����	º¹�Û������¬

k
�����|»Þ»| <�'�

f(x) = Aeikx +B e−ikx ¤'�|»
g(t) = C eikct +D e−ikct ,

¦Z�%¥	���
A,B,C,D

« �%�
k
 <¥'�sÈ<�'¢£��¢ �6¼��%�|���� <�������â�����|»�±

�J <¬À���?�����s <¡������®¦����

A(x, t) = AC eik(x+ct) +BD e−ik(x+ct) +AD eik(x−ct) +BC e−ik(x−ct)

������ <¡�¡�¢ ��¬½�����|��Ú�Í£��¤'�'¢½¬À���9�%¥'��¢ ��¬Êá��|�� <��¿J�����9�����'¡������£¡�������©

A(x, t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dk
(
a(k) eik(x+ct) + b(k) e−ik(x−ct)

)

¬À���
a(k) = a∗(−k) Ë b(k) = b∗(−k) º�¾'�����Û��¡�¡��

A(x, t)
±

÷��
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�£±
A(0, t) = 1√

2π

∞∫
−∞

dk
(
a(k) eikct + b(k) e−ikct

)
= 1√

2π

∞∫
−∞

dk (a(k) + b(−k)) eikct ≡ 0

ø&±
A(L, t) = 1√

2π

∞∫
−∞

dk
(
a(k) eikL eikct + b(k) eikL e−ikct

)

= 1√
2π

∞∫
−∞

dk
(
a(k) eikL + b(−k) e−ikL

)
eikct ≡ 0

·]���|»'���À¬, <� �q¤'� »&���_Ø�¬À§ ���'��¤'�'¢ »'���ÀÎ|�%¤'������������ <�|�lº¹�%��¬, <�����%�î <��Ë����ó�����sÈ<¡��À¬, <�
a(k) =

−b(−k) ¸¹ <¤|���£±¶Áx¤'�|»
a(k) eikL = −b(−k) e−ikL ¸¹ <¤|��ø&±¶Á�±|�J <¬À���?����¢£��¥'�?�������¨»&������§��

a(k) eikL = a(k) e−ikL ,

»�±l��±
sin(kL) = 0

Ës <¡����
kL = nπ

¬À���
n = 0,±1,±2, . . .

���������
	
k = kn = πn

L

������»&����§�������Ë
a(k)

¤'�|»
b(k)

�����|»
δ
ßBÎ'¤'�'§q�����%�|����ä · ���m�|�%�����������½ <¡����h��¢ ��¥'�'���

A(x, t) =
1√
2π

+∞∑

n=−∞

(
ane

ikn(x+ct) − a−ne
ikn(x−ct)

)

¸C����Á-åx������ %���������ó¦����9��¤'�¨»&����á?�&º[ <�'¢ ��¥	�Û»&���'¢£¤'�'¢

A0(x) =
1√
2π

∞∑

n=−∞

(
an e

iknx + (−a−n) eiknx
) ¸���÷|± ø Á

¦0��¡����|��ºC¾'�
x = 0, L 0

����¢£��¥'��Ë|¦����J���lº¹�%��»'����¡�������±
·ÉÈ<�'¡����-¦����

L̄ = 2L
Ë& <¡����L»| %�0»'�%ª'ª	��¡�����B�q������«% <¡�¡	¦�����¿Û¤'« �%��Ë&���6§£ <�'�-¬, <� æ ¡���������¤'�'¢ó¸���÷|± ø Á

 <¤|���Iº¹�%¡�¢ ���|»'����¬,  � ���Iº¹�%��¬�¤'¡�����������©

A0(x) =
1√
L̄

∞∑

n=−∞

√
L√
2π

(an − a−n) e2πin x

L
¸���÷|± � Á

�����Û���2Î|�%��¬�¤'¡�������¤'�'¢â¥	����¤'���R <¤&º�»'���Vv <���� %���|�£Ëm»| %���J¬, <�
A0(x)

��¬ �h�����'¿Û��ª ¥	��¡�����¥'��¢¨ª	������ß
��»&�������Þº��%����������¿����I§% <�'��©

A0

(
x+ L̄

2

)
= −A0(x)

±
Îm¾'�

an = a∗−n

Ë'»�±l��±&ºC¾'�����Û��¡�¡��Û�
A0

Ë'�����s <¡������¨¦����

A0(x) = − 4√
2π

∞∑

n=1

B¬
(an) sin(knx)

÷£÷
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Ȧ0(x) =
1√
2π

∞∑

n=−∞

(
an i kn c e

iknx + a−n i kn c e
iknx

)

=

∞∑

n=−∞
(an + a−n︸︷︷︸

a∗
n

) i kn c e
iknx

=
∞∑

n=−∞
2
Ý?�

(an) i kn c e
iknx

= − 4√
2π

∞∑

n=1

Ý?�
(an) sin(knx)

�����JÎ|�%¤'������������ <�|��º��%��¬, <�����%�®« �%�
A0(x)

¤'�|»
Ȧ0(x)

¡�����º¹�����9 <¡���� B¬
(an)

¤'�|»ÞÝ?�
(an)

±'�����Û�������
A(x, t)

�����'¢ �Û������¿Û�?����¢ ��¥	���¨»&���6Ú�Í£��¤'�'¢,»'�Û�9�*���%¥'¡���¬½��ä

W'XZY�XZY������	uvëlo��	�9ì�e
�&í£ë�	 � k	n*f�e|í%t�o%ñ�ò�e ïÙe�ì�ì�e�f
�Â¤'¬ á?¥|�����'¡�¤|��� »'�Û� ¼6 <ª'������¡��â¾'¥	���âªs <��������¡�¡��ã�����������������H <¡�¢£¡���������¤'�'¢ ���ð¦Z����»'���Ã¦����â�|����� �����'��¢ �
æ ��¤'�|»'����¢ ���|�����s ºC�����â��¡���§������%¬, <¢£�|�����������|����·]��¡�¡����I�|����¡�����������©
·î����¢ ���|���® <¤|�9« �%�I»'���?·]��¡�¡����'¢£¡���������¤'�'¢_º�¾'�9��¡���§q�����������|�Û�9¤'�|»I¬, <¢£�|�����������|�Û��Î|��¡�»�©

(
∆ − 1

c2
∂2

∂t2

)
~E(~r, t) = ~0,

(
∆ − 1

c2
∂2

∂t2

)
~B(~r, t) = ~0

¸���÷|± ÷qÁ

�P���V¸C·]��¡�¡����&ß Á á��|�� <��¿

~E(~r, t) = ~E0 e
i(ωt−~k~r), ~B(~r, t) = ~B0 e

i(ωt−~k~r) ¸���÷|±� Á
¡�����º¹������Ë'��� ¸���÷|± ÷qÁ������'¢ �Û������¿Û��Ë

(
(ik)2 − 1

c2
(iω)2

)
~E0 e

i(ωt−~k~r) = ~0,

(
(ik)2 − 1

c2
(iω)2

)
~B0 e

i(ωt−~k~r) = ~0,

 <¡����J»&���9������ª	���������%�|��¥	��¿Û������¤'�'¢ ω2

c2
−~k2 = 0

± ô¨��� |~k| = 2π
λ

¤'�|»
ω = 2πν

º��%¡�¢£�h»&���x¥	��§% <�'�q���9Î|�%��¬½��¡
c = λν

±
ô®�����?��¡�º¹�J»'���?ôâ Ï�¦0��¡�¡�ß æ ¡��������q¤'�'¢ ��� �����sÈ<¡��9¬, <�¨»'�Û��¦0�������������

~k · ~E0 = 0, ~k · ~B0 = 0 =⇒ ~E0, ~B0 ⊥~k ,
 <¤ � ����»'��¬

~k × ~E0 = ω ~B0, ~k × ~B0 = − ω

c2
~E0 =⇒ ~E0 ⊥ ~B0, | ~E0| = c| ~B0|

¤'�|»I�����'¡������£¡������

~E0 × ~B0 =
1

ω
~E0 ×

(
~k × ~E0

)
=
~k

ω
~E2

0 − 1

ω
( ~E0 · ~k) ~E0 =

~k

ω
~E2

0 .

�����VÌq¤'ª	����ª��£���������%�¨« �%�I��¥����|���I·]��¡�¡����®����¢£��¥'��»&���6 <¡�¡�¢ ��¬½�����|��Ú�Í£��¤'�'¢

~E(~r, t) =
∑

±

∫
d3k ~E0,±(~k) ei(±ω(k)t−~k·~r) .
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W'&°Y[W�Y)(�umf �&í%t 	*f	e�f�í£ò�e�	vëÇt�e
á�¡�¡�¢ ��¬½�����®¥	���s <�|»'��¡���»&���VÎ'¤'�'§������%�|�������|�Û�%�����ÀÎ'¤'�'§������%�|���®¬À����§ �%¬Àª'¡���Ï&��¬ �P��Ü|�'�������%�|�lßx¤'�|»I·]���lß
����¥	������������©

f(z) = u(x, y) + iv(x, y)
¬À���

z = x+ iy
¦0�%¥����

x, y ∈ R
�P���2Î'¤'�'§������%�|�������|�Û�%�����ó§ �%¬À¬V�_�����|�âÌ����'¡�¾|������¡����%¡�¡��®��� »'���2ôó <���|��¬, <����§ ¿Û¤�Ë°�����¨������¡�¡��2»&���¨å� %�����
º�¾'�2»&���+*[§�¡H %�����������|�¨ôâ <���|��¬, <���������|�ó�h��¯&����§-,®»| <��±xÌ��]¡H %������� ������� ¥	������ª'����¡���¦Z�������®»&���¨¦�����������¢ �������
¡����|�� <����� �����	�������q���H <¡�¢£¡��������q¤'�'¢ ���/. �[±�áL±m¬À���L�'�������À§ �%�|���� <�q����� ¼?���10½¿Û����������� ¸ æ ¡��������q¤'�'¢ ��� »'���
�32�415-6178:9 ��6;6=<Á>. ��¬ ¼��%¬Àª'¡���Ï&���_¾'¥	�����������q��¡������-¬À���Zôó�����|�q»'���_»'���ZÎ'¤'�'§������%�|�������|�Û�%������¥	���s <�|»'��¡���±
�*���|��¦Z�Û��������¡������|� �h��¢ ���|�����s º���»'���Z¥	������ %���q���������IÎ'¤'�'§q�����%�|���-�����Z���'����á��s <¡�¯�¿Û����È<��± �*���|��Î'¤'�'§������%�

�|�����£�� <�s <¡�¯�����������Ës¦Z���'�I���'� æ �����'¿Û¦Z��������Ï���������������¤'�|»I����������¤'�'¢ ��¤'�s <¥'�sÈ<�'¢£��¢_������©

lim
|∆z|→0

f(z + ∆z) − f(z)

∆z
= f ′(z) ,

¦Z�%¥	����¬, <�¨»&���JºC¾'��§ �%¬Àª'¡���Ï'� �	 <�'¡����I¾'¥'¡������|���óåx������ <¢ ��»'��Ü|�'�������%�®« ����¦Z���|»'����©@?�?

|∆z| =
√

∆x2 + ∆y2

á��s <¡�¯q���������|�6Î'¤'�'§������%�|���®�����|»-¿ ±�åP±
zn Ë sin(z)

Ë
ez Ë lg(z)

±
·ÉÈ<�'¡��9¬, <�

∆z = ∆x, i∆y
Ë'���À����¢ ��¥����¨�������Þº¹�%¡�¢ ���|»'�6åx��¿Û������¤'�'¢ ����©

lim
|∆x|→0

u(x+ ∆x+ iy) − u(x+ iy) + iv(x+ ∆x+ iy) − iv(x + iy)

∆x
=
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x

= lim
|∆y|→0

u(x+ iy + i∆y) − u(x+ iy) + iv(x+ iy + i∆y) − iv(x+ iy)

i∆y
=

1

i

(
∂u

∂y
+ i

∂v

∂y

)

�J 
u
¤'�|»

v
���Û��¡�¡�¦Z��������¢ ��Î'¤'�'§������%�|���,�����|»�Ë£����¢£��¥'�h»'���*õh����¢£¡��������,« �%�½Ý?�� <¡�ß�¤'�|» #¬, <¢£���sÈ<��������¡|�%¥'��¢ ���

æ ¡���������¤'�'¢ ���â»&���BAx <¤|���q¯�ßBÝ?����¬, <�'�&ßB�����������������H <¡�¢£¡���������¤'�|¢ ����©

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x

¸�� �&±���Á

�����Û���6¿����q���� <¡��Våx�Û»&���'¢£¤'�'¢2ºC¾'�P <�s <¡�¯q���������|�LÎ'¤'�'§q�����%�|���ó§£ <�'�¨¬, <�¨¿ ±�åP±Â»&¤'����� �?���'¿Û¤'�s <�'¬½�L�����|���
»&�����������¨¼��q�%��»&���s <���L <¡��?åx�Û»&���'¢£¤'�'¢Àº�¾'�9»&���J· ����¥	��¡�º��������|�����9¿Û¦Z��������õh��§q���%�lº¹��¡�»'���9���

R2  <�|�����|����©

~∇×




u
−v
0


 = ~0, ~∇×




v
u
0


 = ~0

·]���|»'���J¬, <� »&���Û���Råx��¿Û������¤'�'¢® <¤&ºx»'���]Ì& <��¿À« �%� Ìq���%§ �Û�6 <��Ë	���-�����sÈ<¡��J¬, <� »&������§q�J»'��� Ì& <��¿R« �%�
Ax <¤|���q¯�©

∮
d~r ·




u
−v
0


 =

∫
d~a · ~∇×




u
−v
0


 = 0

¥'¿Û¦6± ∮
d~r ·




v
u
0


 = 0

CDCFE>GIHKJMLONFLQPRJTSUGIVXWYJKZR[O\U]DL^]`_bacL^J�G�d�e�JMf=NFL^PRJ:gMG`LOh1NiZ;JKZR[O\=NFL^]DjkgmlnP=SMGIVXgMP1[^P1opP;VFq�gKr�VFG`sRe�[Qt;VkuvL^J:G`L^J�G`owP;x-G`J�GIJby{z`e�]FZ;o�|
opG`JMgKtRJMs1G`J�SMG`J�}vG`~MLQGkN

A ⊂ C
yM��G`J�J�]DL^GX�@�MVYZ;[Q[^G

z ∈ A
G`L^JKSUG`eMNFL^s�eMJKS�SMLOx-GIVFG`JMz`L^GIVF~KZ�VYLQ]N��

÷b�
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�����Û��¥	�Û»'��¤'�����
∮
u dx− v dy = 0

¥'¿Û¦6± ∮
v dx+ u dy = 0

=⇒
∮

(u+ iv)(dx+ idy) = 0 ,

 <¡����
∮
f(z)dz = 0

¸�� �&± ø Á

�J %�6¥	�Û»'��¤'������Ë�»| %� B�q����¢£�� <¡0�����|���V�|�%¡��%¬½�%��ª'�|�2Î'¤'�'§������%�
f(z)

¾'¥	���V�����|�½¢ �Û�����'¡��£�������|�2¼P¤'��« �,�����
��»'�������������

0
±	�J %�P« �%�â»'���J¼P¤'��« �R¤'¬À�� <�|»'����� æ ��¥'������¬V¤|���6 <¡�¡�����»&���'¢ �6�����&º[ %��� ¿Û¤|�� <¬À¬½���'�sÈ<�'¢ ���|»

��������Ë|»�±l��±'�Û�?»| <�lº�§ �����|�LÌq���'¢£¤'¡H <������È<����� ¸��m�%¡��£Ë�Ì����'�'��������Á?�������s <¡�������±
�*���-åx������ª'����¡������|���0Î|¤'�'§q�����%�-¬À���x�v�%¡	¥	���

z0
�����

f(z) = c
(z−z0)n

¬À���
c ∈ C

¤'�|»
n ∈ N \ {0} �������|�Î'¤'�'§������%�¨¬À����Ì����'�'�����?������¿ ±�åP±

f(z) =
√
z − z0

±
ç�¤'�,« ����¦0���|»'���_¦����x»'���-Ì& <��¿�« �%� Ax <¤|����¯ Ë�¤'¬ »'���2Ý?�Û����»&¤|���|�� <��¿��|����¿Û¤'¡�����������±&�J <¿Û¤,¥'��¡�»'���_¦����

»| %� #������¢£�� <¡ ∮
f(z)dz

���q��¡H <�'¢,�����|���?¼P¤'��« �£Ës»&���J�����|���®�v�%¡
z0

�����|�����'¡������£��©

z0

x

y

C

Kreis

......
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......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
...

......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
...

ôâ <�½¿Û�������x»| <¿Û¤,»&���?¼P¤'��« �� <¤&º������|���,§�¡������|���,¼P�������°¤'¬
z0

¿Û¤|�� <¬À¬½����©q»| %�°�����'¢ �Û�����'¡��£�������|� æ ��¥'�����
�����x�����'¢£¤'¡H <������È<�����&º�������¤'�|»2¬, <�_§£ <�'�-�������-�����|��¢ �Û�����'¡��£�������|�P¼P¤'��« �£Ë�¢ ��¥'��¡�»'���9 <¤|�

C
Ëq»'��¬>¸C�|��¢� <����«

¢ ��¦0È<�'¡������ÂÁ?������¢ ��¢ ���'¢ ������������������¬>¼P��������¤'�|»I¿Û¦Z����õh����¥'���|»&¤'�'¢ ��¡����'������Ë�»'���'§ ����±
∮

C

f(z)dz =

∮
� VFG`L^] f(z)dz =

∫
d(reiφ)

1

reiφ
= i

∫ 2π

0
dφ
reiφ

reiφ
= 2πi

�*�q���sÈ<¡��_»| %� æ ��¥'�����
N

�v�%¡��®¥	���
z = zi

»'���� <����ËZ»| %���
f(z) = Πi

ci

z−zi

¢£��¡���ËZ���]�����sÈ<¡��2¬, <� »'���
Ý?�Û����»&¤|���|�� <��¿ ©

∮
f(z)dz =

N∑

i=1

2πci
¸�� �&± � Á

÷��
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W'&°YHéhY]\_t�e ^½ële|e�f	oj�umf �&í%t 	*f	e�fãr�e�ëJïðe�ìHì�e�f	n*ì�e	t�ñ�òvumf	n � t�í��âu�e�ì�ì�e
·î����¢ ���|���I« �%�¨»'���9·]��¡�¡����'¢£¡���������¤'�'¢-¬À����Ìq�����%¬��q¤|��¡�¡��� <¤|��©

(
∆ − 1

c2
∂2

∂t2

)
~A(~r, t) = ~J(~r, t)

��������¥����	º¹�%��»'�����I¦�����Ë|»| %���

~A(~r, t) =
1

(2π)2

∫ ∞

−∞
dω

∫
d3k~a(ω,~k) ei(ωt−~k·~r)

¤'�|»
~J(~r, t) =

1

(2π)2

∫ ∞

−∞
dω

∫
d3k~j(ω,~k) ei(ωt−~k·~r)

¢£��¡��Þ¸C«q¢£¡[±vá?¥|�����'�'����� ��÷|± �&Ë��'�����V��� �¨����¬½���|�����%�|���ÂÁ�±*Ì�����¿���� ¦����R»&���Û���,Î'¤'�'§������%�|��� ��� �%¥'��¢ �2·]��¡�ß
¡����'¢£¡��������q¤'�'¢,�����,¤'�|»2« ����¢£¡��������|���I»&����Î|�%¤'��������§ ���10½¿Û�����������

~a(ω,~k)
¤'�|» ~j(ω,~k) Ëq»| <�'�-�����s <¡������-¦����

»&���6åx��¿Û������¤'�'¢
(
−(iω)2

c2
+ (i~k)2

)
~a(ω,~k) = ~j(ω,~k) =⇒ ~a(ω,~k) =

((ω
c

)2
− ~k2

)−1

~j(ω,~k) ,

¦Z�%¥	���x»'���Lá�¤|��»&��¤|��§ (
(ω

c
)2 − ~k2

)−1 »&���,Îs�%¤'�������lßB��� <�|�lº¹�%��¬, <�����%� »'��� æ ���Û���|�lº�¤'�'§q�����%� »| <��������¡�¡���Ë
�������|�� <¤|���¨á�¥|�����'�'����� � �&±�&±s�P <�� <¤|������¢£��¥'�?�������I¦����Û»'���?»&��� æ ���Û���|��ºC¤'�'§������%�

G(~r, t) =
1

(2π)2

∫ ∞

−∞
dω

∫
d3k

ei(ωt−~k·~r)
(
(ω

c )2 − ~k2
)

¤'�|»Þ¦����?�����s <¡������
~A(~r, t) =

∫
dt d3~rG(~r − ~r ′, t− t′) ~J(~r ′, t′) ,

 <¡����R¦����J��¬ÊÎs <¡�¡��6»'��� �*¡���§������£���� <����§Þ�����|�6Îs <¡���¤'�'¢ó¸C«q¢£¡[±|á�¥|�����'�'����� ��ø&± ÷qÁ�±
�J %�À�*���%¥'¡���¬ ¥�����»&���Û����� æ ���Û���|��ºC¤'�'§������%� �����À»&���¨Ìq���'¢£¤'¡H <������È<�2»'�Û� B�q����¢£�� <�|»'��� 1

(( ω
c
)2−~k2)

¥����

~k2 =
(

ω
c

)2 Ë%¦����h¥	���|Í%����¢ ���,�'�����Z <¡����6�����|� #������¢£�� <�����%�|��« �%�������'����ºC��±�Îm¾'�°�����|�9Ú�Í£��¤'�'¢V»&���Û���Û�h�h���%¥'¡���¬½�
« ����¦Z��������� ¦����P <¤&ºZ»&��� �*¡���§�������»&¯q�s <¬À��§qß[õh�%��¡��Û��¤'�'¢Þ¤'�|»ó¦Z���|»'��� ¤'�|��¦����Û»'���J�����&º¹ %���|�������]x�|��¬½���
¿Û¤�±

W'&°Y��hYIi2f��Le�f�r°uvf	n�e�f rve|o��*k�í��&e|o
	 	*f��Pkmu	ñ�ò	c umf	rÉrvk	o w9e|o�t�r°u�e�f�o<k�í���eso
y��{�Ä	{Hy|{���Ñq���£Ö	�[Æ����¶µ�Ñ��|´|�&������Ñ�Ö	×|~ Æ��#�¶���q���&Ñ
#¬ á�¥|�����'�'����� � �&±�?�s <�������V¦���������� #������¢£�� <¡&»'����Î|�%��¬ ∫∞

0 dx sin(x)
x

¿Û¤V¥	�����Û���'�|����Ë<¦����m�s <¥����R»| <¬, <¡��
�%�'�|�6åx��¢£��¾'�|»&¤'�'¢_ <¡�� �*��¢ ��¥'�'��� π

2

« ����¦Z���|»'����± �?�����xº¹�%¡�¢£�9�q¤'�¨»&���6åx��¢£��¾'�|»&¤'�'¢|©
∫ ∞

0
dx
sin(x)

x
=

1

2

∫ ∞

−∞
dx

eix − e−ix

2ix
=

1

4i

∫ ∞

−∞
dz

eiz − e−iz

z
·î�������q����¢£�� <�����������  <¡����_¾'¥	���J»&���R���Û��¡�¡��Àá����|���£±�ç�¤'�â¬�¤|���P¬, <�  <¡�¡�����»&���'¢ �6����§�¡HÈ<������Ë	¦����R¬, <� »| %�
#������¢£�� <¡'¤'¬

z = 0
¥	�����Û���'�|����±£�����0���Û��¡�¡��xÎ'¤'�'§������%� sin(x)

x

�����v¥	���
x = 0

�'�������h�����'¢£¤'¡HÈ<��ä<·î���v¿�����¡���¢ ���
»| <�|���?»&���J§ �%¬Àª'¡���Ï'� �*¥	���|�6���q��¡H <�'¢2»'���9���Û��¡�¡����¨á����|���J���¨»&���J�%¥	�����J¤'�|»I»&���P¤'�q������� �P <¡�¥���¥	���|�£±

÷��
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I

II

�P���?åx�������� <¢½¥	���
z = 0

�������Û���'�|�����������I¿Û¤

dz
eiz − e−iz

z
= dz

(1 + iz + . . . ) − (1 − iz + . . . )

z
= dz

2iz

z
= 2i dz ,

�����° <¡����P���&Ü|�'�����Û����¬, <¡[±�åx�� %���q�����°¬, <��Ë£»| %���
eiz → 0

ºC¾'�
Im(z) → ∞ ¥'¿Û¦6±

e−iz → 0
º�¾'�

Im(z) →
−∞ ¢£��¡���Ë'§ Í%�'�|���¨¦����?»| %� #������¢£�� <¡������&º[ %���â <¤&ºC������¡�����±

¸C��Á_·î������������¢£�����������½¿Û¤|�������m¾'¥	���*»&���x�%¥������ �P <¡�¥���¥	���|�£Ë  <¡�����������¡H <�'¢ �© ∮ �
dz eiz

z

±%ôâ <�R�����'¡������£�h»'���
#������¢£�� <�����%�|��¦Z��¢,���Þ»'�����%¥	������� �P <¡�¥	��¥����|�£±&�J %� B�q����¢£�� <¡�¾'¥�����»'��� �� <¡�¥'§��������x¬À����Ý� %»&��¤|�

R¢ ���q�?º�¾'�
R → ∞ ¢ ��¢ ���

0
±Â�J ½»'��� #������¢£�� <�����%�|��¦Z��¢Þ¢ �Û�����'¡��£�������¨�����?¤'�|»¨»'���P�m�%¡v¥	���

z = 0 <¤ � �����s <¡�¥ó»'���9« �%� °¤'¬À�� <�|»'�������óÎm¡HÈ%���|�6¡�����¢£��Ë'�����9»| %� #������¢£�� <¡v��»'�������������
0
±@?��

¸C����Á�������¿Û�2�����'¡������£�½¬, <� »'��� #������¢£�� <�����%�|��¦0��¢ ��� »'���À¤'����������� �� <¡�¥	��¥����|�£Ë*»'���2�v�%¡������½»&���Û��¬, <¡
���q���s <¡�������© ∮ ���

dz e−iz

z

±<�J <�|����¡�����º�������»'���*Ý?�Û����»&¤|���|�� <��¿x¤'�q������åx����¾|��§�������������¢£¤'�'¢�»'���v*¹º[ <¡������|����,
#������¢£�� <�����%�|������������¤'�'¢ ∮ ���

dz e−iz

z = −2πi
±

Ì��%¬À���9§£ <�'�I¬, <�I�q¤'�¨»| %� #������¢£�� <¡�¥	�����Û���'�|���¨¤'�|»I�����sÈ<¡���Ë'¦����J¥	���s <¤'ª'�����
∫ ∞

0
dx
sin(x)

x
=

1

4i
(−1)(−2πi) =

π

2
.

y��{�Ä	{�²	{��&µ�×|�#�¶�'�CÓ��Z�[Æ|Ñ���ÕBµ|�	�,Æ�����µ�ÑIÒ|�&��
0Æs×���������q�&Ñ�
�~�µ������&Ñ��q×s���q�
�����J¿Û¤'¢£��¤'�|»'��¡�����¢ ���|»'�LÎ'¤'�'§q�����%�¨�����

f(x) = e−αx2 Ë'¦Z��¡����|�6¦����9�q¤'�I���� <�|�lº¹�%��¬À����������©

f̃(k) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dx e−αx2

e−ikx =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dx e−(αx2+ikx) ¸�� �&± ÷qÁ

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
dx e

−α
“

x2+ ikx
α

+( ik
2α )

2−( ik
2α)

2
”

=
1√
2π
e−α( k

2α)
2
∫ ∞

−∞
dx e−α(x+ ik

2α)
2

C�� E ZR] }vG`~MLQGkN L^]NYG`L^JM� ZRj g z`eM]FZRopopG`JMgKtRJMs1G`J�S��
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ç�¤'�®¢ ���|���â¦�����ºC¾'�P»&���Råx�����Û���'��¤'�'¢®»'�Û��¾'¥'����¢£¢ ��¥'¡�����¥	���|��� #������¢£�� <¡��P¤'�������Jõh����¦0���|»&¤'�'¢I« �%�
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