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o4paqrptsvu�w ~E = ~0 x_y{z}|�~����e��|��4�{�>�Dz��:���{�������Z�r�����_�3�rx�zt�>y��>�'�����{z-����������y��<�Z|������� y{�>�'����~>z7��x��-��������E���l �¡%¢t£�¤#�M¡%��¢@¥v¦-¢D§�¡%��¨��l©���¨v¡ª§�«+���W£�©�£a¡%¬® ~F (~r)

 #¯ª°�±'£�¤#�M¡%��¢²¡%¬®¡%¥
©����®§�³��D¡ª§1´D¡%¬® ~E(~r) µ ¡%¯�¡%� µ ©�¶

~E = − µ ���- ϕ(~r) ⇐⇒
∮
d~r · ~E(~r) = 0

£�¤#���l¬�¬®¡ µ ¡ª§�³��#¬®¦�§�§�¡%¢D¡%¢@��¡ µ ¡

(~F (~r) = − µ ���- V (~r)
��¢²#¡%�M·¸¡ª³����l¢#��¥

)

~E = − µ ���- ϕ �D¡%��¹�©
~E = −

(
∂ϕ

∂x1
~e1 +

∂ϕ

∂x2
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∂x3
~e3

)
= ~∇ϕ
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= ~e1
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︸ ︷︷ ︸
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+~e2
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∂x3 ∂x1
− ∂2
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︸ ︷︷ ︸
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+~e3
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︸ ︷︷ ︸
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(a) ∆x1

(b)

∆x2

(c)

(d)

´_¤#��¡%��¢D¡@¯ª°J¡%� º �l¬B§�©�¡%©�� µ '��¾�¡%��¡%¢#¯ª�®¡%�� ��l��¡¿´#»#¢#¥
©��®¦-¢ µ ��¬�©À�l¬®§�¦ ~∇ ×
~∇ = ~0 Á �±��>±D��¦-© µ ���- = ~0 Á §��®¡%�D¡Â�#�®¡%��¯ª»¸�l»D³��}Ã1 D§�³��#¢#��©�©BÄ'±ÆÅr£�Ç�±'�����
¡%�����l¬�©�¡%¢ ~∇× (−~∇ϕ)︸ ︷︷ ︸

~E

= −(~∇× ~∇)ϕ = ~0 Á �±��>±���¦-© ~E := ~∇× ~E =

~0
�®§�©È¡%��¢iÉ�Ê�Ë�ÌOÍ�É/Î-Ï�Ð�Í�ÑÒ«+����©�¡%����» º £Z¤#�ÓD�-§È¡%¬®¡%¥
©����®§�³��D¡}´D¡%¬®¼��¢Ô#¡%�

ÕÖ¬®¡%¥
©���¦�§�©��l©���¥�±
o4p®×Tp�Ø ���^ÙÖ��~4���_Ú�zl�����ÛÙÖx���Ü
Ý/�®¡%¬Þ¶#��¦-© ~E �l¬®§+ß�ÏZÉDà�Í%Ï�á�ß#Í�É/Î�Í�Ñe«+����©�¡%����» º £�¤#�M§�©��l©��®§�³��D¡ª§1¡%¬®¡%¥â©����®§�³��D¡ª§�´�¡%¬®�±
ã#ä7å �¼���� �¡%©����-³���©�¡%¢^¡%��¢ÀæZ��¢'çD¢#��©�¡ª§�� º �l¬®¡ª§�Ç�è1¡ª³��â©�¡ª³�¥Â��¢�#¡%�

1 é 2 ÕÖ �¡%¢D¡�æ�§�±ªÃ1 # #��¬®'»#¢ µ Ç�»#¢D� �¡%��¡ª³��#¢D¡%¢
∮

ê�ë�ì	íªîÞë�ì ï d~r ·
~E(~r) =

∫ x1+∆x1

x1

dx′1E1(x
′
1, x2, x3) (a)

+

∫ x2+∆x2

x2

dx′2E2(x1 + ∆x1, x
′
2, x3) (b)

+

∫ x1

x1+∆x1

dx′1E1(x
′
1, x2 + ∆x2, x3) (c)

+

∫ x2

x2+∆x2

dx′2E2(x1, x
′
2, x3) . (d)

ð7ñ



� �������	�
������������������������������� ��!�"#���%$�&������'�
( �%)�*����+&#�
��,-$/.10324���%�
( �%) *����651���%�7��,

����� £a�-§�§�¡%¢
(a)

»#¢D
(c) Á (b)

»#¢D
(d)

¯ª»D§�� º:º ¡%¢@»#¢D@¡%�����l¬�©�¡%¢ º ��©M#¡ º ·²��©�©�¡%¬�°J¡%��©�§��l©�¯^#¡%���B��¾�¡ é��¡%¢�©�� �l¬���¡ª³��#¢�»#¢ µ £�¤#�
x̄1 ∈ (x1, x1 + ∆x1), x̄2 ∈ (x2, x2 + ∆x2)

∮

ê�ë�ì	íªîÞë�ì ï d~r ·
~E(~r) = −

∫ x1+∆x1

x1

dx′1∆x2
∂E1

∂x2
(x′1, x̄2, x3) +

∫ x2+∆x2

x2

dx′2∆x1
∂E2

∂x1
(x̄1, x

′
2, x3) .

� ¡%�]Ã�¢â°O¡%¢D'»#¢ µ #¡ª§Ò·}��©�©�¡%¬�°O¡%��©�§��l©�¯�¡ª§ #¡%��� ¢�©�¡ µ ���l¬���¡ª³��#¢â»#¢ µ ¡%� µ �� #©�§��®³�� £�¤#�
¯̄x1 ∈ (x1, x1 +

∆x1), ¯̄x2 ∈ (x2, x2 + ∆x2)

∮

ê�ë�ì	í�îÞë�ì ï d~r ·
~E(~r) = −∂E1

∂x2
( ¯̄x1, x̄2, x3)∆x2 ∆x1 +

∂E2

∂x1
(x̄1, ¯̄x2, x3)∆x1 ∆x2 .

æ��'± ð Ç

Ã1»'£ µ ��»#¢D #¡%�	�â©�¡%©�� µ ¥v¡%��©e#¡%�eÃ� #¬®¡%��©�»#¢ µ ¡%¢ ¥�
-¢#¢D¡%¢ °E���^��¢�B¬®¡%�®³��â»#¢ µ �'± ð � º �B��¡%¢#¯ª¤# �¡%� µ �l¢ µ £Z¤#�
∆x1,∆x2 −→ 0

'�®¡��B��¾�¡%��¡%¢â©�� �l¬®¡^�l¬®§�'����©�©�¡3«�¦ º�� ¦-¢D¡%¢�©�¡6#¡%��è�¦-©��l©��®¦-¢²¨v¦-¢ ~E
�®#¡%¢�©���çD¯ª�®¡%��¡%¢¿»#¢D

°E����¡%�����l¬�©�¡%¢
∮

ê�ë�ì	í�îÞë�ì ï d~r ·
~E(~r) =

(
−∂E1

∂x2
+
∂E2

∂x1

)
∆x1 ∆x2 = (

��¦-© ~E)3∆x1 ∆x2 ,

�±��>±D¡ª§ µ ��¬�©

lim
∆x1,∆x2→0

∮
ê�ë�ì	í�îÞë�ì ï d~r · ~E(~r)

∆x1 ∆x2
= (

��¦-© ~E)3

�+¡ª¦ º ¡%©����®§�³��²¥�
-¢#¢D¡%¢@°E���
∆x1 ∆x2

�l¬®§M´_¬��-³��D¡ º ��©�´_¬��-³��D¡%¢�¨v¡%¥
©�¦-�
∆x1 ∆x2 ~e3

��¢â©�¡%� � ��¡%©��®¡%��¡%¢>±
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����� µ ¡%�D¡%¢]½�¡%©�¯ª©M¨v¦ º 2 é �B� º ¡%¢D§��®¦-¢��l¬®¡%¢¸¯ª» º 3 é �B� º ¡%¢D§��®¦-¢��l¬®¡%¢¸¤# �¡%��±��J¡%�r¡%¢�© é§ � ��¡ª³��D¡%¢D#¡%��¯��
¥â¬��®§�³��D¡%���4¡%��©��l»D§�³���»#¢ µ æ ð�� Å ⇒ Å ��� ⇒ ���/ð Ç ¡%�����l¬�©�¡%¢}°E���1�l¢��l¬®¦ µ'�®¡�¡%��§�©�¡+»#¢D@¯ª°O¡%��©�¡3«1¦ º�� ¦-¢D¡%¢â©�¡�¨v¦-¢@��¦-© ~E ±
�BÍ���Í�à �"!âÉâÐ$#�%&!�� ')(*��Í�É,+�-EÊ�Ë.(vË�Ï�Ê-É0/2143]�����d �¡%©����-³��â©�¡%¢ '�®¡ «+��¡%�®§�§�©��5
 º »#¢ µ
~v(~r) = ~ω × ~r Á ~ω ¥v¦-¢D§�©��l¢â©�±6�+¡%��Ã�»D§�'��»D³�¥

1

2
~∇× ~v(~r) =

1

2
~∇× (~ω × ~r)

ω 7.8:9<;>=@?
=

1

2
(~ω ~∇ · ~r − ~ω · ~∇~r)

=
1

2
(~ω 3 − ~ω 1) = ~ω

A1¡% �¡%¢#��¡ª³��#¢â»#¢ µ ¶
(

∂
∂x1

, ∂
∂x2

, ∂
∂x3

)


x1

x2

x3


 = 3 Á




∂
∂x1
∂

∂x2
∂

∂x3


 (x1, x2, x3) =




1 0 0
0 1 0
0 0 1




æ�·¸�l©�����¯�¡%¢ º »#¬�©�� � ¬���¥-�l©��®¦-¢/Ç
 �¡ª§�³��#��¡%�� #©3'�®¡�è�¦-©��l©��®¦-¢�#¡ª§Â������ �¡%¬®§7±B�4¦-��§��®³��â©3 �¡%�4#¡%��Ã�¢â°O¡%¢D'»#¢ µ #¡ª§��B���-§�§ º �l¢#¢&C §�³��D¡%¢ ÕÖ¢â© é°E�®³�¥
¬�»#¢ µ §�§��l©�¯�¡ª§Bæ>D@� ÃFE � EJÃG�IH � è�¡ µ ¡%¬GÇ�JK�B�®¡L�4¡%¥â©�¦-���l¬ µ ¡% #�����®§�©4§�¦+¯ª»]¨v¡%��°J¡%¢D#¡%¢ Á D�l¹3#¡%�M�1��¾�¡%��¡%¢ é©�� �l¬®¦ � ¡%���l©�¦-� ~∇ � º:º ¡%��¨v¦-�3#¡ º ¯ª» '��¾�¡%��¡%¢#¯ª�®¡%��¡%¢D#¡%¢RÃ�»D§�'��»D³�¥¸¯ª» §�©�¡%�D¡%¢�¥v¦ º:º ©Èæa�l¢D#¡%��¡%¢'£a�l¬�¬®§
º »#¹ º �l¢²'�®¡)�B��¾�¡%��¡%¢â©�� �l©��®¦-¢}'»#��³��ON £a¡%��¬®¡

y
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∮

� ë��aì í�� �!�"�aë�#Wë
$&%�')(�ë+*

d~r · ~E(~r) =

∫

,��.-�ì	ílë!/0(1�!#
*2%034'65�#87Wë î

d ~A · ��¦-© ~E

D@� ¡%°O¡%�®§ HÈæ �4¦-¬�¬®§�© �l¢D'� µ ¡%� � ¡%°O¡%�®§M��¢}#¡%�L�4¡%¥â©�¦-���l¢��l¬ �'§��®§ Á £a¦-��#¡%��©M¨
�®¡%¬ �4¦-���l�� �¡%��© J Ç�±
æZ�GÇ ∮

d~r · ~E(~r) = d ~A · ��¦-© ~E  �¡%��� ¢�©�¡ µ ���l©��®¦-¢Ó¤# �¡%�T �¡%¬��®¡% #� µ ¡ Á ��¢'çD¢#��©�¡ª§�� º �l¬®¡ Á ¡% �¡%¢D¡�´_¬��-³��D¡%¢ÒæZ¯v±:�+±
�B��¡%�®¡ª³�¥v¡7Ç

� ¡%©����-³���©�¡%¢t°E���E�l¬®§�¦^¡%��¢À°E��¢D#§�³��#�®¡�£�¡ª§ �B��¡%�®¡ª³�¥À#¡%�J´_¬��-³��D¡
∆A� º èB�l» º ± �Â�Ó§��®³��Ò �¡%�4#¡%���â» º:º �l©��®¦-¢ '�®¡	DÞ��¢#¢D¡%��¡%¢:9>��¢#�®¡%¢ é��¢â©�¡ µ ���l¬®¡�He�D¡%���l»D§��D¡% �¡%¢ Á ¥�
-¢#¢D¡%¢¸°E���+D�-§;9���¢#�®¡%¢#��¢�©�¡ µ ���l¬Ö¤# �¡%�

#¡%¢ �B��¡%�®¡ª³�¥'§����l¢D
C

D�l��§�©�¡%¬�¬®¡%¢i�l¬®§t'��¡%�<9���¢#�®¡%¢#��¢â©�¡ µ ���l¬®¡ Ci¤# �¡%�Ö½�¡�¡%��¢D¡ �B��¡%�®¡ª³�¥
§�§�¡%��©�¡3#¡%��´_¬��-³��D¡
Ai

»#¢D²¯ª°O¡%�r¯ª» µ ¡%�6
-��� é
µ ¡Â«1¦â¦-��'��¢��l©�¡%¢��-³��D§�¡%¢��l D§�³��#¢#��©�©�¡�¶

∮

C

d~r · ~E(~r) =

3∑

i=1

∮

Ci

d~r · ~E(~r) =

3∑

i=1

(rot ~E)i(∆A)i = (rot ~E) · ∆ ~A

æZ���GÇÀ��¡%¢D#¡%¢t°E��� »#¢D§J¢�»#¢t¡%��¢D¡%�E �¡%¬��®¡% #� µ ¡%¢ µ ¡ª§�³��#¬®¦�§�§�¡%¢D¡%¢@«+»#��¨v¡
C

¯ª»>=
¡%��¢D¡+§�¦-¬®³��D¡Â«+»#��¨v¡B�®§�©J� ºÃ1¬�¬ µ ¡ º ¡%��¢D¡%¢Ò¢#�®³��â©3¡% �¡%¢>±�·¿�l¢¸¥-�l¢#¢Ò§��®¡:�l �¡%�1��¢À½�¡ª#¡ º ´/�l¬�¬ º ��©Â¡%��¢D¡%��´_¬��-³��D¡]�l»D§�£Z¤#¬�¬®¡%¢ Á §�¦
D�-§�§

C
'�®¡1èB�l¢D'¥â»#��¨v¡B'�®¡ª§�¡%� ´_¬��-³��D¡B�®§�©�± ?�@�¡%��¬�© º �l¢È¢â»#¢t'�®¡1´_¬��-³��D¡1��¢À¥â¬®¡%��¢D¡B´_¬��-³��D¡ª§�©�¤D³�¥v¡

C

A

æZ��¢:#¡%�Öè�¡ µ ¡%¬ �B��¡%�®¡ª³�¥v¡�¶ D6@���� �l¢ µ »#¬��®¡%��»#¢ µ H�Ç4�l»'£ Á §�¦1°E����6'�®¡ è1�l¢D'¥
»#��¨v¡J'»#��³��]¡%��¢D¡%¢�Nr¦-¬ � µ ¦-¢ é¯ª» µ � � � ��¦BA
� º �®¡%��©�±�·¸�l¢Ò¥��l¢#¢ÒD�l�D¡%�Â°E�®¡^� º ¦- #� µ ¡%¢�´/�l¬�¬4D�-§ �	¢â©�¡ µ ���l¬Ö¤# �¡%�Â'�®¡:è1�l¢D'¥
»#��¨v¡
�l¬®§ �â» º:º ¡6¨v¦-¢ � ¢�©�¡ µ ���l¬®¡%¢�¤# �¡%�Â'�®¡ �J¡%���l¢D'»#¢ µ #¡%�+¥
¬®¡%��¢D¡%¢�´_¬��-³��D¡%¢D§�©�¤D³�¥v¡]§�³��#��¡%�� �¡%¢>=�'�®¡
�â» º:º ¡^#¡%� DÞ��¢#¢D¡%��¡%¢O� ¢�©�¡ µ ���l¬®¡�H��®§�©E°E�®¡ª#¡%��» º µ ¬®¡%�®³��OA1»#¬�¬Þ¶

∮

C

d~r · ~E(~r) =
∑

k

∮

Ck

d~r · ~E(~r)

CED 5�3GF îH7�5��JILK�'NM�ëO77ëQP�ë�� F ëEP0F � ëQ$&%�')(%ë>* � F � îO/13R%0�"�J7�5��TS_ë�P�F ë îO/!F #477ë�3U7�F ë�$&%�')(%ëT�.FÆë � îO/%ë�F #�IV5�ì	í4W�%��)5�3G3Eë�#Wí8-�# � ëE#87
�aë�F #
/8705���ílë�FYX�îO/�M�ëO77ë � ë��aì	í0� ���"�aë�#lë+$&%�')(�ëZ3[%��"���"FÆì í\WE%+ë�F #lë�3^]_%�#lïªî>W�%0�)5�3G3Eë�#0WEF ë�ílë�#��.5��"�aë�#�`

ð �



� �������	�
������������������������������� ��!�"#���%$�&������'�
( �%)�*����+&#�
��,-$/.10324���%�
( �%) *����651���%�7��,

æZ�����GÇ �Â¡%��© º �l¢@¢â»#¢@¯ª»t��¢'çD¢#��©�¡ª§�� º �l¬r¥â¬®¡%��¢D¡%¢@´_¬��-³��D¡%¢D§�©�¤D³�¥v¡%¢¸¤# �¡%� Á §�¦:¡%�����l¬�© º �l¢²#¡%¢O�'�l©�¯�¨v¦-¢
�â©�¦-¥v¡ª§7¶
∮

C

d~r · ~E(~r) = lim
n→∞

n∑

k=1

∮

Ck

d~r · ~E(~r) = lim
n→∞

n∑

k=1

(rot ~E) · (∆ ~A)k =

∫

A

d ~A · (rot ~E) ,

�l¬®§�¦:¥â»#��¯
∮

C=∂A

d~r · ~E(~r) =

∫

A

d ~A · (rot ~E)

°J¦- �¡%�
C = ∂A

 �¡ª#¡%»#©�¡%© Á D�-§�§
C

'�®¡3èB�l¢D'¥â»#��¨v¡^#¡%�1´_¬��-³��D¡
A

�®§�©�±��Â� º ��©1¡%�����l¬�© º �l¢¸�l»D§
��¦-© ~E = 0

'����¡%¥
© ∮
C
d~r · ~E(~r) = 0 Á �l¬®§�¦ µ ��¬�©M��¢²¡%��¢'£Þ�-³��²¯ª»D§�� º:º ¡%¢#���l¢ µ ¡%¢D#¡%¢ �Â¡% #�®¡%©�¡%¢

E = − µ ���- φ ⇐⇒
∮

C

d~r · ~E(~r) = 0 ⇐⇒ ��¦-© ~E = 0

o4p��Tp�Ø x�z��È���������rÚ�z-�������3�DzW�D��Ü
A+�-³���#¡%�TÕ4��¢'£Z¤#�#��»#¢ µ ��¢�#¡%�TÕZA � ¡%��� º ¡%¢â©��l¬ � � �'§���¥:°O¡%��#¡%¢È°E���T'�®¡ª§�¡ª§+@ �D¡ º �^�l»D§�£�¤#�#��¬��®³��D¡%�T �¡%���l¢ é#¡%¬�¢>±
Ã�»D§J#¡%�JÕ&A � ¡%��� º ¡%¢�©��l¬ � �K�
§���¥ é �4¦-��¬®¡ª§�»#¢ µ �®§�©O �¡%��¡%��©�§ '�®¡ �B¬®¡%�®³��â»#¢ µ  �¡%¥��l¢#¢�© Á '�®¡1'�®¡G�	¢â©�¡ µ ��� é©��®¦-¢R#¡ª§^·¿� µ ¢D¡%©�£�¡%¬®#§^¤# �¡%�e¡%��¢D¡ µ ¡ª§�³��#¬®¦�§�§�¡%¢D¡È«+»#��¨v¡

C
��¢� ¡%¯ª�®¡%��»#¢ µ §�¡%©�¯ª© º ��©^#¡ º �â©���¦ º	� »#¹

'»#��³��¸'�®¡Â'»#��³��¸'�®¡�«+»#��¨v¡Â �¡%���l¢D#¡%©�¡�´_¬��-³��D¡
A

¶
∮

C

d~r · ~B = µ0I
î)��î = µ0

∫

A

d ~A ·~j .

·}��©�#¡ º �'�l©�¯]¨v¦-¢ �â©�¦-¥v¡ª§3¡%� µ �� #©�§��®³�� ∮
C
d~r · ~B =

∫
A
d ~A · ( ��¦-© ~B) Á »#¢D�D�l�D¡%� µ ��¬�©�£Z¤#�Â �¡%¬��®¡% #� µ ¡´_¬��-³��D¡%¢ ~A

'�®¡�Ã1»D§�§�� µ ¡ ��¦-© ~B = µ0
~j .

�B�®¡ª§�¡ª§EÕÖ� µ ¡% #¢#�®§1¡%�����l¬�© º �l¢²�l»D³�� Á °J¡%¢#¢ º �l¢@§��®³��²'�®¡ �+¡�çD¢#��©��®¦-¢@¨v¦-¢
rot ~B = ∇× ~B

¨v¦-�MÃ1» µ ¡%¢���l¬�©�¶
(
��¦-© ~B)i = lim

∆Ai→0

∮
Ci=∂(∆Ai)

d~r · ~B
∆Ai

= µ0(~j)i

�Â� º ��©È§�©�¡%¬�¬�©À§��®³��¼��¦-© ~B = µ0
~j µ �l¢#¯ �l�#¢#¬��®³���D�l�È°E�®¡²'�®¡�
1»D¡%¬�¬®¡%¢ µ ¬®¡%�®³���»#¢ µ £Z¤#��'�®¡O�B��¨v¡%� µ ¡%¢#¯

#¡ª§Â¡%¬®¡%¥
©����®§�³��D¡%¢�´D¡%¬®#§ Á ¢�� º ¬��®³�� '��¨ ~E = ρ(~r)
ε0

±>Ý/»D#¡ º µ ��¬�©+��¢�#¡%�+Õ4¬®¡%¥â©���¦�§�©��l©���¥¸��¦-© ~E = 0
±B�+¡ º

¡%¢�©�§ � ���®³���©B��¢@#¡%��·¿� µ ¢D¡%©�¦�§�©��l©���¥t'��¨ ~B = 0 Á �±��>±D¡ª§ µ �� #©M¥v¡%��¢D¡ º � µ ¢D¡%©��®§�³��D¡%¢�
1»D¡%¬�¬®¡%¢>±
Ã1»D§

ρ(~r)
¥v¦-¢#¢â©�¡%¢]°E���Ö¬®¡%�®³��â© ~E(~r)

 �¡%��¡ª³��#¢D¡%¢>=v'�®¡ª§Ö�®§�©r£�¤#�Ö#¡%¢]´��l¬�¬ ~j− ~B
¢#�®³��â©T§�¦B¬®¡%�®³��â© º 
 µ ¬��®³��>¶

ÕÖ¢â©	°O¡ª#¡%� º �l¢@° �l�#¬�©�#¡%¢@��¡ µ #¡%���4¦-��¬®¡ª§�»#¢ µ ¤# �¡%�M'�®¡ 9�¦-��¡%¢�©�¯ª©����l¢D§�£a¦-� º �l©��®¦-¢RæZ° �-§�§��®³��D¡%�M¢#�®³��â©
#¡%�e�#�®§�©�¦-���®§�³��D¡%¢�B¡%��¬®¡%��©�»#¢ µ ¡%¢�©�§ � ���®³���©�Ç Á ¦
#¡%� º �l¢ £�¤#�#��©6�l¬®§6Ã1¢D§��l©�¯ÀD�-§��4¡%¥
©�¦-� � ¦-©�¡%¢â©�� �l¬ ~A(~r)¡%��¢ Á £�¤#�MD�-§ µ ¡%¬�©�¡%¢ º »#¹D¶

~B = rot ~A

I

dl

r 

� ¢²Ã� D§�³��#¢#��©�© ð�� ± �Ö /ÇE°O¡%��#¡%¢¸°E���M¬®¡%©�¯ª©�¡%��¡%¢²��¡ µ  �¡ª§�³��#��¡%��©�¡%¢>± �1�®¡ 9&
�§�»#¢ µ'�®¡ª§�¡ª§�NÖ��¦- #¬®¡ º § Á D�-§ �EÏaÊ�Ë����B(��"(-à%Ë�� Ñªá�ß'Í���Í�Ñ�Í%Ë�� Á °O¦-¬�¬®¡%¢ °E���M½�¡ª#¦
³�� §�³��D¦-¢
�#�®¡%�1�l¢ µ ¡% �¡%¢>¶D´_¤#��¡%��¢ 9>¡%��©�¡%��§�©�¤D³�¥ Á '»#��³��¸D�-§M#¡%� �â©���¦ º I � �®¡%¹�© ÁDµ ��¬�©�¶

d ~B =
µ0

4π
I
d~l × ~r

r3

Å �



��� �B���l�����#��#,���@�v�W���������®�%)�*���	�Â�
���%"v��/�
�����
T5M����r( �%) *����+&#�
��,�
T�������������W/�W!��D���®�
����9��<F�� K�U��BKBHMfkF�H S_CMU7ADKJNrFGN�bEcMKBH��¿?^?+U-Y6F H�CEADK1H���m C � !Â`�N�bEcMK1UR\eCMADf"�

PdKBS4AD?+UlC�HMCÂX$#JNrFGN
q&%TpÞq�p�Ø ��'������>��|�Ü�����E���l �¡%¢²'�®¡ �1��¨v¡%� µ ¡%¢#¯3¨v¦-¢ ~E

�l¬®§ 
1»D¡%¬�¬®§�© �l��¥v¡�#¡�çD¢#�®¡%��©�¶
'��¨ ~E = lim

V →0

∫
A=∂V

d ~A · ~E
V���®¡Â¦- �¡%¢@ �¡ª#¡%»#©�¡%©

A = ∂V Á D�-§�§M'�®¡)(1 �¡%� � �-³��D¡
A

D�-§��4¦-¬�» º ¡%¢
V

 �¡%���l¢D#¡%©�±+*

(x1, x2, x3) (x1 + ∆x1, x2, x3)

(x1 + ∆x1, x2 + ∆x2, x3)

(x1 + ∆x1, x2 + ∆x2, x3 + ∆x3)

x1

x2

x3

��¦-¬�¬®¡%¢¿°E���Â'�®¡ �1��¨v¡%� µ ¡%¢#¯]'��¨ ~E �l�#¢#¬��®³��Ò°E�®¡e��¦-© ~B = ~∇× ~B
'»#��³���Ã1 #¬®¡%��©�»#¢ µ ¡%¢ �l»D§�'��¤D³�¥v¡%¢ Á �¡%©����-³���©�¡%¢R°E���eD�l¯ª» � ���l¥
©��®§�³��D¡%��°J¡%�®§�¡Ó¡%��¢D¡%¢�
1»��-#¡%�tæ�§�±�¦- #� µ ¡ÈÃ� # #��¬®'»#¢ µ Ç º ��©3��¢'çD¢#��©�¡ª§�� º �l¬®¡ º

�4¦-¬�» º ¡%¢Ô»#¢D  �¡%��¡ª³��#¢D¡%¢ ∫
A
d ~A · ~E(~r)

¤# �¡%�È'�®¡ 
1»��-#¡%��¦- �¡%� � �-³��D¡�±G�+¡ µ ¡%¢â¤# �¡%��¬��®¡ µ ¡%¢D#¡ �
¡%��©�¡%¢
æZ�#�®¡%�T¯ª»D¡%��§�©O'�®¡G�
¡%��©�¡%¢À��¢] #¯ª°�± � �l���l¬�¬®¡%¬/¯ª»#� ð é Å é ÕÖ �¡%¢D¡7Ç4¬��®¡�£�¡%��¢Ó�l»'£ µ ��»#¢DÈ#¡ª§T·}��©�©�¡%¬�°O¡%��©�§��l©�¯�¡ª§ #¡%�
�B��¾�¡%��¡%¢â©�� �l¬���¡ª³��#¢â»#¢ µ

∫ x1+∆x1

x1

dx′1

∫ x2+∆x2

x2

dx′2(−E3(x
′
1, x

′
2, x3) +E3(x

′
1, x

′
2, x3 + ∆x3) =

∫ x1+∆x1

x1

dx′1

∫ x2+∆x2

x2

dx′2
∂

∂x3
E3(x

′
1, x

′
2, x̄3)∆x3,

°O¦- �¡%�
x̄3

¡%��¢D¡%¢ NÖ»#¢#¥â©O¯ª°E�®§�³��D¡%¢
x3

»#¢D
x3 +∆x3

D�l��§�©�¡%¬�¬�©�±��+¡%�O·}��©�©�¡%¬�°O¡%��©�§��l©�¯+#¡%�M� ¢�©�¡ µ ���l¬���¡ª³�� é¢�»#¢ µ ¡%� µ �� #©�D�l¢#¢t£�¤#�MD�-§M¦- #� µ ¡)�+¦ � � ¡%¬���¢�©�¡ µ ���l¬
∫ x1+∆x1

x1

dx′1

∫ x2+∆x2

x2

dx′2(−E3(x
′
1, x

′
2, x3) +E3(x

′
1, x

′
2, x3 + ∆x3) =

∂

∂x3
E3(x̄1, x̄2, x̄3)∆x1∆x2∆x3 .

�B�®¡ �
¡%��©�¡%¢ � �-³��D¡%¢ #¡ª§ 
1»��-#¡%��§Â��¢¸ #¯ª°�± � �l���l¬�¬®¡%¬Ö¯ª»#�ÂÅ é � é Õ4 �¡%¢D¡:§�¦7°E�®¡ � é ð é ÕÖ �¡%¢D¡6 �¡%��¡ª³��#¢D¡%¢�§��®³��
�l¢��l¬®¦ µ ±D·}��©

∆x1∆x2∆x3 = ∆V
¡%�����l¬�© º �l¢}�l¬®§�¦#¶

'��¨ ~E = lim
V →0

∫
A=∂V

d ~A · ~E
V

=

3∑

i=1

∂

∂xi
Ei(x1, x2, x3) = (

∂

∂x1
,
∂

∂x2

∂

∂x3
)




E1

E2

E3


 = ~∇ · ~E

, D FÆë��rëE#�î)�.-�')FÆì íªî 7WëE' D ë0/0#0F î)F �!#\(1��#
(
')��î ~B)i

/�1�ë��Æì íWë21>FY' F.343 P0�aì	í0#0F îaî K0P�ë 'Z7�5��53 36-�ëE'Þë87 �aì	ílë S_ë��aë�î)W � ë IL%0#07Wë�#í85�P�ë�#
`
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�����
T5M����r( �%) *����+&#�
��,�
T�������������W/�W!��D���®�

q&%Tp ×4p �3x_���>Ú�zl�������3ÙÖx���Ü
� ¡%©����-³��â©�¡%¢}°E���M¢â»#¢²¡%��¢@¡%¢D'¬��®³��D¡ª§G�4¦-¬�» º ¡%¢>¶

æZ�GÇ �B�®¡ª§�¡ª§��4¦-¬�» º ¡%¢²¥��l¢#¢ º �l¢}� � � ��¦ A'� º �l©���¨²�l»D§E¥
¬®¡%��¢D¡%¢�
1»��-#¡%��¢²¯ª»D§�� º:º ¡%¢D§�¡%©�¯�¡%¢>±
æZ���GÇ �Â�-§^´r¬��-³��D¡%¢#��¢�©�¡ µ ���l¬J¤# �¡%�^'�®¡]è1�l¢D � �-³��D¡

A
#¡ª§e� � � ��¦ A'� º �®¡%��©�¡%¢ �4¦-¬�» º ¡%¢D§^§�³��#��¡%�� #© º �l¢

¢â»#¢Q�l¬®§O�â» º:º ¡Ò¤# �¡%�@'�®¡�´_¬��-³��D¡%¢#��¢â©�¡ µ ���l¬®¡ #¡%�²¥â¬®¡%��¢D¡%¢ 
1»��-#¡%� é �4¦-¬�» º ��¢��
∆Vi

±L�Â�R'�®¡
� ¢�©�¡ µ ���l©��®¦-¢}¤# �¡%�1'�®¡+��¢#¢D¡%��¡%¢}´_¬��-³��D¡%¢}°E�®¡ª#¡%�M�D¡%���l»D§�£.�l¬�¬�© Á ¡%�����l¬�© º �l¢>¶

∫

A

d ~A · ~E(~r) =
n∑

i=1

∫

∆Ai

d ~A · ~E(~r) ≈
n∑

i=1

(
'��¨ ~E)∆Vi

æZ�����GÇ �Â¡%��© º �l¢@¢â»#¢²¯ª» º �B��¡%¢#¯ª°J¡%��©
n −→ ∞ ¤# �¡%� Á ¡%� µ �� #©�§��®³��²#¡%� �'�l©�¯Â¨v¦-¢ �Â�l»#¹D¶

∫

A=∂V

d ~A · ~E(~r) = lim
n→∞

n∑

i=1

∫

∆Ai

(
'��¨ ~E)∆Vi =

∫

V

d3r︸︷︷︸�
dV �

'��¨ ~E

·}��©�'��¨ ~E = ρ(~r)
ε0

¡%�����l¬�© º �l¢²D�l¢#¢@°E�®¡ª#¡%�1D�-§ �Â�l»#¹6C §�³��D¡	�+¡ª§�¡%©�¯
∫

A=∂V

d ~A · ~E(~r) =

∫

V

d3r
ρ(~r)

ε0
.

q&%Tp��4p�� ���'��~���x_|�x_y���zv��z²�Z� �Mx_�_�Ò��|������ � y��>�'�����{Ü/�{�
	/��zây��>�r��������_���l �¡%¢: #�®§��D¡%�4#¡%¢ �B���-'�®¡%¢â©�¡%¢ Á '�®¡L�B��¨v¡%� µ ¡%¢#¯M»#¢D6'�®¡Eè�¦-©��l©��®¦-¢ º ��©4#¡ º �B��¾�¡%��¡%¢�©�� �l¬®¦ � ¡%���l©�¦-�
~∇ µ ¡% #��¬®#¡%©�¶

µ ���- φ = ~∇φ, '��¨ ~E = ~∇ · ~E, ��¦-© ~E = ~∇× ~E,
��¦-© ~B = ~∇× ~B

´_¤#��'�®¡ÂÕÖ¬®¡%¥
©���¦�§�©��l©���¥Ó���l �¡%¢²°E���E£�¦-¬ µ ¡%¢D#¡	�+¡ª§�¡%©�¯ º �l¹�� µ ¥v¡%��©�¡%¢}¡%�����l¬�©�¡%¢>¶
'��¨ ~E =

ρ

ε0
,

��¦-© ~E = 0, ~B = 0

ÕÖ �¡%¢D§�¦ µ ��¬�©E��¢²#¡%�1·¸� µ ¢D¡%©�¦�§�©��l©���¥�¶
'��¨ ~B = 0,

��¦-© ~B = µ0
~j, ~E = 0

A+�-³��'£a¦-¬ µ ¡%¢D#¡�@r�l �¡%¬�¬®¡M¡%¢â©����l¬�©T¡%��¢D¡�Ý/»D§�� º:º ¡%¢D§�©�¡%¬�¬�»#¢ µ #¡%�4°E�®³��â©�� µ §�©�¡%¢Èè1¡ª³��D¡%¢#��¡ µ ¡%¬�¢�� º��1º µ �l¢ µº ��©�#¡ º A+�l #¬ �-¦ � ¡%���l©�¦-��±

Å�Å



��� �B���l�����#��#,���@�v�W���������®�%)�*���	�Â�
���%"v��/�
�����
T5M����r( �%) *����+&#�
��,�
T�������������W/�W!��D���®�

���������
	�	������������������������	����������������� �"!#�%$&��	��������('*)+�-,���	�'.���-	�� ~∇ /10 ���)%)+�-243 57698
: �����������;2

φ
�����

ψ
���+���<���.'*)('*	��>=����������+�-����4? ~U ���;� ~V �@�+���<A-�������-	����	@���%�
�

=������
���%�
������B
/ '�8 ~∇ · ~∇φ =

���+A��
	�'
�
φ = ~∇2φ = ∆φ = ∂2φ

∂x2 + ∂2φ
∂y2 + ∂2φ

∂z2

/ ��8 ~∇× ~∇φ =
	��*���-	�'-�

φ = 0

/ � 8 ~∇(~∇ · ~V ) =
�
	�'
�����+A ~V = ~ex

(
∂2Vx

∂x2 +
∂2Vy

∂x ∂y
+ ∂2Vz

∂x ∂z

)

+~ey

(
∂2Vx

∂x ∂y
+

∂2Vy

∂y2 + ∂2Vz

∂y ∂z

)
+ ~ez

(
∂2Vx

∂x ∂z
+

∂2Vy

∂y ∂z
+ ∂2Vz

∂z2

)

/ �;8 ~∇ · (~∇× ~V ) =
���%AC	��-� ~V = 0

/ �78 ~∇× (~∇× ~V ) =
	��-��	��-� ~V = ~∇(~∇ · ~V ) − ~∇2~V =

�
	�'
�����%A ~V − ∆~V

/ED 8 ~∇ · (φ ~V ) = φ(~∇ · ~V ) + ~V · (~∇φ)

/ �F8 ~∇× (φ ~V ) = φ(~∇× ~V ) + ~V × (~∇φ)

/ ��8 ~∇ · (~U × ~V ) = ~V · (~∇× ~U) − ~U · (~∇× ~V )

/ �E8 ~∇× (~U × ~V ) = (~V · ~∇)~U − (~U · ~∇)~V − ~V (~∇ · ~U) + ~U(~∇ · ~V )

/HG 8 ~∇(~U · ~V ) = ~U × (~∇× ~V ) + (~U · ~∇)~V + ~V × (~∇× ~U) + (~V · ~∇)~U

/ ��8 ~∇ · (~∇ φ× ~∇ψ) = 0

·}��©M¡%©	°J�-§JI1 #»#¢ µ ¬ �-§�§�¡%¢@§��®³��²'�®¡ÂÕÖ� µ ¡% #¢#�®§�§�¡^�l»D§M¦- #� µ ¡%��@_�l �¡%¬�¬®¡�¬®¡%�®³���©1 �¡%��¡ª³��#¢D¡%¢>±
K É6��Í�à���!
ÉâÐ # ��! #HL 1 1�3r�¼���Ö���l �¡%¢] #�®§��D¡%�T'�®¡FNÖ��¦â'»#¥
©���¡ µ ¡%¬��l¢ µ ¡%° �l¢D'© Á » º æ�½�Çr¯ª»] �¡%��¡ª³��#¢D¡%¢ Á §��®¡%�D¡
�l»D³��¸Ã� D§�³��#¢#��©�©1Ä'±ÆÅ ¡7Ç�±

~∇(~U · ~V ) = (~∇~U)︸ ︷︷ ︸MN'*��	��POFQ
R ��)%�B

· ~V + (~∇~V )︸ ︷︷ ︸MN'.��	��%OFQ
R ��)%�B

· ~U

� ¢¿¦- #� µ ¡%�<@_�l �¡%¬�¬®¡:¡%�����l¬�© º �l¢Ò'�®¡ª§�¡6´D¦-� º Á ��¢D#¡ º º �l¢Ò#¡%¢ �B���-§�§ º �l¢#¢&C §�³��D¡%¢�ÕÖ¢â©	°E�®³�¥
¬�»#¢ µ §�§��l©�¯�l¢�°J¡%¢D#¡%©�¶
~U × (~∇× ~V ) = (~∇~V ) · ~U − ~U · ~∇~V .Ã1¢��l¬®¦ µ £Z¤#� ~V × (~∇× ~U)

±
Ý/» µ »#©�¡%�&9>¡%©�¯ª© ¢D¦â³��:¡%��¢#� µ ¡ °O¡%��©�¡%��¡ �1��¬�£�§ º ��©�©�¡%¬ Á '�®¡ '»#��³��]¡%��¢'£Þ�-³��D¡Eè1¡ª³��#¢�»#¢ µ ¤# �¡%� � ��¤'£�©_°J¡%��#¡%¢

¥�
-¢#¢D¡%¢>¶
• ~∇f(r) = f ′(r) ~r

r

æ�«Â¡%©�©�¡%¢#��¡ µ ¡%¬GÇ

• ´_¤#�
~a =

³ª¦-¢D§�©�± µ ��¬�© ~∇(~a · ~V (~r)
)

=
(
~∇~V (~r)

)
·~a Á °O¦- �¡%� ~∇~V (~r)

�l¬®§ ·¿�l©�����¯�¡%¢ º »#¬�©�� � ¬���¥��l©��®¦-¢
�l»'£ µ ¡�£Þ�l¹�©M°E�����±

• ~∇ · ~r = ( ~∇ )
(
~r
)

= 3 Á ~∇~r =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 =

(
~∇
)

( ~r )
± ~∇~r °E���� D6@r¡%¢D§�¦-� � ��¦
'»#¥â© H µ ¡%¢��l¢#¢�©

»#¢D}�l¬®§M·¸�l©����LA º »#¬�©�� � ¬���¥��l©��®¦-¢¿¡%��¢D¡%�BÝ�¡%��¬®¡ º ��©�¡%��¢D¡%� � � �l¬�©�¡�¨v¡%��§�©��l¢D#¡%¢>±
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�����
T5M����r( �%) *����+&#�
��,�
T�������������W/�W!��D���®�

q&%Tp��Op�� ~�����|��-�{x_y�� � �>�'��~r� ��~�����|��-�{x_y
ã#ä7å ´_¤#� ¡%��¢6°E���� �¡%¬�£Z��¡%�®¡ª§Ö´�¡%¬® ~E = −~∇φ £�¦-¬ µ ©Ö'��¨ ~E = −~∇· ~∇φ = −∆φ

±
∆

°E������0(	��
 (vá�Í �	��#Í�à:(�ËÞÊ-à
µ ¡%¢��l¢#¢�©1»#¢D@¡ª§ µ ��¬�© ∆ =

∑3
i=1

∂2

∂x2
i

±
��¡%��©�¡%���#��¢¿£a¦-¬ µ ©B£Z¤#�Â¡%��¢¿°E���� �¡%¬�£���¡%�®¡ª§Â´D¡%¬®��l»#©�¦ º �l©��®§�³�� ~∇ × ~E = −~∇× ~∇φ = ~0

± �	¢Ò#¡%�ÂÕÖ¬®¡%¥ é©���¦�§�©��l©���¥t¡%�����l¬�©�¡%¢@°E����D� º ��©1'�®¡�§�¦ µ ±��EÊ-ÏGÑ�ÑªÊ-É � ��
�Í�Ïaá�ß !
ÉâÐ

∆ϕ =

(
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

+
∂2

∂x2
3

)
ϕ =

−ρ(x1, x2, x3)

ε0

� äWå �	¢@#¡%�M·¿� µ ¢D¡%©�¦�§�©��l©���¥ º �-³��D¡%¢}°E��� £�¦-¬ µ ¡%¢D#¡%¢¸Ã�¢D§��l©�¯v¶
~B = ~∇× ~A(~r) º ��©1#¡ º�������������������� �!�#"%$'& ~A(~r)

´_¤#��'�®¡ª§�¡%¢@Ã1¢D§��l©�¯Â£a¦-¬ µ ©

• '��¨ ~B = ~∇ · ~B = ~∇ · (~∇× ~A)
( -85�î�-�')�B7�%Wï�î

= (~∇× ~∇) · ~A = 0

• ��¦-© ~B = ~∇× ~B = ~∇× (~∇× ~A) = ~∇(~∇ · ~A) − ~∇ · ~∇ ~A = ~∇ (~∇ · ~A)︸ ︷︷ ︸)
−∆ ~A

~A
�®§�©�¢#�®³��â©@¡%��¢D#¡%»#©�� µ  �¡ª§�©�� º:º © Á °E���È£�¤#�#��¡%¢�D�l�D¡%�t¡%��¢D¡¸§�¦ µ ¡%¢��l¢#¢�©�¡�*JÏaá�ßâË�à:(-É#Ñ%+%Ê-à�� (�Ë�ÏaÊ-É

'»#��³��>¶ ~A+ ~∇f(~r)
£Z¤#�#��©E¯ª»t�®#¡%¢â©��®§�³��D¡ º ·¸� µ ¢D¡%©�£a¡%¬® ~B Á #¡%¢#¢ ~∇× ~∇f = 0

æ,*JÏ�á%ß-+�à�Í�ÏGß'Í�Ï�Ë�Ç
Ã1¬®§TÕ4�®³���»#¢ µ £a¦-��#¡%��¢�°E���4¯ª»D§��l©�¯ª¬��®³��Ó'��¨ ~A = ~∇· ~A = 0 Á °J�-§J�l¬®§/.ÖÊ*!0
�Ê*�21�Í�Ïaá�ß !
ÉâÐ] �¡%¯�¡%�®³��#¢D¡%©
°E�����±

Ã1¬®§MÕÖ� µ ¡% #¢#�®§M»#¢D§�¡%��¡%� I� �¡%��¬®¡ µ »#¢ µ ¡%¢}¡%�����l¬�©�¡%¢²°E����D�l¢#¢t£a¦-¬ µ ¡%¢D#¡ �4¡%¥â©�¦-� µ ¬®¡%�®³���»#¢ µ ¶
��¦-© ~B(~r) = −∆ ~A(~r) = µ0

~j(~r)
æ ð�� ± ð Ç

3v¡ª#¡Ó«�¦ º�� ¦-¢D¡%¢�©�¡Ó¨v¦-¢ �B¬®¡%�®³���»#¢ µ æ ð�� ± ð Ç3 �¡ª§���©�¯ª©e'�®¡ º �l©��D¡ º �l©��®§�³��D¡t´D¦-� º ¡%��¢D¡%��Nr¦-�®§�§�¦-¢ � �B¬®¡%� é³��â»#¢ µDÁ #¡%��¡%¢ 90
�§�»#¢ µ '»#��³�� �â» � ¡%� � ¦�§���©��®¦-¢²#¡%� EJ¦-»#¬®¦ º   � ¦-©�¡%¢�©�� �l¬®¡ Q
4πε0 |~r−~r′|

¡%¢�©�§�©�¡%��©�¶

ϕ(~r) =
1

4πε0

∫
d3r′

ρ(~r′)
|~r − ~r′|

ÕÖ¢â©�§ � ��¡ª³��D¡%¢D µ ��¬�©E£�¤#�MD�-§L�4¡%¥â©�¦-� � ¦-©�¡%¢�©�� �l¬

~A(~r) =
µ0

4π

∫
d3r′

~j(~r′)
|~r − ~r′| ,

£Þ�l¬�¬®§ ~j(~r′) � º � ¢D¡%¢D'¬��®³��D¡%¢¸¨v¡%��§�³���°E��¢D#¡%©+»#¢D}¥v¡%��¢D¡3§�¦-¢D§�©�� µ ¡%¢}è1�l¢D' �¡ª'��¢ µ »#¢ µ ¡%¢Ò¡!A
�®§�©��®¡%��¡%¢>±�´_¤#�
~B = ~∇r × ~A(~r)

¡%�����l¬�©�¡%¢²°E���MD�l¢#¢

~B =
µ0

4π

∫
d3r′~∇r ×

(
~j(~r′)
|~r − ~r′|

)
=
µ0

4π

∫
d3r′ (−1)~j(~r′) × ~∇r

(
1

|~r − ~r′|

)

=
µ0

4π

∫
d3r′~j(~r′) × (~r − ~r′)

|~r − ~r′|3

Å �



��� �B���l�����#��#,���@�v�W���������®�%)�*���	�Â�
���%"v��/�
�����
T5M����r( �%) *����+&#�
��,�
T�������������W/�W!��D���®�

A

I

dl~

Ã1 # #��¬®'»#¢ µ Å'¶ �â©���¦ º '»#��³�� � ¦�§�§�¡%¢D¡ª§\9>¡%��©�¡%��¡%¬®¡ º ¡%¢�©

�����E£Z¤#�#��¡%¢¸'�®¡ �4¦-¬�» º ¡%¢#��¢�©�¡ µ ���l©��®¦-¢Ò¤# �¡%����¢}¡%��¢D¡3¡%��¢D'� º ¡%¢D§��®¦-¢��l¬®¡	�	¢â©�¡ µ ���l©��®¦-¢}¤# �¡%��'�®¡ 90�l¢ µ ¡%¢ é¡%¬®¡ º ¡%¢�©�¡
d~l

¶ ∫
d3r′ −→

∫
dAd~l Á §��®¡%�D¡�Ã1 # #��¬®'»#¢ µ Å'± �B�®¡ª§�¡%� µ �� #©�D�-§ �EÏaÊ�Ë����B(��"(-à%Ë�� Ñªá�ß'Í ��Í�Ñ�Í%Ë��

~B =
µ0

4π

∫
I d~l × (~r − ~r′)

|~r − ~r′|3

Å��
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� �39��¿K1UWK bEc�H �3H � � ?6H ~∇ [����	��

φ(~r)

[�
��� ~A
��H�Y�
�����������


φ(~r)
F H

UWK bEcEA�� F�H�SMX F$�+K1H XZ?6SrCÂXZK1H �¸?e?+UlY6F�HMCEADKBH6[^N j KOf FZK�X X�F�H
� � �+K1X S_?^?+U-Y6F HMCMADK1H

�B�®¡ª§�¡%� @ �D¡ º ¡%¢â �¡%��¡%�®³��d�®§�©�§�¡%�#��» º £Þ�l¢ µ ��¡%�®³�� Á °O¡ª§����l¬�  °E�����#�®¡%�3¢â»#�^¡%��¢D¡ µ ¡%¥
¤#��¯ª©�¡�´��-§�§�»#¢ µ � � � é§�¡%¢â©��®¡%��¡%¢²°O¦-¬�¬®¡%¢>±
q>q�pÞq�p ~∇ �Z|ÛxryGy��>�>�¿���G|���|d~r������~Ö|�~r���Òx_y���|<�1~ ~����Ö�Z|�x�����|
�+¡%�F�B��¾�¡%��¡%¢â©�� �l¬®¦ � ¡%���l©�¦-�1��¢@¥��l��©�¡ª§��®§�³��D¡%¢}«�¦
¦-��'��¢��l©�¡%¢²�®§�©M#¡�çD¢#�®¡%��©+�l¬®§ ~∇ =

∑3
i=1 ~ei

∂
∂xi

±
´_¤#���l¬�¬ µ ¡ º ¡%��¢D¡%¢D¡e«�¦
¦-��'��¢��l©�¡%¢

ui
§���¢D@'�®¡Â«1¦â¦-��'��¢��l©�¡%¢â¨v¡%¥â©�¦-��¡%¢ µ ¡ µ ¡% �¡%¢²'»#��³��

~eui
=

1

| ∂~r
∂ui

|
∂~r

∂ui

æ ð�ð ± ð Ç

°O¦- �¡%��'�®¡)AB¦-� º �®¡%��»#¢ µ '»#��³��²'�®¡�§�¦ µ ± ��� ( 
®Í�É�+�( �WËÞÊ-à�Í�É
fui

= | ∂~r
∂ui

| ¡%����¡%�®³��â©�°E�����±
�BÍ�Ï Ñ �/ÏÞÍ 
 3J«+» µ ¡%¬�¥v¦
¦-��'��¢��l©�¡%¢

r, ϑ, ϕ
æZ���®¡ª#¡%���D¦-¬�»#¢ µ Ç�¶

x = r sinϑ cosϕ, y = r sinϑ sinϕ, z = r cosϑ

�B�®¡�«�¦
¦-��'��¢��l©�¡%¢�¨v¡%¥
©�¦-��¡%¢¿§���¢D µ ¡ µ ¡% �¡%¢²'»#��³��

~er =




sinϑ cosϕ
sinϑ sinϕ

cosϑ


 , ~eϑ =




cosϑ cosϕ
cosϑ sinϕ

sinϑ


 , ~eϕ =



− sinϕ
cosϕ

0




º ��©�#¡%¢ �â¥��l¬®¡%¢'£Þ�l¥â©�¦-��¡%¢
fr = 1, fϑ = r, fϕ = r sinϑ

±
«�¦ º:º ¡%¢}°E���M¯ª»#��¤D³�¥Ó¯ª»²#¡%¢²�l¬�¬ µ ¡ º ¡%��¢D¡%¢¿«�¦
¦-��'��¢��l©�¡%¢

ui
±'��¡ µ ¡%¢ �B¬®¡%�®³��â»#¢ µ æ ð�ð ± ð ÇJ�®§�©

~eui
· ~∇ =

1

fui

∂~r

∂ui
· ~∇ =

1

fui

∑

j

∂xj

∂ui

∂

∂xj

(∗)
=

1

fui

∂

∂ui
.

�B�®¡ �1º £�¦-� º »#¢ µ (∗) ¡%� µ �� #©1§��®³��²�l»D§�#¡%�M«Â¡%©�©�¡%¢#��¡ µ ¡%¬ Á #¡%¢#¢²¡ª§ µ ��¬�©
∂

∂ui
f(x1(u1, u2, u3), x2(u1, u2, u3), x3(u1, u2, u3)) =

∑

j

∂f

∂xj

∂xj

∂ui

A1»#¢Ó£�¦-¬ µ ©
~∇ =

3∑

i=1

~eui

fui

∂

∂ui

æ ð�ð ±ÆÅvÇ
´_¤#�M»#¢D§�¡%�M¦- #� µ ¡ª§G�J¡%�®§ � �®¡%¬> �¡ª#¡%»#©�¡%©1'�®¡ª§

~∇ = ~er
∂

∂r
+

1

r
~eϑ

∂

∂ϑ
+

1

r sinϑ
~eϕ

∂

∂ϕ

Å��
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q>q�p ×4p��>s����
φ �

svu�w ~A �
���	� ~A

• µ ���- φ(u1, u2, u3) = ~∇φ =
∑3

i=1
~eui

fui

∂φ
∂ui

Á §��®¡%�D¡ÂÃ1 D§�³��#¢#��©�© ð�ð ± ð ±

• ��¦-© ~A(u1, u2, u3) = ~∇× ~A º ��© ~A =
∑3

i=1 ~eui
Aui

(u1, u2, u3)
±#��¡ µ ¡%¢

~∇ui =
∑

j

~euj

fuj

∂ui

∂uj︸︷︷︸
=δij

=
~eui

fui

¥�
-¢#¢D¡%¢}°E���
~eui

'»#��³��
(~∇ui)fui

¡%��§�¡%©�¯�¡%¢@»#¢Dt¡%�����l¬�©�¡%¢
��¦-© ~A = ~∇×

(
3∑

i=1

(~∇ui)fui
Aui

)

]J')�B7�%Wï�î"'Þë � ë��
=

3∑

i=1



(~∇× ~∇︸ ︷︷ ︸

=0 !

ui)fui
Aui

− (~∇ui) × ~∇(fui
Aui

)





�4¡%��°J¡%¢D#¡%¢ °E�����B¬®¡%�®³���»#¢ µ £Z¤#�Â#¡%¢ �B���-'�®¡%¢â©�¡%¢�»#¢DÒ'�®¡:è�¡%¬ �l©��®¦-¢ ~∇ui = ~eui
f−1

ui

æ�§�±�¦#± Ç Á §�¦
¥�
-¢#¢D¡%¢}°E���E°O¡ µ ¡%¢

∑

i,j

~eui

fui

×
~euj

fuj

∂

∂uj
(fui

Aui
) =

∑

i,j

εijk
fu1fu2fu3

~euk
fuk

∂

∂uj
(fui

Aui
)

'�®¡3è�¦-©��l©��®¦-¢@¨v¦-¢ ~A
�l»D³��@��¢O�B¡%©�¡%� º ��¢��l¢â©�¡%¢ é �
³��#��¡%�� â°O¡%�®§�¡: #����¢ µ ¡%¢>¶

��¦-© ~A =
1

fu1fu2fu3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

fu1~eu1 fu2~eu2 fu3~eu3

∂
∂u1

∂
∂u2

∂
∂u3

fu1Au1 fu2Au2 fu3Au3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

• '��¨ ~A(u1, u2, u3) = ~∇ · ~A º ��© ~A =
∑3

i=1 ~eui
Aui

(u1, u2, u3)
±�´_¤#��¡%��¢²è1¡ª³��â©�§�§:�'§�©�¡ º µ ��¬�©M£�¤#�

~eu1 , ~eu2 , ~eu3

 �¡%��¯��
¥
¬��®§�³��D¡%���4¡%��©��l»D§�³���»#¢ µ
~eu3 = ~eu1 × ~eu2 = (~∇u1) × (~∇u2)fu1fu2»#¢D²D� º ��© (~∇× ~∇ = 0
)

'��¨ ~A = ~∇ ·
{
(~∇u1) × (~∇u2)fu1fu2Au3 + (~∇u2) × (~∇u3)fu2fu3Au1

+(~∇u3) × (~∇u1)fu3fu1Au2

}

=
(
((~∇u1) × (~∇u2)) · ~∇(fu1fu2Au3) + ((~∇u2) × (~∇u3)) · ~∇(fu2fu3Au1)

+((~∇u3) × (~∇u1)) · ~∇(fu3fu1Au2)
)

·¿�l¢  �¡��-³��â©�¡È'�®¡�¯��â¥
¬��®§�³��D¡��4¡%��©��l»D§�³��â»#¢ µ #¡%�^¡%��¢#¯�¡%¬�¢D¡%¢ �â» º:º �l¢D#¡%¢&J �B»#��³�� '�®¡�Ã1¢�°J¡%¢ é'»#¢ µ #¡%� NÖ��¦â'»#¥
©���¡ µ ¡%¬ ~∇· (~a×~b) = (~∇×~a) ·~b− (~∇×~b) ·~a »#¢D
(~∇× ~∇) = 0

¨v¡%��¡%��¢'£a�-³���©�¡
§��®³��²#¡%��Ã1»D§�'��»D³�¥�±DÕ4��§�¡%©�¯�¡%¢@°E���M°E�®¡ª#¡%� ∇ui Á §�¦:¡%�����l¬�©�¡%¢²°E���

'��¨ ~A =
1

fu1fu2fu3

{
∂

∂u3
(fu1fu2Au3) +

∂

∂u1
(fu2fu3Au1) +

∂

∂u2
(fu3fu1Au2)

}

Å ñ
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q>q�p��4p ���	� �>s����
φ

'��¨ µ ���- φ(u1, u2, u3) = ~∇·~∇φ = ∆φ
°E����:�l¬®§ �&(	��
 (vá�Í �-��#Í�à:(�ËÞÊ-à+ �¡%¯�¡%�®³��#¢D¡%© Á ∆ = ∂2

∂x2
1
+ ∂2

∂x2
2
+ ∂2

∂x2
3

±
� ¢3Ã1 D§�³��#¢#��©�© ð�ð ±ÆÅE���l �¡%¢3°E���r'�®¡I�1��¨v¡%� µ ¡%¢#¯ #¡ª§&�4¡%¥
©�¦-� � ¦-©�¡%¢�©�� �l¬®§ ~A ��¢^�l¬�¬ µ ¡ º ¡%��¢D¡%¢e«1¦â¦-��'��¢��l©�¡%¢

 �¡ª§�©�� º:º ©�±/´r¤#�1#¡%¢²´��l¬�¬ ~A = µ ���- φ ¡%�����l¬�©�¡%¢}°E��� º ��© µ ���- φ =
∑

i

~eui

fui

∂φ
∂ui

=⇒ Ai = 1
fui

∂φ
∂ui

#¡%¢
9�� � ¬ �-³ª¡ é ( � ¡%���l©�¦-�1��¢²�l¬�¬ µ ¡ º ¡%��¢D¡%¢¿«�¦
¦-��'��¢��l©�¡%¢>¶

∆φ =
'��¨ µ ���- φ(u1, u2, u3) =

1

fu1fu2fu3

{
∂

∂u3

(
fu1fu2

fu3

∂φ

∂u3

)
+

∂

∂u1

(
fu2fu3

fu1

∂φ

∂u1

)

+
∂

∂u2

(
fu3fu1

fu2

∂φ

∂u2

)}

����� $������ ��	 $ �
�
� ����	� ��� � ��� &%��� ����� "�� $ ���0���
�B�®¡ �â¥-�l¬®¡%¢'£Þ�l¥â©�¦-��¡%¢}§���¢D

fr = 1, fϑ = r, fϕ = r sinϑ
±

µ ���- φ(r, ϑ, ϕ) =

(
~er
∂φ

∂r
+

1

r
~eϑ
∂φ

∂ϑ
+

1

r sinϑ
~eϕ
∂φ

∂ϕ

)

��¦-© ~A(r, ϑ, ϕ) =

{
~er

(
∂

∂ϑ
(r sinϑAϕ) − ∂

∂ϕ
(r Aϑ)

)
+ r ~eϑ

(
∂

∂ϕ
Ar −

∂

∂r
(r sinϑAϕ)

)

+r sinϑ~eϕ

(
∂

∂r
(r Aϑ) − ∂

∂ϑ
Ar

)}

'��¨ ~A(r, ϑ, ϕ) =
1

r2 sinϑ

{
∂

∂r
(r2 sinϑAr) +

∂

∂ϑ
(r sinϑAϑ) +

∂

∂ϕ
(r Aϕ)

}

∆φ(r, ϑ, ϕ) =

(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂ϑ

(
1

r

∂

∂ϑ

)
+

1

r sinϑ

∂

∂ϕ

(
1

r sinϑ

∂

∂ϕ

)

+
2

r

∂

∂r
+
cotϑ

r

1

r

∂

∂ϑ

)
φ(r, ϑ, ϕ)

=

{
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
+

1

r2

(
∂2

∂ϑ2
+ cot ϑ

∂

∂ϑ
+

1

sin2 ϑ

∂2

∂ϕ2

)}
φ(r, ϑ, ϕ)

�BÍ���Í�à �"!âÉâÐK3e«+» µ ¡%¬�¥v¦â¦-��'��¢��l©�¡%¢ §���¢D�£�¤#�@'�®¡�� ¡%���l¢D'¬�»#¢ µ £�»#¢DD� º ¡%¢�©��l¬®¡%�ON4��¦- #¬®¡ º ¡� �¡ª§�¦-¢D#¡%��§
°E�®³��â©�� µ ±WÕ4��¢D¡4¡% �¡%¢D§�¦ °E�®³���©�� µ ¡Jè�¦-¬�¬®¡Ö§ � �®¡%¬®¡%¢eÝ �â¬���¢D#¡%��¥v¦
¦-��'��¢��l©�¡%¢ Á £Z¤#��'�®¡ �l�#¢#¬��®³��D¡T´D¦-� º ¡%¬�¢ µ ¡%¬�©�¡%¢>±
�����À¡ º�� £a¡%�#¬®¡%¢ £�¤#�Ó¡%��¢D¡%¢�§��®³��D¡%��¡%¢ ��º µ �l¢ µ º ��©À#¡%¢�¢D¡%»D¡%¢ �J¡ µ ����¾�¡%¢ Á ¦- #� µ ¡O� ¡%¯ª�®¡%�â»#¢ µ ¡%¢Ô£Z¤#�
Ý �
¬���¢D#¡%��¥v¦â¦-��'��¢��l©�¡%¢¿§�¡%¬� D§�©E¯ª»t �¡%��¡ª³��#¢D¡%¢>±
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