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Kapitel 0

Einfuhrung

Was ist das Ziel dieses Kapitels?

Es werden einige grundlegenden Gréfsen und Konzepte der Theorie — insbesondere der Feldbegriff —
eingefiihrt. Gleichzeitig soll an das bekannte Wissen aus der Experimentalphysik angekniipft werden.
Weiterhin wird ein kurzer historischer Abriss présentiert, der die Entwicklung der Elektrodynamik
skizzieren soll.

Es wird kurz dargestellt, welche Stellung die Elektrodynamik in der Grundlagenforschung heute hat.

a) Grundlagen

Coulomb-Gesetz

Die Vorlesung schlieft an die ,,Theoretische Mechanik® (Analytische Mechanik) an. Dort wurde die Be-
wegung von Punktteilchen (nur Modell!) und ausgedehnten Korpern unter dem Einfluss von Kréften
untersucht.

In der Elektrodynamik geht es um die Beschreibung elektrischer und magnetischer Krifte durch elek-
tromagnetische Felder. Die Theorie fand im 19. Jahrhundert mit den Mazwellschen Gleichungen ihren
Abschluss (Coulomb (1785) — Maxwell (Treatise, 1873), weitere Details jeweils auf den Ubungszetteln
und im folgenden Abschnitt).

Ausgangspunkt der Elektrodynamik ist die Existenz von ruhenden und bewegten Ladungen (Stromen),
die Krifte aufeinander ausiiben.

Das Coulomb-Gesetz z. B. beschreibt die Kraft zwischen zwei Ladungen ¢; und ¢z, deren Ausdehnung
vernachlissighar ist gegeniiber ihrem Abstand.

1 — T

Fy = —Fpy (1)

ﬁlQ =k (I1(I2‘T1 — 772‘3’

Die Rolle der Konstanten k wird bald untersucht werden.

Dieses Kraftgesetz lisst sich in anderer Form schreiben, wenn man das elektrische Feld E einfiihrt, das
z. B. von ¢y erzeugt wird und auf die Ladung ¢; wirkt.

P

T =N =
Fomp F(rh) = quE(m) (2)

E (M) =k g2
Falls das Feld E(7) bekannt ist, weif ich die Krifte auf eine Probeladung ¢, an den Orten 7.

Feldbegriff (Faraday)

Wenn wir von elektris_ghen Feldern reden, dann haben wir es mit Vektorfeldern zu tun. Jedem Raumpunkt
7 ist der Feldvektor E(7) angeheftet.
Zur Erinnerung: In der Mechanik haben wir schon zwei wichtige Felder kennengelernt.

1. F(7), Kraftfeld (Vektorfeld)
2. V(7), Potentialfeld (Skalarfeld)

Geht man von der Mechanik der Punktteilchen zur Kontinuumsmechanik iiber, dann begegnet man
weiteren Feldern.



3. p(7), Massendichte
4. 9(7), Geschwindigkeitsfeld

Hier hat man es schon mit dem Transport bzw. der Wellenausbreitung in einem Medium zu tun. Dies
wird spéter in der Elektrodynamik eine grofe Rolle spielen.

Diskretisierung

Wir wollen kurz die Diskretisierung des Kontinuums in einer Dimension betrachten.

In Feldtheorien haben wir es mit kontinuierlichen Feldern zu tun, d. h. jedem Ort x wird ein Wert ¢(x)
zugeordnet. Fiir numerische Berechnungen ist es meist zweckméfig, die Felder zu diskretisieren. Wir
fithren also ein Gitter mit den Punkten x; ein, so dass dem Feld bei z; der Wert p(x;) = ¢; zugeordnet
wird.

Im Allgemeinen wird das Feld zeitabhéngig sein, man denke nur an eine Oszilla- o)

torkette. Hier iibernimmt die Auslenkung der Oszillatoren die Rolle des Feldes.

Daher schreiben wir o;(t). Aus der Dynamik des Feldes resultiert eine Differen- /-/_"\'/
tialgleichung in ¢ fir die ¢;(¢). Es wird angemerkt, dass man auch einen Schritt

weiter gehen und die Zeit diskretisieren kdnnte. | | , T
In den Differentialgleichungen der diskretisierten Felder treten im Allgemeinen
Differenzen auf, z. B. ¢;(t) — p;—1(t). Verfeinert man das Gitter, kann man dies
in der Form g—i schreiben, wenn die Funktion ¢(x) glatt ist.

Somit haben wir es mit einer partiellen DGL in ¢ und x zu tun!

Abbildung 1: Gitter

Anmerkung zu Vektoren

Bedenke: Physikalische Vektoren transformieren unter Drehungen (im Gegensatz zu Skalaren).
Unterscheide den abstrakten Vektor 7 und den Koordinatenvektor :

3
i=1

Die ¢; sind die Basisvektoren der gewdhlten Darstellung (meist kartesisch oder in Kugelkoordinaten).
Die elektrischen Felder einzelner Ladungen lassen sich durch lineare Superposition zu komplizierteren
Feldern iiberlagern, welche ebenfalls auf unsere Probeladung ¢; wirken. Dabei soll ¢; so klein sein, dass
die Riickwirkung auf die Ladungsverteilung zu vernachlissigen ist, daher der Begriff der Probeladung.
Wichtig ist — und das wird in der Vorlesung herausgearbeitet werden — dass das Feld nicht nur ei-
ne Hilfsgroke ist, sondern sich als eigenstdndige Substanz erweist. Dies kommt allerdings erst bei der
Behandlung von Wellenphdnomenen zum Tragen.

Der Feldbegriff impliziert eine Nahwirkung, aber das Coulomb-Gesetz ist auch im Rahmen einer Fern-
wirkung schliissig.

Magnetische Felder

Neben den elektrischen gibt es die magnetischen Krifte, vermittelt durch das magnetische Feld B. Sie
wirken auf bewegte Ladungen g der Geschwindigkeit 4.

ﬁ(r”, t) = qv(

x B(7,t) (4)

Das zusitzliche ¢ im Nenner ist eine Folge der Gaufsschen Einheiten, welche in Kiirze besprochen werden.
Magnetische Felder werden durch bewegte Ladungen, also Stréme, erzeugt.

Ladungsdichte und Stromdichte

Die Ladungsdichte ist anschaulich ,,\];Oﬁﬂf]{‘egn “ Man definiert sie gemafs
. . AQ
p(rt) = Alxl/rgo AV (5)

Im Gegensatz zum Strom I ist die Stromdichte j(7,t) eine gerichtete Grife, also ein Vektor.



Man kann sie sich vorstellen als Ladung AQ), die pro Zeit At mit der v At

Geschwindigkeit v = |¥] durch eine zur Bewegungsrichtung ¢ orthogonale }
Flache AA stromt. Die Richtung von j entspricht der Richtung von 7. l
- . AQ | AQ
It = AAI,%HO AAAL A (6) l v
S 7 o D R | AA
Der Vektor €4 = 7 ist der Einheitsvektor in Richtung von ¢. Wir fordern, PR ----
dass er senkrecht auf A steht. P
Man iiberzeugt sich schnell anhand dieser Definitionen, dass der folgende
wichtige Zusammenhang gilt: Abbildung 2: zur Definition
~ der Stromdichte
F(7.1) = (7, 0T ) (7)

Wozu fithren wir diese Dichten ein? Zur Beschreibung des Kontinuums muss man das Konzept von
Punktladungen erweitern. Man stelle sich vor, dass wir es mit ,yerschmierten Ladungen“ zu tun haben.
Als Beispiel kénnte eine homogen geladene Kugel mit konstanter Ladungsdichte dienen.

Maxwellsche Gleichungen

Falls Ladungsdichten p(7,t) und Stromdichten j(7,t) vorgegeben sind, konnen wir E(7,¢) und B(7,t)
nach den Maxwellschen Gleichungen berechnen.

. . 19B(F
divE(F,t) = dmp(7,t) rot B (7, t) = —7% ©
¢ 8
_, 47 190E(7,t) .=
B(7,t) = —j(7, I S A A B(7.t) =
rot B(7, t) - Jrt) + Py divB(7,t) =0

Dies sind gekoppelte partielle lineare DGL 1. Ordnung. Diese Gleichungen, stirker an experimentellen
Fakten orientiert, wurden in der Physik IT behandelt. Wir werden sie in der Vorlesung nochmals entwickeln
und dazu zundchst Spezialfille betrachten.

Elektrostatik, Magnetostatik
Die beiden Fille der Elektrostatik und Magnetostatik sind in den Maxwellschen Gleichungen enthalten.

1. Elektrostatik: B = 0, E zeitunabhingig

divE(F) = 4mp(F)
rot E(7) = 0

2. Magnetostatik: E= 0, B zeitunabhingig

(10)

Bemerkungen zur Vektoranalysis

Schon aus der obigen Formulierung erkennt man, dass die Vektoranalysis eine grofse Rolle spielt, d. h. die
Begriffe Gradient, Divergenz und Rotation.

Weiterhin sind der Gaufsche und der Stokessche Satz von zentraler Bedeutung. Ihre Anwendungen und
Bedeutungen werden nach der Physik II weiter in den Ubungsgruppen vertieft, natiirlich auch in der
Vorlesung memoriert. Man findet dazu Anhinge in den Lehrbiichern der Elektrodynamik (— Literatur-
liste) und natiirlich eine ausfiihrliche Behandlung in den ,Mathematik fiir Physiker-Biichern und auch
in meinem Skript zur Physik II.



b) Historie
Literatur

Wer an der Geschichte der Elektrodynamik interessiert ist, dem seien die ,Encyclopadia Britannica®,
yFlorian Scheck, Theoretische Physik III, S. 267 oder ,,Thomas Biihrke, Sternstunden der Physik“ ge-
nannt.

Etymologie

Der Begriff , Elektron* kommt aus dem Griechischen und bedeutet Bernstein (Reibungselektrizitéit, Thales
von Milet, um 600 v. Chr.).

,Magnetismus® rithrt von der Landschaft Magnesia (in Thessalien, Griechenland) her (Lucretius, 99-52
v. Chr.).

Zeitliche Entwicklung
Wir wollen einige Namen nennen, die mit der Entwicklung der Elektrodynamik verkniipft sind. Die dicken
Punkte deuten dabei die wichtigsten Beitrdge an.
e Charles Augustin de Coulomb (1736-1806)
Coulomb-Gesetz (1785)

- Benjamin Franklin (1706-1790)
politische Tétigkeit
Blitzableiter

e Hans Christian Orsted (1777-1851)

Magnetfeld eines Stromdurchflossenen Leiters (um 1820)

- Jean Baptiste Biot (1774-1862), Félix Savart (1791-1841)
Biot-Savart-Gesetz

e André Marie Ampére (1775-1836)

Kraftwirkung stromdurchflossener Leiter, Spule als Magnet

e Michael Faraday (1791-1867)

kam aus einfachen Verhdltnissen, vom Laborassistenen bei dem Chemiker Humphry Davy zum Pro-
fessor der Chemie, Prdsident der Royal Society, London

starker Vertreter des Feldbegriffs, aber schrieb nie eine Formel
Faradaysches Induktionsgesetz (1831)

Faraday-Kifig (1835)

Faraday-Effekt, Drehung von Lichtpolarisation im Magnetfeld (1845)

e James Clerk Maxwell (1831-1879)

aus schottischem Landadel, Edinburgh — Trinity College, Cambridge — Aberdeen, King’s College,
Privatier, 1871 Direktor des Cavendish-Laboratoriums (neugegrindet)

hielt noch am Ather fest
,Dynamical Theory of the Electromagnetic Field* (1865)

e Heinrich Hertz (1857-1894)
Experimente zu Radiowellen an der TU Karlsruhe (1884-1888)

e Albert Einstein (1879-1955)

Spezielle Relativitédtstheorie, Lorentzinvarianz (1905)

- Ludvig Lorenz (1829-1891)
Retardierungspotentiale
Eichtransformation
Interessant: Die Lorenz-Eichung (wird spater behandelt) stammt nicht von Hendrik Aanton Lorentz,

sondern von Ludvig Lorenz. Weiterhin stammt die Lorentzinvarianz von Albert Einstein.
Weitere Informationen finden sich im Anhang des Wegner-Skripts und im Anhang des Buches von Scheck.



c) Mafieinheiten

Gaulfisches Mafisystem

Wie allgemein in der Elektrodynamik iiblich, verwenden wir hier das Gaufissche Mafsystem als Erwei-
terung des cgs-Systems, aufbauend auf Zentimeter (cm), Gramm (g) und Sekunde (s). Es unterscheidet
sich von dem SI (internationales Einheitensystem), das meist in der Experimentalphysik benutzt wird
und auf Meter (m), Kilogramm (kg), Sekunde (s) und Ampere (A) aufbaut.

Erinnern wir uns an das Coulombgesetz (1). Im SI ist k = #ﬁu. Wir werden jedoch eine vereinfachte
Schreibweise verwenden, in der k = 1 gilt. Dies ist ohne Probleme moglich, hat aber zur Folge, dass das
Einheitensystem anders definiert ist. Wir finden damit das Gaufssche Mafsystem.

Ausgehend von der Einheit der Kraft im cgs-System, [F] = dyn, geben wir die Einheiten fiir Ladung,
Strom und die Felder an.

la] = [p)[r]* = dyn'/?cm
[1] = [j][r]* = dyn'/?cms™!  (denn j = p7) (11)
[E] = [B] = dyn'/?cm ™!
Der Unterschied beim SI ist, dass wir es dort mit rationalen Einheiten zu tun haben, in denen kein Faktor
7 auftritt.

Das Ampere

Am Beispiel der Energie lasst sich zeigen, wie sich die neue Einheit Ampere ins SI einfiihren lasst. Die
Einheit der Energie ist J = Ws = AVs. Auf diese Weise ldsst sich die Stromstérke definieren.
Ein wichtiger Zusammenhang im SI lautet

1

2
c” = . 12
€00 (12)

Die Definition der Stromstirke im SI basiert auf der Kraft, die zwischen zwei unendlich langen Leitern
wirkt, welche parallel zueinander sind und den Abstand 1 m haben. Beide Leiter werden von 1 A durch-
flossen, wenn eine Kraft von 10~7 N wirkt (die genaue Behandlung stellen wir hier noch zuriick). Mit
dieser Definition ldsst sich die Konstante k festlegen.

k_

— =107"NA2=10""2VsA 'm™! (13)
4meg

Es folgt fiir po der exakte Wert
4
Ho = l—gr?VsA*1 m'. (14)

Da die Lichtgeschwindigkeit ¢ per Definition ebenfalls exakt ist, ¢ = 2.99792458 - 103 ms~!, ist auch ey
exakt.

Die schon erwithnte Einheit der Kraft im cgs-System ist das Dyn(e), 1dyn = 1075 N. Es steht dem Leser
frei, nachzupriifen, dass fiir die Einheit der Ladung im Gaufischen Mafsystem 1 LE? ~ %_QA s gilt. Man
gehe dabei vom Coulomb-Gesetz aus. Das ,,~“ kommt an dieser Stelle daher, dass die Lichtgeschwindigkeit
mit ¢ ~ 3-108ms~! genihert wird.

Weiterhin fallt auf, dass das elektrische und magnetische Feld im SI nicht die gleichen Einheiten besitzen,
was besonders im Vakuum sehr unschon ist. Im Gaufschen Mafsystem sind ihre Einheiten identisch. Dies
ist ein groker Vorteil!

An dieser Stelle sei auf das Wegner-Skript verwiesen. Vorsicht bei der Umrechnung von m in ¢cm usw.!



d) Weiterfiihrende Bemerkungen

Bedeutung der Elektrodynamik

Die Elektrodynamik ist heute in der Technik duflerst wichtig, Ingenieure der E-Technik werden im Allge-
meinen mehr dariiber wissen als ein Physiker, aber im Rahmen der Grundlagenwissenschaft sollte man
folgende Punkte bedenken:

e Sie beschreibt fundamentale Krifte auch zwischen Elementarteilchen, den Quarks und Leptonen,
und damit zwischen Protonen, Neutronen und Elektronen, bis hin zu Atomen und Molekiilen. Sie
ist daher wichtig fiir die Atomphysik und Festkdrperphysik.

e Sie wird mit der ,schwachen® und nach gingiger Meinung vermutlich auch mit der ,starken” Wechsel-
wirkung vereinigt. Das Ziel ist eine Vereinigung aller vier Naturkrifte, einschliefslich der Gravitation
(z. B. String-Theorie).

e Die Aufteilung in ,Materie* (Elektronen, Protonen, ... ) und ,Strahlung®* (elektromagnetisches Feld,
..) wird durch die Quantenphysik aufgehoben. In der Quantenelektrodynamik (QED) wird das
elektromagnetische Feld quantisiert, wir finden die y-Quanten, bzw. Photonen.

Auf der anderen Seite kann auch Materie zu Feldern fithren. Man denke dabei an die Bose-Einstein-
Kondensation (BEC, ein wichtiger Name dabei ist Prof. Ketterle, geb. in Heidelberg) und die zuge-
horigen Interferenzerscheinungen von Atomen. Auch die Supraleitung verdeutlicht die Wellennatur
von Teilchen.

e Die Feldgleichungen miissen nicht linear sein! Beispiele sind die ,nichtabelschen“ Eichfelder der
Chromodynamik und Flavordynamik. In diesem Fall besitzen die Felder selbst eine Ladung.

Die Gross-Pitaevskii-Gleichung fiir das Bose-Einstein-Kondensat hat einen nicht-linearen 13-Term.

Hier versagen die Methoden der Elektrodynamik, wie sie in dieser Vorlesung geschildert werden.
Aber es gibt durchaus nicht-lineare Optik. . .

Weitere Bemerkungen

e Die Elektrodynamik erlaubt es, wichtige Kapitel der mathematischen Physik zu schildern (z. B.
Kugelfunktionen). Dafiir muss man nicht bis zur Quantenmechanik warten.

e Die elektrische Kraft zwischen zwei Elektronen ist im Vergleich zur Gravitationskraft zwischen zwei
Elektronen um fast einen Faktor 10%? stiirker. Allerdings ist diese starke Anziehungskraft wegen der
Ladungsneutralitdt im Universum verborgen.

e Bei der theoretischen Beschreibung der Elektrodynamik soll auch verstanden werden, warum die
Maxwellschen Gleichungen gerade diese Form haben und keine andere.

Im zweiten Teil der Vorlesung wird die spezielle Relativitdtstheorie behandelt. Die Maxwellschen
Gleichungen sind Lorentz-invariant. Eichinvarianz und Lorentzinvarianz fiihren eindeutig auf die
Maxwellsche Theorie, wenn lineare Gleichungen gefordert werden.

e Das Feldkonzept vertréigt sich nicht mit Punktladungen. Ein lokales Feld E(7,t), das
bei ¥ und t auf geladene Punktteilchen wirkt, ist sehr einschrinkend, denn es kommt
zu Divergenzen. In der Stringtheorie hingegen haben wir nicht-lokale Wechselwirkung
von nicht-lokalen Objekten. Fiir die meisten Anwendungen ist die Idealisierung durch
Punktladungen jedoch sehr hilfreich.

Welche Begriffe aus diesem Kapitel sind wichtig?
Punktteilchen Feld Ladung Strome
Coulomb-Gesetz Probeladung elektrisches Feld Vektorfeld
Skalarfeld magnetisches Feld Ladungsdichte Stromdichte
Elektrostatik Magnetostatik Gaufssches Mafisystem

10



Kapitel 1

Elektrostatik

Was ist das Ziel dieses Kapitels?

Die Elektrostatik ist ein Spezialfall der Elektrodynamik und nicht besonders aufregend.

Dennoch erlaubt sie die Diskussion von Grundlagen. Neben der §-Funktion wird auch die Vektorana-
lysis — insb. die Begriffe Gradient, Divergenz und Rotation — als wichtige mathematische Grundlage
eingefihrt.

Das elektrische Potential als méchtiges Werkzeug der Elektrodynamik wird vorgestellt, und es wird
ein genauerer Blick auf die Feldgleichungen geworfen.

1 Das elektrische Feld, Potential und die Feldgleichungen

a) Das elektrische Feld
Elektrisches Feld

Das Coulomb-Gesetz hatten wir schon im letzten Kapitel kennen gelernt. Hier schreiben wir es noch
einmal hin und beriicksichtigen zugleich, dass k = 1.

71— 75

Fip = NeE (1.1)
)

Es sei nochmals gesagt, dass dieses Gesetz fiir Ladungen gilt, deren Ausdehnung klein ist gegen den
Abstand r. Wir werden spéter untersuchen, wie man ausgedehnte Ladungsverteilungen beschreiben kann.
Anders als beim Gravitationsgesetz erlaubt das Coulomb-Gesetz nicht nur eine Anziehung, sondern auch
eine Abstofung.

Will man mehrere Ladungen beschreiben, lassen sich die Krifte addieren. Es gilt die lineare Superposition
der Krifte.

(1.2)

=T

(ﬁ—qEF)—qul —

|7 — 7|3

Den Schritt von einer Ansammlung von Punktladungen zu einer Ladungsdichte geht man, indem man

infinitesimal Ag; = p(7) AV — p(7) d®r schreibt. Die Summation wird zur Integration und wir kdnnen
das elektrische Feld fiir Ladungsverteilungen hinschreiben.

>
7:‘) /d3r/p —-v' ; :‘ (13)

Zur Erinnerung: Es handelt sich hier um ein Vektorfeld.
Den diskreten Fall von Punktladungen gewinnt man zuriick, indem man die Dichte als Summe von 6-

Funktionen schreibt. .
= qibs(7 — %) (L4)
i=1

Der Index 3 besagt, dass wir es mit einem dreidimensionalen Argument in der é-Funktion zu tun haben.
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Diracsche ,,0-Funktion*

Das Ziel ist es, eine ,,Funktion“ zu definieren, die zwei gewisse Eigenschaften besitzt,
d(z)=0 fiirx#0 (I.5)
und

+o0o
/ 0(z)de=1. (1.6)

Solche eine Funktion existiert nur als Limes n — oo von Funktionen f,(z) mit fj;: fn(z)dxr =1 und

fn(z) =370 fiir © # 0 und £,(0) "=3" co. Beispiele sind

fn(x)Z{g fiir o] < 57 :

sonst,
() = ne=m" | (L.7)
. 2
n S nx
fule) =" < )
T nx

Der erste Fall ist die einfache Kastenfunktion mit Breite % und Hohe n.
Definieren wir uns zur weiteren Untersuchung der 6-Funktion eine Folge von Funktionen g, (z) durch die
Funktionale oo

Fig) = [ dogla) e = o) = guao) (13)
F,(L'T")(g) bildet im Raum der Funktionen das Skalarprodukt von g(z) und f,(z — xo).
Mit limy,— 00 gn(z) = g(z) schreibt man

400
[ﬁ dz g(2)8(x — o) = glzo) |- (19)

Die sogenannte ,,6-Funktion® ist ein Funktional, das der Funk-
tion g(z) (Vektor im Raum der Funktionen) ihren Wert an der
Stelle zg zuordnet. g(x)
Anschaulich multipliziert man ¢g(z) mit einer Funktion f,(x — L1

Zo), die fast iiberall Null ist und nur in der Nihe von z( ein /_\
ausgeprigtes Maximum hat. Dadurch liefert das Produkt nur

einen Beitrag bei © = xg, denn fiir © # ¢ ist f,(x) quasi Null.
Die Funktionale, die durch f, definiert werden, haben eine In-

tegraldarstellung, (I.8). Der Limes (n — oo) selbst hat keine
Integraldarstellung, dennoch schreibt man diese formal hin.

Tim_ F)(g) = g(ao) (110) %0
wird als 6-Funktional oder §-Distribution bezeichnet. Es handelt
sich strenggenommen um keine Funktion, dennoch wird oft von
der 0-Funktion gesprochen. )

Der Umgang mit der §-Funktion wird in den Ubungen vertieft.

Abbildung I.1: anschauliches Beispiel
zur 0-Funktion
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b) Umformulierung des Coulomb-Gesetzes als DGL bzw. Integralgleichung

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit der Umformulierung des Coulomb-Gesetzes in eine DGL
bzw. Integralgleichung.

Elektrischer Fluss
x3

Der elektrische Fluss ist definiert als das
Flachenintegral des elektrischen Feldes.

elektrischer Fluss = / da- E(F) (1.11) da
A

Man stelle sich dazu irgendeine Fliche im

Raum vor, die man in infinitesimale Teilfli-

chen zerlegt. Zu jeder Teilfliche betrachtet

man den zugehorigen infinitesimalen Fld-
chenvektor dd, der senkrecht auf der Teilfla-

che steht und dessen Betrag der Fliche ent-

spricht. Man spricht gelegentlich von ,Igel-
vektoren®, da die Vektoren wie die Stacheln

beim Igel aus der Fliche hinaus zeigen.

Beim Flachenintegral wird iiber alle infini-

tesimale Fliachen summiert. x
Wir werden noch sehen, dass der Fluss ein
Mafk fiir die Ladung ist, die hinter der Fli-
che A sitzt. Auch auf den damit verkniipften
Begriff der Feldlinien gehen wir noch kurz
ein.

X2

Abbildung I.2: Das Flichenelement da berechnet sich aus
da = dd; + dady + dds mit dds = d¥; x dT2 usw.

Gaufisches Gesetz in Integralform

Werfen wir einen Blick auf das elektrische Feld einer allgemeinen Ladungsverteilung.
= 3 =
Der Fluss durch eine geschlossene Oberflache A, die das Volumen V einschliei%t, ist

_ _‘/
]{da E(F ?{da /d?’r’p 7 T (L.13)

Wir kénnen beide Integrationen auf der rechten Seite vertauschen, da das erste Integral die 7, das zweite

aber die 7 aufsummiert. L,
3 F—7
%da E(F) = /d r’ (7 j{da e (I.14)

Hier werden zwei Félle unterschieden.

!

(i) Liegt 7 in V, konnen wir ¥ = 0 setzen (s. u.) und erhalten fiir
den Beitrag des Flichenintegrals 4. Priife dies fiir den Fall nach,
dass das eingeschlossene Volumen eine Kugel ist! Es ist fiir das 67
Ergebnis aber unerheblich, ob die Flache eine Kugeloberfliache ist
oder eine kompliziertere Gestalt besitzt.

(i) Haben wir es mit dem Fall zu tun, dass ¥ auferhalb von V liegt, ’
heben sich die Beitréige der Flichenelemente gerade hinweg, da
sie entgegengesetzt orientiert sind.

Dieses Verhalten sorgt dafiir, dass bei der Integration [ d3r’ p(7) tat-
sichlich nur {iber das Volumen V integriert wird. Das Ergebnis lautet Abbildung 1.3: # ¢ V, alle Bei-

dann : B trige I und II heben sich paar-
f da - E(7) = 4nQ , (I.15)  weise genau weg, so dass das In-
A

. . . o . . tegral verschwindet
wobei () die Ladung ist, die in V enthalten ist. Wir haben soeben das

bekannte Gaufische Gesetz in Integralform aus der Physik gefunden.

f di - E(F) = 4nQ = 4x / d3r p(7) (1.16)
A 14

Q ist dabei die von der Fliche A eingeschlossene Ladung. A muss geschlossen sein, dies deutet das ¢ auf
der linken Seite der Gleichung an.
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Divergenz und Gaufisches Gesetz als DGL

Betrachten wir nun die rechte Seite der Gleichung (1.16) genauer. AV ist das infinitesimale Volumenele-
ment, dann lautet der Integrand 4mp(¥)AV.

Die Divergenz oder Quellstirke des elektrischen Feldes E wird definiert durch

$adi- E()

divE(F) = AI\I/IEO AV (I.17)
Damit kénnen wir sofort die differentielle Form des Gaufischen Gesetzes notieren.
divE(F) = 4mp(7) (1.18)

Dies ist bereits einer der Maxwellschen Gleichungen (wenn wir spéter die Zeitabhingigkeit wieder hinzu-
fiigen).

Punktladung
Fiir eine Punktladung bei 7 gilt

—

7 —7

(=)

E(f)=qg—2 . .19
(7) T (L.19)

O. B. d. A. kénnen wir 7 = 0 setzen, d. h. eine Punktladung im Ursprung erzeugt das elektrische Feld

—

B() = q:—?) . (1.20)

Wir sehen, dass das elektrische Feld radialsymmetrisch ist und nach aufen zeigt.
Betrachte eine Kugel um ¢ mit Radius r, dann gilt

?{ di - E(F) = 4nq . (1.21)
A

Die Fliachenvektoren da stehen senkrecht auf der Kugel, zeigen also nach aufsen. Dies schreibt man fol-
gendermafsen auf:

di = da’, da=12dQ =12 sin0dddy (1.22)
T

Das Gaufssche Gesetz nimmt in unserem Fall, d. h. fiir eine Punktladung, die Form

—

q divT% = 4mqd3(7) (1.23)

an.

Aus dieser Gleichung erkennt man, dass div% = 0 fiir » # 0. Auf diesen Zusammenhang kommen wir
spater noch einmal zuriick. Wir werden ihn dann explizit ausrechnen.

Wir hatten uns oben entschieden, eine Kugel mit Radius 7 um ¢ zu legen. Allgemeiner h#tten wir auch eine
Oberfliche mit nicht-konstantem Radius (6, ¢) verwenden kénnen. Das macht allerdings keine Probleme,
so lange r > 0 erfillt ist.

Gaufischer Satz

Ein Vergleich von (I1.16) und (I.18) motiviert den Satz von Gauf aus der Mathematik fiir endliche Volu-
mina. Dieser Satz ist fundamental fiir die Vektoranalysis.

]i da- E(7F) = /V d*r divE(7) (1.24)

Als einfache Beweisskizze kann man sich vorstellen, dass das Volumen V' aus vielen infinitesimalen Volu-
mina (Kuben, Tetraeder usw.) zusammen gesetzt wird. Bei der Oberfldchenintegration heben sich an den
inneren Grenzflichen der einzelnen Volumina die gemeinsamen Flichen hinweg, da sie entgegengesetzt
orientiert sind.
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Allgemeine Ladungsverteilung

Das Gesetz fiir eine allgemeine Ladungsverteilung p(7) folgt aus dem fiir eine Punktladung durch Super-
position. Wir wollen zeigen, dass

E(F) = /dgr’p () ; 7:|3 —  divE(F) = 4mp(7) (1.25)

gilt, was wir im letzten Abschnitt schon aus anderen Uberlegungen gewonnen hatten.
Dazu differenzieren wir F(7) und zeigen, dass die DGL erfiillt ist.

2
divE(7 / &3 p(7) div, —— : / &3 p(7) Ands(F — 7) = dmp(7) (1.26)

,,—,’

Wir werden bald sehen, dass die Berechnung von E(7) bei allgemein vorgegebenen Ladungsdichten p(7)
mit dem Potential eleganter ist.

Homogen geladene Kugel
Die homogen geladene Kugel ist definiert durch

_J po firr<R
p(r)—{ 0 firr>R "~ (1.27)

Wir nehmen an, dass das elektrische Feld radialsymmetrisch ist und nach aufsen zeigt, d. h. E(F) =
E(r)~. Diese Annahme wird spéter untermauert, wenn wir die Rotation eines Vektorfeldes kennen lernen.

Erinnern wir uns, dass dd = dag . Das Gaufsche Gesetz (I.16) nimmt ausintegriert daher eine einfache

Form an.
T R3py firr>R

2 —
drr*E(r) = 47r{ 4WTSPO fir r < R (1.28)

Fiir den Grenzfall R — 0 mit %’“Pﬁpo = ¢ = const finden wir wieder das Coulomb-Gesetz fiir eine
Punktladung der Ladungsdichte p(7) = ¢d5(7).
Bewegte Ladungen, Ladungserhaltung und Kontinuitatsgleichung

Dieser Unterabschnitt ist ein Vorgriff auf die zeitabhingigen Feldgleichungen.
Die Ladung im Volumen V errechnet sich aus der Ladungsdichte.

Q :/ d3r p(7,t) (1.29)
1%
Beachte, dass wir hier von zeitabhingigen Ladungsdichten ausgehen.

Ist die Stromdichte ,7(7:', t) bekannt, kénnen wir berechnen, wie viel Ladung pro Zeit aus einem Volumen
herausstrémt.

I= 7{ da - j(7,t) (1.30)
A
Vergleiche dazu nochmals die Definitionen von p und j. Die geschlossene Fliche A ist die Oberfliche von
V', es gilt daher A = 9V
Wichtig an dieser Stelle ist die Ladungserhaltung. Sie besagt, dass elektrische Ladungen nicht einfach

erzeugt oder vernichtet werden konnen. Sie kénnen sich jedoch bewegen. Nimmt in einem Volumen die
Ladung @ ab, dann ist dies nur moglich, indem ein Strom I aus dem Volumen fliefit.

(L31)

In Integraldarstellung lautet die Ladungserhaltung

jt d3rp(7,t) = f{, dai-j(7,t) . (1.32)

Auf der anderen Seite kennen wir den Satz von Gauf,
f di - j(7t) = / d3r divj(7,t) . (1.33)
A 1%

Ziehen wir die Zeitableitung in das Volumenintegral hinein (was wir tun kénnen, wenn das Volumen selbst
zeitlich konstant ist), kdnnen wir schreiben

/ d?’r% (7 t) = —/ drdivj(7,t) . (1.34)
v
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Da wir das Volumen V nicht n&her spezifiziert haben, ist die Gleichung giiltig fiir alle Volumina, auch
fiir infinitesimale. Die Gleichung gilt insbesondere auch fiir die Integranden. Wir haben die sehr wichtige
Kontinuitdtsgleichung gefunden.

p(7,t) = —divj(7,t) (1.35)

Die Kontinuitatsgleichung ist eine Bilanzgleichung, die an jedem Punkt und zu jeder Zeit erfiillt ist. Sie
ist dquivalent zur Ladungserhaltung.
Divergenz in kartesischen Koordinaten

Die Divergenz in kartesischen Koordinaten ist definiert durch

0
7E3<x1,$2,$3) . (136)

0
——Es(x1, 2, 23) + D25

leE(Fj = %El(xhxg,lﬂg) + 8562

Mit, der Zerlegung E = FEié1 + Esés + E3és und 7 = x1€1 + 226> + x3€3 lautet die Matrixschreibweise

Ey

= o 0 0
i ==, =, =— Es | . .
divE <8a:1 3 61‘2 ’ 8373) Ei (I 37)

Es ist unbequem, die B%—Terme mitzunehmen, daher definiert man den Nabla-Differentialoperator V als

Vektor 0 9 o
= (o 7o) .

divE =V - E|. (1.39)

und schreibt

|
Man kann sich dies am Beispiel eines Quaders mit den Seitenléingen N dz3
dzx1, dre und dzs plausibel machen. Der Fluss durch den Quader =
. . . 7
in x1-Richtung ist - dy
OF -
dxg dz3[Ey (21 + day, w2, 23) — E1 (71, 72, 73)] = dV@Tj - (L40) dxq

Vergleiche diesen Ausdruck mit der allgemeinen Definition der Di- Abbildung I.4: Quader zur Diver-
vergenz (L.17). genz in kartesischen Koordinaten

Divergenz fiir Punktladung

Berechne nun zur Ubung die Divergenz des elektrischen Feldes einer Punktladung, E(7) T%, in karte-
sischen Koordinaten.
Nutze die Produkt- und die Kettenregel aus.

—

<

. T - T T, =21 3 S [(=3\= .
dwﬁzv-ﬁz 3 +r~V(r3):3+r-(T_4)Vr:O fiir r #0 (1.41)

Hier wurde ausgenutzt, dass B

Vr=—. (L42)
r

Man mache sich diesen Zusammenhang klar, indem man 7 und r durch z, y und z ausdriickt!

Bedenke, dass die Divergenz nur fiir r # 0 verschwindet, vgl. dazu (1.18).

Man sollte die Gelegenheit nutzen und ein wenig iiben, ohne explizite Koordinatendarstellung auszu-

kommen. Es ist wichtig, die Regeln der Analysis (Differentiation) und der Vektoralgebra (Skalarprodukt,

Vektorprodukt) zu kombinieren, um kompakte Rechnungen zu ermdglichen. Um sich klarzumachen, dass

V.= 3, V x 7= 0 oder Vr = g gilt, rechnet man am besten zun&chst in Vektor- und Matrizendarstel-

lung. Wenn man das Ergebnis erst einmal kennt, kann man es immer wieder benutzen, ohne die lastigen

Rechnungen zu wiederholen. B

Man beachte die Reihenfolge, in der die Symbole aufgeschrieben werden. V - 7 ist etwas anderes als 7 ﬁ,

da der Nabla-Operator normalerweise nach rechts wirkt. Unter Umsténden muss durch einen Pfeil o. A.

klar gemacht werden, auf welchen Ausdruck oder in welche Richtung der Nabla-Operator wirkt.
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c) Das elektrische Potential
Arbeit

Genau wie in der Mechanik ldsst sich in der Elektrostatik ein Potential einfilhren, das eng mit der
potentiellen Energie des Feldes verkniipft ist.

Werfen wir zunéchst einen Blick auf die Arbeit, die geleistet werden muss, wenn man eine Probeladung
gegen das elektrische Feld von 7 nach 7 bewegen will:

W= —[2 i+ F() = —q/:2 dr- B(7) | (1.43)

1 1

Das Wegintegral ist die Aufsummation lauter infinitesimaler T
Wegstiicke dr, fiir die F(7) - dF gilt, wie es aus der Mechanik T
bekannt ist.

Es stellt sich die Frage, ob die zu leistende Arbeit, um von 7} nach
75 zu gelangen, von dem gewahlten Weg abhéngt. Falls die Arbeit
tatsichlich wegabhéngig sein sollte, kénnte man ein Perpetuum
Mobile konstruieren und stindig Energie gewinnen, wohlgemerkt
ohne eine zeitabhiingige Kraft, denn wir sind noch immer in der |
Elektrostatik. 7
Wir fordern daher, dass auf einem geschlossenen Weg die Arbeits-
bilanz Null ist. Mit anderen Worten: Die zu leistende Arbeit, um
von einem Punkt zu einem anderen zu gelangen, ist nicht abhin-
gig vom gewidhlten Weg.

Abbildung 1.5: geschlossener Weg mit
Hinweg I und Riickweg II

f dF-E() =0 (1.44)

Rotation

Definiere die Rotation eines Vektorfeldes durch Ad

. dr- E
€y - rotE(F) = lim $ar-E@ .

Aa—0 Aa (I.45)

€, ist der Normalenvektor des Flachenelements Ad.
Fiir infinitesimale geschlossene Wege folgt

rot E(7) = 0. (1.46)
Abbildung 1.6: Rechtsschraube

Dies ist die differentielle Form der Wegunabhingigkeit. Wir haben hier
schon eine weitere der Maxwellschen Gleichungen vor uns (in der vollen
Elektrodynamik sieht die Gleichung noch etwas anders aus).

Satz von Stokes

Der Satz von Stokes fiir endliche Flichen A lautet

740 dr- B(7) = /A dii - ot B(7) |. (1.47)

Er setzt das Flachenintegral iiber die Rotation des Vektorfeldes E (7) in Beziehung zu dem geschlossenen
Wegintegral von E(r) entlang des Randes der Fliche A, also C' = dA.
Es folgt sofort der schon bekannte Zusammenhang (I.44), d. h. beide Formulierungen sind &quivalent,

7§ i B[ =0 <= rotB=0. (1.48)
C
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Bemerkung zur Giiltigkeit und Beweisskizze

Der Satz von Stokes gilt nur fiir einfach zusammenhangende Flichen A. Einfach zusammen-
hiangende (,sternférmige”) Flichen lassen sich anschaulich zu irgendeinem Punkt innerhalb
der Fliche zusammenziehen. Gegenbeispiele sind Flichen mit ,Léchern®. Betrachtet man
ein Vektorfeld mit Polstellen und liegen diese innerhalb der betrachteten Fliche A, so ist
der Satz von Stokes nicht anwendbar.

Um den Satz von Stokes zu zeigen, zerlegt man die endliche Fliche A in infinitesimale, pla- Abbildung L.7:
nare Flichen Ad (Dreiecke, Rechtecke, usw.). Das Ringintegral um A wird nun geschrieben
als die Summe von infinitesimalen Ringintegralen um alle kleinen Flachen Ad. Die inneren
Linien heben sich dabei heraus (entgegengesetze Orientierung). Berechne die infinitesimalen
Ringintegrale und definiere damit €, - rot E(7) Aa (vgl. Definition der Rotation).

nicht zulés-
sig!

Rotation in kartesischen Koordinaten

Man betrachte ein Rechteck in der z;xs-Ebene. Man iiberlege sich, dass der geschlossene Weg durch

[—El (xl, xro + dl‘g, 1‘3) + E4 (.1‘1, Tg, Ig)]d.ﬁl + [Eg(l‘l + dl‘l, Ta, 333) — Eg(.ﬁl, Ta, 173)]dl‘2

0E;, OEs OF, OB, (L.49)
= T2V deyday = [ —2L + 222 ) 4
( 8:62 + 63:1) 1 < O * 0z > “

beschrieben werden kann.

Erinnern wir uns, dass wir den Nabla-Operator v eingefiihrt haben. Man mache
sich klar, dass mit den obigen Uberlegungen dzo
tE ) = (ﬁ E ) .50
(rotB(M), = (V x E)_ (1.50) T

gilt. Dieser Zusammenhang ist genauso fiir die beiden anderen Komponenten

giiltig, also Abbildung 1.8: zur Ro-

tation in kartesischen

rot E(7) = V x E(7) |. (151)

Koordinaten
Um die Rotation praktisch zu berechnen, kann man die Determinante einer
3 x 3-Matrix verwenden:
€ € €3
AV 7l ) ) o)
E, E; Es
Man kann die Rotation aber auch als Matrixmultiplikation verstehen.
1o} o)
O —am 9m \ (B
NAVE 5 o) )
o le] .
%  8m O s

fiihrt zum selben Ergebnis.

Rotation fiir Punktladung

Berechne (dhnlich wie bei der Divergenz) die Rotation des elektrischen Feldes einer Punktladung in
kartesischen Koordinaten. Auch hier sind Produkt- und Kettenregel hilfreich.

Fooo 7 VUxF o1 L (=3\ 7
rotr—?):Vxﬁ: 3 r><V<743)r><<T4)TO (I.54)
Nicht vergessen, dass @ x b= —bxaund damit @ ¢x ¢ =0 gilt. Das Minuszeichen im zweiten Schritt kommt

zustande, weil man die Reihenfolge von  und V im Kreuzprodukt vertauscht. Uberpriife V x7=0.
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Elektrisches Potential und Gradient

Definiere das elektrische Potential,

o(7) = — / "B ar . (Lss) @ = comst.

Es ist mit dieser Definition eindeutig, da das Integral wegunab-
héngig ist.

Der Gradient des Potentials wird iiber die Potentialdifferenz fiir grado
infinitesimales A7 definiert.

[p(F+ AF) — ¢(7)] = AT - grade (1.56)

N\
Aus der Definition sieht man, dass grad¢ senkrecht auf den Aqui-
potentialflichen steht. Aquipotentialfliichen sind zweidimensiona- Abbildung 1.9: grade steht senkrecht
le Flachen im Raum, auf denen das Potential konstant ist, d. h.
A7 - grad¢ = 0. Anschauliches Beispiel in zwei Dimensionen: H6-
henlinien auf Landkarten.

auf Aquipotentialfliichen

Gradient in kartesischen Koordinaten
Betrachte
o7 + A7) = 6(7)
= ¢(x1 + Axy, 20 + Axo, x3 + Axs) — (21, T2, 23)
= ¢(x1 + Az, 2 + Az, x5 + Axs) — ¢(x1, T2 + Az, x3 + Axs)
+ é(x1, 20 + Ao, x5 + Axg) — d(x1, T2, 23 + Axs)

+ d(x1, w2, 73 + Azz) — P21, 72, 73) . (L57)
0 0 0
= a—z(fl, T2 + Axg,x3 + Axg)Axy + %(Ilaf%xlS + Azz)Ars + %(Ih@jS)AW
Al’l
., (5“5,8‘9“5, §‘b> Azy | =V AF
Azxqy,Aze,Axz—0 1 T T3 Axg
Vo

Wir sehen: Der Gradient kann in kartesischen Koordinaten — wie auch die Divergenz und die Rotation
— durch den Nabla-Operator dargestellt werden. Im ersten Fall wirkt V auf ein Skalar, im zweiten Fall
bildet man das Skalarprodukt von V mit einem Vektor und im dritten Fall ist das Kreuzprodukt zwischen
V und einem Vektor zu nehmen.

Berechnung des elektrischen Feldes aus dem Potential

Nun untersuchen wir die Potentialdifferenz ¢(7 + A7) — ¢(7) genauer:

FHAF . .
O(F + AF) — ¢(7) = — / E() - di' *Z° —E(7) - A7 (1.58)

T

Dies gilt fiir alle A7, daher finden wir die fundamentale Gleichung
E(7) = —grado(7) | . (1.59)

Ist umgekehrt E(7) = —grade(7) erfiillt, dann ist f;f E(7) - dF wegunabhingig, bzw. § E(7) - dF = 0.
Diese Schlussrichtung kann man schnell beweisen. Mit

’Fz ¢2
| amadom) - dr =~ [ do=~fo(r) - o(70) (160)
und der Eindeutigkeit von ¢(7) folgt die Behauptung.

Zusammenfassung

Wir haben gesehen: Fiir ein Vektorfeld, dessen Rotation verschwindet, rot E(7) = 0 bzw. ¢ E(F)-di =0,
lisst sich ein skalares Potential ¢(7) finden, so dass E(7) = —grad¢(7). Die Umkehrung gilt ebenso.

rotE(f) =0 <= E(F) = —grado(i) < %E(F) AP =0 (1.61)

Den Beweis kdnnte man am einfachsten zyklisch fiithren.
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Bemerkung zu den Feldlinien

Feldlinien sind ein Konstrukt, um sich ein Vektorfeld anschaulich vorzustellen. Die Richtung einer Feldlinie
stimmt mit der Richtung des Feldes, hier E(7) {iberein. Je stiirker das Feld ist, also je grofer | E(7)|, desto
dichter werden die Feldlinien gezeichnet. Feldlinien kénnen sich nicht schneiden, denn sonst wére an den
Schnittpunkten die Richtung und damit der Wert des Feldes nicht eindeutig.

Nun konnen zwei interessante Dinge mit Feldlinien passieren: Sie kénnen geschlossen sein (z. B. Kreise,
Ellipsen o. A.) oder sie kénnen im Raum beginnen und enden.

Die Feldlinien des elektrischen Feldes in der Statik, so wie wir es hier besprochen haben, sind nicht
geschlossen, sonst wire § E(7) - dF # 0.

Unter der Rotation eines Feldes verteht man die Wirbelstirke, d. h. rotationsfreie Felder, wie hier E(7)
haben keine Wirbel, sind also nicht geschlossen.

Im Gegensatz zur Rotation beschreibt die Divergenz eines Feldes die Quellstdirke. Dies wird durch Feldli-
nien veranschaulicht, die im Raum beginnen oder enden. Mit anderen Worten: Feldlinien des elektrosta-
tischen Feldes E(7) beginnen und enden in Ladungen.

In der Magnetostatik ist es genau anders: Die Feldlinien von B (7) sind geschlossen (Rotation), beginnen
und enden aber nirgends (divergenzirei).

Vergleiche dazu die Gleichungen der Elektro- und Magnetostatik aus Kapitel 0.
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d) Feld und Potential aus der Ladungsverteilung, die Poisson-Gleichung
Potential direkt aus Ladungsdichte

Wir kennen bisher die Lésung der Feldgleichungen,

L N
E(7) :/d‘sr p(") - (1.62)

|7

Gesucht ist das Potential ¢(7). Man kann es durch Integration gewinnen (Ubung).

() = — / & - B(i") (L63)

Es gibt einen direkteren Weg. Betrachte den Ausdruck
1 1

d =- V|f = 7| = — 1.64
Diese Umformung kénnen wir direkt in die Losung fiir E(7) einsetzen.
- 1
R A (L65)
F—T

Beachte: Der Nabla- Operator wirkt auf die ungestrichenen Gréoflen 7, das Integral ,sieht* aber nur die
gestrichenen Grofien 7, daher konnen wir den Nabla-Operator aus dem Integral heraus ziehen.

E(7) = v/d3 ) (L.66)
0

Durch Vergleich mit der Identitit E(7) = —V¢(7) erhalten wir sofort das Potential ¢(7).

o(F) = [ &r T (1.67)

Es ist bis auf eine additive Konstante festgelegt. Normalerweise setzt man sie gleich Null, dies entspricht
der Forderung ¢(oo) = 0, wenn die Ladungsdichte fiir grofie r hinreichend schnell abféllt oder begrenzt
ist.

Poisson-Gleichung

Bisher haben wir nur eine Feldgleichung fiir das elektrische Feld E () kennen gelernt, und zwar
V- E(7) = 4mp(7) . (1.68)

Diese Gleichung lisst sich mit E(7) = —V ¢(7) kombinieren, um zu einer DGL fiir ¢(7) selbst zu gelangen.
Setze die zweite in die erste Gleichung ein,

—V - Vé(7) = dmp(7) . (1.69)

An dieser Stelle fithren wir den Laplace-Operator ein.
ai 2 2 2
I o 9 0 5 0 3 0
A=V -V=[— — — 0 | = B 1.70
(63:1 e 8373) % | =87 T o3 V023 (L70)
Dieser ermdoglicht eine kompaktere Formulierung der Poisson-Gleichung, der Feldgleichung fiir das Po-
tential.

—Ag(F) = 4mp(F) (L7L)

Hinweis: In der Literatur wird hiufig auch die Definition A = -V.-V verwendet, was gelegentlich zu
Verwirrung fiihren kann. Weiterhin sollte man aufpassen, wann A den Laplace-Operator und wann eine
infinitesimale Grofe bezeichnet. Dies sollte aber aus dem Kontext klar sein.

Die Poisson-Gleichung fiir eine Punktladung lasst sich sofort hinschreiben.

~A = 4d3(F — ) (L.72)

Priife diese Identitit zur Ubung fiir den Fall 7 # 7 nach!
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Wiederholung zu Greenschen Funktionen

Wer sich noch an die Greenschen Funktionen aus der Theoretischen Mechanik erinnert, erkennt, dass wir
es in (I.72) mit einer zu tun haben. Eine Greensche Funktion G(z,2’) zum Differentialoperator D erfiillt

DG(z,2") = é(x — '), (1.73)
d. h. die Greensche Funktion G ist das Inverse des Operators D.
In diesem Fall ist —ﬁ‘;_%,l eine Greensche Funktion des Laplace-Operators A.
Mit ihrer Hilfe lassen sich die allgemeinen Lésungen der DGL
Dy(z) = f(x) (1.74)

durch Integration bestimmen.
) = [ d' Gla. o) () (1.75)

Als Beispiel wollen wir die Gleichung

A(7) = —dmp(7) (L76)
losen, d. h. das Potential ¢(7) angeben. ¢ iibernimmt die Rolle von y und p die von f. Daher ist
[ s p(T)

was wir schon weiter oben gefunden hatten.
Oft (wie spéter in der Vorlesung) wird das Potential einer Einheitspunktladung als Greensche Funktion
bezeichnet, also obiges G mit —47 multipliziert.

22



e) Potentielle Energie einer Ladungsverteilung, Feldenergie

Wir wollen n Punktladungen ¢; aus dem Unendlichen herholen und in einem Volumen an der Orten 7;
anordnen. Dabei ist zu beriicksichtigen, dass neu hergeholte Ladungen im Feld der bereits positionierten
bewegt werden miissen, was in der Regel Energie kosten wird. Die i-te Ladung, die zu positionieren ist,
wird also das Feld der ersten i—1 Ladungen spiiren. Insgesamt ist die benttigte Arbeit fiir die i-te Ladung

o7 i—1
=—q / dit- " Ey() . (1.78)

Integration und Summation kénnen vertauscht werden. Nutze hier die Definition der Potentials aus.
i—1
Wi=q Y ;%) (L.79)
j=1

Die Gesamtenergiebilanz lautet

Wyes = Z Gl (1.80)

|77 — 751

Hier ist zu beachten, dass stets ¢ > j ist. Man kann auf diese Einschrankung verzichten, indem man {iber
alle 4 # j summiert und das Ergebnis durch zwei teilt, da die Summe symmetrisch in ¢ und j ist.

Wies = = Z W (L81)

|77 — 75

Jetzt kann man den Schritt von diskreten Ladungen zu einer kontinuierlichen Verteilung gehen. Es ist
dabei notig, zwei Volumenintegrationen auszufithren. Der Punkt 7 = 7 trigt nicht bei, weil er das Maf

Null besitzt. (o)
T
Wyes = 5 /d3 B /p|r_pﬂ| (1.82)

Schaut man sich den Integranden genauer an, erkennt man, dass die Definition des Potentials in ihm
steckt. Im Sinne einer Fernwirkung kénnen wir daher

1 . .

Wyew = 5 [ dro(7)0(7) (183)
schreiben. Dieser Ausdruck ist zwar schon sehr kompakt, 14sst sich aber noch in eine andere Form bringen.
Wir kénnen namlich noch die Poisson-Gleichung, A¢ = —4mp, verwenden.

1 . .
Wy = —5= [ dro80(7) (L84

Mit dem Satz von Gauk und der Identitit A = V - V erhalten wir
/ d*r div (¢(7) grade (7)) = / da - ¢(7) gradé(7) — 0 . (1.85)
1% ov

Warum geht dieser Ausdruck gegen Null? Wenn wir annehmen, dass V' der gesamte Raum, bzw. ein sehr
grofes Gebiet ist, dann befindet sich der Rand OV weit weg von der umschlossenen Ladungsverteilung
p(7). Mit der Konvention ¢(co) = 0 verschwindet der Ausdruck.

Auf der anderen Seite wissen wir von der Produktregel, dass

div (6(7) grado () = V - (M) Vo(7) = (Vo) - (Vo)) + 6T Vo) . (186)

Fiigen wir alles zusammen, finden wir fiir die benétigte Energie durch partielle Integration

Wes = 8% / dr (%(F)f (L87)

oder als Endergebnis fiir die Energie einer statischen Ladungsverteilung

Wies = 817T d3r ( ())2 . (1.88)

Interpretieren wir den Integranden genauer. Die gesamte Energie der Ladungsanordnung ist als Volu-
menintegral gegeben. Der Integrand kann daher als die Energiedichte des Feldes der Ladungsanordnung
angesehen werden.
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Wir halten fest: Die Energiedichte des elektrischen Feldes ist

u(F) = — |E(F) ’ (1.89)

1
8w

Man erkennt, dass die Energiedichte immer positiv ist, egal welche Vorzeichen die Ladungen tragen.
Das Konzept der Energiedichte ist eng mit dem Nahwirkungsbild verknlpft. Die Ladungen bauen ein
Feld auf (auch dort, wo selbst keine Ladungen sind), welches dann auf andere Ladungen wirkt und selbst
Energie tragt.

In der allgemeinen Elektrodynamik (wir sind noch immer in der Statik!) wird sich schliissiger ergeben,
dass das elektromagnetische Feld ein Energietriger ist und dies nicht nur Interpretation ist.
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2 Das elektrische Dipol- und Quadrupolmoment, die Multipol-
entwicklung

a) Die Multipolentwicklung
Taylor-Entwicklung

Wir hatten eine exakte Formel fiir das Potential gefunden.

B(F) = / i L) (1.90)

Die Ladungsdichte p(7") sei bei 7 = 0 zentriert und es soll \F— 7| > |7| gelten, d. h. der Beobachter bei
7 befindet sich weit weg von der Ladungsverteilung

Das Ziel ist, eine Taylor-Entwicklung nach 7 durchzufiihren,

um die fuhrenden Beitrége der Ladungsverteilung zum Poten-

tial einfach zu bestimmen. Dazu benutzen wir

Ly Mi (_ ef“ﬁv%) . (L9)

T P= ST

Auf der rechten Seite der Gleichung (eingeklammert) wurde Apbildung I.10: Beobachter bei 7 sei weit
die Taylor-Entwicklung der Exponentialfunktion verwendet. von V entfernt

Diese Darstellung ist aber unpraktisch bei der folgenden Be-

rechnung. Wir bleiben daher bei der expliziten Darstellung mit der Summe.

=l

(]

Monopol, Dipol und Quadrupol

Wir interessieren uns hier nur fiir die ersten drei Summanden,

1 1, -1 1 - 2\ 1
=Vt (T V) (P V) 1.92
A A1 U V) s (1.92)
Der erste Term % fithrt spater auf den Monopol, der zweite 7 - % auf den Dipol und der dritte auf den
Quadrupol der Ladungsverteilung. Um diesen letzten kiimmern wir uns nun genauer.

1/, eN(y @\l 1/, aN/(—77\ _ 1|(, o 1\, , . 7 V(77
AUROIGROFEE1G Vr)( )T TV ) O s
1 L7\, P ore N, '
——2[(—3r-ﬁ>(r~77)+r3<vr®r)r
Hier ist in expliziter Matrixdarstellung
. BN 1 0 O
Ve@i= (7% | (@1,22,23) = (0 1 0] =1 (1.94)
0 0 01
6933
und damit
1/, = L, e\l 372 1
2(T'vr> (T'vr>r_2 23 (L.95)

Die drei Terme, die wir ausgerechnet haben, sind nach steigenden Potenzen von r im Nenner sortiert,
d. h. der Monopol ist bei grofen Abstdnden dominierend und der Dipol und der Quadrupol liefern nur
Korrekturen, die jedoch bei kleineren Absténden relevanter werden.

Der Monopol einer Ladungsverteilung ist gegeben durch

bo(7) = / 7)1 (1.96)

r T

Dies ist dquivalent zum Feld einer Punktladung. Fiir grofe Abstéinde sieht daher das Feld jeder Ladungs-
verteilung aus wie das einer Punktladung.
Die erste Korrektur dazu ist der Dipol.

o1 (7) = / &3 7 % =T (L.97)

7"3

Hier wurde das Dipolmoment p der Ladungsverteilung p(7) eingefiihrt.
P= /d?’r’ 7 p(7) (1.98)
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Im Gegensatz zum Monopol des Potentials, welcher mit % abfallt, geht der Dipol des Potentials mit T,%

Der Quadrupolanteil fallt mit %3 ab usw. Hier ist er in Komponentenschreibweise.

3 x; 10;
) = [ atatpir) (S22 - 100) (199)

2 7rd 2 73

Mit den Quadrupolmomenten

/d3 ! (x ), — 5mr 2) p(7) (1.100)

lautet der Quadrupol dann ,
3z — 170k
P2(7) = quT
Beachte, dass hier iiberall iiber die Indizes i und k summiert wird, weil sie doppelt auftreten. Das Sum-
menzeichen wird nicht explizit hingeschrieben. Dies ist die FEinsteinsche Summenkonvention, die sehr
verbreitet ist. Man sollte sich damit unbedingt vertraut machen.

Bei der Definition der Quadrupolmomente taucht ein zusétzlicher Term

(L101)

— 207" auf. Dies ist zuldissig,

. . . . — >2 . . .
da bei der Kontraktion mit % dieser Ausdruck verschwindet.

Elektrisches Feld

Das elektrische Feld erhalten wir in der Multipolentwicklung wie gewohnt durch Differenzieren des Po-
tentials.
Man rechnet am besten nach, dass

B = —ve(r) = & 4 30-0r=pr (1.102)

gilt.

Alle Terme, die im Potential mit der n-ten Ordnung abfallen gehen im Feld mit n + 1-ter Ordnung. Wir
hatten z. B. gesehen, dass der Dipol des Potentials mit 7‘2 abfillt. Das elektrische Dipolfeld geht aber
mit 2 usw.

Einfache Beispiele

Fiir die einfachste Ladungsverteilung, die einen Di-

pol erzeugt, nimmt man zwei Punktladungen +¢ im

Abstand d. Das Dipolmoment ist p = ¢d und die Ge- @—— QO

samtladung verschwindet. Man kann sich den Grenz-

fall d — 0 denken, wobei p’ festgehalten wird, um

einen mikroskopischen Dipol zu erzeugen.

Der einfachste Quadrupol besteht aus vier Punkt- Abbildung I.11: einfachste Anordnungen fur elek-
ladungen, mit je zwei gegeniiberliegenden positiven trischen Dipol und Quadrupol

und negativen Ladungen mit gleichem Betrag. Dies

stellt sicher, dass sowohl die Gesamtladung als auch das Dipolmoment verschwinden.

Quadrupol-Tensor

Die Q;1 bilden einen symmetrischen, spurfreien Tensor zweiter Stufe. Die Symmetrie in ¢ und k ist sofort
ersichtlich. Dass der Tensor spurlos ist, erkennt man an der Kontraktion.

1
Qik X <x;x§€ — 36ikr’2) = Q= ZQ“- x (r*=1?)=0 (1.103)

Dabei wurde ), 6;; = 3 benutzt.

Das Tensorprodukt zweier Vektoren (mit je drei Eintrigen) hat neun Komponenten. Diese zerfallen in
eine Komponente fiir die Spur und drei fiir den antisymmetrischen Anteil (Kreuzprodukt). Die restlichen
fiinf Komponenten bilden einen symmetrischen und spurlosen Tensor.

Wahl des Ursprungs

Wir hatten oben angenommen, dass das Zentrum der Ladungsverteilung bei ¥ = 0 liegt. Ist dies nicht der
Fall, so kann man eine Translation vornehmen, um die Gleichungen zu korrigieren. Falls sich das Zentrum
bei 7y befindet, substituiert man ¥ — 7 + 7o und dann 7 — ¥ — 7.
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Uber Tensoren

Was ist ein Tensor n-ter Stufe?

Eine Grofe mit n Indizes, wobei Drehungen auf jeden (Vektor)index als Matrizen D (orthogonale Matri-
zen) mit D7D = 1 wirken, nennt man Tensor n-ter Stufe.

Wir kennen bereits Tensoren erster Stufe, ndmlich z. B. den Ortsvektor Z. In Komponentenschreibweise
notiert man

2; = Dipxy . (1.104)
Fiir einen Tensor zweiter Stufe gilt dann

=Y Diir Dy Ainir . (1.105)
ik

Diese Liste ldsst sich beliebig fortfithren.
Es gibt zwei wichtige invariante Tensoren. Zum einen das Kronecker-Symbol, das ein Tensor zweiter Stufe
ist.

8t = Oik (1.106)

denn ¢}, = Zi,’k, Dyt DygSirgr = Y0 Dy DL, = 6y, Der letzte Schritt gilt aufgrund der Orthogonalitiit
der Matrizen D.
Der zweite invariante Tensor ist der e-Tensor, bzw. der Levi-Civita-Tensor.

€ijk = Eijk (L107)

Man kann sich dies physikalisch plausibel machen, indem man das Spatprodukt betrachtet, welches man
mit Hilfe des e-Tensors berechnet. Da das Volumen unter Drehungen invariant ist, ist auch der Tensor
invariant.

Wie in der Physik iiblich haben wir Tensoren in Komponentenschreibweise gebildet. Abstrakte Tensor-
raume (Tensorprodukte von Vektorrdumen) ergeben nach Einfiihrung einer Basis solche Tensoren.
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b) Energie eines Dipols im dufieren Feld
Energie des Dipols

Es soll die potentielle Energie eines elektrischen Dipols im dufseren Feld, beschrieben durch das Potential
¢4 (7), berechnet werden. Der Dipol befinde sich bei ¥ = 0.
Die Wechselwirkungsenergie einer Ladungsverteilung p(7) ist

Wiy = / &1 p(7)pa(F) = / dr () <¢a<0)+F-6¢a<m|f_o+;xmvivm(ﬁv_w...) . (L108)

[y, @*r p(7)7 ist das Dipolmoment 7. Der erste Term (Monopol) verschwindet. Wir lesen die Dipolenergie
ab,

WPl = — ( / d3r p(F)F) CE(0) = —p- E,(0) . (1.109)
Die Energie hingt also von der Orientierung relativ zum Feld am Ort des Dipols ab. Ein &hnlicher
Effekt (Magnetostatik) sorgt dafiir, dass sich magnetisierte Nadeln im Erdmagnetfeld ausrichten, um ihre

Energie zu minimieren.

Kraft und Drehmoment auf Dipol
Ahnlich gilt

P / dr p(7) Ba(7) = / & (p(VBa(0) + ()7 T Bal o + ) (L110)

Auch hier trage nur der Dipolterm bei, d. h.

—

F= (ﬁ- 6) B (7)o - (L111)

Weiterhin berechnet man das Drehmoment auf den Dipol bei 7= 0

M = /d?’r,o(F)Fx E.(7) =P x E,(0) . (1.112)
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c¢) Multipolentwicklung mit Kugelflichenfunktionen
Laplace-Operator in Kugelkoordinaten

Wir mochten die Laplace-Gleichung A¢(7) = 0 16sen, d. h. au- P
ferhalb einer begrenzten Ladungsverteilung. Dazu miissen wir
wissen, welche Form der Laplace-Operator A = divgrad = V-V

in Kugelkoordinaten besitzt (vgl. Wegner-Skript; Physik II- p =1 sind
Ergénzung, Schmidt).
Die Kugelkoordinaten lauten — =
. ¥
x =7 sind cosp ,
y=rsind siny, (I.113) g
z=rcos? . 9

Die Einheitsvektoren bekommt man iiber

g Lor
" geor’
&y = Lor , (1.114) Abbildung 1.12: zur Definition der Ku-
g9 U gelkoordinaten
- 1 or
Ep=——.
v 9o Oy
Die g; = %ﬂ sorgen fiir die Normierung.
gr=1,
gy =71, (I.115)
9o =T sinv
Das Wegelement di” 14sst sich dann folgendermafken aufschreiben:
or or or
di = Ldr + o + Sldgp = g8, dr + go@y di + g8, dip . (L.116)

or 09 de

Um den Laplace-Operator in Kugelkoordinaten aufschreiben zu kénnen, gehen wir in zwei Schritten vor.
Zuerst berechnen wir den Gradienten in Kugelkoordinaten, danach die Divergenz.

(i) Vergleiche
do = (grade) - dif = (grade),g, dr + (graded)yge d¥ + (grade),g, de (1.117)
mit
_0¢ 0o 0

d¢ = Edr + %dﬁ + %dga . (I.118)

Damit ist der Gradient in Kugelkoordinaten

106 10¢ 1 a¢)

radg = [ ——, ——, — = 1119
grado (grar 99 09" gy, Op (L119)

Die erste Komponente ist (grad¢), usw.

(ii) Hier gehen wir aus vom Satz von Gauf.
/ & divE(F) = ]f di - B(m) (1.120)

v A
Die linke Seite gibt
/ dPrdivE(F) = /grgﬂgwdiVE(F) drddde . (L.121)
v

Auf der rechten Seite kann man schreiben

. r,9,p+dp
j{ da - E(7) = / (gr€yr dr) x (go€y dV) - (Ey(7)€,) + zyklischin r, Y und ¢ . (1.122)
A r,9,p
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Dabei gilt €, x €y = €, und zyklisch. Bei antizyklischen Vertauschungen taucht ein Minuszeichen
auf (rechtshindiges System). Weiterhin ist E;(7) = E(7) - €.

Vergleiche beide Seiten, so dass

-, 0
9rg99,divE(F) = %(grggEcp) + zyklisch (1.123)
bzw.
9r999, or 9r999, 09 9r999, e

Es ist darauf zu achten, dass im Allgemein die g; selbst von den Koordinaten 7,9, ¢ abhingen
konnen, daher kann man nur in bestimmten Fillen die g; kiirzen.

Bis hierhin haben wir nicht explizit in Kugelkoordinaten gerechnet, da wir die g; als Platzhalter mit-
genommen haben. Die obigen Uberlegungen gelten fiir allgemeine, aber orthogonale Koordinaten,
die wir hier mit 7, ¥ und ¢ bezeichnet haben.

(iii) Kombiniert man die Ergebnisse aus (i) und (ii), bekommt man den Laplace-Operator in Kugelko-
ordinaten (wenn man die g; fiir Kugelkoordinaten nun explizit einsetzt).

A¢(T) = div grado(r) = 1%(rqﬁ(?)) + T%Aﬂ(b(??) (1.125)

r

Viele Probleme sind radialsymmetrisch. Dort wird ¢(7) zu ¢(r) und der Anteil Aq des Laplace-
Operators fillt weg. Aq beinhaltet sdmtliche Winkelableitungen.

S A (PP B (L.126)
T S0 o9\ 90) T sin 9 g2 '
Kugelflichenfunktionen

Die Losungen auf der Kugeloberfliche Q der Gleichung AqY = (14 1)Y werden durch die Kugelflichen-
funktionen gegeben.

2041 (1 —m)!
dr (14 m)!

Yim(9,¢) = P/™(cos)e™? (I.127)

Dabei gilt I =0,1,2,... und m = =, =l + 1,...,l — 1,1. Fiir jedes feste [ gibt es daher 2] + 1 Kugelfl&-
chenfunktionen. Die P/™ sind die zugeordneten Legendre-Polynome.

Zur Begriindung kommen wir im nichsten Abschnitt.

Die Kugelflichenfunktionen bilden ein vollstédndiges Orthonormalsystem von Funktionen auf der Kugelo-
berfliche, denn das innere Produkt zweier Kugelflichenfunktionen lautet

“+1 27
(Yim, Y ) = / dCOSﬁ/ do Y (9,0)Yim (9, 0) = 81 6mm - (1.128)
J0

J—1

[ de

Mathematisch betrachtet ist der Operator Aq selbstadjungiert. Jeder selbstadjungierte Operator besitzt
einen vollstindigen Satz von orthogonal wihlbaren Eigenfunktionen.
Vgl. dazu auch die Fourieranalyse (DGL mit Operator i%) im unendlich-dimensionalen Vektorraum.

Vollstiandigkeit der Kugelflichenfunktionen

Die Vollstandigkeit der Kugelflichenfunktionen bedeutet, dass man jede Funktion f(9, ) auf der Kuge-
loberfliche nach den Y, (¢, ¢) entwickeln kann.

f('ﬂv 90) = Z Yl’rrL('l9> %O)Clm (1129)
lm

Die ¢y, sind die Entwicklungskoeffizienten.
Aus der Orthogonalitét der Yy, (¢, ¢) folgt

i = (i £) = [ 490 Vi, 07, £, ) (1.130)
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Es ist hilfreich, sich zum Vergleich den gewohnlichen drei-dimensionalen Vektorraum in Koordinaten-
schreibweise anzuschauen. Die Entwicklung eines Vektors 7 nach orthonormalen Basisvektoren ¢€; lautet

dort
T (1131)

und die Entwicklungskoeffizieten x; bekommt man genauso aus dem inneren Produkt.
2= (@,7) =& T (1.132)
Die Vollstandigkeit der é€; bedeutet dann, dass
=Y &Ern = Y Ge&=1. (1.133)

Wieder bei den Kugelflichenfunktionen schreibt man
10.0) = 3 [ 490 Vim0, 00V (0 1) (L134)
lm

Vertausche die Integration mit der Summation und vergleiche beide Seiten, dann erkennt man die Voll-
standigkeitsrelation

ZYlm (0, )Y, (0, @) = 62(Q — ) = 6(p — ¢')8(cos VI — cos ') . (1.135)

Im Grunde steht hier nichts weiter als die Einheitsmatrix in unendlich vielen Dimensionen, dargestellt
durch die 0-Funktion, die nur auf der ,Diagonalen” auf Eins normierte Beitrige liefert.

Es ist darauf zu achten, dass mit Q die Kugeloberfliche beschrieben wird, mit ¢ aber der Kreis. Der
Ausdruck 6(¢ — ¢’) kann Probleme am Rand machen, denn 0 und 27 werden miteinander identifiziert,
d. h. fiir ¢ =0 und ¢’ = 27 gibt die J-Funktion einen Beitrag %

Additionstheorem fiir Kugelflichenfunktionen

Das sogenannte Additionstheorem fiir Kugelflichenfunktionen lautet

l
Y Y (0, ¢")Yim(9, ) = Pilcos(7.i)) . (1.136)

m=—

47
20+ 1

Die P, sind die Legendre-Polynome und cos(7,#) = sind sind’ cos(p — ¢') + cos ¥ cos ¥’ ist der Cosinus

des Winkels zwischen den Vektoren 7 und 7
Dann kann man die Multipolentwicklung anders schreiben.

, V / (™)
() = /d3 o) /d3 v pc059+(’;)2 (1.137)

Dabei ist 6 der Winkel zwischen 7 und #
Die Legendre-Polynome P, werden nun folgendermafsen definiert:

o) =3 i [ @ Plcos0)o(r) (1139)
=0

Dabei sind die P, Funktionen von 7 und 7. Wir wollen aber eine vollstindige Trennung von 7 und 7
in der Gleichung. Dazu setzt man das bekannte Additionstheorem ein und sortiert. Das Ergebnis ist die
Multipolformel

Vi (0 ot Tl | (1139)

Qim

Die gj, sind die Multipolmomente in Kugelkoordinaten.
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Spezielle Beispiele

Die ersten Kugelflichenfunktionen lauten

1
Yoo = —
0.0 41
3
Yio=4/-—cos?, (I.140)
T
3 L
Y] 41 = Fy/ ——sinve™¥ .
T

Der Zusammenhang zwischen den ¢1,, und dem kartesischen Dipolmoment p'ist

3
q1,0 = \/ 7Pz
s
(I.141)
3 )
Q1 = F g (P Fipy) -
Bemerkungen
Die Kugelflichenfunktionen zu festem [ gehen unter Drehungen in sich iiber.
Yim () = 3" DY Vi () (1.142)

Dieser Satz ldsst sich nicht verkleinern, ist daher irreduzibel (wichtig in der Quantenmechanik).
Betrachte homogene Polynome in sphirischen Koordinaten z, x &+ iy. Gehe zunichst iiber zum iiblichen
euklidischen Raum z, y, z bzw. ;.

Bemerkungen

Betrachte homogene Polynome [-ter Ordnung in den Koordinaten z;, d. h. x;, ... z;,.

Addiere alle Terme, die man durch Spurbildung (Kontraktion) z;, z; — 2%8; ;, bekommt mit Koeffizi-
enten, die die Symmetrie bei Vertauschung der 4,, beriicksichtigen (Entartung).

Die Koeffizienten miissen so gewahlt werden, dass die Ausdriicke spurlos sind, z. B. z; x;  —
Normiere die so entstandenen unabhéngigen Funktionen von ¢ und ¢.

Diese Uberlegungen werden in den Ubungen aufgegriffen und dort genauer beschrieben.

1.2
3175

intm -
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d) Lo6sung der homogenen Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten

Unsere Aufgabe besteht nun darin, die Laplace- und die Poisson-Gleichung in Kugelkoordinaten zu 16-
sen und so auch das Additionstheorem fiir Kugelflichenfunktionen (bzw. die Multipolformel) besser zu
verstehen.

Separationsansatz

Wir 16sen A¢(r, ¥, p) = 0 durch einen Separationsansatz, d. h. wir setzen ¢(r, 9, ) = R(r)Y (¢, ¢) an.

2 1
Ap=R"Y + —R'Y + 5 RAQY =0 (L.143)
T T
Multipliziere mit };—;, so dass
R R 1
7«2? + 2+ 7Y =0. (1.144)
~————
a=const —a=const

Der erste unterklammerte Ausdruck hingt nur von r ab, der zweite nur von den Winkeln ¢ und ¢. Beide
Ausdriicke sind daher unabhiingig voneinander und miissen beide einzeln konstant sein und sich zu Null
addieren.

DGL fiir Winkelanteil

Separiere weiterhin Y (9, ¢) = g(9) f(¢) und multipliziere mit sin®+). Mit der Definition von Aq rechnet
man nach, dass

in” 9 /()
asin? g + 2o g’ (9) + cot 9 g’ (9)] + =0. 1.145
o (0) l9"(9) (9)] ) (1.145)
——
m2=const —m?2=const

Hier gilt das gleiche Argument wie oben, beide Terme (der eine mit ¥, der andere mit ¢) miissen jeweils
konstant sein und sich zu Null addieren.
Man schreibt

@) +m?f(e) =0 = f(p) = foe™¢. (1.146)

Aufgrund der Eindeutigkeit der Losung (Periodizitét) miissen die m ganze Zahlen sein, alsom = 0, +£1, . ..
Auf der anderen Seite gilt

m2
g"(9) + cot 9 g'(9) + (a — ) g(¥9)=0. (1.147)

sin® 9
e 5} % (sin9g’(9))

Substituiere t = cos? und g(¥) = G(t), dann ist a% = —sin 19% und

2

d o\ 7 m _
g [(1-)G' ()] + (a - 1_t2> Gt)=0. (1.148)
Diese DGL hat nur dann Losungen, die fiir ¢ = +1 regulér sind, falls « = (I + 1) mit [ = 0,1,2,... und
|m| <.

Die Losungen sind dann die zugeordneten Legendre-Polynome P/™ (Rodriguez).

_1)m dl+m

am (
Pm :_1m1_2m/27p — 1_2m/2 2_1l .
(E) = (—1)" (1= )RR = e (1 )R (- 1) (1.149)
Sie erfiillen die Orthogonalititsrelation
1
m men 2 (I+m)!

Man mache sich klar, dass damit fiir die normierten Kugelflichenfunktionen

2041 (1 —m)!
ir (I+m)!

Yim(9,¢) = P™(cosd)e™™? (I.151)

gelten muss (Woher kommt der zusétzliche Faktor 277).

33



DGL fiir Radialteil

Die Radialgleichung lautet
RI/ R/
B (7’2R/> = T‘QE + QTE = l(l + 1) .

Die Losung der DGL wird einfacher, wenn man R(r) = @ einfithrt. Zeige, dass man so

r2u” =1(1+ 1)u
schreiben kann. Mit dem Ansatz u(r) = r® bekommt man
ala—1)r*=1(l+1)r* = a=Il+1lodera=—I.

Die Losung fiir R(r) ist schlieklich
R(r) = cyrt + cor™ 171,

(L152)

(1.153)

(L154)

(L.155)

Der erste Term ist reguldr fiir » — 0 und singulér fiir » — oo, beim zweiten ist es genau umgekehrt.
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e) Losung der inhomogenen Poisson-Gleichung in Kugelkoordinaten
Loésung

Im letzten Abschnitt wurde das homogene Problem, die Laplace-Gleichung A¢(r, ¥, ¢) = 0, gelost.
Wie sieht es aber mit der inhomogenen Poisson-Gleichung A¢(r, 9, ) = —4wp(r,d, v) aus?
Entwickle zunéchst ¢ und p nach Kugelflichenfunktionen:

¢(T7 v, (P) = lz: le(r)}/lm(ﬁ’ 90) )

(L.156)
p(?“, 19’ <P) = lZ: plm(r)}/lm(ﬁv 90) .

Vergleiche die Koeffizienten von Yj,,, um zu einer inhomogenen linearen DGL fiir Ry, (r) zu kommen.
(r* Ry (1)) = UL+ 1) Ripn (r) = —471° pipn (1) (L.157)

Wir 18sen sie zunéchst fiir den Spezialfall r2p(r) o< §(r — r').
Fiir r < r’ wollen wir Lésungen, die regulir im Ursprung sind, daher

RS =¢prt . (I.158)
Auferhalb von ' (r > r’) soll die Lésung regular fiir r — oo sein,
R” = cyr 71, (1.159)

An dieser Stelle sei auch auf das Wegner-Skript verwiesen.
Unsere Funktion R(r) besitzt zwei Eigenschaften.

(i) ¢(r) sei stetig bei r = r’, dann ist auch R(r) stetig mit

—i— €1 —20—
ar'' =cr’ ™ = = =2 (L.160)
C2

(ii) R(r) darf einen ,Knick* haben (muss aber stetig bleiben), d. h. R(r) darf die Sprungfunktion 6(r—r")
enthalten. Die Ableitung von 6(r) ist 6(r), wie wir gleich kurz skizzieren werden, daher kann R'(r)
sowohl §(r — r') als auch 6(r — ') enthalten und R”(r) ¢'(r — '), 6(r — ') sowie 8(r — 1’').

Ableitung der Heaviside-Funktion

Die Heaviside-Funktion 0(x — x¢) ist 0 flir  — 29 < 0 und 1 fiir  — 29 > 0.
Aus der Produktregel der Integration folgt

—+oo —+oo
/ dz f(x)0' (x — 20) = —/ dz f'(2)0(x — zq) , (I.161)
wenn f(z) fiir |z] — oo verschwindet.
Weiterhin ist
—+o0 —+oo
—/ dz f'(2)0(x — o) = —/ da f'(z) = f(xo) . (L162)

Daher gilt (salopp geschrieben)
0 (x — x0) = 6(x — x0) . (L.163)

Loésungsansatz

Folgender Losungsansatz beriicksichtigt die obigen Uberlegungen:

!
A e : " :
R(r) =c2 <7“ O(r —r') + m@(ﬂ - r)) . (I.164)
Mit diesem Ansatz gehen wir in die Gleichung
2rR 4+ r*R" — (1 + 1)R = —4nd(r — ') . (1.165)

Terme, in denen 6 differenziert wird, sind neu. Die restlichen Terme geben als Losung der homogenen
Gleichung Null.
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An einer Stelle tritt 6" (r — ") = 6’(r — ') auf (Ableitung nach 7, nicht ). Da obige Gleichung mit p(r’)

integriert wird, kénnen wir die Differentiation - in ¢’ auf den Vorfaktor abwilzen (partielle Integration,

s. 0.). Beachte bei der Berechnung, dass 6(r — ') = §(r' — r)!

o
2 {2r <rl15(r —7r') - e §(r — 7“'))

d d rt rt
+ 72 {2(11" (r==Y(r =1+ (r =) — 2% <7-/2l+1> o(r—r") — A o' (r — r’)] }
= —47né(r — 1)
(1.166)
Nach der partiellen Integration kiirzen die 6’-Terme gerade die Halfte der %—Terme weg. Weiterhin kdnnen

wir alle 6-Funktionen weglassen, da jeder Term mit 6(r — ') multipliziert wird. Allerdings miissen wir
dann r = 1’ setzen, da nur dort die é-Funktion einen Beitrag liefert. Aus

" l
—1-1 r el d d r _
Co {27’/ (r’ — r/2l+1> + 7 [dr (7‘ ) T (T/21+1>’ - J} = —4r (1.167)

folgt schlieklich

4

o+ 1)t =dr = = 5] _T_- 1r’l (1.168)

Das Ergebnis lautet damit, wobei wir die r’-Abhéngigkeit deutlich machen,

47 ' 7!
Ry (r,1") = TS| (r”la(r —r')+ mf)(r' - r)> . (1.169)
Nach Faltung mit p(r') erhilt man die allgemein Losung
RiE(r) = / dr' 1" pi (') Riy (1,7 (L.170)
0

und damit fiir » > 7’

47
20+ 1

¢(T, 19, (P) = Z R?},llg (T)Yi’m(’lga QD) = Z

lm lm

o rt «
/ dr’rﬂrlﬁ/dQ’p(Tlﬂyy@l)nm(ﬁlywl)ylmw"p)’
0

(1.171)
was wir schon in (I.139) gefunden hatten.
Beachte, dass [ dr’ "2 dQY = [ d3r'!
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3 Randwertprobleme, Greensche Funktion, Kapazitit

a) Randbedingungen an metallischen Oberlfichen
Elektrisches Feld an Metalloberflichen
Die Stromdichte und das elektrische Feld in einem Leiter sind durch
j=0cFE (1.172)

miteinander verkniipft. o ist die elektrische Leitfahigkeit.
Bekannt ist auch das Ohmsche Gesetz
U=RI. (1.173)

Der Widerstand R eines Leiters ist mit der Leitfahigkeit o, sowie der Querschnittsfliche A und der Linge

I verkniipft.
cA 1
— == 1.174

In der Statik herrscht in einem Metall kein elektrisches Feld vor, d. h. E = 0. Denn gibe es ein Feld
im Metall (Potentialgefille), so wiirden sich Ladungen im Metall bewegen, was gegen die Annahme der
Statik spricht.

Im Allgemeinen verschwinden die elektrischen Felder in Metallen natiirlich nicht, jedoch kann man dann
auch nicht mehr von Elektrostatik sprechen.

Die Maxwellschen Gleichungen der Elektrostatik lauten allgemein

rot B (7) = 0 — $E@-di=0,
c
= . (1.175)
divE(F) = 4mp(F) <= §da- E(F) = 47Q .
A
Die erste Gleichung fiihrt auf dr
Ej =0|. (1.176) IT
Das elektrische Feld steht also senkrecht auf der Metall I
Metalloberflache.
Dies sieht man an einer geschlossenen Schleife, die da
man zur Halfte in das Metall legt, wenn man die A
senkrechten e-Strecken gegen Null gehen lisst. 1]

Dagegen ergibt die zweite Gleichung

. ) /;

Um dies zu erkennen, denkt man sich eine Trom-
mel, die ebenfalls zur Halfte im Metall steckt. Die
Hohe des Mantels lasst man gegen Null gehen.
Dann ist

Abbildung I.13: Schleife und Trommel

di - B(F) = 47Q = 4x / 1dd| o() . (L178)

Ag
Wir haben also gefunden, dass die Stirke des elektrischen Feldes an der Oberfliche eines Metalls von der
Flichenladungsdichte o abhangt.
Es ist ungliicklich, dass sowohl die Leitfdhigkeit als auch die Flichenladungsdichte durch o repriisentiert
werden. Es sollte aber stets aus dem Zusammenhang klar sein, was gemeint ist.
Aus EH = 0 folgt, dass an den metallischen Oberflachen ¢ = const gilt (s. dazu Definition des elektrischen
Potentials).

Potential eines Leiters

Wir méchten nun in einem Raum V' mit geschlossener metallischer Oberfliche R das Potential bzw. das
elektrische Feld berechnen.
Hier unterscheidet man zwei mogliche Falle:

(i) Das Potential soll auf der Oberfliche vorgegeben sein (Dirichletsche Randbedingunyg).
(ii) Die Flachenladung soll auf der Oberfliche vorgegeben sein (Neumannsche Randbedingung).

Bisher hatten wir als Randbedingung lediglich ¢(c0) = 0 gefordert!
Zusétzlich kann man noch Raumladungen betrachten, die sich innerhalb des Raums V' befinden.
Das konkrete Problem ist also, die Gleichung

A(F) = —4mp(F) (L.179)
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mit der Randbedingung
(i) ¢(7) = ¢o auf R oder

(i) 32 = —4mo(7) auf R
zu l6sen.

Dabei bedeutet g—i = 1 - grad¢ die Ableitung des Potentials in Normalen-
richtung.

Eine partielle Losung der DGL in V kennen wir.

Abbildung 1.14: Zur Defi-

nition von 7

o = | d%’qﬂf’(j;' (1.180)

Die Randbedingungen (i) und (ii) sind durch Hinzufiigen einer homogenen Lisung zu erfiillen (homogene
Losung in V).
Zur technischen Durchfiihrung brauchen wir den Greenschen Satz.
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b) Greenscher Satz
() und (7) seien Potentiale. Es gilt

V (6®Ve() = 6@Ap() + (Vo)) - Vi) (L181)

Ausgehend vom Satz von Gaufs findet man die erste Greensche Identitdt,
7{4 di - p(F)\V(7) = / dr (oA + (Vo)) - Vo) - (L182)
1%

wobei da - 9(F)Vip(7) = ¢(7) 227 da.

Beachte, dass im Integranden auf der rechten Seite ein in ¥ und ¢ symmetrischer Term, (ﬁzz)(f)) . ﬁz/;(?),
steht.

Vertauscht man in (I.182) die beiden Potentiale 1 und ¢ und zieht dies von der urspriinglichen Gleichung
ab, gelangt man zum Greenschen Satz.

# 40 (60250 — w290 ) = [ 1 (ot - v 20() (L.183)
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c) Berechnung des Potentials
Eindeutigkeit der Lsung

Wir koénnen nun fiir beide Randbedingungen die Eindeutigkeit der Losung zeigen.

Unsere Annahme dazu ist, dass zwei Losungen ¢; und ¢ existieren. Die Differenz beider Losungen,
U = ¢ — ¢1, soll AU = 0 erfiillen (Laplace-Operator!) sowie die entsprechenden Randbedingungen wie
¢1 und ¢,.

Die erste Greensche Identitét gilt fiir allgemeine Potentiale ¢ und ¢, wir kénnen daher v = U und ¢ = U
einsetzen.

L N2 oU
/ d3r (VU(F)) - ]{ daU® 22T L0 fiir beide Randbedingungen (L184)
Vv A 8n

S 2
Es folgt (VU(F)) = 0 und damit U = const bzw. gleich Null fiir (i), denn auf dem Rand ist U = 0.
Beide Randbedingungen simultan (Cauchy-Randbedingung) sind im Allgemeinen nicht erfiillbar.

Greensche Funktion und Berechnung des Potentials

Wahle nun im Greenschen Satz ¢ als Potential und ¢ als Greensche Funktion G (Green’s function),

welche durch
ApG(F,7) = —4md(F — 7) (1.185)

definiert ist. Die §-Funktion auf der rechten Seite beschreibt eine Einheitspunktladung bei 7.
Die Randbedingungen lauten in dieser Sprechweise

(i) Gp(7,7) =0 fiir 7 auf R,
(it) 29500 — — 4% figy 7 auf R (= 0 fiihrt auf Widerspruch, s. u.).

Wir betrachten nun den Fall (i) ndher. Der Greensche Satz lautet hier

/ - 9Gp(T,T) o = 00(7) _ = J & =4
ﬁda <¢(7 )T — Gp(,7) 57 > = —4dno(T) f/VdBT Gp(7,7) (—4mp()) (1.186)

oder

o) = [ & 6o o) - 4 o o) 2920 | (L187)

Es gilt allgemein G(7,7) = G(7,7). Wir beweisen dies mit dem Greenschen Satz und ¢ = G(i",7) und
¥ = G(,7). Das Oberflachenintegral verschwindet wegen der Randbedingung, iibrig bleibt daher

0= —dr / &1 G, 763 (7 — ) + A / B G )55 (F — ) = —d (G, ) — G, 7)) . (L188)

Bei Translationsinvarianz gilt sogar G(v,7) = G(|7 — ).
Nun kiimmern wir uns um den Fall (ii).

‘ 3,./ =4 ~ 1 / ~ 2 a¢(F) =i 1
()= [ &r' Gy, P)p(F)+ — ¢ da’ Gn(7,T) 4 ¢ da'p(r") (I.189)
1 47 A 67’1 A ges
Der Normalenvektor 71’ zeige in das Metall hinein, so dass auf der Oberfliche gilt
a -~
AUO) I (1.190)
O PO

Man beachte das positive Vorzeichen auf der rechten Seite.

Bemerkungen

Hier seien mehrere Bemerkungen angebracht.
Zum einen ist oft Azes — 00, 50 dass der entsprechende Term entfillt, da die Fliche im Nenner steht.
Weiterhin ist wegen des Satzes von Gaufs

,OG(7,7)

/ d37'/ AT/GN(T_J,T_") = 47 = % dé_i/ . ﬁT/GN(T_’M,T_”) mit d(_i/ . ﬁr/GN(F/,F) =da T . (1.191)
1% A n

Es folgt sofort, dass BGD(Z’,’F) # 0 auf dem Rand!
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G(7,7) ist das Potential einer Einheitspunktladung bei # mit den gegebenen Randbedingungen auf der
Oberflache.
Im Sinne der Matrixmultiplikation kann man

o) = /Vd?’r’ Gp(F™)p(F) + ... (1.192)

als

nPi = Z Gijp;* (1.193)

schreiben. Die Indizes ¢ und j stehen fiir 7 und 7, die Summation fiir die Integration.
Entsprechend ist (wie man durch Diskretisierung genauer sieht) G das Inverse des Laplace-Operators.
Die Greensche Funktion hat die Form

1 ,

G(Ff/):m"'F(T»F)» (L.194)

wobei F(7,7) im Volumen V die Gleichung
ALF(F,7) =0 (1.195)

erfillt. Man kann daher F'(7, %) als das Potential einer Ladungsverteilung aukerhalb von V interpretieren.
F kann man sich also durch eine Ladungsverteilung aufserhalb von V erzeugt denken.

Das Auffinden von G bzw. F' ist keine leichte Aufgabe und muss oft numerisch durchgefiihrt werden.

In Spezialfdllen gibt es einfache Losungen.
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d) Methode der Spiegelladungen
Ebene Fliche

Man stelle sich den Raum durch einen Metallkérper in zwei Halbrdume ge- 6=0
trennt vor. Vor der Metallfliche (in der Skizze auf der rechten Seite) wollen Metall
wir das Potential berechnen, das von einer Punktladung ¢ = 1 bei 7 erzeugt

wird. —q;

Die Randbedingung ist, dass das Potential {iberall auf der Metallfliche ver- o =—
schwindet, ¢ = 0. -r
Mit einer fiktiven Spiegelladung —g = —1 bei —7 (wenn der Ursprung auf

der Metalloberfliche zwischen beiden Ladungen liegt, so dass 7 der Abstands-

vektor ist) ldsst sich das Potential aufierhalb des Metallkérpers simulieren.

Bedenke, dass das Potential im Metall iiberall konstant ist und die Spiegel-

ladungsmethode daher nur aufserhalb des Metalls die richtige Losung ergibt! Abbildung 1.15: Spiegella-
Spiegelladungen miissen immer auferhalb des Volumens liegen, in dem das dung fiir Ebene

Potential bestimmt werden soll!

Hier gilt

J

1
F(V,F):m = ALF(,7) =0, (1.196)
denn die Spiegelladung sitzt bei —7. Die Greensche Funktion lautet daher

1 1
CECINCET

Gp(r,7) = (1.197)

Man iiberzeuge sich davon, dass das Potential wirklich {iberall auf der Oberfliche verschwindet. Das
elektrische Feld steht an jedem Ort senkrecht auf dem Metall.
Kugel

Betrachte eine Kugel mit Radius ¢ um den Ursprung. Auf der Kugeloberfla-
che, d. h. fiir || = a gelte Gp(7,7) = 0.

Befindet sich nun eine Ladung ¢ = 1 auferhalb der Metallkugel, so simuliert __ q
man das Potential aufserhalb der Kugel durch eine weitere Spiegelladung ¢’ s
innerhalb der Kugel bei 7. Es gilt

A L (.198)

q a a |7 ’ Abbildung 1.16: Spiegella-

dung fiir Kugel
Das Ganze funktioniert auch, wenn man g und ¢’ vertauscht, d. h. wenn die

reale Ladung innerhalb eines Metallkorpers ist, der einen kugelférmigen Hohlraum besitzt.

Durch die Anwesenheit der Ladung ¢ wird auf der Kugel eine Oberflichenladung induziert. Diese lasst
sich berechnen, indem man aus dem Potential das elektrische Feld bestimmt und auf der Oberfliche der
Kugel auswertet, denn der Wert des elektrischen Feldes ist direkt mit der Flachenladungsdichte verkniipft,
(I.177).

Die Rechnungen werden in den Ubungen behandelt.
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e) Zweidimensionale Probleme ohne Raumladungen

Cauchy-Riemannsche DGLen

Wir betrachten hier zweidimensionale Probleme mit Hilfe der Cauchy-Riemannschen DGLen.

Das Potentialproblem A¢(z,y) = 0 soll in zwei Dimensionen geldst werden. Dabei sei das Potential ¢ auf

dem Rand der interessanten Fliche vorgegeben.
Ausgangspunkt ist eine differenzierbare komplexe Funktion (— Funktionentheorie),

f(2) = flz +iy) = u(z,y) +iv(z,y) .
Differenzierbar heifst, dass g—’; nicht von der Richtung abhingt, d. h.

ou . Ov

T Sk ir Az = Az

. Af ) o fiir &z = Az

dz  |azl-0 Az —i@ + 9v fiir Az =1iAy
dy Oy

Es miissen daher die Cauchy-Riemannschen DGLen

ou Ov ov ou

dx — dy’ dr  dy

erfiillt sein. Aus ihnen folgt sofort
Pu  0%u

el
Ox2 * Oy? ’

wenn die zweite Ableitung existiert und die Ableitungen vertauschen. Ganz &hnlich folgt
P oo
0x? = oy?

Es gilt daher
Au(z,y) =0, Av(x,y)=0.

In Matrixschreibweise ist

v
ou Ou or ~0
(52 ) | on | -
Ay

erfiillt. Aquipotentiallinien u = const und v = const stehen daher wechselseitig senkrecht.

Beispiel
Betrachte die Funktion 1
fz) =2+ — = ulz,y) +iv(z,y) .

Sie ist singulér bei z = 0. Es gilt

Y

u(z,y) =z + U(J773/)=y—m-

X
x2+y2’

(1.199)

(1.200)

(1.201)

(1.202)

(1.203)

(1.204)

(1.205)

(1.206)

(1.207)

Konstantes v sgll Aquipotentiallinien beschreiben und konstantes u die dazu senkrechten Feldlinien.
Betrachte die Aquipotentialfiiche v = 0. Sie wird beschrieben durch 22 + y? = 1 (Kreis mit Radius 1)

und y = 0 fiir x # 0.

Fiir sehr groRe Abstinde 7 kann man den Bruch vernachlissigen, so dass v ~ y. Aquipotentiallinien
verlaufen also in grofier Entfernung vom Ursprung parallel zur z-Achse, so dass das elektrische Feld in

y-Richtung zeigt. .
E = gradv = €,

43

(1.208)



Wozu haben wir das erwdhnt? Ein leitender Kreis-
zylinder mit Radius 7 = 1 im homogenen elektri-
schen Feld erzeugt genau die Feldkonfiguration, die
durch die obige Funktion f(z) beschrieben wird.
Die Richtung von E ist durch u = const gegeben.
In dem Plot erkennt man den kreisformigen Zylin-
der mit Radius 7 = 1. Einige der Aquipotentialli-
nen (horizontale Linien) und Feldlinien (vertikale
Linien) sind eingezeichnet.

Man beachte, dass die Feldlinien und die Aquipo-
tentiallinien alle senkrecht aufeinander stehen.
Im Allgemeinen sucht man fiir ein vorgegebenes
Potentialproblem (in zwei Dimensionen) die pas-
sende analytische Funktion f(z). Dies ist aber ganz
und gar nicht einfach und funktioniert besser in die
andere Richtung.

Eine weitere Anwendung findet diese Methode bei
stationdren Stromungen einer idealen Fliissigkeit
(Potentialstrémung).

Bei der Abbildung der Koordinaten x und y auf die Funktionen u und v handelt es sich um eine konforme,
d. h. winkeltreue Abbildung. Sowohl x und y als auch v und v stehen senkrecht aufeinander.
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f) Kapazitit
Problemstellung

Eine Konfiguration von n Leitern sei vorgegeben. Wir betrachten hier die Lésung des Dirichlet-Problems
ohne Raumladungen (s. letzten Abschnitt).

L1 ) =y OG(TT)
A=-a 7{‘ da’ 6(%) 25 (1.209)

Die Oberfliche A sei die Summe von n geschlossenen Leiteroberflichen,
A = 3. A;. Das Potential ¢(7) ist konstant auf den einzelnen Ober-
flichen. Die Gesamtoberfliche A sei endlich und wir fordern weiterhin
(7)) — 0 fiir |7] — oo.

Wir schreiben

=

= ZVM(F) : (L.210)

V; ist das konstante Potential auf dem i-ten Leiter. Die ¢;(7) tragen die
gesamte Geometrieabhéngigkeit in sich.

¢i(7) = ——j{ da ’80 F (L.211)

Man verwechsle nicht das Potential ¢(7) mit den geometrischen Grofien

¢i(7)!

Abbildung 1.17: Anordnung
von Leitern

Ladung auf Leiter

Die Ladung auf dem k-ten Leiter ist

1 T 1 . 1
Q=g da @ = o fi di - grade(i) — E?{, di - ZV gradey (7 Zc,ﬂ . (1212)
Dies ist eine Verallgemeinerung der Gleichung Q = CU auf ein System von mehreren Leitern.
Beachte das Minuszeichen in der ersten Gleichung, daher zeigen die dd in den Leiter hinein!
Die Cy; sind die Kapazitdtskoeffizienten.
1

Cr; = el ) da - grade; (7) (1.213)

Eigenschaften der Kapazititskoeffizienten

Ausgehend von
$(7) = > Vigu(F) (I.214)
i=1

betrachten wir das Potential ¢(7) auf dem k-ten Leiter und sehen, dass ¢ = 1 und ¢; = 0 fiir 7 # k. Im
Klartext heifst dies: Wenn man sich auf dem Leiter &k mit Potential Vj, befindet, so verschwinden dort alle
Funktionen ¢; mit Ausnahme von ¢y, welche den Wert 1 annimmt.

Daher kann man

Chi= gz 4 gradon) = 5§ digrados9)o () (1215)
schreiben. Der Satz von Gauft fiihrt Zunéichst auf !
Cri = / d®r div(grade; (7)) é (7) . (I.216)
Fithrt man die Divergenz mit Hilfe der Produktregel aus, gelangt man zum Ergebnis
= g | @ (radon () - eradon (). (1217

Es wurde hier ausgenutzt, dass Ag;(7) = 0 gilt, damit die Laplace-Gleichung fiir beliebige V; erfiillt ist.
Wir sehen also, dass die C; symmetrisch in ¢ und & sind.

Setzt man nun das Potential auf dem k-ten Leiter gleich 1 (Vi = 1) und auf allen anderen gleich 0, so ist
Ckr = Qr, wie man schnell nachrechnet.

Die gespeicherte Energie ist

1 1 & 1
Wees = 5 /R P = 5 S Vi = 5 3G, (1218)
’ i=1 i,

Bei der Integration wurde ausgenutzt, dass das Potential auf den Leitern konstant gleich V; ist.
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Zwei Leiter

Beim Spezialfall mit nur zwei Leitern, haben wir es mit den

Koeffizienten C11, Ca2 und Co = Coy zu tun.

Die beiden Leiter seien sich sehr nahe und es gelte V; = +
—V5. Das Feld konzentriert sich auf den Raum zwischen den

Leitern. Die Ladungen liegen sich am Spalt gegeniiber mit ( )

Q1 ~ —Qa. d

Wir wissen, dass Q
Q1 =CuVi+Ci2Vo =Ci11 Vi — CiaVi

—Q2 = —(C V1 + C2Va) = —(C12Vy — CaaV7) .
(1.219)
Es folgt, dass C11 =~ (3. Die Spannung zwischen beiden
Leitern ist U = V7 — Vo = 2V;. Wir haben so die Kapazitdt der Anordnung gefunden:

- Ci — Cr2
- 2

Abbildung 1.18: Kondensator

Q1 U=CU. (1.220)

Diese Anordnung heiftt Kondensator.
Betrachte auferdem die Moglichkeit, dass V7 # —Va. Wir wissen bereits, dass C1; = Cao gilt, also

Vi+Vs

5 (1.221)

Q1+ Q2 =2(C11 + Ch2)
—_——
c

C ist die Kapazitit des Gesamtsystems gegeniiber oo.

Plattenkondensator

Bei kleinen Abstanden d hat man es mit dem bekannten Plattenkondensator zu tun. Zwischen den Platten

ist das Feld ndherungsweise konstant. Die Spannung ist U = Ed, die Flichenladungsdichte o = g.

Die Ladung auf dem Kondensator berechnet sich zu

E F
= 7F = — = . .
Q e 47rdU cU (I.222)
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4 Dielektrische Eigenschaften der Materie

a) Einfiihrung der dielektrischen Groéfien
Leiter

Leiter sind Stoffe, in denen sich Ladungen frei bewegen kénnen. Wir hatten schon gesehen, dass in der
Elektrostatik das elektrische Feld in einem Leiter verschwinden muss, da sich sonst die Ladungen gemifs
j= oE bewegen wiirden.

Wir halten daher nochmals fest: In einem Leiter gilt E= 0, wenn wir die Statik betrachten.

Isolator

In einem Isolator konnen Ladungen nicht wandern, aber B
sie kénnen verschoben werden. Man kann sagen, dass die ]:
Ladungen elastisch an einem Ort gebunden sind.

FEin duferes elektrisches Feld erzeugt Dipole, indem die
Ladungsschwerpunkte von Kernen und Elektronenhiillen
gegeneinander verschoben werden.

Die Gesamtladung verschwindet weiterhin, aber es wird
eine Dipoldichte P(F) erzeugt.

Es gilt anschaulich

+

-

# der Dipole x mittleres Dipolmoment

Volumen (1 2235 Abbildung 1.19: ein induzierter Dipol

Dipoldichte =

Dipole
Es gibt zwei Arten von Dipolen.

(i) Dipole sind schon in der Materie vorhanden, aber sie sind ungeordnet, z. B. durch Warmebewegung
(Wasser). Diese Dipole richten sich im dufferen elektrischen Feld aus.

Fiir nicht zu groke Feldstarken gilt der lineare Zusammenhang
P =xE. (1.224)

Wird E zu grof, gibt es Sattigungseffekte und P kann nicht mehr zunehmen.

Man spricht bei der Ausrichtung von schon existierenden Dipolen im duferen Feld von paraelektri-
schen Stoffen.

(ii) Werden die Dipole erst durch das dufere elektrische Feld erzeugt, gilt dennoch
P =yE. (1.225)
Dieser Effekt (man spricht von Ladungstrennung) ist jedoch kleiner als (i).

X heifst elektrische Suszeptibilitit. Sie hingt im Allgemeinen vom Ort ab und ist fiir anisotrope Medien ein
Tensor (Landau-Lifshitz), d. h. P und E miissen nicht parallel sein. Kristalle sind prominente Beispiele.

Potential

Wir haben auf der einen Seite die makroskopische (wahre) Ladungsverteilung p(7) als auch die Dipoldichte

P(7).

—v -
d‘“pr /di’”ﬁ*.i 1.226
o) = [ @ B [ @ P T (1.226)
Die Dipole, die 13(7*’) erzeugen, sollen klein und lokal sein.
Mit einer partiellen Integration und
gL r=r (1.227)
T TR '
kann man den zweiten Term im Potential umschreiben.
- 1 P(i)
i =— | & ’(Vw - P 4) fd”’- 1.22
o) == [ & ™) gy + .08 T (1228)
Wir sortieren um,
g ,p(F) =V - P(i) P(#)
_ [ T =V j{d*’- . 1.229
o) = [ O § ad (1:229)

Der Oberflichenterm beschreibt das Potential einer Flichenladungsdichte |P(7)|.
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Dielektrische Verschiebung

Durch die Einfithrung der Dipoldichte nimmt die Divergenz des elektrischen Feldes eine andere Form an.
Wir erinnern uns, dass im Vakuum divE(7) = 47p(7) gilt. Offensichtlich haben wir hier dagegen

—div grade(F) = divE() = 4 (p(F) - divﬁ(f‘)) (1.230)

im Volumen V. Man mache sich dies klar, indem man A, auf das Potential wirken lasst!
Umgeschrieben lautet der neue Zusammenhang

div (E(F) + 4wﬁ(F)> = 4rp() |. (1.231)

Um sich Schreibarbeit zu sparen, definiert man die dielektrische Verschiebung D(7) = E(7) + 4w P(7), so
dass

divD(F) = 4mp(7) |. (1.232)

Die Maxwellsche Gleichung sieht in dieser Form aus wie die im Vakuum, jedoch ist das elektrische Feld
durch das Feld plus die Dipoldichte ersetzt worden.

Dielektrizititsokonstante

Wie hiangt nun D: mit E zusamimen?
Ausgehend von P = xFE schreibt man

— —

D= (1+4nx)E = ¢E . (1.233)

€ ist die Dielektrizititskonstante. Sie ist eine materialabhéngige Grofe und kann extrem unterschiedliche
Werte annehmen. Hier sind einige Beispiele:

Material | e

Luft 1.0005
Glas 5...8
Alkohol | 26
Wasser 81
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b) Grenzflichen zweier Dielektrika
Grenzverhalten der Felder

Betrachte zwei Stoffe mit €1 # €2, die eine gemeinsame Grenzfliche besitzen.
Ahnlich wie bei der Diskussion der Metalle findet man, dass

1 2
Et(ax)l - Et(ax)l = 0.7 s (I 234)
1 2 1 2 ’
Dt(al)l - Dt(al)l =dn (})t(alz - Pt(arz) :
Lege dazu eine geschlossene Schleife durch beide Materialien und nutze § E'(F) -dr' =0 aus.
Auf der anderen Seite kommt man zu dem Schluss, dass
Dr(ljg))rm - Dr(l?))rm =0
(1.235)

Exg}))rnl - Er(l?))rm =47 (Prggzm - Rgél)"m) y

wenn man sich eine Trommel in der Grenzfliche denkt und mit §, da - D(7) = 4wQ rechnet. Die Ladung
innerhalb der Trommel soll dabei verschwinden, Q = 0. Bedenke, dass ) die wahre Ladung beschreibt,
ohne Beitriige der Polarisation!

Messung

Man kann E und D im Inneren eines dielektrischen Materials messen.
(i) Mit einem Langsschlitz misst man das elektrische Feld E.
(ii) Ein Querschlitz misst die dielektrische Verschiebung D.

Im Vakuum gilt Es = D;.
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c) Dielektrikum im Kondensator
Wirkung des Dielektrikums auf die Kapazitit

Der schmale Raum zwischen zwei Kondensatorplatten soll mit einem Dielektrikum e gefiillt werden.
Vorher hatten wir die Ladung Qq, die Spannung Uy und die Kapazitéit

_ @

Cy = , 1.236
"= T (£.256)
sowie das elektrische Feld Ej U
Ey=— (1.237)
d
zwischen den Platten.
Wir schreiben
D =470 = 47‘1’% . (1.238)

Nun haben wir zwei Méglichkeiten. Entweder halten wir die Ladung oder die Spannung fest.
Im ersten Fall (Kondensator von Spannungsquelle getrennt) gilt Q = Qo und D = Ejy = €E. Die Spannung

ist daher Eod 0
U=Ed=-"2"=22
€ €

(1.239)

Die Kapazitdt andert sich zu C' = eCj.
Der zweite Fall (Kondensator an Spannungsquelle angeschlossen) fordert U = Uy und damit £ = Ep.
Weiterhin ist D = eFE = eEy = Dy. Die Ladung auf den Platten ist

DF _ DyF

Q= o o €Qo - (1.240)

Und wieder lautet das Ergebnis C' = eCj.
Durch Einbringen eines Dielektrikums in einen Kondensator 1dsst sich dessen Kapazitét wesentlich erhé-
hen.
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d) Energie des elektrischen Feldes in Materie
Feldenergie
Das elektrische Feld E erzeugt eine Kraft auf eine Ladung (). Wir kennen die Feldenergie,

1 1 ~
W=_ / &Br p(P)$(F) = — / d3r (divD(F)) o(7) . (1.241)
2 \%4 8 1%
Mit einer partiellen Integration schreibt man
1 - -
W = ~ % / d*r D(7) - Vé(7) + Oberflichen-Term . (1.242)
T Jv

—0 fiir V—oo

Die Feldenergie in Materie ist daher

Wzgi7r /V &PrD(F) - E(7)|. (1.243)

Fiir einen Kondensator gilt
1 1 1
Wxona = §QU = §CU2 = §€COU2 . (1.244)

Die Energiedichte wird bei fester Spannung grofer.

Kraft auf dielektrischen Koérper im elektrischen Feld

Der dielektrische Korper habe die Dielektrizitatskonstante € und befinde sich im &ufseren elektrischen
Feld E.

Die Dipoldichte ist
- - e—1 =
P=xE= E. 1.245
X g (1.245)

Durch Integration erhilt man das Dipolmoment p)|

. -1
p= / BrP=""VE. (1.246)
\4 47
Hier haben wir angenommen, dass das elektrische Feld im Volumen V' konstant ist.
Nun gehen wir aber wieder zu einem ortsabhéingigen Feld E(7) iiber. Die Kraft auf einen Dipol ist

e—1
47

. N\ . N\ -1

F= (ﬁ- v) E=""v (E(f’) : v) E() = GS—VVEQ(F) . (1.247)
™

Den letzten Schritt sieht man folgendermafen: Ausgehend von E x (6 X E) = 0 und der bac-cab-Regel,

gelangt man zu

ﬁ(E-E)-(Eﬁ)E:o. (1.248)

Man achte darauf, dass im linken Ausdruck der Nabla-Operator nur auf das unterstrichene E wirkt. Dies
erklirt den zusitzlichen Faktor 2, der durch die Produktregel auftritt.
Der dielektrische Korper wird in das elektrische Feld hineingezogen, denn dabei wird die Energie mini-
miert. Beispiel:

=T =0 o T

E(7) = 95 = VE*(7)=—4q il (1.249)
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e) Berechnung der atomaren Polarisierbarkeit (Clausius-Mossotti)
Polarisierbarkeit

Von Interesse ist die Frage, wie grofs ein mittlerer atomarer oder molekularer Dipol in einem Material ist,
wenn es in ein dufieres elektrisches Feld gebracht wird. Als Ansatz wihlen wir

P = aEu(7) . (1.250)

« ist die molekulare Polarisierbarkeit, p die mittlere Polarisation. Das Feld Eeﬂ am Ort des Molekiils
entspricht nicht dem &ufieren, makroskopischen Feld E.

Eu ergibt sich aus dem gemittelten Feld Ey auferhalb einer Kugel (Radius R) — dort ist das eine gute
N&iherung — plus dem Feld der Dipole in der Kugel. Letzteres mittelt sich am Ort des Zentralmolekiils
bei entsprechender Symmetrie des Materials heraus. Wir miissen also vom Feld Ey das von den Dipolen
in der Kugel (die wegen des dufkeren Feldes Ey polarisiert ist) erzeugte Feld abziehen.

Dielektrische Kugel in homogenem Feld

Bevor wir mit den urspriinglichen Uberlegungen fortfahren, be-
schiftigen wir uns mit dem Problem der dielektrischen Kugel im
homogenen elektrischen Feld Ey. Es steht uns frei, die Richtung
des Feldes zu wahlen, daher

jesll

Ey = Eye, . (1.251)

Das Problem ist offenbar rotationssymmetrisch beziiglich der z-
Achse, daher taucht der Winkel ¢ nicht in den Rechnungen auf
und das Potential hingt nur von z und cos ¥ ab, ¢(7) = ¢(r, cos}).
Gesucht ist die Losung von A¢(7) = 0 innerhalb und aufserhalb der

Kugel unter Beriicksichtigung der Stetigkeit von ¢(7), E'H(F) und Abbildung 1.20: dielektrische Kugel
D, (7) an der Kugeloberflsiche.
Fiir grofe Abstinde, r > R, muss offenbar

o(7) =~ —Egrcos (I.252)

gelten, denn dort herrscht das dufere Feld vor. Beachte, dass diese Losung o< P;(cos ) ist. Wir versuchen
daher einen allgemeinen Ansatz nur mit [ = 1.

o(7) = f(r) cos?d (1.253)

Die Funktion f(r) muss
o —E()T' -+ r% fir r Z R
fr) = { —E;r firr <R (I.254)

erfiillen, damit sie innerhalb der Kugel reguldr ist.
Zwei Parameter werden durch zwei Bedingungen fixiert. Die Stetigkeit von ¢(7) ist dquivalent zur Ste-

tigkeit der Tangentialkomponente des elektrischen Feldes E” (7)

P
~EoR+ 55 = ~EiR (1.255)

Auf der anderen Seite muss die Transversalkomponente der dielektrischen Verschiebung D, (7) stetig sein.

2p

Wir haben auferhalb der Kugel € = 1 (Vakuum) angenommen.
Sind Ey und R vorgegeben, kann man F; und p berechnen.

3 e—1

E;, = E = EoR3 1.2
21 ¢ 0 und p 21 ¢ OR ( 57)

Die Differenz des inneren und des dufieren Feldes ist also

1—c¢ p 4

Hier haben wir die Dipoldichte P mit der Polarisation p iiber p = 4?”R?’P geschrieben.
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Polarisierbarkeit der Kugel

Die Vorarbeit ist nun geleistet, wir konnen die urspriingliche Fragestellung beantworten.
Das Feld des Dipols ist abzuziehen.

- ~, 47 = = Ar = 4 _,
Bog = By — (;P> — Ey+ %XEO - (1 T ;x) E, (1.259)
Erinnern wir uns an den urspriinglichen Ansatz p = aﬁeﬁv fiir einen einzelnen mittleren Dipol.
Wenn n die Anzahldichte der Dipole ist, dann gilt
P =np = naEyy = xEo . (I.260)

X ist mit e iber x = 64;1 verkniipft. Durch einen Vergleich sehen wir sofort die Clausius-Mossotti-
Gleichung:
4
na (1 + ;x> =X (1.261)

oder

47 e—1

—na = . 1.262

3 “ €+ 2 (1.262)

Welche Begriffe aus diesem Kapitel sind wichtig?

lineare Superposition  J-Funktion elektrischer Fluss Gaufssches Gesetz

Divergenz Gaufsscher Satz Ladungserhaltung Kontinuitatsgleichung
Nabla-Operator Arbeit Rotation Satz von Stokes
elektrisches Potential ~ Gradient Feldlinien Wirbelstérke

Quellstérke

Energie einer
Ladungsverteilung

Dipol
Einsteinsche

Summenkonvention
Dipol im
dufteren Feld

Vollsténdigkeits-
relation

Dirichletsche
Randbedingung

Cauchy-Riemannsche

DGLen

Clausius-Mossotti

Laplace-Operator

Energiedichte des
E-Feldes

Quadrupol

Tensoren

Kugelkoordinaten

Heaviside-Funktion

Neumannsche
Randbedingung

Kapazitit

Poisson-Gleichung

Multipolentwicklung

Dipolmoment

Quadrupoltensor

Kugelflachen-
funktionen

Ohmsches Gesetz

Greenscher Satz

Kondensator

Greensche Funktion

Monopol

Quadrupolmoment

Levi-Civita-Tensor

Legendre-Polynome

Flachenladungsdichte

Spiegelladung

Polarisierbarkeit
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Kapitel 11

Magnetostatik

Was ist das Ziel dieses Kapitels?

In der Magnetostatik behandeln wir — getrennt von der Elektrostatik — magnetische Phinomene,
die durch zeitlich konstante Stréme zustande kommen.

Die Vereinheitlichung der Elektrostatik und Magnetostatik sowie die Erweiterung zur zeitabhingigen
Theorie geschieht spiter in der Maxwellschen Theorie.

Dieses Kapitel beschiftigt sich mit den Kriften zwischen Stromen, so wie es in der Elektrostatik
um die Krifte zwischen Ladungen geht. Allerdings gibt es keine magnetische Ladungen, sondern nur
magnetische Dipole (und Multipolmomente héherer Ordnung).

1819 erkannte @Orsted, dass permanente magnetische Dipole in der N&he von stromdurchflossenen
Leitern abgelenkt werden. Genauere Experimente wurden von Biot und Savart sowie Ampére in den
darauffolgenden Jahren durchgefiihrt.

1 Ladungserhaltung, Stromdichte, Krafte zwischen Stromen

Stromdichte

Die Stromdichte j(7) gibt Auskunft iiber den Fluss von Ladungen. j - d@ ist die Ladungsmenge, die pro
Zeiteinheit durch da@ hindurchflieft.

Ladungserhaltung

Wir hatten uns schon im letzten Kapitel kurz mit der Ladungserhaltung auseinandergesetzt.
Der Strom, der aus einer geschlossenen Fliche hinaus fliefft, muss mit dem Abnehmen der Ladung im
eingeschlossenen Volumen einhergehen, denn es kénnen keine Ladungen erzeugt oder vernichtet werden.

- d 0
7{ da-j(F) = —— | d®rp(Ft) = —/ d3r = p(7,t) (I1.1)
Das Volumen V selbst muss dabei zeitunabhéingig sein, sonst miissten die Integrationsgrenzen bei der
Zeitableitung beriicksichtigt werden.
Der Satz von Gaufs fiihrt auf

/ & divy () = — / ér Do) (11.2)

Dies ist fiir alle Volumina V giiltig, daher gilt die Kontinuititsgleichung

divj(F) = —p(7,t) |. (I1.3)

Beachte, dass wir hier j(7) und nicht j(7,¢) geschrieben haben, da wir in der Magnetostatik sind. Alle
Strome sind zeitlich konstant. Dennoch gilt die Kontinuititsgleichung auch fiir die volle zeitabhingige
Elektrodynamik.

Fordern wir weiterhin, dass p(7,t) = 0, d. h. eine statische Ladungsverteilung, dann ist das Stromfeld
divergenzfrei, divj(7) = 0.
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Dies beschreibt gerade einen Stromkreis (ohne Kondensator), in dem die Summe
der Strome verschwindet, » . I; = 0 (Kirchhoffsche Regel). Es sammeln sich also
nirgends in der Schaltung Ladungen an.

f(F, t) hat auferdem die Bedeutung einer Ladungsstrémung:

J(7 1) = p(F, t)T(7,t) . (IL.4)

Hier haben wir wieder die volle Zeitabhéngigkeit mitgenommen. Natiirlich ist die
Gleichung auch in der Statik giiltig.
Der Gesamtstrom in einem Leiter ist (wenn j im Leiter homogen ist)

I=7-A. (IL.5)

Ein einzelnes Teilchen erzeugt den Strom
le, =ev. (I1.6)

Es sei nochmals daran erinnert, dass jeine richtungsbehaftete Grofie ist, I aber nicht.

Kraftwirkung zwischen Stromen, Biot-Savart-Gesetz

Um die Kraft zwischen zwei Leitern zu berechnen, geht man folgendermafen vor:
(i) Berechne das Magnetfeld B(7) (magnetische Induktion), das der erste Strom erzeugt.
(ii) Das Magnetfeld B (7) iibt auf den anderen Strom eine Kraft aus.

Um die Kraft auf einen Strom zu berechnen, die ein Magnetfeld erzeugt, geht man von der Lorentzkraft
aus. In Form einer Kraftdichte gilt

F) = <76 % B@)| (117)

¢ ist zunichst irgendeine Konstante. Spéter werden wir sie mit der Vakuumlichtgeschwindigkeit identifi-
zieren.

Nun gehen wir von der Kraftdichte auf die Kraft iiber. Multipliziere dazu mit dV. Fiir einen diinnen
Leiter gilt

dF () = %(5‘(?) dV) x B(F) = %I(F) dl' x B(F) . (IL.8)

Hier wurde de =jda dil=1 dfausgenutzt.

Nun fehlt noch das Magnetfeld, das von einem Strom erzeugt wird. Ein Leiterstiick bei 7 = 0 gibt Anlass

zu dem Magnetfeld

dlx 7
73

dB(F) = %1(0) (IL.9)

oder allgemeiner und ausintegriert

>3 1 3 =2 F ’F/

Dies ist das Biot-Savart-Gesetz. Beachte die formale Ahnlichkeit mit der Berechnung des elektrischen
Feldes aus einer Ladungsverteilung p(7).
Die Kraft zwischen zwei (diinnen) Leitern ist damit

7 _ LI . L
LI 7{]{% i o x (M —75) (IL11)

(]/?1

|1 — 753

Dieser Ausdruck ldsst sich in beiden Leitern symmetrisieren. Nutze V
hierzu

L dry X 7 . LT . [(dry-dr
d’l"l X # = d?“g (d’rl . 771122|*3) — 712 <|;,12PQ) . (1112)

Im ersten Term kann man ‘751%‘3 durch —ﬁmﬁ ersetzen. Auf
einem geschlossenen Wegintegral verschwindet dieser Beitrag.
1 Abbildung I1.1: zur Kraft zwischen
fdfl Vi 5——=7=0 (I1.13)  Stromen
|7 — 72

Abschlieffend kann man daher schreiben:

7 11[2 71— 75
dry - dr . 11.14
2 f e (IL14)

Wir sehen, dass sich gleichgerichtete Strome anziehen und gegenldufige abstofien.
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Magnetfeld eines geradlinigen stromdurchflossenen Leiters

Das Magnetfeld berechnet sich aus

_ I P T oo R
B(F’)ff/df"x d _7;3:—51></ a—2 i)
cJr [F=3 e o (RZH12)72

€r ist der Einheitsvektor entlang des Drahtes (des Stroms), R ist der
Normalenvektor des Drahtes, der durch den Punkt 7 geht. Mit | wird
der Abstand vom Aufpunkt von R zum Drahtstiick di” bezeichnet.
&r und R stehen senkrecht aufeinander, daher gilt fiir den Betrag

_ I oo dl 21
B =~ @ 2 .1
| (m‘ CR[OO (R2 +12)7% cR ( 6)

Die Stammfunktion des Integranden ist ﬁw. Die Grenzen oo
eingesetzt fiihren auf einen Faktor 2 und damit auf das angegebene

Resultat.
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2 Differentielle Formulierung

Divergenz des magnetischen Feldes

Wir wollen in diesem Abschnitt — genau wie in der Elektrostatik — die Feldgleichungen der Magnetosta-
tik in Differentialform gewinnen. Die Integralform der Feldgleichungen bestimmen wir dann im nichsten
Abschnitt.

Aus dem Biot-Savart-Gesetz (I1.10) folgt

. 1. T
B(r) = =V, x / pIGo (IL.17)
|4

denn V x j(7) = 0.
Man rechnet schnell nach, dass V,. x V,. = 0 und damit

divB(7) = 0]. (I1.18)
Rotation des magnetischen Feldes
Berechne .
3 _ 1o 2 30 J()
rot B(r) = EV,. X (VT X g d’r’ F (IL.19)
mit der bac-cab-Regel,
5 1 oS 2 1 2
rotB(7) = ~¥, ¥, / R IGORNR YNy G (G (I1.20)
c v |F—7] ¢ v |77 — 7|

Der erste Ausdruck verschwindet,

i)
]

o - 1 - - 1 - - 1
- /d?’r’j(F’) e = —/dgr’j(F’) ¥, _ /dgr’ (%, -37) ~0.

v, /d?’r'

|7 — | |7 — | |7 — 7]
—_———
=0
(I1.21)
Im Schritt zur vorletzten Gleichung wurde partiell integriert. Der dabei auftretende Oberflichenterm geht
gegen Null.
Im zweiten Ausdruck kann man den Laplace-Operator in das Integral zichen. Mit
1 g —
AT ‘7:*_ 7:'/| = _4775(T -Tr ) (1122)
kommt man zur zweiten Feldgleichung,
5 - dm >,
rotB(7) = —j(7) |. (11.23)
c
Vergleiche Elektrostatik und Magnetostatik. Die Gleichungen lauten zusammengefasst
divE(F) = 4mp(F),  rotE(f) =0, (Elektrostatik)
4dr o (I1.24)

rot B(7) = ~J (7, divB(7) =0. (Magnetostatik)
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3 Integralformulierung

Ampeéresches Durchflutungsgesetz

Wir integrieren die Rotation des Magnetfeldes {iber eine nicht geschlossene Fléche,

B 4 .
/ da - rot B(7) = 2 / di - 57 , (I1.25)
A A

c

und nutzen den Satz von Stokes aus.

4 o -
am / dd - 5(7) = dr- B() (IL.26)
C Ja C=8A

Dies ist das Ampéresche Durchflutungsgesetz bzw. das Orstedsche Gesetz.

Quellfreiheit
Aus divB () = 0 folgt mit dem Satz von Gauft und geschlossener Fliche A:

f da-B(F)=0|. (I1.27)
A

Dies bedeutet, dass genau so viele Feldlinien aus einem Volumen hinausgehen wie hinein. Die Feldlinien
beginnen oder enden nirgends im Raum.

Beispiele

Das Durchflutungsgesetz ist sehr einfach zu sehen fiir einen unendlich ausgedehnten Leiter.
Integriert man auf einem geschlossenen Weg mit konstantem Radius um den Leiter, so bekommt man

4 21

—I[=271RB =— B=—. I1.2

c T cR (11.28)
Dieses Ergebnis hatten wir bereits durch direkte Integration gefunden.
Ganz dhnlich ldsst sich das Feld im Innern einer unendlich ausgedehnten
Spule berechnen. Man wéahlt einen Integrationsweg der Lange [ parallel zur |,
Spulenachse innerhalb der Spule, sowie einen (feldfreien) Riickweg derselben Ymm
Lange aukerhalb der Spule. Dabei hat man n Windungen mit je Strom I U U U U U U h
umschlossen. Fiithrt man die Anzahl der Windungen pro Léinge v ein, kann

drlv Abbildung I1.3: Spule

man
(I1.29)

?{E-d§:Bl:4—ﬁlul — B=
C C

schreiben.
Es sollte nochmals betont werden, dass die Quellfreiheit des Magnetfeldes, divB(7) = 0, anschaulich
bedeutet, dass die Feldlinien in sich geschlossen sind und weder Anfang noch Ende besitzen.

Biot-Savart-Gesetz aus Feldgleichungen

Aus den Maxwellschen Gleichungen (Integral- bzw. Differentialformulierung) folgt umgekehrt das Biot-
Savart-Gesetz.
Beginne mit

rot rot B(7) = V x (V x B(7)) = VV - B(f) ~AB(7) , (11.30)
N——
=0
so dass
_, dTm > o,
AB(R) = ——V % j(). (IL.31)

Diese Gleichung hat eine &hnliche Struktur wie A¢(7) = —4wp(F).
Mit der bekannten Greenschen Funktion im R? erhilt man

Vi -
B =1 / g Yr 2 3) (11.32)
C

Der Nabla-Operator wirkt hier nur auf die Stromdichte j Durch partielle Integration kann man die
Ableitung auf den Rest iiberwélzen, so dass

7

D (= 1 3,0 Z( 7 —
B(r) = E/d r' () x EEE (11.33)

Der Randterm tragt auch hier nicht bei.
Wir sind wieder beim Biot-Savart-Gesetz angelangt.
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4 Vektorpotential, Eichtransformation

Vektorpotential
Ein Vektorfeld B(7) mit den Eigenschaften

V x B(F) = ?f(F) und V- B(7) = (I1.34)

hat die Losung (s. o.)

B(7) = V x A(P) (I1.35)

mit

A7) = 1 /V d3r’ J() . (11.36)

Mit B(F) = V x A(F) ist V - B(F) = 0 automatisch erfiillt. A(7) heikt Vektorpotential.
Bilden wir die Divergenz des Vektorpotentials:

— - — ]_ < — = ]. ]. < rd = 1
VAR =V, A == | & jF) -V, == &) V. ) 11.37
() = 9, A = ¢ [ @ 60)- ot = = [ @) oty (1L.37)
Durch eine partielle Integration und mit der Eigenschaft V - j(7) = 0 finden wir
divA(m) = 1 / &3 (ﬁ., -j‘(f’)) L__y (1L.38)
C v ’ ‘77_ ’F’| ’ ’
Eichtransformation
Man kann das Vektorpotential A(7) jumeichen“q, ohne B(7) = V x A(F) zu veriindern.
A7) — A(7) = &) + () (11.39)

x(7) ist eine beliebige, zweifach differenzierbare skalare Funktion.
Die physikalisch messbare Grofe ist die Kraft, die durch das Magnetfeld B(7) bestimmt wird. Das Vek-
torpotential A(7) ist klassisch selbst nicht direkt messbar!.

Coulomb-Eichung
Die Rotation des Magnetfeldes lautet

ot B(7) = V x B(7) = V x (6 X ff(f’)) = UV - A - A7) = =) (IL.40)

Durch die Eichfreiheit von /T(F) haben wir die Méglichkeit, die Divergenz des Vektorpotentials zu fixieren.
Die Coulomb-FEichung liefert L
V-AF)=0. (I1.41)

Dies hatten wir schon fiir obige Losung gefunden. Dabei hatten wir v 5(77) = 0 gefordert. In der vollen
zeitabhangigen Elektrodynamik kann der Strom im Allgemeinen aber nicht mehr divergenzfrei sein.
Wir haben hier eine direkte Analogie zur Poisson-Gleichung der Elektrostatik gefunden.

A7) = -5 (IL.42)

Die Losung wurde im letzten Abschnitt bereits angegeben.

Bemerkung

Innerhalb der Coulomb-Eichung, V- ff(f’) = 0, gibt es eine weitere Eichfreiheit, denn die Funktion x(7)
ist noch nicht eindeutig festgelegt. Man kann weitere Funktionen &£(7) addieren, die A&(7) = 0 erfiillen.

n der Quantenmechanik gibt es allerdings den Aharonov-Bohm-FEffekt, bei dem das Vektorpotential explizit in der
Form e®© § 45-A(T.1) auftritt. Weiterhin steht das Vektorpotential (und nicht die Felder) in der Schridinger-Gleichung.
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5 Entwicklung des Vektorpotentials, Dipol

Monopol und Dipol

Wir entwickeln das Vektorpotential der Magnetostatik genau so wie das skalare Potential in der Elektro-

statik.
- 1 1 - r =
A(F) = /dsr’|rj(_ L ! [T/d?’r’j(??') + T%/d?’r’F' ® j(7) +] (11.43)

c c
Betrachte die i-te Komponente des ersten Entwicklungsterms:

/ &3 ji(7) = / &' J(7) -V, = — / 3’ (% j(f’)) 2 =0. (IL.44)
Hier wurde eine partielle Integration durchgefiihrt und die Quellfreiheit der Stromdichte ausgenutzt. Wir
sehen, dass es keinen Monopol gibt, d. h. keine magnetischen Ladungen.
Der zweite Term in der Entwicklung fiihrt auf das magnetische Dipolmoment.

Dabei ist zu beachten, dass 7 ® j (i) eine Matrix ist.
Wir starten mit

1 ) . 1
[t =5 [ @) - i) = 5 [ @ e (7 x50), . L)
Die Antisymmetrie in den Indizes sieht man folgendermafen:

[ aiv (aia 7)) = [ ¥ [aladini) + 507) - Foelaia)] = [ @ i)+ 0] =0

Hier haben wir divj(7) = 0 und die verschwindenen Randterme im GauRschen Satz benutzt. 140
Ubrig bleibt
APl (7) = Qi ikt / dr’ (7 % j)), (11.47)
oder
APipel () %73 X / Er' 7 x J(7) . (IL.48)
Wir definieren uns das magnetische Dipolmoment
S 1 3,0 A T
m %/drr x 3(7) (I1.49)
und schreiben L
APivol () = T ;m . (1L.50)
Magnetfeld eines Dipols
Das Dipolfeld berechnet sich aus
BPWol(7) = ¥ x APPol(7) — _¥ x *:3771 _ _:23 N 377(? ) _ 3 T_;)g_ rim (1L51)

Das Feld hat dieselbe Form wie das elektrische Feld eines elektrischen Dipols.

Ebene Leiterschleife

Eine eben Leiterschleife wird durch m
I
i = 7]{ 7 % dif (11.52)
2C C

beschrieben, denn [ da - j(F) = I. Aus der Mechanik wissen wir, dass

der Flachensatz Abbildung II.4: ebene Leiter-

f 7 x dif = 2Aé4 (I1.53)  gchleife
C

gilt. A ist die umschlossene Fliche des Weges C und €4 gibt die Orientierung der Fliche im Raum an.
Der Wert des Integrals ist nicht von der Form der Fliche abhingig, daher muss die Leiterschleife nicht

kreisformig sein.

IA
= "—E (11.54)
C
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Als spezielles Beispiel bietet sich ein klassisches Elektron mit Geschwindigkeit v auf einer Kreisbahn an.
Der Strom ist gegeben durch die Elektronenladung e und die Umlaufzeit 7.

e ev
I=—=_—""— 11.
T 27mR (1.55)
Das magnetsche Dipolmoment ist daher
evR e
%) = —_— = L frng L . . II.
|72 5 Sme const (I1.56)

L ist der Betrag des Bahndrehimpulses, m. ist die Elektronenmasse.
Wir sehen: Ampéresche Molekularstrome erzeugen magnetische Momente!

Ausblick

Das Modell der ebenen Leiterschleife ist primitiv. Die Wirklichkeit wird durch den Einstein-de Haas-Effekt
beschrieben, dort ist

72| €

L meec '
Die relativistischen Quantenmechanik gibt Anlass zum Spin eines Elektrons und den anderen Elementar-
teilchen. g ~ 2 ist der gyromagnetische Faktor. Im Rahmen der Quantenelekirodynamik lisst sich g
abschitzen iiber

(IL57)

(07

:2(1
g Jr277

+ 0(042)) . (IL58)

ar ﬁ ist die Feinstrukturkonstante.

Kraft und Drehmoment auf magnetischen Dipol

Wir entwickeln die Lorentzkraft

ol / d&®r j(7) x B(7) (I1.59)

C

nach dem Feld um den Ursprung,

B(7) = B(0) + (7-V)B Ly (11.60)
und erhalten ohne den fiithrenden Term (welcher verschwindet, s. o.)
F = 7/‘ &Prj(@) x (7-V)B i (I1.61)
Komponentenweises Einsetzen liefert
F=(m-V)B o (11.62)
In den Ubungen wird gezeigt, dass das Drehmoment am Ort 7 durch
M = m x B(F) (I1.63)
gegeben ist.
Weiterhin ist die potentielle Energie eines magnetischen Dipols im magnetischen Feld gerade
Wor = —11 - B(7) . (IL.64)

61



6 Makroskopische Gleichungen in Medien

Rotation des magnetischen Feldes in Materie

Betrachte ein Medium mit magnetischer Dipoldichte M (7), so dass

- 1 7() / - 7
ARy == | &' d*r’ M . 11.65
0= @B+ [ < = (1L.65)
—
AW

Der zweite Term kann mit einer partiellen Integration bearbeitet werden.

1

7=

/ &3 NI(7) x V0 - / &3 (% x M(ﬂ)) ! (1L66)

7

Der Randterm verschwindet nach Anwendung des Gaufsschen Satzes.
Das Vektorpotential wird zu

- 1 J(@) + eV x M(7)
AP == [ &' 1.
() c/ " 7 — 7] (IL67)
Es interessiert uns, wie sich diese Modifikation auf die Rotation des Magnetfeldes auswirkt. Aus
rot B(7) = —AA(7) (IL.68)
folgt
. A /o - -
rotB(7) = % (j(F) + eV, x M(F)) (1L.69)
bzw.
— 47 -
rotH () = ?3(77) . (I1.70)
Das neu eingefiihrte Feld . . .
H(7) = B(F) — 4w M (7) (IL.71)

wird oft als magnetische Feldstirke bezeichnet, wihrend man é(f’) magnetische Induktion nennt.
Hier sprechen wir nur kurz von den Magnetfeldern B(7) und H (7).
Fiir H(7) gelten die alten Beziehungen zwischen j (iukere Strome) und B(7) im Vakuum.

Magnetische Suszeptibilitét

M (7) wird durch das Magnetfeld erzeugt. Es gilt eine lineare Bezichung zwischen M (7) und H(7) fiir
kleine B(#) (sonst Ubersittigung).
M (7) = xH(7) (I1.72)

Fiir nicht-isotrope Medien ist die Gleichung als Matrixgleichung zu verstehen.
x ist die magnetische Suszeptibilitdt. Weiterhin fithrt man die Permeabilititskonstante p ein, so dass

B(F) = H + 47 M (7) = (1 + 4nx)H (F) = pH (7). (IL.73)

x < 0 liegt bei diamagnetischen Stoffen vor. Hier werden Dipole durch das &ufere Feld erst erzeugt.
X > 0 beschreibt paramagnetische Stoffe. Existierende Dipole werden geordnet. Sie sind ohne dufieres
Magnetfeld durch thermische Energie ungeordnet.

Hier sind drei Beispiele:

Material | X
Wasserstoff | —0.20 - 1077
Wasser —0.72-10°6

Sauerstoff | 4+0.14-1076
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Ferromagnetismus
Hier hat man es mit einem permanenten Magnetismus zu tun \]\/[

(x = 1000 — 5000). MG~ =
Die Magnetisierung M () hangt von der ,Vorgeschichte ab.

Man erkennt, dass bei H = 0 eine remanente Magnetisierung

M vorliegt. Fiir grofse Felder H tritt aukerdem Séattigung Mg
auf, d. h. M nimmt nicht weiter zu.

Interessierte seien fiir ein genaueres Studium des Ferroma-
gnetismus auf die Literatur verwiesen. /

Elektrostatik versus Magnetostatik in Materie

Die Felder in Materie si h die Gleich
ie Felder in Materie sind durch die Gleichungen Abbildung IL5: Hysteresekurve

D(r) = eE(F) , e
B(F) = u (7)

verkniipft. Man beachte dabei die ,Vertauschung* der Vakuumfelder in der Elektrostatik und der Magne-
tostatik.
E(7) und B(7) sind die physikalischen Grofien, da sie die wirkenden Krifte bestimmen.

Welche Begriffe aus diesem Kapitel sind wichtig?

Feldgleichungen
Kirchhoffsche Regel Biot-Savart-Gesetz Lorentzkraft & een

der Magnetostatik
Amperesches lifreiheit Vektorpotential Eichtransformati
Durchflutungsgesetz Quellfreihei ektorpotentia ichtransformation

. magnetische . . magnetische

Coulomb-Eichung Multipolentwicklung magnetischer Dipol Feldstéirke H
magnetische Permeabilitéts- Di i P i
Suszeptibilitét konstante tamagnetismus aramagnetismus
Ferromagnetismus Hysteresekurve
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Kapitel 111

Elektrodynamik, die Maxwellschen
Gleichungen

Was ist das Ziel dieses Kapitels?

In diesem Kapitel werden die vollstindigen Maxwellschen Gleichungen der Elektrodynamik formuliert
und begriindet.

Wir werden sehen, dass die elektromagnetischen Felder Energie und Impuls tragen und damit nicht
nur Hilfsgrofen darstellen, sondern physikalische Realitét besitzen. Der Energie-Impuls-Satz der Elek-
trodynamik wird hergeleitet.

Als sehr wichtige Anwendung kommen wir auf die elektromagnetischen Wellen und ihre Ausbreitung
im Vakuum, in elektrischen Leitern und auch in Hohlleitern zu sprechen.

Weiterhin zeigen wir, dass sich die optischen Gesetze der Reflektion und Brechung aus der Elektro-
dynamik ableiten lassen.

Gegen Ende des Kapitels betrachten wir als weitere wichtige Anwendungen die Potentiale bewegter
Ladungen (Liénard-Wiechert-Potentiale) und den Hertzschen Dipol.

1 Das Faradaysche Induktionsgesetz

Faradaysches Induktionsgesetz

Betrachte einen zeitlich verdnderlichen Fluss eines Magnetfeldes B durch da
eine geschlossene Leiterschleife.

@:/da-é(m) (II1.1)
A

Durch den zeitlich variierenden Fluss wird ein elektrisches Feld Eind in
der Leiterschleife induziert, man misst eine Induktionsspannung.

. 1de
Uina = % dr'- Bina (7 8) = =20 (I1:2) " A bbildung TIL1: Schleife

Dies ist das Faradaysche Induktionsgesetz. Es wurde 1831 von Faraday formuliert.

Lenzsche Regel

Man beachte das Minuszeichen auf der rechten Seite der Gleichung (II1.2).

Eine Zunahme des Magnetfeldes B bewirkt eine Ringspannung, aufgrund welcher ein Strom fliefst. Dieser
Strom erzeugt wiederum ein Magnetfeld, das die Zunahme des urspriinglichen Feldes dampft.

Diesen wichtigen Zusammenhang nennt man Lenzsche Regel. Anschaulich besagt sie, dass sich das System
nicht aufschaukeln kann und die Felder von allein nicht immer stirker werden konnen, da dies den
Energieerhaltungssatz verletzt.

Die Lenzsche Regel ist schon aus der Experimentalphysik bekannt.

64



Geschlossenheit der elektrischen Feldlinien

Wir sehen, dass hier die elektrischen Feldlinien geschlossen sind. Dies ist in der Elektrostatik ausge-
schlossen. Der Gedanke an ein Perpetuum Mobile fiihrt hier allerdings in die Irre, da das Magnetfeld
zeitabhéngig ist und Arbeit verrichten kann. Insgesamt bleibt die Energie des Systems erhalten.

Argument fiir obiges Induktionsgesetz

Es sollte egal sein, ob (i) ein bewegter Magnet obiges Feld Eint in einem festen Leiter erzeugt, oder ob
(ii) das Magnetfeld festgehalten wird und der Leiter bewegt wird (Relativitdtsprinzip).

Man denke nur an einen Beobachter, der sich das Experiment aus einem fahrenden Zug mit Geschwin-
digkeit ¢ heraus anschaut, so dass der Magnet ruht.

Zu (ii): Der bewegte Leiter stellt einen Strom von Elektronen und einen entgegengesetzten Strom gleicher
Grofe von Kristallionen dar. Im Gegensatz zu den Elektronen sind die Ionen im Leiter nicht verschiebbar.
Die Kraft auf den Elektronenstrom ist

F=S9xBxjAVXE. (I11.3)
C

Es gilt dann
e

fidf. F(7) = f?{ d7- (U(f’) X E(F)) = ¢ 72 (dF x 7(7)) - B(7) . (IT1.4)

Cc Jo C

Auf der anderen Seite gilt auch in der Elektrodynamik die Quellfreiheit des Magnetfeldes,
divB(f) =0 = 7{ di-B(F)=0. (IIL.5)
A

Betrachte eine geschlossene Leiterschleife, die mit der Ge-
schwindigkeit ¥ durch ein Magnetfeld bewegt wird. Zur D,
Zeit t sei der Fluss durch die Schleife @, zur Zeit ¢ + At
sei der Fluss ®,.

Wahrend der Zeit At fahrt die Leiterschleife einen Zy-
linder der Héhe ¥At ab. Wenn wir ausnutzen, dass das
betrachtete Magnetfeld zeitlich konstant ist, dann gilt

oL

UAtL
0 :j'{ di - B(F) = &y — b, —f (dF x GAL) - B() .
A M

(I11.6)
Formal integrieren wir iiber den Zylinder mit den Fliis-
sen ®; und — 5 ,,0ben” und ,unten” und mit dem Mantel
M. Beachte, dass das Vorzeichen von ®5 umgedreht wer- P,
den muss, da alle Oberflachenvektoren nach aufsen zeigen
sollen.
Man kann sich klar machen, dass dr x vAt = da der
seitliche Normalenvektor des Mantels ist. Auch er muss
mit einem Minuszeichen versehen werden, damit er nach aufsen zeigt.
Umgeschrieben sehen wir

Abbildung I11.2: Schleife

%Z—]{(dfxﬁ)-ﬁ(ﬁ = j{df-F(F):—l@. (I1L.7)

e c dt

Wir finden das Induktionsgesetz wieder, jedoch sollte noch auf zwei Punkte eingegangen werden:

Zum einen ist hier g die Lorentzkraft geteilt durch Elektronenladung und nicht das elektrische Feld wie
in (i). Weiterhin gibt es in (ii) keine Ringspannung.

Auflerdem kann man sich die Frage stellen, was passiert, wenn die Fliche A selbst verdndert wird. Dies
wird in den Ubungen behandelt.

Differentielle Form des Induktionsgesetzes

Mit dem Satz von Stokes konnen wir die Integralformulierung (wie gewohnt) tiberfiihren in eine differen-
tielle Form. Wir gehen aus von

]{ di' - E(F) = / da - rot E(7) (IIL.8)
C=0A A

und vergleichen die Integranden in

o 1 B(7
/dd’-rotE(f’) = —7/ dz. 2P0 (I11.9)
A CJa (3'15
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Dabei halten wir die beliebige Fliche A fest.
Das Ergebnis ist

= 19B(71)

Dies ist eine der endgiiltigen Maxwellschen Gleichungen. Das elektrische Feld E(ﬁ t) ist nicht mehr
wirbelfrei.

Bemerkungen

Das Induktionsgesetz hat zahlreiche technische Anwendungen.
e Es erlaubt durch Bewegung im Magnetfeld die Erzeugung von Spannung (Stromgenerator, Fall (ii)).
e Das Magnetfeld kann seinerseits durch diese Strome aufrechterhalten werden (Dynamo).

e Transformatoren (Behandlung in den Ubungen) sind in der Lage, Spannungen zu fndern.

Betatron

Mit dem Betatron lassen sich Elektronen auf einer Kreisbahn mit Radius r beschleunigen. Dazu bendtigt
man ein Fihrungsmagnetfeld By in der Bahn der Elektronen.
Stabile Kreisbahnen sind moglich, wenn sich die Kréfte autheben. Fiir nichtrelativistische Elektronen

schreibt man )
mu v
—— =e—DB;. II1.11
=By ( )

Nun sollen die Elektronen aber noch beschleunigt werden.
Die Anderung des Impulses ist die Kraft, die auf das Elektron wirkt,

d e d

Bl = —eByg=——
(m) “Find 2mre dt

o /AdaB(r). (IT1.12)

Mit B = w definiert man sich das mittlere Magnetfeld innerhalb der Kreisbahn, so dass

d e ,dB
a — = II1.1
dt (mv) o dt ( 3)
Die Gleichung lésst sich aufintegrieren und man findet
er - er
=_—B=—B;. 111.14
e 2c c ! ( )

Damit das Betatron funktioniert, muss das mittlere Magnetfeld B auf dem umschlossenen Kreis doppelt
so grofs sein wie das Fiilhrungsmagnetfeld By,

B =2B; . (111.15)

Dies ist nur méglich, wenn das Magnetfeld irgendwo innerhalb der Kreisbahn deutlich stirker ist als am
Rand.
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2 Induktion, Selbstinduktion

Induktionskoeffizienten

Betrachte n Schleifen (i = 1,...,n) mit Strémen I;. Der Fluss durch die i-te Schleife ist

qn:/ da-é(f):/ da - rotA(F) = dF; - A(7) . (I11.16)
A A

i i C;=0A4A;

Unterscheide die Flichen A; und das Vektorpotential A, welches gegeben ist durch

Y f _dn (IIL.17)
Z k |r7f - Tk|

C

Mit p beriicksichtigen wir, dass die Gleichungen auch in Medien Giiltigkeit haben, bzw. wir es mit Spulen
mit Eisenkernen o. A. zu tun haben kénnen.
Es folgt

[ n dﬂdv"k n
- B3 k= N Ly | 1118
c kfcjgﬂ—ﬁ ¢ mE ( )
k=1 i JCh k=1

Wir haben die Induktionskoeffizienten

dr; - dr)
Ly =% f f AL (IIL.19)
c Ch |r1 Tkl
eingefiihrt.

Ist i = k, so spricht man von Selbstinduktion. Bei ¢ # k hat man es mit wechselseitiger Induktion zu tun.

Beispiel: lange Spule
Definiere v = 7 als die Zahl der Windungen pro Lénge. Es gelten die Gleichungen

4
B=pH und H= LVI (im Inneren einer langen Spule) . (I11.20)

Der Gesamtfluss durch die Spule mit Querschnittsfliche Ag ist

4m?l
& = nBAg = WC PAgl =cLI. (IIL.21)
Die Selbstinduktion lautet damit 2]
L="C"a (111.22)
c?
Energie des Schleifensystems
Mit der Induktionsspannung
: 1d; .
ind [
e = —— = — g Ll 111.2
ui c dt - Wk ( 3)

kann man die Arbeit gegen die Induktionsspannung beim Aufbau der Stréme berechnen.

t t . 1
— dt U;I;, = dt LI I, = = dt L (I 1;) LI T II1.24
/O > / z ol 2/0 z (I z whle  (T24)

Hier haben wir L;; = Ly; und I;(t = 0) = 0 verwendet.
Die Gesamtenergie im Schleifensystem ist also

1
=5 > LIy |. (I11.25)
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3 Stromkreise mit Kapazitit, Induktion und Ohmschem Wider-
stand

Ohmsches Gesetz
Mit dem Ohmschen Gesetz

j=0E (11L.26)

lassen sich einige Klassen von Festkorpern beschreiben. Es gibt allerdings viele Materialien (Supraleiter,
Halbleiter usw.), fiir die das Ohmesche Gesetz nicht giiltig ist.
Wir beschrénken uns hier auf Stoffe, die dem Ohmschen Gesetz gehorchen. Man kann es umschreiben als

gA . l

Geschlossener Ring

Wir betrachten geschlossene Stromkreise, | |

2 Y Ui =0¢. (I11.28)

mit Kapazitdt (Kondensatoren), Induktion (Spulen) und
Ohmenschem Widerstand.

Nehme eine Spannungsquelle mit Spannung U, einen Wider-
stand mit RI, einen Kondensator mit % und eine Spule mit

LI in geschlossener Serie (Ring) geschaltet.

~U+RI+ % = LI (I11.29) ¢

. Abbildung II1.3: Schwingkreis
Hier haben wir LI mit einem Minuszeichen auf die rechte

Seite geschrieben, um klar zu machen, dass aufgrund der
Induktion ine Ringspannung vorliegt (denn die Rotation des elektrischen Feldes ist hier nicht mehr Null).

Loésungsansatz
Man muss Schwingungen und Einschaltvorgdnge unterscheiden.
In den Ubungen werden erzwungene Schwingungen, insb. der Schwingkreis
. . I .
U=RI+ vl + LI (I11.30)

behandelt.
Der Ansatz ist U = Upe*™? bzw. eine Fourierentwicklung

U(t) = \/% [ " e (W)t (IT1.31)

Die stationédre Losung ist eine spezielle Losung der inhomogenen DGL. Die Einbeziehung des Ein- und
Ausschaltvorgangs erfordert die Addition von Losungen der homogenen DGL.
Wir setzen als stationdre Losung

U=Upe und I = Ie!@+e) (I11.32)
an und finden
iwlpe™t = (Rz’wlo + I—C? + L(m)%) elwite) (I11.33)
bzw.
Up = (R - i + iwL) Toe™ . (111.34)
Up und Ij sollen reell sein, daher schreiben wir
R— % +iwL = |Rges|e ™ . (I11.35)

Die Phasen heben sich weg und die Gleichung ist reell. Auf diese Art und Weise lassen sich dann Ry
und tan ¢ bestimmen (— Ubung).
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Bemerkung

Die obigen linearen DGL mit reellen Koeffizienten werden zunéchst mit komplexen Ansétzen bearbeitet.
Spater betrachtet man Real- und Imaginérteil der Losungen als reelle Losungen.

Parallelschaltung von Widerstéinden

An Verzweigungen sind alle Leiter auf dem gleichen Potential. Aukerdem gilt die Kirchhoffsche Regel fiir

die Stréme.

Y Li=0 (I11.36)
Betrachte eine Parallelschaltung von drei Widerstinden R; bis R3. Eine Spannungsquelle Uy speist den
Stromkreis mit einem Strom 1. Dieser Strom teilt sich nach der Kirchhoffschen Regel auf die drei Wider-
stdnde auf, und zwar geméfs

Up=U, =Uy=Us = Ry ]y = Rol, = Ry . (I11.37)

Da wir wissen, dass
Uo Up U , U

=5+t 5+, 111.38
Rges Rl RQ RS ( )
kénnen wir sofort den Gesamtwiderstand eines Systems von drei parallel geschalteten Widerstanden
angeben:

I=hL+L+I3s =

1 1 1 1
==+5+5| II1.39
Rges Rl RQ RS ( )

Diese Gleichung iibertrégt sich problemlos auf n Widerstdnde, die parallel geschaltet sind.

Parallelschaltung von Widerstand, Spule und Kondensator

Ersetze zwei Widerstinde aus dem vorherigen Beispiel durch eine Spule und einen Kondensator, dann

gilt
U=RI=Ll= % : (111.40)

Hier macht man am besten wieder einen komplexen Ansatz und bildet zum Schluss den Realteil der
Losung. ' '
U=Upe™" und I; =1 H) j=123 (IIL.41)

Wir finden
(i) fiir den Widerstand: ¢; = 0 und Uy = RI}

(i) fiir die Spule: Upe™! = iLwIfe'“!*%2) und damit Uy = LwI9 und s = —%
. 0 . . 0
(iii) fiir den Kondensator: iwlUpe™t = %361(““”"3) (da I3 = Q3) und damit Uy = % und p3 =%

Die scheinbaren Widerstéande von Spule und Kondensator hingen von der Frequenz der Spannung ab.

1
und | Re = - (111.42)

Es handelt sich aber nicht um Widersténde im Sinn des Ohmschen Gesetzes, da an einem idealen Kon-
densator oder einer idealen Spule keine elektrische in thermische Energie umgewandelt wird.
Insgesamt ist der komplexe Widerstand

1 1 1 1
1 T11.43
Rges R + iLw + 1/iCw’ ( )

was man mit I = Iy + I + I3 ausrechnet.
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4 Die Maxwellschen Gleichungen

Bestandsaufnahme
Bisher haben wir folgende Gleichungen gefunden:
V- D(7) = 4mp() ,
_10B(7t)
c ot
V- -B() =0,

. A
Vx H(r) = ().

V x E(Ft) = ( |
111.44

Die ersten beiden Gleichungen beschreiben die Elektrostatik und die Induktion, die letzten beiden Glei-
chungen die Magnetostatik. Sie reichen aber fiir die volle Elektrodynamik nicht aus. Es fehlt noch eine
Zeitabhingigkeit.

Erginzend schreiben wir die bekannten Materialgleichungen hinzu:

D=¢E,
B=uH, (I11.45)
j=0oE
Verschiebungsstrom
Die letzte Gleichung in (111.44) ergibt
. 7 dr . -
divrotH(7) = 0 = —divj(7) . (I11.46)
c
Wir hatten schon gezeigt, dass divf(F’) = 0 nur in der Magnetostatik erfiillt werden kann.
Allgemeiner ist dagegen wegen der Kontinuitétsgleichung und der ersten Gleichung in (II1.44)
- Op(T,t o /(1 .. = 1 .. = .
divy(7,t) = —p(F,t) = — ”gt ) _ - (47Td1vD(r,t)> = —-divD(7.1). (I1L.47)
Man bezeichnet —ﬁﬁ(ﬁ t) als Verschiebungsstrom.
Es ist 1 ] 1 ) )
Lawdi(r.0) = a0 + divB(R,) .
47rd1v (7)t) 47rd1v (7,t) + divP(7, t) (IT1.48)

Der zweite Beitrag auf der rechten Seite ist der Strom, der mit der Verdnderung der Polarisation P
verbunden ist.
Insgesamt schreiben wir daher

.- Arr - 19D(7,t
V x H(7t) = %T 77 ) + ;% . (I11.49)

Der zusétzliche Term proportional D ist dem Term im Induktionsgesetz dhnlich, jedoch ist das Vorzeichen
entgegengesetzt! Er ermdoglicht ein Magnetfeld, auch wenn kein Strom fliefst.

Als Beispiel denke man sich einen geraden Leiter, der von zwei Kondensatorplatten unterbrochen ist.
Fliett durch den Leiter ein Strom I, so wird ein Magnetfeld um den Leiter erzeugt, und gleichzeitig wird
der Kondensator aufgeladen (oder entladen). Das Aufladen des Kondensators resultiert in der Zunahme
des Kondensatorfeldes 5, so dass wiederum ein Magnetfeld erzeugt wird.

Man kann zeigen, dass beide Magnetfelder den gleichen Wert haben.

Spater werden wir sehen, dass durch den Verschiebungsstrom elektromagnetische Wellen ermdglicht wer-
den.

Vollstindige Maxwellsche Gleichungen

Die vollstdndigen Gleichungen lauten

>] = 10D(7, 47 o
(1) divD(7,t) = drp(7,t) . (II) rotH (7, t) = E% SR
_ (111.50)
) 3 L0B(r
() divB(7,t) =0, (IV) rotE(7, ) = ‘;% ‘
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Vom makroskopischen Standpunkt aus enthalten sie — zusammen mit den Material-Gleichungen — alles,
was man iiber Elektromagnetismus sagen kann.

Mikroskopische Eigenschaften der Materie

Mochte man die Materie mikroskopisch beschreiben, ist die Quantenmechanik unerlésslich. Zusammen
mit dem Elektromagnetismus gelangt man zur Theorie der Quantenelektrodynamik.

Alle Naturkréfte, die heute bekannt sind, sind den elektromagnetischen Kraften dhnlich (— Elementar-
teilchenphysik). Ein wesentlicher Unterschied ist allerdings, dass die Felder der anderen Krifte selbst
yLadung” tragen (Color-Dynamik, elektroschwache Felder, Gravitation). Die Ladung der Gravitation z.
B. ist die Masse.

Das Nahwirkungsprinzip ist nicht mehr nur eine Geschmacksfrage.

Wir werden noch sehen, dass das elektromagnetische Feld Energie und Impuls tragt.
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5 Energie und Impuls elektromagnetischer Felder

a) Energiesatz
Energiebilanz

Die Arbeit, die verrichtet werden muss, um eine Ladungsverteilung p(7,t) gegen ein elektrisches Feld

—

E(7,t) zu bewegen, ist

dW = / dPr p(F,t) dF - E(7)t) . (I1L.51)
v
Entsprechend ist die Leistung
dw ar 5
— = | &Erp(Ft)— - E(F1). I11.52
= | 0GB (111.52)
Wegen 4 = (7, t) folgt
dW 3 2> = -
— = [ d&’rj(7t) - E(F,t) . (IT1.53)
dt v

Das Magnetfeld leistet keine Arbeit, denn d7- (j x B)  di - (dF x B) = 0.
Mit Gleichung (II1) in (II1.50) formen wir weiter um.

d .
W,

(6 x H(F, t)) B(Ft) =V - (ﬁ(ﬁ t) x E(7, t)) +HFL - (6 x B(F, t)) : (I1L.55)

S o S 18D(F t
(VxH(r,t))~E(r,t)fE 8(75)

E(71) (I11.54)

Nutze

Der erste Term auf der rechten Seite ist eine Divergenz und wird mit dem Gaufsschen Satz ausgewertet.
Mit der Maxwellschen Gleichung (TV) bearbeiten wir den zweiten Term auf der rechten Seite, so dass

daw ¢ , ~  10B(F,t) 18D(Ft) = . c / = = .

= = | @B |—H(F) = - = . E(F,t — H(rt) x E(T,t)) -dad .

dt A7 /V T[ (1) c Ot c Ot (mH)| + a7 A:av( (7, 2) x E(T, )) ¢
(IIL.56)

Nutze nun D = ¢E und B = uﬁ und nehme dabei an, dass € und p beide zeitunabhéngig sind. Das
Integral nimmt dann die Form
aw 1 0

oV o_ 2 3.9 (fF(7 ¢ . B(7 S(7 1) - B(7 £ 7 (7 B ) - da
=l (H(r,t) B(7,t) + D(7,1) E(r,t))+ /A_av (H(r,t)x (r,t)) di (IIL57)

an. Wir schreiben die Gleichung noch ein wenig anders:
w4 {1/ &r (A1) - B.0) + D7) - B(7 t))} + i/ (7.0) x B(r.0)) - da
dt dt | 8w \%4 47 A=0V
(I11.58)
Die Energiebilanz lisst sich in Worten formulieren: Die an den Ladungen verrichtete Arbeit ist gleich der
negativen zeitlichen Anderung der elektromagnetischen Feldenergie in V minus dem Energiefluss durch

die Oberfliche A des Volumens V nach aufen.
Eventuell vorhandene Materie soll fest liegen und keine Energie aufnehmen.

Poynting-Vektor und Energiedichte

Definiere den Poynting- Vektor
S(7 ) = fﬁ(ﬁ t) x H(7t). (I11.59)
T

Er ist ein Maf fiir die Energiestromdichte, die aus einem Volumen heraus flieft. Achte auf Vorzeichen
beim Vertauschen von F und H im Kreuzprodukt!
Mit der Energiedichie des elektromagnetischen Feldes

1 /=

u(it) = o (B0 - Dt + H(7.0) - B ) (TIL.60)

schreibt sich die Energiebilanz bzw. der Energiesatz einfach

aug; D 4 div(it) = —B,0) - 70 | (LIL61)

Dies ist nichts weiter als der Energieerhaltungssatz, denn die Gleichung besagt, dass die Energie des
Systems nur durch Arbeit an den Ladungen oder durch Fluss aus dem Volumen geindert werden kann.
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Arbeit an Ladungen und Ohmsches Gesetz

Man sieht schnell, dass mit dem Ohmschen Gesetz
- / PrEFt)-j(Ft) = —0o / dPr E*(Ft) < 0 (I11.62)

gilt. In jedem Fall wird in Widerstinden Feldenergie in thermische Energie umgewandelt (Joulsche Wir-
me). Integriere iiber ein Leiterstiick mit konstantem Feld F, so dass

— / &PrEFt)- j(Ft) = —EIll = —UI . (111.63)
Wir haben soeben das bekannte Gesetz P = U gefunden!

Beispiel: stromdurchflossener Leiter

Zum besseren Versténdnis betrachten wir einen stromdurchflossenen geraden Leiter mit rundem Quer-
schnitt. Das induzierte Magnetfeld auferhalb des Leiters zeigt in tangentiale Richtung (senkrecht zum

Stromfluss).

. 21
H(r)= "¢, (111.64)

Das elektrische Feld E ist parallel zum Leiter, damit ist
- Cc = _
=—FExH=—-—FI¢,. .
S 1 Zx 5 L1 (I11.65)

Der Poynting-Vektor ist radial und zeigt in den Leiter hinein (Minuszeichen).
Wir kennen nun den Energiefluss durch die Oberfliche. Uns interessiert, wie viel Energie auf der Linge
I durch die Oberfliche des Leiters fliekt. Die Oberfliche ist A = 277l, so dass

% = —127rS = —IET = —UI . (111.66)

Auch hier finden wir das Ohmsche Gesetz wieder.
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b) Impulssatz

Die Herleitung des Impulssatzes ist etwas schwieriger. Wir beginnen mit der Kraftdichte

-

F(7,t) = p(7, ) E(F, t) + @ x B(7,t) (1IL.67)

und ersetzen p(7,t) und j(7,t) durch die Ausdriicke (I) und (III) in (IIL.50).

VRN B - o S o —— 10D(Ft) =,
GOEE= (E(r,t) (v : D(r,t)) + (v x H(r,t)) x B(F,) = == x B(r,t)) (I1L.68)
Fiir den letzten Term auf der rechten Seite gilt
10D(7t) = ... 10 (= _ 1~ dB(7,1)

Den Term %—Jf auf der rechten Seite kénnen wir mit (IV) in (IIL.50) zu Gunsten von V x E eliminieren.

F7 1) = % (E(F, £) (ﬁ . D(F, t)) — B(7t) x (6 x H(F, t)) ~ DR t) x (6 x B(F, t)))
Lo . (I1L.70)
T (D(F, t) x B(7, t))

Beriicksichtige die Gleichungen D =¢E und B = ,uﬁ . Wir nehmen an, dass € und g nicht vom Ort
abhédngen.
Benutze die Identitét

B(V.E)-Bx (YxE)=E(V.E) -V (E.E)+(B-9)E=V (BeE) - [VE*. uwm

Mit der Unterstreichung in der Mitte der Gleichung wird beriicksichtigt, dass der Nabla-Operator nur
auf ein Feld E wirkt. Der erste Term auf der rechten Seite ist als Matrix-Gleichung zu verstehen.

E®E = | Ey | (B, Ey Es) (I11.72)

Genau der gleiche Zusammenhang gilt auch fiir das Magnetfeld é, wenn man einen Term B (ﬁ . é)

addiert. Dies ist ohne Probleme mdéglich, da V-B=0.
Integriert man noch iiber ein Volumen V, gilt

d>r f(r, t)
1%
L [ |59 1) + v (B o Brn) LG50+ 19 (Bt o Br.o)
- _- Ava - il v
47{_ V 2 ) ) ) 211/ ) /Jl ) )
1 d 3 = -
- D(7,t) x B(T,t) .
i @ B < B
(T11.73)
Die Impulserhaltung wird nun durch den I'mpulssatz beschrieben.
dpm d D(7,t) x B(,t o
Prech :_7/ g3, P01 x B 1) )+/ da - T (7, ) (IIL.74)
dt dt e dre A=0V
T = (T;) ist der Mazwellsche Spannungstensor. Seine Komponenten lauten
1 1 1/ 5 15,
Ty, = — |eB;Ey + —B;B, — = | eE“ 4+ —B* | ;1| - (11175)
47 I 2 7

Hier wurde der verallgemeinerte Gaufsche Satz verwendet.
Normalerweise gilt fiir einen beliebigen Vektor ¢(7)

/V V- &(F) = ﬁ . da - &(7) . (I11.76)

Auf beiden Seiten steht ein Skalar. Nun kann sich die Gleichung aber zu einer Vektorgleichung erweitern,

/ V-e(f) = da - ¢(7) . (IIL.77)
14 A=0V
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c = (¢;) ist ein Tensor zweiter Stufe. In diesem Sinne ist die Gleichung (IT1.74) zu verstehen.

Um zu sehen, dass man den ersten Integranden auf der rechten Seite von (II1.73) als Divergenz schreiben
kann, mulipliziere man die Gleichung von rechts skalar mit einem Konstanten Vektor b.

Es gelten die Beziehungen

VE?.5=V. (EZE) (IIL.78)

und
ﬁ(E@E)-E:ﬁ(EE.E), (I1L.79)

wobei E2 = E2. Der Vektor b ist beliebig, so dass man Gleichung (II1.74) schreiben kann.

Zuriick zum Impulssatz: Die Anderung des mechanischen Impulses wird durch die Anderung des Feldim-
pulses (erster Term auf der rechten Seite) oder durch Impulsstrom durch die Oberfliche A = OV (zweiter
Term auf der rechten Seite) bewirkt.

Fazit

Wir haben gesehen: Das elektromagnetische Feld trigt Energie und Impuls.
Wesentlich komplizierter wird es, wenn man eine Wechselwirkung zwischen Feld und Materie, €(7,t) und
w(7,t), zulésst.

Beispiele

Durch den Impuls der Felder E und B besitzt elektromagnetischer Strahlung einen Strahlungsdruck.

Diesen kann man zu 1
Pstr = gu (11180)

berechnen (— Ubung). u ist die Energiedichte der Strahlung.

Eine andere Anwendung ist die Ubertragung von Drehimpuls vom Feld auf Materie.

Man denke sich einen geladenen Zylinderkondensator in einem homogenen Magnetfeld. Die Zylinderachse
sei parallel zu den magnetischen Feldlinien. Damit steht das radiale elektrische Feld E des Kondensators
senkrecht auf dem Magnetfeld B und E x B wird maximal. Schaltet man nun B ab oder entlidt man den
Kondensator, so wird ein mechanischer Drehimpuls auf den Kondensator iibertragen (— Prisenziibung).
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6 Elektromagnetische Wellen

Entkoppelte Feldgleichungen

Wir gehen aus von homogenen Medien, d. h. € und p hingen nicht vom Ort ab.
Bilde . . L L .
rot ot B(7,t) = V x (v x B(F, t)) —v (v - B(F, t)) “AB(F 1) (IIL.81)
=0
Andererseits ist wegen der Gleichungen (IIT) und (IV) in (IIL.50)
_pe 0? 4 A -

. . ATy = = .
rot rotB(F, t) = %% (v x B(7, t)) + %“v < J(F1) = =5 o5 B + =RV < ). (11L82)

Wir wiederholen das Ganze fiir das elektrische Feld, nutzen die Gleichungen (I), (III) und (IV) in (1I1.50)
und sehen

. . . A = .
rot rotB(7, t) = V x (v « B(F, t)) = %TV;)(F, t) — AE(7,1) (11L.83)
und -
2 S 1OB(r,t)\ 10 (puedE(r,t) 4rp-,
rotrot E(7,t) =V X < - > =25 (c 5 + ?j(T,t) . (111.84)

Wir haben jetzt entkoppelte Gleichungen fiir die Felder E(7,t) und B(7,t):

2
. Iy —
~ABE )+ DB = TG < fr),
¢ » ¢ , (IIL.85)
AR L P By AT ey AT O =
B0 + e S B ) = (7 0) - T D 5

Wellengleichungen und ebene Wellen als Losung

Betrachten wir den ladungs- und feldfreien Raum, p(7,t) = 0 und j(7,t) = 0, so finden wir die Wellen-

gleichungen
pe 0% 5

—AB(7,t) + ?@B(F’ t)=0,

(111.86)
AB(7 ) + &£ o E(Ft) =0
— T ——=—=FE(rt)=0.
’ 2otz
Zur Loésung machen wir den Ansatz der ebenen Wellen,
E_:(’F, t) — Eoei(wt—E-F)+i¢ ,

(I11.87)

g(’ﬁ t) = .é‘()ei(“Jti'l_c"?)JriS(3 .

E und By sollen reell sein. Zum Schluss wird als physikalische Losung der Realteil der Losung betrachtet.
In der Fourierentwicklung kénnen Uberlagerungen der ebenen Wellen betrachtet werden.
Einsetzen der Losungen in die Wellengleichung fiir das elektrische Feld E(7,¢t) liefert

o 2\ B _
( S +k>E070 d. h. wf\/a|k|. (I1L.88)

w = 2mv ist die Kreisfrequenz der Wellen, k = 2777 die Wellenzahl. Die Phasengeschwindigkeit wird durch

Voh = % == (I11.89)

beschrieben. Man sieht, dass sie im Vakuum (e = g = 1) der Lichtgeschwindigkeit c entspricht.

Zu dem gleichen Ergebnis gelangt man, wenn man den Ansatz in die Wellengleichung von B (7, t) einsetzt.
Wir kénnen die Ansétze fiir die beiden Felder auch direkt in die quellfreien Maxwellschen Gleichungen
einsetzen. Die ersten beiden Gleichungen reduzieren sich somit auf

—ik-Ey=0 und —ik-By=0. (111.90)

Aus der dritten Gleichung
—1 (E X éo) ei“‘j = %iwﬁoew (11191)

76



folgt mit der Forderung nach reellen Ey und By der Zusammenhang ¢ = ¢. Es gibt keine Phasenver-
schiebung zwischen Eo und Bo Die vierte Gleichung lautet somit

i (E X Eo) - —i%ég . (IIL.92)
Das elektrische Feld hingt mit dem magnetischen Feld demnach iiber
| Bol = /el Ey| (IIL.93)

zusammen. E, Eo und By sind paarweise orthogonal und bilden in dieser Reihenfolge ein rechthindiges
Dreibein:

E X _‘0 = _EWE_:O s
(111.94)
k x EQ = *BO
Als Fingeriibung zeigt man schnell die Konsistenz der Gleichungen:
2o(roA\_Wrlo 3 #mo= = o s pe o
F % (k: x EO) — BBy =KE-Ey—Ek? — kxBy=-twE,. (111.95)
c —— c
=0
Allgemeine Losung
Die allgemeine Losung lautet
E(7t) = / &k Bo(k) e («P=F7)
(T11.96)

B(7t) = [ Bo(Ry (P

Dies ist mdglich, da wir es mit linearen DGL zu tun haben und wir eine lineare Superposition durchfithren
kénnen.
Man hétte auch von Anfang an den Fourieransatz in der Form

B(rt) = / dw &Pk Fo(w, ) ei(=1=F7) (TL.97)
machen kénnen, so dass
/dw &3k Bo(w, k)et(«t=F7) (—’“‘—5& + 12;'2) =0. (IIL.98)
c

Wir sehen die Umkehrung der Fouriertransformation:

Fo(w, k) (- Hw PHR) =0 = EO(M,E)m(w— ¢ |E|) (IIL.99)

Wellenpakete

Glelchung (III 96) ist ein Wellenberg, beschrieben durch Superposmon ebener Wellen.
Eo(k) sei um k = ko zentriert. Entwickle nun die Wellenzahl um k:o

- - - —

w(k) = w(ko) + (k — ko) - Viw(k) et (I11.100)

Dann ist das elektrische Feld

. _, o i wko)t—Kko-FH(k—ko) Viw(®)|._. t—(k—Fko)-7

E(F,t):/d3kEo(w7k)e( (Royt—Fo 7+(F—F0) Gus P g, t=(F=Fo)) (IIL.101)
Wir konnen einen Phasenfaktor aus dem Integral heraus ziehen:

= RV iR _, — i (E=Ko) Viw(K)|. . t—(E—Fo)-7

E(7,t) :eM’“o)t—“fo"‘/d%Eo(w,k)e (( o) VuolB gy t=(F—ko) ) . (I11.102)

Dieser Phasenfaktor verschwindet, wenn wir nur an dem Betrag des elektrischen Feldes (Amplitude)
interessiert sind. Daher ist die Abhéngigkeit von 7" und ¢ von der Form (Vy wl,_, t — 7).
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Das Wellenpaket bewegt sich mit der Gruppengeschwindig-
keit

- c ¢ k
=V, k= —. (IIL.1
E=ko Vi (,/ue ) e k ( 03)

Sie ist hier gleich der Phasengeschwindigkeit. Es gibt keine
Dispersion, d. h. die Lichtgeschwindigkeit hingt nicht von
der Frequenz des Lichts ab.

Die Geschwindigkeit ist in Medien kleiner als im Vakuum,
Vgr < ¢, da pe ~ € > 1 in durchsichtigen Medien.

—

T = Viw(k)

Energietransport durch elektromagnetische Wellen

Abbildung II1.4: Bsp. fiir Superposition

(i) Betrachte die Projektion des Poynting- Vektors auf die Richtung von k:

< k o ~ k B ot B\ 2 -
SRS i (E(F, t) x (7, t)) = iEOIO (Re ez(‘”t_]”)) - ;\/EE(% cos?(wt — & - 7) ,
(I11.104)
wenn wir ¢ = 0 setzen.
Dies ist der Energiefluss in Richtung der Wellenausbreitung pro Zeit.
(il) Ganz dhnlich sieht man die Feldimpulsdichte:
R 1 (= =N k1 ) . 1 TP .
p(7,t) = o (D(r,t) X B(r,t)) = RGE()B() cos“(wt — k- 7) = R\/ue Ejcos®(wt — k- 7).
(I11.105)
(iii) Die Energiedichte schlieBlich ist
. 1 /o, S = = 1 (Bg 2 2 7
u(r,t) = o (H(r,t) - B(7,t) + E(7,t) ~D(7“,t)) =i\ + eEj | cos®(wt — k- T)
1” TAH (111.106)
= EeEg cos? (wt — k - 7) .
Berticksichtigt man die Lichtgeschwindigkeit in Materie,
c
Cmat = \/R 5 (III].O?)
so sieht man, dass die Energie mit der Lichtgeschwindigkeit fliefst,
w(7,t) = p(7,t) Cmas - (I11.108)

Spater werden wir sehen, dass fiir Teilchen mit Ruhemasse Null der relativistische Energiesatz zwischen

Energie und Impuls gilt,
E =pc.
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7 Mafisysteme

Wiederholung: Gaufi-System

Wir hatten in Kapitel 0 bereits einen Blick auf die verschiedenen Mafsysteme geworfen. Allerdings sollten
wir dies nochmals wiederholen, auch um die Definition des Ampere zu vertiefen.

Bisher haben wir das Gaufsche System als Erweiterung des cgs-Systems benutzt. Das Coulomb-Gesetz
nimmt die Form

—

N T .
an. Analog dazu gilt in der Magnetostatik
q I I I L jdv
F:—%fdll-dlg%:%ﬁxB:jc x B . (ITL.111)
1= T2
Im Vakuum gelten weiterhin D(7,t) = E(7,t) und B(F,t) = H(7,1).
Die Einheiten der Elektrodynamik lauten
[F] = cm g s 2=dyn
[¢] = ecm®/2 gl/25~1 = LGS
[I] = em?? g'/?2572 = dyncms™!
[B] = [D] = [H] = [B] = em ™/ g"?s71 = G
Ul A —eml/? 1/241 (TTT.112)
[R] = cm ™! s
[C] = cm
[L] = cm™! s?

Das Symbol G steht fiir die Einheit Gauff, LGS ist hier die Abliirzung fiir die Ladungseinheit im Gaufs-
System.
Die Lichtgeschwindigkeit ist ¢ = 3 - 10 cms™!.

MKSA-System und Definition des Ampere

Dies ist das SI, der internationale Standard. Neben m, kg und s definiert man die Stromstirke mit
unabhingiger neuer Dimension, dem Ampere A (man konnte auch die Ladung nehmen).

Friither benutzte man die Abscheidung von Silber aus Silbernitratlosung (Faraday-Konstante).

Heute nimmt man die Kraft zwischen zwei unendlich langen, unendlich diinnen stromdurchflossenen
Dréhten: Flieft ein Strom von 1 A in beiden zueinander parallelen Drihten, die sich 1 m voneinander
entfernt befinden, so ist die Kraft pro Linge 2- 107" Nm™! oder 2-10~*dyncm™1.

Die Umrechnung der Krafteinheiten ist 1N = lkgms~2 = 10° gems~2 = 10° dyn bzw. 1kp = 9.81 N.
Werfen wir einen genaueren Blick auf die Kraft zwischen zwei stromfurchflossenen Leitern. Die Kraft, die
von Leiter 2 erzeugt wird und auf Leiter 1 wirkt, ist

[[ 400 400 . .
F=i2 dly dly 12— "2 IIL.11
c? / / PR — P ( 3

Die Kraft pro Lange ist (0. B. d. A. setzen wir 7 = 0)

. +o0 400
dir I 1, —7 dF L, d
= 22 | dl— = =2 — . II.114
d, ¢ / HE dly c? / (2 + )32 ( )
d ist der Abstand der beiden Leiter, [o isE der auf den Leiter
1 projizierte Abstand vom Wegelement dls zum Ursprung, so
dass 75 = d* + 3.
Sind beide Strome gleichgerichtet, ist die Kraft anziehend (Mi-
nuszeichen).
Die Kraft pro Linge ist betragsmiifig
dF o I 1 Abbildung II1.5: zur Geometrie
i (IIL.115)
dly 2 d
Im Gaufsschen System ist
dF 20 I 1 I
= 102 =212 _9.107* (IIL.116)

dl; — (3-1010)2102 ~ 7321022

und daher 1A = 3 - 10° Gaufksche Einheiten.
Im SI wird iiber I = % die Einheit der Ladung definiert, [Q] = As = C (Coulomb).
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Definition des Volt

Das Volt ist so definiert, dass die Einheiten der Leistung sowohl in mechanischen als auch in elektroma-
gnetischen Betrachtungen {ibereinstimmen.

QU W —1_ -3
Tfo = VA=W=Nms " =kgms (T11.117)
Die Energieeinheit ist das Joule mit J = Ws = Nm.
Wir haben nun Einheiten fiir Strom, Ladung, elektrische Spannung und elektrische Feldstéirke. Die Be-
ziehung zwischen der Kraft F' und dem elektrischen Feld E bleibt unverindert.

Permeabilitatskonstante des Vakuums

Die Kraft zwischen parallelen stromdurchflossenen Drahten ist im Gaufischen System unter Beriicksich-
tigung von Materie

F o 241
— = . Ir.11
= 2 M (IIL.118)
Im MKSA-System hingegen ist
F 2515 po
- = — . II1.119
1~ d 4t ( )
Es folgt aus der Definition des Ampere und des Volt
B 10-TvsA Im ! (II1.120)
dr
Coulomb-Gesetz
Ausgehend vom Coulomb-Gesetz im MKSA-System,
L g2
= —= IM.121
dreg 12 ( )
konnen wir die Dielektrizitdtskonstante des Vakuums €y untersuchen.
Die Einheit der Kraft ist [F] = AVsm™!.
Der zweite Bruch auf der rechten Seite der Gleichung hat die Einheit A% s> m~2.
Fiigt man alles zusammen, gelangt man nach einer kurzen Rechnung zu dem Ergebnis, dass
10*10° 5 51 o 1 -1 -1
TEY) = W A“¢“N m = W AsV m . (111122)
Der wichtigste Zusammenhang in diesem Abschnitt lautet
1
Die Felder
Sowohl im Gaufschen System als auch im SI gilt
F., =qE . (I11.124)

Bei den folgenden Gleichungen treten Unterschiede auf. Links sind die Gleichungen im Gaufsschen System,
rechts im SI.

divD = 4dmp divD = P

D=¢E D =eeE
Fnag = %ﬁ x B Fua=qix B (I11.125)
rotH = 4%; rot H :j

B=uH B = ppoH

Wir kénnen die Einheiten der Felder B und H ablesen: [B] = Vsm™2 und [H] = Am™'.
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Maxwellsche Gleichungen

Zum Schluss schreiben wir nochmals die Maxwellschen Gleichungen hin — links die schon bekannten im

Gaufsschen System, rechts die im SI.

divD(7, t) = 4mp(7, t)

_10B(#"t)
c Ot

rot B(7, ) =
divB(7,t) = 0

19D(7t)
c Ot

47'('—,0

rotH (7, ) = ?](F, t)+

divD(7,t) = p(7,t
OB(7,t)
ot

~—

rot E(7,t) = —
_ (II1.126)
divB(7,t) =0

OD(7,t)

tH (7, t) = j(F,t) + ——2
rotH (7', t) = j(rt) + —;

Man spricht rechts auch vom rationalen System, da dort keine Faktoren 47 auftreten.
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8 Wellenausbreitung in elektrischen Leitern

a) Isotrope elektrische Leiter
Aufstellen der Gleichungen
Der Leiter werde durch das Ohmsche Gesetz
J(7t) = cE(F t) (I11.127)

beschrieben. Weiterhin sei er ladungsfrei, so dass die Maxwellschen Gleichungen

divE(7,t) =0,

divB(7,t) =0,
1 @ (II1.128)

c ot
S Uo =, e OE(T,t)
tB(r,t) = dn—FE(r,t — .
rot B(7, t) T (7‘,)—|—c 9

rot E (7, t) =

lauten.

Bemerkung

Anfangs ungeladene Leiter bleiben ungeladen und anféngliche Ladung geht gegen Null. Sei

divD(7,t) = dmp(F,t) . (I11.129)

Betrachte 4 4
0 = divrot B(7, 1) = 4ﬁ% o t) + %lp(ﬁ t). (I11.130)

€ €

Die Differentialgleichung hat die Losung

p(7,t) = p(F,0)e” "< *. (IT1.131)

ty" = 4% ist die Zeitskala der Entladung. Man erkennt, dass fiir t — oo die Ladung verschwindet.

Telegrafengleichungen

Wir wollen nun entkoppelte Wellengleichungen fiir die Felder E und B aufstellen. Dies funktioniert ganz
dhnlich zum vorherigen Kapitel.
[ — - — 1 o =, LE =,
rotrotB(, t) = —AB(F,t) = ———V x B(7,t) = —~ (4W—E(r,t) + —E(r,t)) (I1.132)
c

und damit

(A N 628t> Bt =0, (IT1.133)

Ganz dhnlich sieht man ausgehend von

_ - - o 0= = 4 N =,
rotrot B(7,t) = —AB(7,t) = 4n0¥ x B(7,t) + ﬁav x E(7,t) = ——L2 B(F,t) - S B(7,¢) (111.134)
c c c c
fiir das Magnetfeld
we 02 Amwpo 0\ = .
A—-—=—— — | B =0]. .
( GaE @ ) BN =0 (IIL.135)

Dies sind die Telegrafengleichungen. Sie sind lineare und homogene DGL.

Loésungsansatz

Wie gewohnt machen wir einen komplexen Ansatz,

E(F t) = Bpel@=F7) (IT1.136)
und erhalten sofort A
B2y %wz _ ?;Jiw —0. (II1.137)
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Beachte, dass durchaus € = ¢(w) und g = p(w) sein kann. Die Frequenzabhéngigkeit dieser beiden Grofen

kann mit einer mikroskopische Theorie beschrieben werden.

Im Folgenden betrachten wir jedoch p = 1, was in den meisten Medien gut erfiillt ist.

Die Gleichung

2 w
k® = e(w)c—2
hat in diesem Fall ein komplexes, von w abhéngiges e.
Der Brechungsindex ist gegeben durch
n(w) = ve(w) =n—ik(w),

so dass W
k=—(n—1ik)é .
C

Auf den Brechungsindex wird im n#chsten Kapitel niher eingegangen.
Setzen wir dies in den Lésungsansatz ein, erhalten wir

PN 2 i(wt— 2 (n—ik)Ewn T 5 _wee 7 i(wt—Lné T
E(T’,t) _ Eoez(wt < (n—ik)ex-7) _ Eye “ K€k rez(wt “ nej-T)

~—

Dampfung iibliche Welle

Wir haben die Eindringtiefe
C

e = wk(w)

gefunden. B
Ein ganz dhnliches Ergebnis bekommt man fiir das Feld B(7,t).

Fiir kleine w ist
Ao 2ro 2ro
~ _— ]_ — 1 _— — ~ _
(W)~ [ TE = (1= iy w(w) =y

(I11.138)

(111.139)

(111.140)

(I11.141)

(I11.142)

(111.143)

Der Skineffekt beschreibt Wechselstrome hoher Frequenz, bei denen die Eindringtiefe klein ist und damit

das Feld an der Oberflache des Drahtes vorherrscht.
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b) Elektromagnetische Wellen an einer ebenen Grenzfliche

Feldgleichungen
Wir nehmen einen Leiter mit Leitfihigkeit ¢ und e
an, sowie einen Isolator mit ¢; # 1 und p = 1. Isolator 1 y €1
Die Telegrafengleichung fiir E. (parallel zur Grenzfli-
che Leiter / Isolator) lautet
V4
e 0° 4mo O

€, stehe senkrecht auf der Grenzfldche. Leiter 2 o €
Die Rotation des elektrischen Feldes in z-Richtung ist 12

B ) = OE.(7,t) OE,(r,t)  10B.(7,1)
(rot (7 )>z ) T e ot " Abbildung ITL.6: Grenzfliche Leiter / Tsolator

(T11.145)

Wir wollen Losungen mit E, und B, # 0, aber E, und B, = 0 (Polarisation). Weiterhin setzen wir
B, = 0 an. Schreibe mit diesen Annahmen die restlichen Rotationen und Divergenzen der Felder hin:

~ 9 1.
(rotE) =—-——F,=—-B,=0 = E, ist x-unabhingig
y ox c
~ 0
tE) - 9%E =-"B. =0
(rO z ox Y C
N 4 .
(rotB) = QBZ = iO'EI + EE,; =0
z Oy c c
_, 4 .
(rot5) = 9, —2p, 1B, (IT1.146)
y 0z c c
- 0 4 .
(xotB) =-—-B, = "oB.+ “E.
2 oy c c
.0 0
divE = —F —FE. =0
v oy Y + 0z

= 0
divB = %Bx =0 == B, ist x-unabhingig

Man sieht, dass E, und B, unabhingig von x sind.
Die beiden Gleichungen mit (rotg)y und divE kénnen wir spéter nachpriifen.

Losungsansatz

Wir machen nun in der Notation von Sommerfeld einen gemeinsamen Ansatz fiir die restlichen drei
Grofen,

E.(y,z,t)=E(y)]
Ey(y,z,t) = F(y) p et@i=k=2) (I11.147)
Bx(y’ 2, t) = G(y)

und schreiben nochmals die zwei wichtigsten Feldgleichungen auf:

1.
2E‘z - 2E‘y = 7fBz )
oy 0z c
1 9 (I11.148)
b +FE,=-2<B, .
c c Qy
Mit diesen beiden Gleichungen lassen sich E, und B, durch F, ausdriicken.
Lose zunéchst die Telegrafengleichung fiir E. (y, z, t).
0? € dio
2 2 _
Hier ist der komplexe Brechungsindex durch
n?w?  ew? dmiow

fiir y < 0 (Leiter) gegeben.
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Man priift schnell nach, dass die Losung
E(y) = AetVm*w?/@—kiy 4 pemiyniw?/e?—kiy (IIL.151)

lautet.
E(y) soll bei y = 0 stetig sein. Daher gilt

A1+ B1 =Ax+ By, (T11.152)

wobei die Bereiche 1 und 2 gerade y < 0 und y > 0 entsprechen.
Im Metall hat n? einen negativen Imaginirteil,

n?w?  e(w)w?  ew? 4miow
02 = 072 == CT - 02 . (111153)
Daher besitzt
2,2 2 2
\/"C‘; k2= \/(nR - i”)Q% k2= \/(n% K2 22'an)% s (IIL.154)

einen positiven Imaginérteil (dies iiberlege man sich mit einem Polardiagramm fiir komplexe Zahlen), so
dass nur der Term mit der Amplitude B fiir y — —oo abfallt.

Daher setzen wir A; = As = 0, um sicherzustellen, dass wir keine exponentiell ansteigende Komponenten
haben.

Mit Ay = A3 =0 und B =1 (Normierung) ist

E(y) = e 'Vriet/e oy (IIL.155)

j =1 entspricht y <O und 5 =2y > 0.
Wegen (II1.148) schreibt man

0 , 1. .0 1
@E(y) + ik F(y) = *EWG(ZJ) =  k.F(y) = Z@E(y) - EWG(Z/) (IIL.156)
und 5 A )
o 1. wn
—a—yG(y) = TE(y) + EzweE(y) =— E(y) . (II1.157)

Die zweite Gleichung lisst sich sofort mit der Losung fiir F(y) vergleichen, so dass

2 |
Guy=""i L ey (IIL.158)

C o In202 /62 — k2
niw?/c? — k2

Schlieflich erhalten wir auch die letzte Funktion,

F(y) = ke emeEREy (IT1.159)
\/niw?/c? — k2

Das j kann nach wie vor die Werte 1 und 2 annehmen und beschreibt den Leiter bzw. den Isolator.
Man priift nun auch die iibrigen Gleichungen in (II1.146) nach.

Brechungsindizes

Die Stetigkeit von H, bzw. hier B, (da p = 1) bedeutet die Stetigkeit von G(y).

n n3
2.,2/c02 7 2.,2/02 2 (IT1.160)
Vniw?/e2 — k2 \/ndw?/c — k2
Mit n? =1 — % und n3 = € folgt
1 c? c?

Fiir gut leitende Metalle (groke o) und nicht zu groRe w ist n ~ —32 bzw. ny ~ (1 —i),/2=2 und

w )

ny < |nq|, d. h. wir finden eine Dispersionsrelation wie im nichtleitenden Medium.

(I11.162)



Eindringtiefe

Die Eindringtiefe in das Metall wird durch den Imaginérteil des Exponenten in E(y) bestimmt.

1 20,2 2 2 V2
S =iy By, = 2 [T VO (I11.163)
d c c c c w c

Hier haben wir die Annahmen fiir gute Leiter (s. o.) wiederholt.
Wir sehen wieder den Skineffekt. Fiir hohe Frequenzen w wird d klein. Die Wellen breiten sich nur in den
duferen Bereichen des Metalls aus.

Form des Feldes

Betrachte die Groéfe .
J(ky) = ——— . (I11.164)

ew? 2
e kZ

Auferhalb des Leiters wird sie grof, innerhalb des Leiters wird J(k.) klein. Daher ist |E(y)| < |F(y)]
aukerhalb und |F(y)| < |E(y)| innerhalb des Leiters. Im Aufenbereich liegt das elektrische Feld fast in
y-Richtung (senkrecht auf dem Leiter), im Inneren dagegen in z-Richtung (parallel zum Leiter).
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9 Hohlleiter

a) Hohlleiter mit beliebigem Querschnitt
Feldgleichungen

Zuniichst soll ein Hohlleiter mit beliebigem Querschnitt un-
tersucht werden. Im Inneren des Hohlleiters sei p(7,t) = 0,
j(7,t) = 0 und € = p = 1. Daher gelten im Inneren des Hohllei-
ters die freien Maxwellschen Gleichungen:

V- E(7t) =0,
V-B(ft)=0,
. 1 QE(7,t
$ x B(Ft) = 10E(1) 7 (I11.165)
c ot Abbildung II1.7: Hohlleiter mit beliebi-

Lo 19B(7 gem Querschnitt
V x (7 t) = —7% .

c

Zur Vereinfachung unserer Rechnungen werden wir im Folgenden von der Symmetrie
E—B und B— —E (I11.166)

der freien Maxwellschen Gleichungen Gebrauch machen®.
Als Ansatz fiir die elektrischen und magnetischen Felder wihlen wir

E(7,t) = Eg(z,y) ¢’*=*=%Y und  B(F,t) = Bo(z,y) ' F=*—+) (IIL.167)

Bestimmung der Felder

Wir wollen nun zeigen, dass sich die Bestimmung der z- und y-Komponenten der elektrischen und ma-
gnetischen Felder auf die Bestimmung der z-Komponenten dieser Felder zuriickfithren lisst. Dazu setzen
wir die Ansétze fiir das elektrische und magnetische Feld in die dritte und vierte Maxwellsche Gleichung
ein.

Im Folgenden schreiben wir die Abh#ngigkeiten von 7 und ¢ nur hin, wenn es erforderlich ist. Weiterhin
verwenden wir die Kurzschreibweise 9, fiir a% USw.

Die z- und y-Komponenten der dritten Maxwellschen Gleichung lauten dann

—ik. Boy + 8,Bo. = —i% Fox (II1.168)
und w
ik, Boy — 02 Bo. = —i— Eq, . (I11.169)
c
Entsprechend folgt aus der vierten Maxwellschen Gleichung
ik, Eoy + 0,Eo. =i~ Bog (I11.170)
&
und w
ik, Foz — awEOZ = ZE BOy . (IIIl?l)

Durch lineare Kombination dieser vier Gleichungen lésst sich nun die gesuchte Relation ableiten. Wir mul-
tiplizieren (II1.171) mit ik, und multiplizieren (I11.168) mit i und addieren beide. Dadurch eliminieren
wir By, in diesen Gleichungen und erhalten

w2 w
<02 — k:Q) FEop = ik.0, Eo, + izﬁyBOZ : (IT1.172)

Andererseis erhalten wir durch Multiplikation von (IIL.171) mit % und von (III.168) mit ik, und Addition
beider Gleichungen folgende Relation:

w? 9 w
<c2 - k) Boy = ik=0,Bo: + i~ 0 Fo- . (I11.173)

1Es soll hier darauf hingewiesen werden, dass die Maxwellschen Gleichungen mit endlichen Quelltermen p # 0 und /
oder 5 # 0 diese Symmetrie nicht besitzen. Damit die Maxwellschen Gleichungen auch im Fall endlicher Quellterme diese
Symmetrie aufweisen, miissen magnetische Monopole zugelassen werden.
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Wir fithren nun die Kurzschreibweise k2 = ‘;’—22 — k? ein und nutzen die Symmetrie (II1.166) aus: (I11.168)
geht aus (IT1.170) durch Anwendung von (II1.166) hervor. Ebenso erhilt man (IT1.169) aus (I11.171) und
umgekehrt.

Die den Kombinationen aus (III.171) und (II1.168) entsprechenden Kombinationen aus (II1.170) und
(IT1.169) erhalten wir aus diesem Grund umgehend durch Anwendung von (IT1.166) auf (II1.172) und
(II1.173):

k2 By = ik, Bo. — i%ayEOZ (IIL.174)

und w
k3 Eoy = ik, 0y Fo, — i~ 02 Bo- . (I11.175)

Schliesslich erhalten wir durch Zusammenfassen von (II1.172) — (T11.175) die gewiinschte Relation zwischen
den z- und y- Komponenten der elektrischen und magnetischen Felder und ihren z-Komponenten:

k2 (6, Eon + &,Eoy) = i k.V Eo. — i %e; x V Bo. (I11.176)

und

k2 (€, Bog + &,Boy) = i k.V Bo, + i %52 x VEy, . (IIL.177)
Um die elektrischen und magnetischen Felder zu bestimmen, kénnen wir uns im Folgenden auf die Bestim-
mung ihrer z-Komponenten beschrinken. Daraus ergeben sich dann umgehend die z- und y-Komponenten.
Die Gleichungen fiir die z-Komponenten erhalten wir durch Einsetzen der Ansétze (IT1.167) in die Wel-
lengleichung aus Kapitel III, Abschnitt 6:

102\ = 1 0%\ 5

Damit erhalten wir fiir die z-Komponenten die folgenden Differentialgleichungen:

0? 0? 0? 0?
Randbedingungen

Um diese Differentialgleichungen nun eindeutig lsen zu kénnen, miissen wir nun noch die Randbedingun-
gen, d. h. die Bedingungen an die elektrischen und magnetischen Felder auf dem Hohlleiter, bestimmen.
Wir wissen, dass die Tangentialkomponente des elektrischen Feldes auf dem Rand verschwindet:

Ej=0. (I11.180)
Zunichst wollen wir zeigen, dass aus der vierten Maxwellschen Gleichung und dem Ansatz (I11.167) fiir das

elektrische Feld folgt, dass die Normalkomponente des magnetischen Feldes auf dem Rand verschwindet.
Die Berechnung der Rotation des elektrischen Feldes ergibt

V x E =V x ByelF=wt) = (V X EO) ikT—wt) | (E X E) . (I11.181)
Auf dem Rand kann man Ey = a(z, y)é, + b(z, y)€, schreiben, so dass
(v X EO) G ET=0t) — Az ), (I1.182)
wobel A(z,y) eine Funktion bezeichne, die wir nicht ndher angeben miissen.
Was aber ist nun mit zweiten Term k x E? Die Behauptung ist, dass die Normalkomponente des B-Feldes
auf dem Rand verschwindet. In unserem Fall lautet die vierte Maxwellsche Gleichung
. W o=
VxE= Z;B . (I11.183)
Auf dem Rand gilt also

B« Alz,y)@, +i (E x E) . (IIL.184)

Die Behauptung, dass B 1 auf dem Rand verschwindet, ist bewiesen, wenn das folgende Skalarprodukt
auf dem Rand Null ist:

E-B=0. (I11.185)



Dies ist erfillt, denn

— =

E-EocE’~(Aéz+¢(ExE)):—z’k-(ExE)zo. (IIL.186)

Hierbei haben wir im ersten Schritt ausgenutzt, dass auf dem Rand E-g.=0 gilt. Damit ist gezeigt, dass
auf dem Rand das Magnetfeld B senkrecht auf dem elektrischen Feld E steht und somit die Normalkom-
ponente des B-Feldes verschwindet, da dort die Tangentialkomponente des elektrischen Feldes identisch
Null ist.

Andererseits erhalten wir durch Auswertung des Kreuzproduktes von (I11.176) und Ey auf dem Rand

Bo x k2 (8,Eop + &,Eo,) = 0 = —i —&, (EO : 6302) — (6302) —0.  (IL187)
© cC normal
Aufserdem haben wir verwendet, dass die Tangentialkomponente des elektrischen Feldes auf dem Rand
verschwindet.
Bevor wir uns nun konkreten Beispielen zuwenden wollen, diskutieren wir noch ein paar spezielle Eigen-
schaften von Hohlleitern.

Kritische Frequenz

Zunichst stellen wir fest, dass sich in einem Hohlleiter Wellen nur oberhalb einer kritischen Frequenz we,
ausbreiten kénnen. Diese kritische Frequenz folgt direkt aus der Forderung, dass k, fiir eine Welle, die
sich in z-Richtung ausbreitet, ungleich Null sein muss:

2
k§:%71ﬁ>0 = Ww> W =cky . (I11.188)

Der Hohlleiter kann aus diesem Grund als Hochpassfilter verwendet werden.

Transversal magnetische Welle

Die Bezeichnung transversal magnetisch (TM) gibt an, dass das magnetische Feld senkrecht auf der
Ausbreitungsrichtung der Hohlraumwelle steht. Wir haben also

By. =0 (I11.189)

im ganzen Hohlleiter. Die z-Komponente des elektrischen Feldes erhilt man durch Losen der entsprechen-
den Differentialgleichung in (II11.179) unter der Randbedingung (I11.180). Die 2- und y-Komponenten der
elektrischen und magnetsichen Felder erhalten wir durch Einsetzen dieser Losung und (II1.189) in (I11.176)
und (TI1.177).

Transversal elektrische Welle

In diesem Fall gibt die Bezeichnung transversal elektrisch (TE) an, dass das elektrische Feld senkrecht
auf der Ausbreitungsrichtung der Hohlraumwelle steht. Es ist also

Eo.=0. (IIL.190)

Man beachte, dass in diesem Fall die z-Komponente des elektrischen Feldes im ganzen Hohlleiter identisch
Null ist, nicht nur auf dem Rand. Die z-Komponente des magnetischen Feldes erhélt man durch Lésen
der entsprechenden Differentialgleichung in (IT11.179) unter der Randbedingung (I11.187). Die z- und y-
Komponenten der elektrischen und magnetischen Felder erhalten wir dann wiederum durch Einsetzen
dieser Losung und (I11.190) in (II1.176) und (IIL.177).
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b) Hohlleiter mit rechteckigem Querschnitt

Aufgabenstellung

Wir wollen nun die TE- und TM-Moden fiir einen Hohlleiter mit rechteckigem Querschnitt (Seitenlinge
b in y-Richtung und Seitenlinge a in z-Richtung) berechnen.

Transversal magnetische Moden

In diesem Fall gilt By, = 0. Um die z-Komponente des elektrischen Feldes zu erhalten, miissen wir
folgende Differentialgleichung 16sen:

(02 + 02 4+ k1) Eo.(z,y) =0. (I11.191)

Die Randbedingungen fiir diese Differentialgleichung erhalten wir aus der Tatsache, dass die z-Komponente
des elektrischen Feldes auf der Oberfliche des Hohlleiters verschwindet. Um diese Differentialgleichung
zu 16sen, machen wir einen Separationsansatz fir Ey,, d. h. wir setzen

Eoz(z,y) = f1(z)f2(y) (111.192)
an. Einsetzen diese Ansatzes in die Differentialgleichung liefert dann

fi(z)  fay) +

Jeder Term auf der linken Seite dieser Gleichung muss gleich einer Konstanten — der sogenannten Sepa-
rationskonstanten — sein, da der andere Term nicht von der jeweiligen Koordinate abhingen.

1 1
1 (@) > und 20 _ 2 ErE =k (I11.194)

A O

Durch diese Uberlegung erhalten wir einfach zu 16sende Differentialgleichungen zweiter Ordnung fiir f; ()
und fo2(y). Als Ansatz wéhlen wir

fi(z) = Egsin(ciz + 1) und  fo(y) = sin(cay + w2) - (I1.195)

Die Phasen ¢ und g2 sind aus den Randbedingungen zu bestimmen. Unter Einbeziehung der Rand-
bedingungen f1(0) = fi(a) = 0 und f2(0) = f2(b) = 0 erhalten wir dann schliesslich die Losung fiir
EOz:

Eo.(z,y) = Eosin (@) sin (%) mit mneN, m>1,n>1, m+n>2  (I.196)
a

und 9 mm\ 2 nm 2

k:L—(a) +(b) . (IIL.197)
Hierzu ist noch eine Anmerkung zu machen: Der Fall m = n = 0 wird ausgeschlossen, da dies zu
E = B = 0 fiihren wiirde und somit lediglich die triviale Losung der Wellengleichung darstellt. Aus dem
selben Grund miissen sowohl m als auch n ungleich Null sein, denn sonst wire Fy, = By, = 0 und
mit (IIL.176) und (IIL.177) wiirde sich dann wieder E = B = 0 ergeben. Die niedrigsten zugelassenen
Knotenzahlen sind also m =1 und n = 1.

Schliesslich sei noch angemerkt, dass man die z- und y-Komponenten des elektrischen und magnetischen
Feldes dann mittels dieser Losung aus (II1.176) und (II1.176) erhilt.

Transversal elektrische Moden

Fir TE-Wellen gilt Ey, = 0 im Hohlleiter. Zusétzlich haben wir die Bedingung (III.187) an die z-
Komponente des magnetischen Feldes auf der Oberfliche des Hohlleiters. Die Differentialgleichung, die
wir zu l6sen haben, lautet nun

(824 0; + k%) Boz(z,y) = 0. (IT1.198)

Wir gehen im Folgenden analog zum Fall der TM-Moden vor und machen einen Separationsansatz fiir
Bozi

By, (a:,y) = fl (l‘)fg(y) . (111199)

Dadurch reduziert sich das Problem wieder darauf, Differentialgleichungen zweiter Ordnung fiir fi(x)
und f2(y) zu losen. Fiir fi(z) und f2(y) schreiben wir

fi(x) = Epcos(cix + 1) und fa(y) = cos(cay + ¢2) , (I11.200)
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wobel ¢; und ¢y die Separationskonstanten sind und ¢; und @9 die Phasen angeben. Um die Randbedin-
gungen zu erfiillen, miissen wir sicherstellen, dass der Gradient von By, auf der Oberfliche verschwindet:

A@ k) \ |
Bo. = | @)l | 0. (I1L.201)
0

Daraus erhalten wir die Bedingungen f;(0) = fi(a) <0 und 750) = f5(b) £ 0 und damit schliesslich die
Losung fiir die z-Komponente:

By, (z,y) = By cos (mwx) cos (%?) mit mneN, m>0,n>0 m+n>1 (T11.202)
a
und ) )
k2 = (%) + (%) . (IIL.203)

Auch hier ist die triviale Losung mit m = n = 0 auszuschliessen. Im Gegensatz zum Fall der TM-Moden
ist die niedrigste zugelassenen Knotenzahlen aber m = 1 und n = 0 oder umgekehrt. Daraus ergibt sich
die kritische Frequenz

=l (I11.204)

Wer = max{a,b}

fiir den Hohlleiter.
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10 Reflektion und Brechung an einer ebenen Grenzfliche

Strahlengeometrie

Wir nehmen eine Welle k; an, die sich im Medium 1 (Iso-
lator) ausbreitet und auf die Grenzfliche zum Medium 2
(ebenfalls Isolator) trifft. Von dort 14uft eine reflektierte Wel- k1 k1,
le Eh. wieder in das Medjum 1 hinein, wihrend eine zwei-
te, transmittierte Welle ko im Medium 2 weiter lauft. Da- z
bei schliefen die Wellenvektoren mit dem Normalenvektor
n = €, die Winkel a1, aq, bzw. as ein.

Stetigkeitsbedingungen

Aus den Maxwellschen Divergenz-Gleichungen lesen wir
durch Trommelkonstruktion (Mantel des Zylinders trigt
nicht bei, wenn h — 0 geht, da keine J-artigen Terme auf-
treten) in der Grenzfliche zwischen den Medien 1 und 2 und
den Satz von Gaufs folgende Zusammenhinge ab:

Abbildung IT1.8: zur Strahlengeometrie

(52—51)-ﬁ=0,

. . (I11.205)
(Bz—Bl) A=0.

D. h. wenn wir auf Flachenladungen an der Grenze der beiden Medien verzichten, sind die Transversal-

komponenten der Felder D und B stetig, denn # ist der Normalenvektor der Grenzebene

Die Rotations-Gleichungen der Maxwellschen Gleichungen fithren durch Schleifenkonstruktion und den

Satz von Stokes auf

(EQ — El) x1=0 y
o (I11.206)
(Hg—Hl) Xi=0,

wenn wir Oberflichenstrome vernachléssigen. Die Tangentialkomponenten von E und H sind daher stetig.

Ebene Wellen
Wir setzen ebene Wellen in den Medien 1 und 2 an.
Ej(,t) = Ejoe!@t=RD j=12. (II1.207)

H beschreiben wir genau so.
Die Ausbreitungsgeschwindigkeiten der Wellen in den Medien sind
V= —— = S (II1.208)
VEiH n;

mit dem Brechungsindex n; im Medium j.

Brechungs- und Reflektionsgesetz

An der Grenzfliche bei * = 0 miissen ¢, y und z-Abhéngigkeit der Wellen iibereinstimmen, um die
Anschlussbedingungen zu erfiillen.

Die Einfallsebene wird gebildet durch €, und ky (einfallender Wellenvektor), bzw. per Definition durch
die xz-Ebene.

Es fOlgt, dass kly = klry = kgy = 0, W1 = W2 und k'lz = klrz = ]CQZ.

Daher gelten die Gleichungen

2,2
niyw
R =k k= =5
n3w?
K, =k, + k=~ (IT1.209)
2,2
TLQW
k% = k%gp + k%z = c2

und o
kl = (kl:movklz) )

Elr = (_k1$7 Oa klz) 5 (III210)
ko = (K2, 0, k1) -
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Wir finden fiir die Winkel oy, aq, und s die Zusammenhinge
ki, = kysinoy = kg sin ag (I11.211)

bzw. das Snelliussche Brechungsgesetz

’ nysin ap = ng sin oy ‘ (I11.212)

und dass Einfalls- und Ausfallswinkel bis auf das Vorzeichen identisch sind.

iy = —aq (II1.213)

Polarisation und Amplituden der Wellen

Wir diskutieren — zunéchst getrennt voneinander — zwei Typen von einfallenden Wellen.
(i) E) orthogonal zur Einfallsebene polarisiert und H, in der Einfallsebene
(i) Ej in der Einfallsebene polarisiert und H; orthogonal zur Einfallsebene

Den allgemeinen Fall rekonstruiert man durch Superposition der Falle (i) und (ii).
Im Fall (i) ist mit (I1I1.205) und (II1.206)

Ely = E2y (El = Ez = 0) 5
Hi.=Hy. (H,=0), (IIL.214)
p1Hip = poHoy (B, =0)

Dagegen finden wir im Fall (ii) ganz dhnlich
0
€11, = e2B2, (D, =0), (I1.215)

Uber die Stetigkeit von der nicht aufgefiihrten Komponenten kénnen wir keine Aussage treffen.

Diskussion von (i)

Das elektrische Feld hat die Form

—’LkZ]J,:E iklwz
o= _z i(wt—k.2) E1€ ) +E17‘6 , T < 0
E(rt) = €ye { Fye—ikae, >0 (T11.216)
Die Stetigkeit bei z = 0 fordert
Ei+FEy.=E;. (T11.217)

Wir setzen an, dass nicht nur El, sondern auch die beiden anderen Feldvektoren Elr und Eg senkrecht
auf der Einfallsebene stehen (Symmetriebetrachtungen, — FlieRbach).
Das Magnetfeld H(7,t) berechnet man {iber

—— X X €y . (I11.218)
K] ’
Damit ist die x-Komponente

Hy (7 t) = &, - H(F,t) x (I11.219)

RV R
Mit der Forderung p1 Hi.(z = 0,t) = poHa,(x = 0,t) findet man wieder das Snelliussche Brechungsgesetz.
Nun betrachte aber

. k,
H.(Ft) = & - H(ft) o =, [ <, (IIL.220)
|kl V 1
was auf y By By
€1 1z €1 Riz €2 2x
Voo By B =~ o E II1.221
p k] i k] pz [ka| ( )
~— —
Ccos g Ccos (g
fiihrt.
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Schliellich ist

J /6—1 cosaq (Ey — Eyy) = /6—2 cosagFs |. (111.222)
M1 H2

Diese Gleichung ldsst sich mit Fy + E1, = E5 als Nebenbedingung und der Vereinfachung pq = pe =1
in die Fresnelsche Formeln fiir senkrechte Polarisation iiberfiihren:

Ey 2n4 cos o
Ei1), mnicosaq+mngcosay’

(I11.223)
FEy, _ M1COSQ1 — M2 COS Qg
( E; )  nicosai 4+ nocosas
Diskussion von (ii)
Ganz dhnlich lduft die Untersuchung der parallelen Polarisation mit dem Ergebnis
Es - 211 CoS vy
E; I " ngcosaj +mnicosas
(111.224)

FEq, 79 COS (X7 — M1 COS
| M2cosaq +mnicosas '

Umformungen

Beriicksicht man das Brechungsgesetz, so kann man die Brechungsindizes aus den Gleichungen eliminieren.
Trigonometrische Umformungen fithren schlieflich auf

E2 _ 2 sin g CoS g
 sin(ag +ag)

<E1r> _ sin(ap — o)
n  sin(og 4+ ag)

(111.225)

< 2 sin ap COS g
- ?
I sin(a1 + ag) cos(ay — as)

<E1T§ tan(a; — as)

I tan(ay + ag) '

Phasenspriinge

Fiir a; = 7 (streifender Einfall) ist Ey = 0.

Es sei nun ne > n; und damit a3 > as nach Snellius, dann ist

(El) <0, (111.226)
1

051 A

was einem Phasensprung um 7 bei der Reflektion entspricht.
Fiir a; +ap < 7 ist

Elr
— >0. 111.227
( L ) (ITL.227)

Dies entspricht ebenfalls einem Phasensprung um 7. Warum ist . R

das so? In der nebenstehenden Zeichnung sind die Vektoren der Abbildung IIL9: zu Ey bzw. B,
E-Felder fiir den Fall EH? d. h. B, aufgetragen. Die kurzen,

hellgrauen Pfeile geben die Richtung fiir positives E7, E1, und Es an (Definition). Diese Vektoren des
elektrischen Feldes liegen in der Bildebene, die Vektoren des Magnetfeldes (nlcht elngezelchnet) zelgen
alle in die Ebene hinein. Es ist hilfreich, sich die relative Lage der Vektoren k E und B mit k x E « B
klarzumachen. Die Zeichnung macht deutlich, dass die Phase des elektrischen Feldes springt, wenn E;
und F4, dasselbe Vorzeichen haben. Klappt man die beiden Vektoren k;1 und klr zusammen, wird dies
besonders deutlich.

Brewster-Winkel

Nimmt a1 den Wert des Brewster- Winkels ag mit

tanap = 2 (II1.228)

ni
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an, so gilt

Elr)
=0. I11.229
( ), (111.229)

Unter diesem Einfallswinkel wird die Feldkomponente, die parallel polarisiert ist, nicht reflektiert. Das
reflektierte Licht ist vollstdndig senkrecht polarisiert.
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11 Die elektromagnetischen Potentiale einer allgemeinen Ladungs-
und Stromverteilung

a) Einfiihrung der Potentiale
Definition der Potentiale

Wir wollen einen Teil der Maxwellschen Gleichungen von Anfang an identisch erfiillen. Mit dem Ansatz

B(7,t) = rotA(7, 1),

. o (IIL.230)
E(7t) + LAY = —grad(7, t)

sind die beiden Maxwellschen Gleichungen
divB(7,t) =0,

- I11.231)

3 10B(7,t) (
Br )+ - 2200

rotE(7,t) + T

sofort erfiillt, wie man durch Einsetzen schnell nachpriift. Es ist allerdings geschickter, zunfichst B (7 t) =
rot A(7, t) zu fordern und damit E (7, ) %% = —grad¢(7, t) zu folgern.

Es verbleiben die beiden Maxwellschen Gleichungen
divD(7,t) = 4mp(F,t) ,

= I11.232)
= 19D(r,t) 4w, (
H(rt) = ——————+ — t) .
ot (7, 1) = - S+ ()
Mit D = €¢E und B = uﬁ fiihrt dies auf

DA(Ft)  Am
= —p(7t

_’at € p(lr? ) b

0p(7, 1) e 0?A(Ft)  Amp-,

o TaE oz - o0

—Ap(7t) — L div
¢ (I11.233)

rot rot A (7, t) + ig]raud
e

-,

Dabei kann die doppelte Rotation der zweiten Gleichung als ﬁ(ﬁ -A) — AA geschrieben werden.

Eichtransformationen

Wir hatten schon in der Elektro- und Magnetostatik gesehen, dass die Felder E und B invariant sind
unter sogenannten Fichtransformationen:

AP t) — A7 t) = A(Ft) + VAR 1)
1 dA(F, t) (IH.234)

¢(’Fv t) - ¢/(Fa t) = (b(F’ t) c dt

Lorentzeichung und entkoppelte Gleichungen

A(7,t) kann beliebig gewihlt (geeicht) werden. Wir entscheiden uns fiir ein A(7, t), so dass die Lorentzei-
chung gilt.

= 9¢' (1)
A7) ¢ RN 112
VA 0 (I11.235)
A(7,t) muss daher
2 —
VA7) + %gb’(ﬁ )=V A7 1) + %p(f, £) + AA(7 ) — %ﬁ%ﬁ;t) =0 (II1.236)

erfiillen.

Wir fiihren also neue Potentiale A und ¢’ ein, die (I11.235) erfiillen, aber die Feldgleichungen fiir die
Felder E und B invariant lassen.

Auf diese Art und Weise lassen sich die Gleichungen fiir die Potentiale entkoppeln:

. el 0% (7, t 4T
—A@(7,t) + g% - ?p(nt) ,
- (I11.237)
i g BOAGD  dmp
AA(Tt) + v e (7).
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Statt mit insgesamt acht gekoppelten DGL erster Ordnung (Rotation ist ein Vektor, daher je drei Glei-
chungen) haben wir es mit vier ungekoppelten DGL zweiter Ordnung zu tun. Diese sind alle Wellenglei-
chungen, allerdings mit Quellen.

Gleichung (111.236) fiir A(7,t) ist vom gleichen Typ (inhomogene Wellengleichung mit Quellen). Fiir

gegebenes A(7,t) und ¢(7,t) lisst sich daher das gesuchte A(7,¢) bestimmen.
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b) Lo&sung der DGL mit Hilfe der Greenschen Funktionen
D’Alembert-Operator

Im Folgenden setzen wir € = p = 1. Definiere den D’Alembert-Operator (,Box-Operator")

10
2ot

Die Feldgleichungen nehmen damit eine sehr einfache Form an:

O=A-

Greensche Funktion

Die dem D’Alembert-Operator zugeordnete Greensche Funktion G(77— 7t — t') erfiillt

OG(F— 7t —t') = —4mwds(F — 7)6(t — t') .

(I11.238)

(111.239)

(II1.240)

Sie ist damit das Inverse des D’Alembert-Operators. Der Faktor —47 ist auf unsere Bediirfnisse zuge-

schnitten.

Weiterhin muss sie den gegebenen Randbedingungen des Problems geniigen (dazu mehr spiter). Die
Greensche Funktion ist das Potential einer in Raum und Zeit punktférmigen Quelle. Wir erhalten daher
fiir eine allgemeine Quelle p(7,t) durch Superposition die spezielle Losung der Feldgleichungen (I11.239).

B(7,t) = /d3r’ dt'G(F — 7t —t")p(7,t)

(I11.241)

Das Potential und die Ladungsdichte sind als Vektoren im 7~ und ¢t-Raum zu verstehen, die Greensche

Funktion als Matrix G 4. 4.

Fouriertransformation
Um die Wellengleichungen zu 16sen, geht man in den Fourierraum iiber.

+oo

o no_ 1 3 AT i(w(t—t")—E-(F—7")
G(T—r,t—t)—(m)4/dk de(kJ,w)e( )

Dies setzt man in (II1.240) ein und findet

@ /d3 /dw( k2+) G, w) e O—=F=) = _drsy (7 — 7)ot — 1) .
7T

Durch die Umkehrung der Fouriertransformation bekommt man

2 ~ -
<—k2 + ‘;’2) G(k,w)

- <271r>2 / & (7 = 7) / d(t = 1) (~4md (7 = 7)3(t — t')) e (< =I=F0=)

Die Fouriertransformierte der Greenschen Funktion lautet daher

~ - 1 1
G(k,w) = —;—EQ ]

Da nun G(k,w) bekannt ist, lisst sich G(7 — 7t — ') zuriick gewinnen.

—ik-(F—7"
G(F—r”’,t—t’ = /dwe’“’(t f)/dg o
27r %

Das letzte Integral ist bis auf konstante Vorfaktoren Lésung von
2
(A + “’2) G/ — ) = —4mbs(F — )
c
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(I1.244)

(IIL.245)

(IT1.246)

(111.247)



mit den beiden kugelsymmetrischen Greenschen Funktionen

]. s w |2
GE(F—7) = = meﬂ:‘“r I (I11.248)

Beachte die Fourierdarstellung der §-Funktion,

1 T
O3(F—7) = @) / Bl et =) (I11.249)

Herleitung der kugelsymmetrischen Greenschen Funktionen

Zur Abkiirzung schreiben wir |7 —#| = r # 0. Der Laplace-Operator einer radialsymmetrischen Funktion
ist

1 1 9?
AGy(r) = Gy(r) + ;GB(T) = ;w(rGo(r)) : (I11.250)
(I11.247) nimmt fiir » # 0 die Form
2
(rGo(r))” + %TGO =0 (I11.251)

an. Diese Gleichung beschreibt formal einen harmonischen Oszillator. Sie ist auch fiir » = 0 giiltig, wenn
man die 0-Funktion hinzunimmt (vgl. Elektrostatik). Es folgt damit die Behauptung.

Retardierte und avancierte Greensche Funktionen

Insgesamt findet man

St—t £|F—7/c). (I11.252)

T o[- 7] 7= 7]

—+o0

GHF— 7t — 1) = L / oo eilt=t £ P
Es sind die beiden verschiedenen Vorzeichen zu unterscheiden.
G ist die avancierte Greensche Funktion. Sie verschwindet per Definition fiir ¢ > ¢. Dagegen ist G~ die
retardierte Greensche Funktion, welche per Definition fiir ¢ < ¢’ verschwindet.
Man iiberlege sich folgenden Fall: Schalte eine Ladung p(7,t") bei ' = t; ein. Erst danach soll das
Oberflichenintegral (Fluss) um die Ladungsdichte ungleich Null sein. Wir miissen daher die retardierte
Greensche Funktion bemiihen. Dahinter steckt die sogenannte ,Kausalitit*. Die Wirkung darf erst nach
der Ursache auftreten. Dies heifst allerdings nicht, dass die retardierte Greensche Funktion physikalischer
ist als die avancierte. Der Grund, warum wir die retardierte Greensche Funktion verwendet, liegt in der
Wahl der Anfangsbedingungen. Die Wellengleichung selbst ist schlielich invariant unter Zeitumkehr (s.
dazu auch die Ausfithrungen auf der nichsten Seite).
Setzt man G~ in das Potential ein und filhrt man die Integration iiber die Zeit aus, findet man das
Endergebnis

¢(m):/dgr,p(ﬁt—lf—m/c) ’ (IT1.253)

7

Dies bedeutet, man muss das Potential am Ort 7 und zur Zeit t' = t—|F—7"|/c betrachten. Die Information
iiber die Ladungsdichte, die das Potential beeinflusst, breitet sich daher mit Lichtgeschwindigkeit aus.

7=

CcC =
t—t

(I11.254)

Direkte Auswertung des Integrals, Residuensatz

Es ist moglich, die Greensche Funktion direkt durch Integration zu gewinnen. Wir setzen ¥ = 0 und
schreiben

+1 27 e’} )

5 eiEf ) eikr cos ¥ ) eik"r _ e—ikr 1
&’k———— =— [ dcosV [ dy | k*dk——F = 27 [ k°dEk - .
g [P e T N R )

—1 ¢
(I11.255)
9 ist der Winkel zwischen 7 und k. Das Integral ist unter der Vertauschung k «» —k symmetrisch, daher
kann man

“+o0

ik ikr
/ . U A — (IT1.256)
-k + ur (k—2) (k+2)

— 00

schreiben.

99



Um dieses Integral, welches zwei Pole aufweist, zu Im k
16sen, verwenden wir den Residuensatz der Funk-
tionentheorie (Satz von Cauchy, s. u.). Ein Inte-
gral liber einen geschlossenen Weg in der komplexen
Ebene verschwindet, wenn keine Pole eingeschlossen
sind. Liegen jedoch ein oder mehrere Pole im um-
schlossenen Bereich, so benotigt man die Residuen
der Pole, um das Integral auszuwerten.

Betrachte den Exponenten von e*". Fiir r = |7 — —w/c +w/c
7| > 0 hat der Exponent einen negativen Realteil, @ (o
wenn k einen positiven Imaginérteil hat. Damit kon-
vergiert das Integral, wenn man den Integrationsweg
weit oberhalb der reellen Achse schliefit. Abbildung III.10: k-Integration

In der komplexen Ebene konnen wir die Pole bei .

k = 4% oberhalb und unterhalb umgehen, wobei die Symmetrie zwischen +k gewihrleistet werden
soll. Je nachdem, fiir welchen ,,Umweg* wir uns entscheiden, liegt der eine oder der andere Pol im In-
tegrationsgebiet. Die Integration verliuft also entlang der reellen Achse vom negativen in den positiven
Bereich. Die beiden Pole werden dabei wechselseitig umlaufen. Der Integrationsweg wird hier durch einen
Halbkreis in der positiven imaginidren Halbebene im Gegenuhrzeigersinn geschlossen.

Im Fall (i) liegt der Pol bei & = % innerhalb der umschlossenen Fliche. Der Residuensatz fijhrt hier

auf o< €'<"/r. Dagegen liegt im Fall (i) der Pol bei k = —% innerhalb der Schleife, so dass der Beitrag
oc e Ve /7 ist.

Dies ist in Ubereinstimmung mit obigem Ergebnis.

In der Skizze ist eine der beiden Moglichkeiten (Fall (ii)) dargestellt.

Satz von Cauchy (Residuensatz)

Meromorphe Funktionen, d. h. Funktionen einer komplexen Variablen z, die bis auf Pole regulir sind,
erfiillen den Satz von Cauchy,

f dz f(z) =20y "), (TT1.257)
r j

wobei die a(ji die Residuen der Pole erster Ordnung bei z; in der Laurent-Entwicklung sind, die innerhalb

der geschlossenen Kurve I liegen.

Bemerkung

Man kann die Reihenfolge der Integrationen vertau- Im w
schen. Wir hatten uns dafiir entschieden, zuniichst

die k- und dann die w-Integration durchzufiihren.
Beginnt man mit der w-Integration, kann man nicht

die Symmetrie k < —k ausnutzen. Der Integrations-

weg muss so gewahlt werden, dass beide Pole gleich-
zeitig im umschlossenen Bereich liegen. Die zweite

hier genannte Reihenfolge ist beim allgemeinen, re-
lativistischen Zugang {iblicher.

Beachte auch, dass der Halbkreis zum Schlieffen des
Integrationsweges in der negativen imaginiren Halb-
ebene liegen muss, damit die Integration konvergiert,

da ein zusétzliches Minuszeichen im Exponenten auftritt.

Abbildung I11.11: w-Integration

Einbindung der homogenen Lésung

Wir haben bisher die homogene Losung ¢ des Potentials (ebene Wellen und superponierte Wellenberge)
aufer Acht gelassen. Die allgemeine Losung ist

o(7,t) = ¢o(7,t) + /d?’r’ dt' GE(F =7t —t")p(7, 1) . (II1.258)

p(7, 1) werde fiir eine gewisse Zeit eingeschaltet, t; <t <ty 2.
Wir unterscheiden nun zwei Fille:

?Dies ist ein ,,Kunstgriff*, um uns Probleme mit der unendlichen Reichweite der elektromagnetischen Krifte zu ersparen
(— Streutheorie).
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(i) Ein ,einlaufender Wellenberg® fiir ¢t < ¢; sei vorgegeben (er kann auch Null sein). Wir wollen das
Potential fiir t > t5. Man muss dann Gre verwenden, dann ist der zweite Term fiir ¢ < ¢1 tatséchlich
Null.

(ii) Ein auslaufender Wellenberg® fiir ¢t > t5 sei vorgegeben (auch er kann Null sein). Nun méchten wir
aber das einlaufende Potential fiir ¢ < ¢; berechnen. Hier verwenden wir G,y, so dass der zweite
Term fiir ¢t > t9 verschwindet.

Wir sehen: (i) und (ii) sind zwei verschiedene Anfangs- bzw. Endwert-Probleme.
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12 Die Lienard-Wiechert-Potentiale eines geladenen Teilchens

Ladungs- und Stromdichte eines Punktteilchens

Betrachte eine Punktladung auf der Bahn 7p(t). Sie hat die Ladungs- und Stromdichte

(7, 1) = eds (7 — 7p(t))

- (I11.259)
J ) = etv(t)os (7 — 7p(t)) .
Der Geschwindigkeitsverktor erfiillt die Bedingung
F(t) = 7p(t) . (I11.260)

Die Ausdriicke (IT1.259) werden mit §(t—t'—|7—7"|/c) multipliziert, da sich die Wirkung der Ladungs- und
Stromverteilung mit Lichtgeschwindigkeit ausbreitet. Wir integrieren zunéchst {iber 7, wobei zu beachten
ist, dass wegen 7 = 7p(t') der Vektor 7 ebenfalls von ' abhingt. Schlieflich ist noch die Integration
iber ¢’ durchzufiihren:

L / 1 S
bualFit) = e [ Al bl = = 7= O] ).

()]
3t/ (I11.261)
A7) = e/dt ot =t [P et )
Die Potentiale
Das Licht braucht die Zeit |7 — #p(t')|/c, um von 7p(t) nach 7 zu gelangen.
Nutze
1
/5 dx = ol mit x einfache (hier einzige) Nullstelle von f(z) , (I11.262)
To
um die Integration auszufithren. Wir wissen
8(t—t’—\77—f'p(t’)|/c) 1 7=7p(t) -
14+ -+ -7p(t I11.263
o e (I11.263)
und konnen damit das Potential angeben:
tret (F 1) = ( = ) (IT1.264)
et |7 =7p(t')| = (F=7p ")) - V(') /¢ ) st j7ip )| Je=o .
Das Vektorpotential sieht ganz dhnlich aus:
- u(t
Aret (T ) = LC)@et (7). (T11.265)
Die Felder
Das elektrische und magnetische Feld kann man direkt aus den Potentialen bestimmen:
. 1 9A(7, 1)
E(7,t) = —grado(7,t) — — ,
(7:1) = —gradg (7 1) c Ot (T11.266)

B(F,t) = rotA(7, 1) .

Jedoch ist es praktischer, fiir die Berechnung zur unintegrierten Form der Potentiale zurtickzukehren.
Schreibe zur Abkiirzung R = 7 — 7#p(t'). Die Felder lauten

E(7t) = e/ (;6@ —t' = R/c) — % (ﬁ - ) ot —t' — R/C)) dt’

. . (IIL.267)
B(F t) = Z/ (6;3]%5(15 —t'—R/c) — ﬁCXRQR (t—t — R/c)> dt’
Dabei bedeutet ¢’ die Ableitung nach dem Argument (s. o.), d. h.
§(t—t —R/c)= %ié(t —t'—RJc) . (II1.268)
1—-R-7/Rcdl’
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An dieser Stelle muss im Nenner 1 — R - 7/ Re stehen, weil dieser Ausdruck positiv ist, d. h. 1 > R-7/Re.
Der Betrag im Nenner von (I11.262) erzwingt eine positive Grofe.

Nun l5se die Integrale in ', wobei beriicksichtigt werden muss, dass B = R(#') und & = 9(t').

Die Losungen fiir die Felder sind

# 1-%) (R-RY)  Rx((F-RE
PO Gt 1 3 ) | A %l
(R ~R- f) e <R ~R.Z (I11.269)
émw:%xﬁmw
mit den Nebenbedingungen
t'=t—R/c,
R=7r—7p(t), (I1L.270)
7=t

Konstante Geschwindigkeit

Wir untersuchen den Spezialfall fiir 0 = const.
Mit der Abkiirzung

§=R-RY (IIL.271)
C

Wy

wird das elektrische Feld zu

3 (1-%)s
E(fit)=e NN (I11.272)
(52 - (Fx %) )
Die grauen Vektoren in der Skizze sind die
Ortsvektoren des Teilchens zu den Zeiten ¢’ und
t sowie des Beobachters bei 7. R und §sind die 75 (1/)

Abstandsvektoren vom Teilchen zum Beobach- o

ter zu den Zeiten ¢’ und ¢. Der Vektor von 7p ()

nach 7p(t) ist R, dat—t¢' = 4. Abbildung TI1.12: zur Geometrie

Zur Ubung rechne man nach, dass
2 A2
52 — <§’>< C) = (R— R- c) : (I11.273)

Wegen s x E=0 folgt
- U .

B(7,t) = — x E(T,t) . (T11.274)
c
In erster Ordnung in ¥ kann man die Felder nihern:
E(7t) m e
(I11.275)

Dies sind das ,mitbewegte Coulomb-Feld“ und das von der Anderung von E erzeugte Magnetfeld.
Sowohl das elektrische, als auch das Magnetfeld zeigen ein T%—Verhalten, der Energiestrom S « F X B «
%4. Die Oberfliche einer Kugel geht mit da o 72, so dass kein Energiestrom durch eine grofe Kugel

(r — o0) auftritt.

Beschleunigung

Fiir ¢ = 0 verschwindet der zweite Term im elektrischen Feld nicht. Er ist proportional % und bildet das
Strahlungsfeld.

Fiir die weitere Rechnung, nehme an, dass ©(t') = 0 oder wenigstens v(t') < c¢. D. h. im Moment der
Betrachtung soll die Ladung sehr langsam sein, die Beschleunigung muss dabei nicht klein sein.

S Rx (Rx® R-9)R — Ry
Eg (P t) =e ch3 ) = e( c)2R3 ,
. ) . (I11.276)
- R o X R
Bstr(rvt) R X Estr(T, ) = 6@



Man erkennt: E, B und R sind paarweise orthogonal. Durch die Beschleunigung wird polarisierte Strah-
lung erzeugt (Bremsstrahlung). _
Wahle die z-Achse in Richtung von ¢. Fiir den Poynting-Vektor findet man

- c = S C =5 R e2?sin?9 R
Sstr(’r',t) = EEStI‘(r7t) X Bstr('f'7t) = E str(r,t)ﬁ = Wﬁ . (III277)

¥ ist der Winkel zwischen R und ¥. Wir haben einen Energiestrom in ,radialer Richtung. Die Oberfla-
chenintegration {iber den Winkelanteil ergibt

+1
dQ sin?d9 =27 [ (1 =¥ dt = 8m ) II1.278
3

-1

Die abgestrahlte Leistung einer beschleunigten, langsamen Punktladung ist

aw
dt

. 2 2.2
= d6~S(F,t):% . (II.279)

Bemerkung

Im Allgemeinen sind die Geschwindigkeiten der strahlenden Ladungen nicht zu vernachlédssigen (Teil-
chenbeschleuniger). Dann werden die Nenner in (IT1.267) in Vorwirtsrichtung klein. Der abgestrahlte
Lichtkegel wird in Bewegungsrichtung gebogen (Synchrotronstrahlung).

In einem Betatron, Synchrotron oder Zyklotron wird die Beschleunigung durch ein &uferes Magnetfeld

—

B, gegeben (Lorentz-Kraft).

7= "#xB, mit 7LB, (II1.280)
me
Die abgestrahlte Leistung wird zu .\
%/ - ?);‘%CSEkinBz : (IIL.281)
Dabei haben wir mit 1
Eiin = 5mv” (I11.282)

die kinetische Energie der Ladungen fiir zunfichst v < ¢ (nicht-relativistisch) bezeichnet. Der relativisti-
sche Faktor wird spéiter behandelt.
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13 Der Hertzsche Dipol (Multipolentwicklung)

Potentiale

Wir betrachten hier bequemerweise die Maxwellschen Gleichungen bei fester Frequenz w (Fourier-Zerlegung)
in der Lorentz-Eichung. Zeitableitungen werden daher durch w ersetzt, d. h.

1 92 w?
~SE =3 (T11.283)
Die relevante Greensche Funktion ist
1 s w2
Gy (F—7) = A etel™=rl (IT1.284)
Die Potentiale haben die Form
3 p(fﬁw) — i< |P—7
¢(r,w)—/dr’|7_1,_7_ﬂ|e elr=l
) H’(_v ) (I11.285)
1= 3,0\, W) _je|p_
A(F,w) ;/d ’F_me el

Dabei wurden die Fouriertransformationen von Ladungsdichte und Strom mit p(7,w) bzw. j(7,w) be-
zeichnet.

Fernzone

7 gibt die Orte der felderzeugenden Ladungen und Strome an. Sie sollen um den Ursprung verteilt sein.
7 ist der Ort des Beobachters. Es gelten drei Relationen, von denen wir im Folgenden ausgehen wollen:

e Der Beobachter sei weit von der Ladungs- und Stromverteilung entfernt, |7 > || ~ [. [ ist die
Ausdehnung der Verteilung.

e Weiterhin sei die Wellenlénge grof gegen die Ausdehnung der Verteilung, ¢ < % bzw. A > 1
e und auRerdem sei |7] > A.

Die sogenannte Fernzone wird daher insgesamt durch [ < A < r definiert.

Felder

Im Bereich groker Abstéinde r auferhalb der Ladungs- und Stromverteilung bekommt man sowohl B als
auch E aus dem Vektorpotential A:

L (I11.286)
. E(F.t L L
Brw) = E0Y _ e (v x A7, w))
iw iw
Multipolentwicklung
Die Greensche Funktion kann man fiir |7”| < r und kleine ¢ || entwickeln.
et |7 — | e—ikr(1—f”-ﬁ/r2+...) e—ikr 7Rl
= ~ 1 -+ ik I1.2
O R G T (ILL.287)
Fiir r > X dominiert k iiber %
Elektrische Dipolstrahlung
Das Vektorpotential ist niherungsweise
. efik:r g .
A7, w) ~ / d3r' i (7, . (TT1.288)
re

Mit, der Umformung

/ &3 j; = / &3’ diy (x;j‘) - / &3’ o) divy (I11.289)
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kann man das Vektorpotential auf die endgiiltige Form bringen.

S e—ik’riw e—z’kriw .
A(T,w) =~ — /d?’r’?ﬂp(f’,w) =D

(I11.290)

Es wurde dabei ausgenutzt, dass der erste Term auf der rechten Seite von (II1.289) eine Divergenz ist
und durch den Satz von Gauf verschwindet. Die zweite Gleichung wird durch die Kontinuitétsgleichung

divj = —iwp umgeformt.
Wir finden das elektrische Dipolmoment 7 in (I11.290) wieder.
Das Magnetfeld ist

. —ikr - —ikr = —ikr
_ - - 1
B(fw) = 2V x () = = Zpx (VE— ) = —ikpx = (—ik—~ ) “—.
T C r T

Cc r r

Fiir 7 > A vernachlidssigt man % gegeniiber k£ und man nihert

e*ikr

- . o
BDipOl(Tvk) ~ kQ; XDp ,

Die Berechnung des elektrischen Feldes ist ein wenig aufwendiger.

. N N 1 . —ikr N —ikr
E(rw) = —V x B(f\w) = —k* {(v X (7% P)) S = (Fx ) x V (67,2 ﬂ
Nutze .
VX (P xp) = (p- V)7 =3p=p—3p=—2p
und ik k
6—7/ T 7:' . 2 e—t A
v(5) - ()
sowie

Vernachléssige im Zwischenergebnis alle Terme, die mit 7% gehen, so dass im Fernbereich

L FoRE ) e
EDipol(T,k?)%—k‘z(( Tg) —p> "

Der Poynting-Vektor o ExB geht dann mit %2 Es gibt einen Energiefluss in Richtung

Alternative Behandlung
Man kann eine punktférmige, schwingende Ladung bei
7p(t") = lfip coswt
mit Dipolmoment
p=erp(t)

untersuchen. Man findet . )
et =p= —eliipwsinwt’ und p=—w?p.

Bei einem echten Dipol wiirden zwei Ladungen +5 gegeneinander schwingen.
Zur Auswertung verwende man die retardierten Felder aus (II1.276),

. 7 (7 x plt!
Eret(Fa lf/) _ 7 X (77 % p( ))

273 ’
S pt) x 7

Hier haben wir R ~ 7 angesetzt.

Der Phasenfaktor zwischen p(t') und p(t) ist e™(t—t) = eiwr/c,
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(II1.291)

(111.292)

(111.293)

(II1.294)

(I11.295)

(I11.296)

(I11.297)

(111.298)

(111.299)

(I11.300)

(I11.301)



Energieabstrahlung

Der Energiefluss ist

= o .
S g X

2

p

Durch die gesamte Oberfliche geht der integrierte Fluss

w2
dt  3¢3°

sin? 9 7
dredr?

Die zeitlich gemittelte Leistung findet man mit cos? wt = %

aw whp? _ 1674 cpd
dt 3¢ 3\ [
wobei pg = el ist.
Strahlungswiderstand
Der Strahlungswiderstand R ist definiert iiber
aw
—— =RI’
dt ’
wobei L
T i
12 12 212
und daher
- 822
T 3cA?
Himmelsblau

(111.302)

(I11.303)

(I11.304)

(I11.305)

(111.306)

(111.307)

Sonnenlicht regt Gasmolekiile der Luft zu Schwingungen an. Bei der Abstrahlung proportional %4 sind
kleine Wellenléngen bevorzugt (Arot & 2Aplay)- Auch die Absorption von Blau ist bevorzugt. Dies ergibt
rot fiir die untergehende Sonne, da blau stirker absorbiert wird.
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14 Geometrische Optik

Ausgangspunkt

Bei der Brechung und Reflektion an der Grenze zwischen zwei homogenen Medien sprechen wir von einem
Strahlengang — das konnte auch eine Teilchenbahn sein! Betrachten wir nun ein inhomogenes Medium, in
dem € und p ortsabhéiingig sind. Die zu dem Brechungsindex n(7) gehorige Wellenlénge A bei vorgegebener

Frequenz w, gegeben durch
_2m w

k == I11.308
= = (@) (IT1.308)

sei klein gegeniiber der Skala d der Verinderung von n(7), d ~ |grad n(7)| =1, d. h. A < d.

Typische Beugungsphinomene treten auf, wenn die geometrische Skala d von der Ordnung der Wel-

lenlange ist. Diese wollen wir jedoch vernachléssigen. Bei der Ableitung der Wellengleichung aus den

Maxwellschen Gleichungen schreiben wir also z. B.

div D(7) = div e(P)E(F) = (7) div E(F) etc. (I11.309)

Wellengleichung
Wir erhalten dann die Wellengleichung z. B. fiir das Potential ¢(7):
( A n?(7) 02

2 o2

) o(r,t) =0 (I11.310)

bzw.

(A N ”20(2’?) w?) b =0 (IIL.311)

mit der Fourier-Transformation

S(F, 1) = \/% / dw ¢t () . (IT1.312)

Eikonal- Ansatz

An dieser Stelle machen wir den sogenannten Eikonal-Ansatz

¢ (7) = A(P)e 5 | (I11.313)

A(7) ist reel (bzw. hat konstante Phase) und sei positiv, S(7) ist das Eikonal. Es beschreibt die Strecke,
die das Licht durch das Medium nimmt.

Fiir n2 = const ist A(7) = const und S(7) = k - 7 + const mit k2 = ‘g—an, d. h. die iibliche ebene Welle.
Die allgemeine Losung soll um diese spezielle Losung entwickelt werden,

1
S(7) = S(70) + grad S(7)|, - (7= 70) + 5 0Ok S (7], (7= T0)i(F' = To)w + -,
(IIL.314)

A(F) = A7) + grad A(P)|, - (F = 7o) + ... .

S(7) kann man in A(7) absorbieren, die Ausgangsterme sind also A(7) und grad S(7)|; - (7" — 7). Dies
setzt man in die DGL fiir ¢,, () ein, wobei die erste Ableitung von A(7) und die ersten beiden Ableitungen
von S(7) beriicksichtigt werden sollen. Das Ergebnis lautet

2 dA i
(‘*6’2712(7:) — (grad )2 — iAS — 2i gradS - gril ) Ae™ = 0]. (IIL.315)
Der Realteil liefert in unterster Ordnung der Entwicklung
w2
(grad §)? = k*(7) = C—2n2(f') : (IT1.316)

also eine elektromagnetische Welle, die iiber kleinere Distanzen wie eine ebene Welle mit der Wellenzahl
k = £n() senkrecht zu Flichen konstanten S(7) propagiert (vgl. Aquipotentialflichen).
Der Imaginérteil hingegen besagt, dass

AS = —2grad S -grad (In A) . (IT1.317)

Er bestimmt also A bei bekanntem S.
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Bemerkung

In der Quantenmechanik ist die Eikonal-N#herung fiir die Schrédinger-Gleichung der Ubergang zur klas-
sischen Mechanik.

Welche Begriffe aus diesem Kapitel sind wichtig?
Induktionsspannung fjéii?g:ﬁ?g;e ts Lenzsche Regel Relativitdtsprinzip
Betatron Induktion Selbstinduktion Eﬁielfliioii:seyss tems
if;o;}{rceizell dL Verschiebungsstrom glz}i(glillllsgcss Poynting-Vektor
Energiedichte Energiebilanz Energiesatz Impulssatz
Impulsstrom giiiﬁ?fg:‘i;sor Strahlungsdruck Wellengleichungen
Kreisfrequenz Wellenzahl Phasengeschwindigkeit Fourierentwicklung
Wt SO g b
Einheitensysteme Definition des Ampere rationale Einheiten Telegrafengleichungen
Eindringtiefe Skineffekt Brechungsindex Hohlleiter
kritische Frequenz TM und TE Wellen Brechungsgesetz Reflektionsgesetz
Fresnelsche Formeln Brewster-Winkel Potentiale Eichtransformation
Lorentzeichung D’Alembert-Operator — retardierte Potentiale  avancierte Potentiale
Residuensatz Il;i)eti?c(iiz;lvev fechert- Strahlungsfelder Strahlungsleistung
Synchrotronstrahlung  Fernzone Hertzscher Dipol Strahlungswiderstand
Eikonal-Ansatz
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Kapitel IV

Relativitatstheorie

Relativitatstheorie.

beispiel.

Was ist das Ziel dieses Kapitels?

Die Elektrodynamik ist eine relativistische Theorie, in der Tat der Ausgangspunkt der speziellen

Dies ist jedoch bei der bisherigen Betrachtung nicht offensichtlich geworden. Zun#chst werden in
diesem Kapitel die Grundlagen der Relativitatstheorie behandelt und die Lorentz-Transformationen
eingefiihrt. Spiter nutzen wir den neuen Formalismus aus, um die Elektrodynamik als kovariante, d.
h. unter Lorentz-Transformationen invariante Theorie zu formulieren.

Jede moderne Feldtheorie muss eine kovariante Formulierung besitzen. Die Elektrodynamik ist als
verhéltnismifig einfache Theorie neben der Klein-Gordon-Gleichung fiir Skalare Felder das Parade-

1 Konstanz der Lichtgeschwindigkeit, Galilei-Transformationen,
Lorentz-Transformationen

a) Konstanz der Lichtgeschwindigkeit

Experimente

Das Experiment von Michelson-Morley
(1887) und viele weitere Experimente ha-
ben ergeben, dass die Lichtgeschwindigkeit
in allen Inertialsystemen gleich ist.

Unter der Annahme, es gibe ein ausge-
zeichnetes Bezugssystem mit der Lichtge-
schwindigkeit ¢ (ruhender Ather), miisste
ein Effekt im Experiment von Michelson-
Morley auftreten. In diesem Experiment
wird ein Lichtstrahl durch einen halbdurch-
ldssigen Spiegel in zwei Strahlen aufgeteilt.
Beide Strahlen werden nach den Laufwegen

/1

l

—
Interferenz 7

Abbildung TV.1: Michelson-Morley-Experiment

l; bzw. I3 an einem Spiegel in sich zuriick reflektiert und am urspriinglichen halbdurchléssigen Spiegel ver-
einigt. Die dabei auftretende Interferenz der Lichtstrahlen ist messbar. Das gesamte Experiment bewege

sich mit der Geschwindigkeit @ (parallel zu l1) zum Ather.

Laufzeitdifferenzen

Durch die Eigenbewegung v sollten naiv Laufzeitunterschiede der beiden Lichtstrahlen auftreten. Der
erste Lichtstrahl, der die Strecke {1 durchlduft bendtigt fiir den Hinweg die Zeit

ty

und fiir den Riickweg

_ ll +1)t1
N C

ll — Utg

ty =
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Der zweite Lichtstrahl auf der Strecke ly benétigt fiir Hin- und Riickweg die gleiche Zeit,

13 t3,4)? l
t47\/2+c(v3,4) ety =ty = 622_1)2, (IV.3)

Der vorhergesagte Laufzeitunterschied ist also

t3 =

2 ! l
At:t1+t2—t3—t4zc< L 2 > (IV.4)

L—v?/cz /T —v2/c?
Eine Drehung der Versuchsanordnung um 90° entspricht der Vertauschung l; < I, so dass fiir v < ¢

ll+12f

At — At ~ 5 -
C C

(IV.5)

Es wird jedoch kein derartiger Effekt beobachtet. Es gibt keinen Hinweis auf einen Lichtdther. Dies ist
ganz anders als bei der Schallausbreitung!
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b) Galilei-Transformationen
Inertialsysteme

Die Experimente deuten auf eine absolute Lichtgeschwindigkeit hin, die in allen Inertialsystemen gleich
ist. Dieses Resultat wird durch eine Vielzahl anderer Versuche untermauert. Keines der betrachteten
Bezugssysteme ist ausgezeichnet in Ubereinstimmung mit dem Relativititsprinzip, dieses ist schon aus
der Mechanik bekannt.

In einem Intertialsystem gilt das Newtonsche Kraftgesetz ohne Scheinkrifte. Ohne dufere Kraftwirkung
bewegen sich die Kérper mit konstanter Geschwindigkeit.

Galilei-Invarianz

Der Ubergang von einem Inertialsystem zu einem anderen wird durch Galilei- Transformationen vermit-
telt. Die eigentlichen Galilei- Transformationen (ohne Drehungen) lauten

T =T—-0t+ 2,
(IV.6)
' =t+tg.

Offensichtlich ist @ = 7, die Kriifte sind daher in beiden Bezugssystemen gleich. Die Gesetze der klassi-
schen Mechanik sind unter Galilei-Transformationen forminvariant.

Maxwellsche Gleichungen und Galilei-Transformationen

Die Maxwellschen Gleichungen sind nicht Galilei-invariant. Betrachte zunéchst der Einfachheit halber die
Wellengleichung fiir das Potential ¢(7,t) in einer Dimension:

<82 1 92

=¢'(z',t')
Bei der Transformation miissen die Ableitungen beriicksichtigt werden.

o ot o 0x 0 0 0

o otor T otor or “ow
0 _ o oo 9
Ox Oz Ot Oz Ox'  Ox'

92 1[0 o\
@wa(w%w>>W%”‘0 av.9)

sind die Gleichungen nicht forminvariant.

(IV.8)

Wegen

Gleichzeitigkeit
,Begriff der Gleichzeitigkeit bedarf der kritischen Revision.“ (Albert Einstein)

Aneinandergereihte Mafstibe geben die Raumkoordinaten. Uhren vom gleichen Typ (beruhen auf einem
periodischen Vorgang) werden an die verschiedenen Raumpunkte transportiert und dadurch geeicht, dass
Lichtsignale (mit der Annahme: Geschwindigkeit genau ¢) ausgetauscht werden.

Das gleiche Verfahren wird in einem mit der Geschwindigkeit ¥ bewegten System (0. B. d. A.: Ursprung
O mit O’ fiir t = ¢’ = 0 {ibereinstimmend) angewandst.

Man kann zeigen, dass unter diesen Voraussetzungen t # ¢’ fiir kongruente Raumpunkte mit Koordinaten
Z und & eine logische Moglichkeit ist — im Gegensatz zu Galilei-Transformationen mit ,absoluter Zeit*.
Nach Einstein haben wir daher folgende Postulate:

(i) Die Lichtgeschwindigkeit ¢ ist in allen Inertialsystemen gleich.

(ii) Keine physikalische Messung zeichnet ein Inertialsystem gegeniiber dem anderen aus (umfasst (i)).
Kein Raumpunkt ist ausgezeichnet (Translationsinvarianz).

112



c) Lorentz-Transformationen
Definition der Lorentz-Transformationen

Betrachte eine Kugelwelle, die vom Ursprung zur Zeit ¢t = 0 ausgeht, im Koordinatensystem O und im
Koordinatensystem O’. Fiir den Anfangspunkt gelte Zp = &, = 0, t = t’ = 0. Wenn man sich auf einen
Wellenberg setzt (bzw. auf das Maximum eines Wellenpakets), so gilt
|Z] = ct 22yt 22 -2 =0
oder . (Tv.10)
|.i"'| — Ct/ .23/2 + y/2 + 2/2 _ 621‘,/2 =0
Nur lineare Transformationen zeichnen keinen Raum-Zeit-Punkt aus. Linear bedeutet

T($1 — SCQ) = T(SEl) - T(Z‘Q) . (IVll)

Dann ist
24P 422 = P = (@) (@ oy 4 2R - At (IV.12)
damit (IV.10) als Spezialfall erfiillt ist. Die Umkehrtransformation ¥ — — soll ebenfalls existieren, so
dass
(V) = — (IV.13)

fiir alle ¥ erfiillt sein muss. Dies fithrt auf o = 1. Als Beweis bilde man die Taylor-Entwicklung beider
Terme und vergleiche die Koeffizienten.
Die Lorentz- Transformationen (LT) werden dann durch

PP~ (P 4+ ) = PP = (P g+ 27 (IV.14)

definiert. Diese Gleichung war schon vor Einstein bekannt, aber erst er konnte ihr die richtige Interpre-
tation geben.
Transformationsmatrizen

Vergleiche mit Drehungen in der zy-Ebene, definiert durch z2? + y? = 22 + y/2:

'\ [ cosp sing) [z
(y’) o ( singp cos ga) (y) ‘ (IV.15)

Bei den LT handelt es sich um verallgemeinerte Drehungen im hyperbolischen (ct, z)-Raum.

ct’\ [ coshgp —sinhg) [ct
<z’> o <— sinhg cosh@ > <z> (IV.16)
Wegen cosh? @ — sinh® ¢ = 1 gilt 2’2 — 2’2 = ¢t — 22,

Geht man bei Drehungen zu den Koordinaten x + iy und bei speziellen LT zu z F ct iiber, so lassen sich
die Transformationen jeweils darstellen als

o +iy\ (et 0 T+ 1y

o —iy) T\ 0 e ) \z—iy) "’
Z—ct'\ _ [et? 0 z—ct
Z4cet’) N0 e ?)\z+tet)

Formal entspricht der Ubergang zu imaginirer Zeit und imaginirem ¢ dem Ubergang von LT zu Dre-
hungen.

(IV.17)

Interpretation

Wie ist ¢ zu deuten? Es gilt

2 =7(z —wt), (TV.18)
da z' = 0 aus z = vt folgen muss. Vergleicht man dies mit der Transformationsmatrix der LT, findet man
coshp =~ , 0, , 1
sinh @ = 87 ) 2 -7 1—v?/c? (IV.19)
c
Weiterhin ist
mm¢:%:ﬁ (IV.20)
und so
1
= —. Iv.21
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Boost-Transformationen (spezielle Lorentz-Transformationen)

Die Boost-Transformationen lauten zusammenfassend

ct’ = ;(ct — 2)
= T 52 s
Vo (IV.22)
Z/ = \/17752(2 - ﬁct) .

Man erkennt, dass die Gleichungen nur fiir 8 < 1 (v < ¢) giiltig sind. Die inverse Transformation erhélt
man durch die Vertauschung v < —v.
Spater werden wir ¢t durch zg und z durch z3 ersetzen.
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d) Folgerungen aus der Lorentz-Transformation
Zeitdilatation

Betrachte im Koordinatensystem (KS) S bei festem z ein Zeitintervall At mit den Endpunkten (ct, 2)
und (c(t + At), 2).
Messe nun dieses Zeitintervall in S’. Dort ist

1
At = ———=At > At]|. (IV.23)

V1-p?

Dieser Zusammenhang gilt auch umgekehrt, also fiir festes 2’ und ein Zeitintervall A¢’ in S’. Dann ist in

S

1
At = —=At > At (IV.24)

ViepE o

Die Ersetzung v — —v hat keinen Effekt. Dies ist in Ubereinstimmung mit dem Relativititsprinzip.

Ein wichtiges Beispiel sind Myonen, die iiber u~ — e~ +v, 47, zerfallen. Myonen werden durch kosmische
Strahlung in den dufseren Schichten der Erdatmosphére erzeugt und sind so hochenergetisch, dass sie mit
fast Lichtgeschwindigkeit auf die Erdoberfliche treffen. Die mittlere Lebensdauer der Myonen ist so kurz,
dass sie eigentlich die Erdoberfléiche nicht erreichen kénnen, selbst wenn sie sich mit ¢ bewegen. Aufgrund
der Zeitdilatation jedoch vergeht fiir die Myonen die Zeit langsamer, so dass sie den Erdboden erreichen
kénnen.

Lorentz-Kontraktion

Ein ruhender Mafstab mit den Enden (") und 2(? befinde sich im KS S. Im System S’ wird zur Zeit, ¢/
die Position der Stabenden angegeben. Diese sind bei (ct’, 2/(V) und (ct’, 2/).
Aus (IV.22) folgt durch Umkehrung der LT

se L (4 et (IV.25)

\/1— 32
und 1 1
Al=23 0= - (z’(2) — z’(l)) =———A/'. (IV.26)

Nz Ji-7

Damit beschreibt

Al' =+/1 - 32A1 < Al (IvV.27)

eine Langenkontraktion.

Minkowski-Diagramm

Die LT lassen sich in einem Minkowski-Diagramm veranschauli- ket
chen. In diesem Diagramm sind die z- und ct-Achsen des ruhenden
Systems S und die z’- und ct’-Achsen des dazu bewegten Systems
S’ eingezeichnet. Bei einem Boost klappen die Achsen symmetrisch
in Richtung der Diagonalen, die hier nach rechts oben verlduft.
Diese Diagonale entspricht der Ausbreitung von Lichtsignalen, die
im Ursprung O abgestrahlt werden. Die Diagonale wird daher als 0
lichtartig bezeichnet (s. u.). Das Gebiet links bzw. oberhalb der
Diagonalen wird zeitartig, das Gebiet rechts bzw. unterhalb der
Diagonalen raumartig genannt (s. u.).

Aufer den Koordinatenachsen und der Diagonalen sind zwei Hy-
perbeln eingezeichnet. Die obere Hyperbel gehorcht der Gleichung
t? — 22 = 1, die rechte Hyperbel entspricht c*t? — 22 = —1. 0 B A

Man spricht hier von FEinheitshyperbeln, da sie Einheitslangen und

-zeiten in allen Systemen im Minkowskidiagramm festlegen. Dies liegt daran, dass c¢?t?> — 22 eine Invariante
ist.

Mit den zusétzlich eingezeichneten Punkten lassen sich die Lorentz-Kontraktion und die Zeitdilatation
erkldren.

C
D

z
-

(i) Lorentz-Kontraktion: Die Strecke OA sei ein im System S ruhender Makstab der Linge ly. Seine
Endpunkte bewegen sich in der Raum-Zeit auf den Weltlinien ODC bzw. AA’. Ein Beobachter im
System S’ misst die Linge des hier bewegten Mafistabs zu fester Zeit ct’ = 0, dies entspricht den
Punkten O und A’ (beide Punkte erfiillen c¢t’ = 0). Damit ist dieser Stab kiirzer, als wenn er in
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S’ ruhen wiirde und die Endpunkte bei O und B’ hitte, denn die Einheitshyperbeln definieren die
Einheitsldnge in den verschiedenen Systemen.

Man {iberlege sich die Umkehrung: Ein Stab OB’, der in S’ ruht, besitzt die Weltlinien OC’D’ und
BB’. Fiir den Beobachter in S, der bei fester Zeit ¢t = 0 misst, erscheint der Stab nur von O nach
B und damit kiirzer als in seinem Ruhesystem.

(i) Zeitdilatation: Eine Uhr ruhe in S’ mit der Weltlinie OC’D’. Bei D’ hat die Uhr gerade eine
Einheitszeit hinter sich. Dagegen hat eine in S ruhende Uhr mit der Weltlinie ODC' bereits bei C
eine Einheitszeit hinter sich. Im System S vergeht daher die Zeit der bewegten Uhr langsamer als
die der ruhenden.

Auch dies kann man umgekehrt betrachten, man kommt dann wieder zum gleichen Ergebnis.

Der Winkel ¢ zwischen den gestrichenen und den ungestrichenen Achsen berechnet sich aus
v
tan g = — . (IV.28)
&

Systeme, die sich relativ zu S fast mit Lichtgeschwindigkeit bewegen, besitzen daher Koordinatenachsen
2" und ct’, die fast bis zur lichtartigen Diagonalen zusammengeklappt sind.
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e) Addition von Geschwindigkeiten
Additionstheorem

In diesem Abschnitt wollen wir uns auf den Fall ¢ || ¥ beschrinken.
Zwei aufeinander folgende LT lassen sich in z+ct-Koordinaten (hyperbolische Koordinaten) durch folgende
einfache Matrizenmultiplikation ausdriicken:

et @2 0 etP1 0 et (@1+¢2) 0
( 0 e““)( 0 e‘*‘“) :( 0 e—(r+e) | - (IV.29)

Die Winkel ¢ addieren sich daher. Aus den Additionstheoremen fiir hypertrigonometrische Funktionen
folgt

tanh @; + tanh @
ﬁ:%:tanh@ﬂanh(@w@g)— anhpy ftanhgs _ wijetvaje ) (IV.30)

~ 1+tanh@ tanh@y 14 vivp/c2 —

Setzt man z. B. eine der Geschwindigkeiten gleich der Lichtgeschwindigkeit, va = ¢, so ist die resultierende
Geschwindigkeit nicht grofer als ¢, egal wie v; gewéhlt ist.

1
v_u/etl (IV.31)
¢ 1l4wv/e

Zeitartig, lichtartig, raumartig
Man unterscheidet drei verschiedene Fille mit der Abkiirzung As? = (A(ct))? — (Az)%:
(i) As® > 0: zeitartig
(ii) As? = 0: lichtartig
(iii) As? < 0: raumartig

Der Fall (ii) entspricht einem Lichtstrahl. Die Félle (i) und (ii) erlauben eine kausale Verkniipfung von
Ereignissen. Mit (iii) werden Ereignisse beschrieben, die raumlich so weit voneinander getrennt sind, dass
das Licht in At nicht die Strecke Az zuriicklegen kann (daher keine ,Kausalitiat* moglich).
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2 Allgemeine Lorentz-Transformationen

a) Vektoren
Parameter der Lorentz-Transformationen

Wir gehen weiterhin aus von dem Zusammenhang

’cth _ 2 22 _ 2

. (IV.32)

Wir zerlegen den Ortsvektor & in einen zu ¢ parallelen und einen orthogonalen Anteil,

Das Transformationsverhalten der beiden Komponenten und der Zeit ist (— Ubung)

o JE’H—B&
1= i
¥ =7, (IV.34)
ct—g-f

ct!

V1i—v2/2

U bzw. 5 ist eine vektorwertige Grofie und entspricht damit drei Parametern.

Auch Drehungen, definiert durch #? = 7’2 und ¢ = ' haben drei Parameter, daher haben wir es insgesamt
mit sechs Parametern der LT zu tun®.

LT enthalten auch Raum-Zeit-Spiegelungen. Mehr dazu jedoch spéter.

4-Vektoren und Transformations-Matrizen

Wir wollen die Struktur der LT genauer untersuchen. Fasse 2° = ¢t und 2! bis 2% zu einem 4- Vektor z*
zusammen. 4 lduft von 0 bis 3.
(z") = (et, @) (IV.35)

LT sind linear und lassen sich als Matrix A schreiben,

w0

oder kurz ' = Az. In der Gleichung haben wir von der Einstein-Konvention Gebrauch gemacht: Sum-
miere {iber gleiche Indizes, wobei einer immer oben und einer immer unten stehen muss, d. h. A¥ ¥ =

Zi:o A* x,
Spezielle LT-Matrizen sind fiir einen Boost in z-Richtung

coshg —sinhg 0 O
)=~ Sigh@ Coi)h‘p ; 8 mit AT = A (IV.37)
0 0 0 1
und eine Drehung um die z-Achse
1 0 0 0
(A*) = 8 fifnfo :g; ‘; 8 mit AT =A"1. (IV.38)
0 0 0 1
Metrischer Tensor
Der metrische Tensor ist definiert als
10 0 0
(guv) = 8 _01 91 8 (IV.39)
0 0 0 1
Mit seiner Hilfe schreibt man
dx? = g, dat dz¥ = (dz°)? — di®  bzw. 22 = gata” . (TV.40)

Mit einem verallgemeinerten metrischen Tensor (Metrik) lassen sich auch gekriimmte Raume beschreiben
(— Allgemeine Relativititstheorie).
Die mit (IV.39) definierte Metrik heifit auch Minkowski- Metrik.

1Es sind sogar zehn Parameter, wenn man Translationen in Raum und Zeit zulisst. Dies ergibt die Gruppe der soge-
nannten Poincaré- Transformationen.
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Kontravariante und kovariante Vektoren, Skalarprodukt

xt ist ein kontravarianter Vektor, x, = g,.,x" ein kovarianter Vektor. Man sagt, dass sein Index mit der
Metrik gesenkt wurde. Das Skalarprodukt lautet dann

2% = e, = guatc|. (Iv.41)

Es ist nicht mehr positiv definit, denn

(a-b) =a"b, =a,bF = a®° — G- b (TV.42)
wird negativ, wenn @ - b > a®t’.
Das Skalarprodukt zweier Vektoren ist invariant unter LT, denn

(a-b) == ((a+b)*—a®—b%) (IV.43)

N =

lasst sich als Linearkombination von Invarianten schreiben.

Erinnerung: Drehungen

Drehungen erfiillen #2 = 2'2. Sie werden beschrieben durch z/* = D"k:v’c Wir schreiben #2 = 2%6;,2% und
2% =250 = Dilxldikamxm . (IvV.44)

Ein Vergleich fiihrt auf _
Sim = D403 D", = (D). D, , (IV.45)

denn D?, = (DT),".
In Kurzschreibweise gilt

(IV..46)

oder (DT)~1 = D.

Ubertragung auf Lorentz-Transformationen
Ganz 8hnlich sieht es bei LT aus. Mit z 2" = x#g,, z" gilt
what = aga’ = N at g N, . (IvV.47)

Der Vergleich liefert
Do = Nygu A, = (AT)AHQWAVU (IV.48)

. (IV..49)

Die Minkowski-Metrik erfiillt g> = 1, g~! = g. Damit rechnet man nach, dass (AT)~! = gAg gilt.

oder kurz
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b) Gradient
Transformationsverhalten der Ableitungen
Wir betrachten die Ableitung
0 oz¥ 0 oz¥ 0

_ PPN N
ox't ~ ox'm dxv  Ox'm Dz (A7) )“ oxv’

da

¥ = (Afl)uux/,u _— o — (Afl)vu — ((Afl)T)M

und halten fest:

Wir kennen das Transformationsverhalten von a:;:

v

.Z‘; _ g/L)\I/)\ _ g/l’)\A/\UIU — g'“/)\A)\UganV — (Afl)T) T, .

m

Dabei haben wir die inverse Metrik (g7 1)y, mit g,, abgekiirzt.

Wir finden, dass % wie z,, transformiert. % ist ein kovarianter Vektor.

Bemerkung

(IV.50)

(IV.51)

(IV.52)

(IV.53)

In gekriimmten Riumen haben wir nur in der Tangentialebene lineare Transformationen, z* hat dort
keine Bedeutung als Vektor (wie ¢ und ¢ auf der Kugeloberfliche). Aber d% ist immer noch ein im
Tangentialraum definierter Vektor und ist daher die fundamentale Grofe (— Differentialgeometrie).

Kontravariante und kovariante Vektoren, inneres Produkt

Wir nennen dann A® einen kontravarianten Vektor, falls

8.%,/0(
o B _ AN« B
A = 927 A7 = A%GA
erfiillt ist.
B, ist dann ein kovarianter Vektor, falls
oxP _1\T\ B
Bloc = ax/aBﬁ = ((A 1) )a Bg

erfiillt ist.
Das innere Produkt (auch ,Kontraktion oder ,Verjlingung* zweier Vektoren ist

B-A=B,A%.

Es ist invariant unter LT.

Der 9,-Operator

Definiere den 4-Gradienten als

0 0 = 0 0 -
= — = — - = = =
Ou D <81:0 , V) und 0 Jz, (83@0’ V> .

Der D’Alembert-Operator
82
= H = ——
O=0"0, 5(0)? A

ist ebenfalls eine Lorentz-invariante Groke (Wellenoperator).

(IV.54)

(IV.55)

(IV.56)

(IV.57)

(IV.58)

Friiher haben wir Losungen der Wellengleichung betrachtet und eine Beziehung zwischen den kartesischen

Koordinaten (ct, z,y, z) und (ct’,2’,y’, 2’) gewonnen.

Besser ist es, eine Beziehung zwischen differenziellen Grofsen zu untersuchen. Hier ist die Invarianz des

d’Alembert-Operators O sehr niitzlich.
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Bemerkung

Bisher haben wir verallgemeinerte kartesische Koordinaten z* verwendet. Betrachte den abstrakten

Raum-Zeit-Vektor
T =a"e,

in der vierdimensionalen Basis {é,}. Unter Einfithrung einer Koordinatentransformation gilt

und

€, transformiert also kovariant.
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c¢) Klassifikation der Lorentz-Transformationen
Lorentz-Gruppe

In den LT enthalten sind Boosts, Drehungen und diskrete Transformationen (Raum-Zeit-Spiegelungen).
Zeit- und Raumspiegelungen werden jeweils durch die Lorentz-Matrizen

-1 0 0 O 1 0 0 0

. o 100 s o =1 0 o

A= 0 01 0 und A° = 0 0 -1 o0 (IV.63)
0 0 0 1 0 O 0 -1

dargestellt.

Das Hintereinanderausfithren von den elementaren LT fiihrt auf die Lorentzgruppe. In ihr sind alle Trans-
formationen enthalten, die sich durch sukzessives Anwenden von Boosts, Drehungen und Spiegelungen
erzeugen lassen.

Eigentliche und uneigentliche Lorentz-Transformationen

Ausgehend von ATgA = g (T steht hier wieder fiir Transponierte) und dem Determinantensatz findet
man

det (ATgA) = det AT det gdet A = (det A)*det g = det g. (Iv.64)

Fiir die Determinante der Lorentz-Matrizen gilt daher
det A =+1. (IV.65)

LT mit +1 nennt man eigentliche LT und solche mit —1 uneigentliche LT.
Raum- und Zeitspiegelungen gehéren damit zu den uneigentlichen LT, denn det A% = —1.

Orthochrone Lorentz-Transformationen

Man unterscheidet LT weiterhin nach dem 0
Wert des 00-Elements der Matrix. Transfor-
mationen mit A% > 0 sind orthochrone LT.
Produkte von orthochronen LT sind wieder N /
orthochron. A wird daher ausgeschlossen. Die
eigentlichen orthochronen LT bilden eine Un- N Z
tergruppe und schlieken stetig an die Identitét
1 an. N\ 7

Eigentliche orthochrone LT transformieren \ A

den ,Vorwiartslichtkegel“ und ,Riickwértslicht- N x
kegel“ in sich (— Kausalitét). 1<
Der Vorwiértslichtkegel ist definiert durch 4 N

z° > 0 (oberhalb der z'-Achse) und z*z, = / N

2t? — 72 > 0. Er ist in der nebenstehenden 4 N

Abbildung dunkelgrau unterlegt. Alle Raum- 7 \
Zeit-Punkte, die in ihm enthalten sind, sind P N
zeitartig gegeniiber dem Ursprung (zeitartig 7/ N
heiRt 22 > 0). y N
Im Gegensatz dazu wird der Riickwértslicht-
kegel durch 2° < 0 und rhx, = A2 -2 >0
beschrieben. Er ist hellgrau markiert. Auch
hier sind alle Raum-Zeit-Punkte zeitartig. Abbildung 1V.2: Lichtkegel, Erkldrungen im Text
Die gestrichelten Linien beschreiben den licht-

artigen Bereich im Minkowski-Diagramm. Licht, das im Ursprung emittiert wird, bewegt sich auf diesen
Bahnen. lichtartige Grofen z# erfiillen z#z,, = 0. Auch die lichtartigen Bereiche werden durch eigentliche
orthochrone LT in sich transformiert.

Die tibrigen, weifen Bereiche sind alle Raum-Zeit-Punkte, die kausal mit dem Ursprung nicht im Zusam-
menhang stehen. Sie heiffen raumartig und erfiillen z*x, < 0.

Infinitesimale eigentliche orthochrone Lorentz-Transformationen

Betrachte Drehungen um die z-Achse in erster Ordnung im Drehwinkel:

[ cosdp  sindp\ 1 dp\ o o (i(—i)es. bp
D, = (— sin d¢ cos&p) -~ (—530 1) (8. + 1 1)63"5(’0)j’f - (6 )jk ’ (IV-66)
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Wir kiirzen I](g) = (—i)es;r ab und nennen diese GroRen die infinitesimalen Erzeugenden. Ganz dhnlich
findet man 7™ und I® bei Drehungen um die z- und y-Achse.

Weiterhin schreiben wir M](,‘j) = i(—1)ezjk-

Einen Boost in z-Richtung (symmetrische Matrix) stellen wir dar als

_ ( coshdp —sinhdp) (1 dp) (3) 5~
AB(—sinh(Sgo coshégo)N((S(p 1 *(5».+N.. 5¢)jk. (IV.67)

Die drei Matrizen M bilden eine ,Lie-Algebra®,

[MU),M(’”} = ;MO (IV.68)
wogegen die drei Matrizen N die Relation

[N(j)7N(’“)] = —¢juN® (IV.69)

erfilllen. Untereinander gilt
{Mm’ NW} = euN® | (IV.70)

wobei [a, b] = ab — ba der Kommutator von a und b ist.
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d) Klassifikation von Feldern nach ihrem Transformationsverhalten unter
Lorentz-Transformationen

Skalarfeld

Ein Skalarfeld hat die Form ¢(x) im System S und ¢'(2’) in S, wobei 2’ = Az. Beide Ausdriicke miissen
iibereinstimmen,

o(z) = ¢'(z") (IV.71)
oder
é(z) = &' (Az) . (IV.72)

Wir unterscheiden den passiven Standpunkt (betrachte gleiches Feld in verschiedenen Systemen) vom
aktiven Standpunkt (booste den Versuchstisch).

Vektorfeld
Fiir kontravariante Felder gilt
) m
APy = aﬁ» A" (x) (IV.73)
mit %“;/5 = A", und ebenfalls 2’ = Az. Analog gilt fiir kovariante Felder

ozx”
oI
Bp,(x ) - al‘l""By(x) ) (IV74)
wobei g%,: = ((A‘l)T):.
Es gilt
AP =gt Al usw. (IV.75)
Tensorfeld
Ein Tensorfeld n-ter Stufe transformiert gemaf
TRt (') = ABL AR TV () (IV.76)

Die Indizes transformieren komponentenweise so wie bei den Vektoren, man iiberlege sich daher die
Transformation fiir kovariante und gemischte Tensoren.

Aus Vektoren und Tensoren lassen sich neue (ebenfalls Lorentz-kovariante) Vektoren und Tensoren ge-
winnen, indem man mit g, oder €,,.x kontrahiert (spater dazu mehr).
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3 Lorentz-Kovarianz der Maxwellschen Gleichungen

a) Gleichungen fiir Potentiale
4-Strom

Anstatt die Maxwellschen Gleichungen zu betrachten, untersucht man besser die Potentialgleichungen, da
dieses Vorgehen einfacher ist. Wir wissen, dass O = 0,0" Lorentz-invariant ist (also bei Transformationen
x— ).

Definiere aus p(z) und j(z) den 4-Strom

7 (@) = (en(a), @) |. (Iv.77)
Dann lautet die Kontinuitétsgleichung
1 10 = -
0" () =~ ep(a) + ¥ () = 0. (IV.78)

Sie ist invariant, wenn j* ein 4-Vektor ist, d. h.

J*(2") = A" ¥ (x) mit 2’ =Azx. (IV.79)

Invarianz der Ladung

Die Ladungsdichte transformiert geméfs
p'(@') =p(x) , (IV.80)

wenn p in S ruht (fiir 7 = 0). Das Volumen erfiillt wegen der Lorentz-Kontraktion

&r' =y, (IV.81)
so dass die Ladung p’ d32’ = pd3x invariant ist.
4-Potential
Definiere
() = (9lx), Ax)) (IV.82)
und schreibe damit
4
A (z) = % ()] (IV.83)
Diese Gleichung ist konsistent mit der invarianten Lorentz-Eichung
0, A (x) =0 (TV.84)
bzw.
L0 )+ % Aw) =0 (IV.85)
G z)=0. .
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b) Feldstirketensor
Definition des Feldstirketensors

Die elektromagnetischen Felder erhilt man durch Differentiation der Potentiale,

E(z) = —Vo(z) — %%E(I) ) (IV.86)

B(z) =V x A(z) .

Sie sind Kompositionen von zwei 4-Vektoren, 0* und A”. Wir haben es mit sechs Objekten zu tun. Daher
definieren wir den antisymmetrischen Feldstirketensor zweiter Stufe

P () = 0" A¥ (z) — 0¥ AV () |. (IV.87)

Ein antisymmetrischer 4-Tensor zweiter Stufe besitzt sechs unabhéngige Eintrige, die Diagonalelemente
sind alle Null.

Die elektrischen und magnetischen Feldkomponenten berechnen sich aus dem Tensor auf folgende Art
und Weise:

Ei(x) = F2) = 0'A%(z) — 0° Al (z) = —0;p(x) — O°A¥(x) ,

Bi(z) = =3¢, Fi*(2) . (IV.88)

In der 3-Schreibweise (lateinische Indizes) unterscheidet man bei der Summation nicht zwischen oberen
und unteren Indizes, d. h. a;b; = a’b; = >, a;b;.
In Komponenten schreibt man den Feldstirketensor als

-E, —-E, —-FE,

0
E, 0 -B. B,

(FP) = (IV.89)

E, B, 0 —-B.
E, -B, B, 0
Transformationsverhalten
Wir schreiben
F'' (') = AN, FPO () = A”pr"(AT)U” . (IV.90)
Der letzte Ausdruck rechts gibt die Matrixschreibweise (kurz auch F’ = AFAT) an.
Eine Eichtransformation A, — A, + 0,x lésst F'*” invariant.
Fiir die verschiedenen Eintrige des Feldstirketensors folgt
F’Oi(ZL") = A0 Az'VF/ux(l.) ,
ko » (IV.91)
F%(2") = N AR P ()
Zur Auswertung verwende die Boost-Transformation in z-Richtung
¥y By 00
| -8By v 00 . _v _ 1
A= 0 0 1 0 mit G = - und v = 7\/@ . (Iv.92)
0 0 01

Wertet man dies komponentenweise aus, gelangt man zu dem Ergebnis (fiir einen Boost in z-Richtung)
B, =E;,
Egl/ = ’Y(Ey - pBB.),
E, =~(E. +3By),
B, = B.
By, =~(By + (E.) ,
B, =~(B, - BE,) .

(IV.93)

Die Felder E und B mischen: Startet man mit einem reinen E-Feld im System .S, so gibt es auch ein B’
in S’. Das Gleiche gilt fiir den umgekehrten Fall.
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c) Die Maxwellschen Gleichungen in 4-Form
Inhomogene Gleichungen

Die inhomogenen Maxwellschen Gleichungen

I (IV.94)
V x B(zx) —

fithren zu folgender Uberlegung: Eund B gehoren zu einem Tensor zweiter Stufe. V und % gehoren genau
wie j und p zu einem Vektor. Wir haben daher nicht viele Moglichkeiten fiir eine kovariante Gleichung.
Die einfachste Moglichkeit entspricht schon dem tatsdchlichen Fall. Die Gleichung

4
0, P (z) = %j”(:z:) (IV.95)
lasst sich leicht nachpriifen. Betrachte dazu
.o 1 1 y
(V x B)i = €ijkd; By = —gen0jeuyn b = =5 (9, F7 = 0;F7') = 0;F" (Iv.96)
denn F¥ = —F7Jt,
Homogene Gleichungen
Fiir die homogenen Maxwellschen Gleichungen
V-B(z)=0,
S o 10 = (IV.97)
E -—B(z)=0
V X (a:)—i—cat (z)
nutzt man die zweite Moglichkeit,
| Cuped” F7 () = 0. (IV.98)

Hierbei ist €,,00 der total antisymmetrische Tensor vierter Stufe

Total antisymmetrische Tensoren

Aus der Mechanik ist schon die Grofe €;;; bekannt. €;;,a:b;c ist die Determinante von (d, 5, &) (Spatpro-
dukt). Sie gibt das von diesen Vektoren aufgespannte Volumen in drei Dimensionen an und ist eine unter
Drehungen invariante Grofe. Dies ist anschaulich klar, denn das Volumen ist in jedem Koordinatensystem
gleich. Sei D eine Drehmatrix, dann gilt

det (Da’, Db, DE) = det (D(d’, 5,5)) = det D - det (a, b, 5) = det (a’, b, 5) : (IV.99)

denn det D = 1. Hier ist (a, 57 @) als Matrix mit den Spalten @, b und & zu verstehen.

Ganz shnlich sieht die Geschichte in vier Dimensionen aus. Hier ist €,,,, der invariante Tensor vierter
Stufe. So ist €, ,5a"b"c’d? die Determinante der Matrix (a, b, ¢, d).

Die Determinante transformiert geméfs

det (Aa, Ab, Ac, Ad) = det (A(a,b,c,d)) = det A - det(a, b, ¢, d) = det(a, b, c,d) (IV.100)

fiir eigentliche LT mit det A = 1. Daher gilt

AP N7 NP N7, 0o = 0P| (IV.101)

denn statt a#b”c’d’ kann man die Grofse T#"P? verwenden, deren einzelne Komponenten wie Vektoren
transformieren. Allerdings ist

Euupzr Wi VU _pp OO0

!
=979 99 €uvps = —€uvpo - (IV102)

Bei der Kontraktion von drei Indizes bleibt ein Vektor iibrig, genau wie im dreidimensionalen Raum
€;1a’b? ein Vektor (Kreuzprodukt) ist.
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Dualer Tensor

Die obige Gleichung ,,e0F = (¢ lasst sich auch mit dem dualen Tensor

1
Fav — ieuw)appg (IV.103)

ausdriicken. F*¥ erhilt man durch den Ubergang E — Bund B — —E aus F*, d. h.

0 -B, —B, —B.
R B, 0 E, -E,

ury
(B = B B 0 B (IV.104)
B, E, -E, 0
Die homogenen Gleichungen lauten dann sehr kurz
D FM (x)=0|. (IV.105)

Sie lassen sich noch in anderer Form schreiben, wenn man den antisymmetrischen Tensor auswertet:
O°FW + OHFY? + 9"F7F =0 fir o,p,v e {0,1,2,3}. (IV.106)

Man nennt diese Form der homogenen Gleichungen auch Bianchi-Identitdt. Fiir lauter gleiche Indizes ist
sie identisch erfiillt. Multipliziert man sie mit €,,,,, und summiert {iber o, u und v, so gelangt man wieder
zu der Gleichung (IV.98).
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d) Der Energie-Impuls-Tensor des elektromagnetischen Feldes
Kraftdichte
Die Kraftdichte auf eine Ladungs- und Stromverteilung ist

flz) = p(a)E(x) + E}(x) x B(z) . (IV.107)
Diese Gleichung kann man in kovarianter Form als

Fi(w) = S (@)ju(0) (1V.108)

notieren. Als Konsequenz gibt es eine Mischung zwischen Coulomb- und Lorentz-Kraft bei Transforma-
tionen. Erginzt man die Gleichung noch durch
1 o 1 . 1 .. 1 . .
f'=-F%j, = —~FE'j; = —E'j' = “E'p" , (IV.109)
c c c c

was dem %—fachen der Leistungsdichte entspricht, so findet man die 4-Kraftdichte

() = %F““(m)jy(m) . (IV.110)

Energie-Impuls-Tensor
Benutze nun fiir j, die Maxwellsche Gleichung 0*F,,, = 47” Ju:

1 v
= —FMorF,, =

g O°(F*F,,) — F,,0°F") . (IV.111)

1
ol

Nutze die Antisymmetrie des Feldstirketensors und die homogenen Maxwellschen Gleichungen,

1 1
F, 0°Ft = B (Fp, O’ FM — F,, 0" F'P) = —§Fpl,(’)“F”" , (IV.112)
dann folgt
= la,mrey — towr, pory| = Lo, (prpe — Lgop pev (IV.113)
4 |77 o4 - 477 Y4 o
und daher
(@) = —0,T" (x) | (IV.114)

mit dem FEnergie-Impuls-Tensor des elektromagnetischen Feldes

1 1
THe = —— (FWF(; - 4gWFp,FPV> . (IV.115)

Er ist symmetrisch in (u, o).

Komponenten

Die Komponenten des Energie-Impuls-Tensors sind die Energiedichte

1 /ey =
T = — (E2 + B2) —u, (IV.116)

8

der Poynting-Vektor

1 . o 1 .
T% = — (E x B) — g (IV.117)
47 i c
und der Spannungstensor
i 1 i i ipj 1 72 B2
T = -— EEJ+BBJ—§5M-(E +B) . (IV.118)
7r
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Energiesatz

Die 0-Komponente der Kraftgleichung lautet

1. = . 10 1- =
== - E=-0,F" = -9,T" - 9,7 = —~—u—-V-S. (IV.119)
c c Ot c
Der erste Term ganz rechts beschreibt die zeitliche Anderung der Energiedichte, der zweite Term die
Divergenz des Energieflusses. Die 0-Komponente ist also das %—fache der Leistungsdichte (Arbeit pro Zeit
am Strom, s. o.). Wir haben den Energiesalz wiedergefunden.

10 1= =
O _ —_——— _—— .
f(z) = - atu(a:) CV S(x) (IV.120)
Impulssatz
Ausgehend von den rdumlichen Komponenten von f#,
fi=—-0,T" = —9,T" — 0,1 | (IV.121)
kommen wir zum Impulssatz:
9 (1. i 9.7

Auf der linken Seite steht die zeitliche Anderung der Impulsdichte des elektromagnetischen Feldes, rechts
stehen die Kraft (zeitliche Anderung des Impulses) auf Ladung und Stromdichte und der Gradient des
Spannungstensors (Impulsflussdichte).
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e) Kovarianz bei der Fourier-Transformation
4-Wellenvektor
Die Phase

i(wt—k-T ik oM
ez(wt k-Z) _ ezkuzzz

ist eine Invariante, wenn man den 4- Wellenvektor

einfithrt. Es gilt

Fir Licht im Vakuum ist

c2

w und die Frequenz v sind iiber w = 27v miteinander verkniipft.

Transformationsverhalten

Bei einem Boost in Richtung @ transformiert v (d. h. k*) entsprechend

B

ViI-5%

Die Elimination von n/, liefert

1- 6”:1: .

Bilde dazu den Quotienten
Uny, _ pAn

v _"/”_1+/3n;'

Die Transformation zuriick entspricht der Vertauschung § — —/ und damit

n;:;ﬁ_'_nx .
175”.@

Es folgt die Behauptung.

Doppler-Effekt

<~ k'k,=0.

(IV.123)

(IV.124)

(IV.125)

(IV.126)

(IV.127)

(IV.128)

(IV.129)

(IV.130)

Man unterscheidet in der Relativitétstheorie den transversalen und den longitudinalen Doppler-Effekt.

(i) Der longitudinale entspricht 7 || ¥ (hier vy):

V:V/(liﬁ—l—O(BQ)) .

(IV.131)

In erster Ordnung entspricht er dem schon bekannten Doppler-Effekt der klassischen Wellentheorie.

(ii) Beim transversalen Doppler-Effekt, 7 L ¥ gilt

v=v\1-32~1v (1 — 252 —&—(9(54)) .

(IV.132)

Die erste Ordnung verschwindet, daher ist er fiir kleine Geschwindigkeiten kaum zu beobachten.
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Aberration

Betrachte einen Fixstern (bildet System S’), der Licht zur Erde sendet (entlang der y-Achse). Die Erde
bilde das System S. Fiir 71’ gilt nj, = 0, n;, = 1 und n, = 0. Dann ist, wenn sich die Erde in z-Richtung
bewegt:

_ BHn, 5
Ny = 1 ""B"%g =P,
n! \/1— (32
Y = /11— 32 IV.133
n.\/1— (2
n,=————=90
1+ fn/,
Der Stern verandert seine scheinbare Position damit um
tana = -2 = _r_ = sina=0. (IV.134)

ny /11— (2

Fiir 8 = 0 erscheint der Stern im Zenit. Je grofer jedoch § wird, desto weiter riickt der Stern scheinbar
in Bewegungsrichtung der Erde. Ein anschauliches Beispiel ist eine Person, die mit Regenschirm durch
Regen lauft, der senkrecht zu Boden fillt. Bewegt sich die Person nicht, hilt sie am besten den Schirm
senkrecht. Lauft sie dagegen in eine Richtung, wird der Schirm umso weiter nach vorne geneigt, desto
schneller man l&uft.
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4 Kopplung eines geladenen skalaren Feldes

Klein-Gordon-Gleichung
Ein skalares Feld erfiillt die Klein-Gordon-Gleichung

1 0? m? m?
Die Konstante A wird spéiter im Rahmen der Quantenmechanik erklart. m ist die ,Masse” des Feldes. ¢
sei komplex, dann ist mit ¢ auch e’®¢ eine Losung, d. h. wir haben eine ,,U(1)-Invarianz”.
Wir wollen nun « als eine Funktion von « nehmen, d. h. & = a(z). Dann muss die Ableitung 9, durch
die kovariante Ableitung

| Dy =9, —iA,| (IV.136)

ersetzt werden. Hier muss auch A,, transformiert werden. Die Gleichungen der U(1)-Eichtransformation
lauten

$(x) — e @e(x)

(IV.137)
Aule) = Ay (@) + da(a) |

Wir rechnen nun nach, dass durch die modifizierte Ableitung D,,¢ tatséchlich richtig transformiert:
Dyb(x) — [0, — i(Au() + Bualw))] €@ (a) = @)D, g(x) (IV.138)

Bemerkung

Oft schreibt man statt o das Produkt ea mit der Kopplung e, dann ist D, = 0,, — ieA,,.

Klein-Gordon-Gleichung fiir geladenes Feld
Wir schreiben die Klein-Gordon-Gleichung als

m2
(DHD“ + hQ) d(x)=0. (IV.139)

Der Kommutator zweier Grofsen ist definiert als
[a,b] :==ab—ba . (IV.140)

Fiir normale Zahlen (d. h. €) verschwindet er. Dies sieht anders aus, wenn man den Kommutator von
Operatoren oder Matrizen betrachtet. Ableitungsoperatoren wirken auf alles, was rechts von ihnen steht,
daher ist

[D,, D] = (8, — iA,)(D, — iA,) — (D) — iA,) (D, — iA,) = —i(duA, — D,A,) = —iF,, ,  (IV.141)

wenn wir mit A, das Vektorpotential und mit F},, den Feldstirketensor meinen. An dieser Stelle spricht
man auch vom Krimmungstensor.

Bemerkung

F,, ist eine eichinvariante Grofe, d. h. unter Transformationen A4, — A, + J,«. Die Maxwellschen
Gleichungen, relativistisch kovariant formuliert wie besprochen, sind dann die einzig mdglichen kovarian-
ten und linearen Gleichungen fiir F},,. Allerdings kénnte es noch Quellen fiir E wv geben, die homogenen
Gleichungen wéren dann nicht mehr homogen.
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5 Relativistische Punktmechanik

a) Energie und Impuls
Integration der Dichten

f ist die Kraftdichte, f° die Leistungsdichte auf die Strom- und Ladungsverteilung mit massiven La-
dungstragern durch das elektromagnetische Feld.
Integriere iiber das Raumzeit-Volumen,

/;2 dt/vd?’x fOz) = —A—CE )
/tjzdt/‘/dgwf(x) =—

Wir haben Oberflichenterme vernachléssigt. Verschwindet der Fluss durch den Rand von V nicht, so
muss dieser beriicksichtigt werden.

Mit (AE/c, Aﬁ) bezeichnen wir die Energie- und Impulséinderung des elektromagnetischen Feldes.
(AEpecn/c, Aﬁmech) = —(AE/c, Aﬁ) ist die Energie- und Impulsinderung der massiven Ladungstriager
(z. B. Elektronen). Gesamtenergie und -impuls bleiben erhalten.

(IV.142)

Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes

Wir gehen aus von
d*z f* = | d*x0,T" = da,TH . (IV.143)
Vu Vi OVy

Im zweiten Schritt wurde der Gaufische Satz in vier Dimensionen benutzt. da, symbolisiert das dreidimen-
sionale Oberflachenstiick. Wir vernachléssigen wieder einen Fluss durch die Seitenteile des 4-Volumens
(Zylinder).
day lasst sich als das 3-Volumen zur festen Zeit ¢; wihlen, d. h. da, = (1,0,0,0) steht senkrecht auf
dem raumlichen Volumen und ist parallel zur Zeit-Achse. Man iiberlege sich einen analogen Fall in drei
Dimensionen.
Somit wird

d'z f* = / A3z T (ty, 7 / d*x T (t1, %) . (IV.144)

Vi

Wir betrachten das Volumen V zwischen den jeweils festen Zeiten t; und to.
1 =0 gibt die Energiedifferenz geteilt durch ¢, p = i die Impulsdifferenz. Dies stimmt mit dem Energie-
und Impulssatz {iberein, den wir weiter oben gefunden hatten, denn fiir infinitesimale t5 — 7 ist

d d
— | Bz f* = —/d%TO“ t,7) = —P, , IV.145
/ & [Earen = 5, (1V.145)

wobel wir P, = (E/c, P) eingefiihrt haben.

Invarianz des Volumenelements

Das Volumenelement d*z ist Lorentz-invariant, denn

‘ d*z = |A|d*z = d*z . (IV.146)

Aus der Invarianz von d*z folgt, dass P* ein 4-Vektor ist.

Pt = (E,ﬁ> (IV.147)
C

Der gesamte Formalismus einschlieflich des mechanischen Systems sollte relativistisch sein.

Kraft und Leistung

Die wirkende Kraft ist .
H deech dPem

d flz = (IV.148)
und die Leistung
dEmech dE,
L= / Br fO(r) = 2 — (IV.149)
v dt dt
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Da die Kraft F und die Leistung L zusammen keinen 4-Vektor bilden (denn d®z ist nicht invariant), ist
auch % kein 4-Vektor. Man findet allerdings, dass % ein 4-Vektor ist. 7 ist die Eigenzeit des Systems,
in dem der Koérper ruht.

Fiir mit v gegeneinander bewegte Systeme gilt

dt =~dr, (IV.150)
wobei v die iibliche Bedeutung hat.
Aquivalenz von Masse und Energie
Wir machen den Ansatz Lt ot
Plecn = Mo~—7— = mou’" =ymo——, (IV.151)

denn wir mochten eine kovariante Gleichung erhalten. u* = (¢, ¥) ist die 4-Geschwindigkeit. In Kompo-
nenten geschrieben gilt daher

—

Pme('h = W’moff s
(IV.152)

: _ dt _ dz®
wobei ymoc = mocgr = mo =

my ist die Ruhemasse des Teilches. Sie ist eine invariante Grobe, d. h. sie ist in allen Systemen gleich.
Oft schreibt man
m=ymg, (IV.153)

was keine Invariante mehr ist. In dieser Schreibweise gilt die beriihmte Gleichung

E=mc?|. (IV.154)

Zum nicht-relativistischen Grenzfall gelangt man, indem man  nach v? entwickelt:

2
FErmech = YMo¢® = moc? (1 + %% + (9(1}4)> = moc® + %movz +... (IV.155)
Der erste Term auf der rechten Seite ist die Ruheenergie eines Teilchens, welche in der nicht-relativistischen
Theorie nicht aufgetaucht ist. Der zweite Ausdruck ist die bekannte kinetische Energie aus der klassischen
Mechanik.
Wir haben die Aquivalenz von Masse und Energie gefunden! Dies hat spektakuliire Folgen (— Experimen-
talphysik), z. B. konnen Teilchen und Antiteilchen sich gegenseitig zerstrahlen, ete™ — v (7 bezeichnet
hier ein Photon, bzw. v-Quant).

Zusammenfassend lisst sich )

E _,
PIP, = — — P? = miuru, = mic? (IV.156)
c

schreiben. Die iibliche Form der Gleichung lautet

E? =mict + 2P?. (IV.157)

Dies ist der Energiesatz der relativistischen Mechanik.

135



b) Modifizierte Newtonsche Gleichungen
Minkowski-Kraft

Die Kraft auf eine Masse ist

- dP _d dz

Die Minkowski-Kraft ergibt sich durch zusétzliche Multiplikation mit ~:

APt

Fl =my——= .
M dr?

(IV.159)

Sie ist ebenfalls ein 4-Vektor. Um die Gleichung kovariant zu machen, haben wir Fy; hinzugefiigt.
Im Ruhesystem (7 = 0) der Ladungsverteilung gilt

F_:M = ddl’ ]F,
(IV.160)
F) =0,
denn dort ist f* = (j - E, pE) = (0, pE).
Transformationsverhalten
Bei einem Boost in ¥-Richtung (z-Richtung) gilt
fO =811,
fr=nf
o (IV.161)
f/3 — f3 .
Mit vy d32’ = d®z folgt
Rj =y d®c' f° = d*zyBf! =vB8Fy ,
F/l — ,dexlf/l — 7d3aﬁf1 — ’)/Fl ,
M M (IV.162)

Fl=~d32 fP=d’z > =F% ,
F3=~d3 [ =d3z f3 = FJ .
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c) Energie-Impuls-Tensor eines bewegten Elektrons
Energie-Impuls-Tensor
Im Ruhesystem S des Elektrons gibt es nur ein reines elektrisches Feld E (7), daher

o L
8 ’

T =0, (IV.163)

g 1 1
T = — — <EZEJ — 5”E2) )
4 2

Energiedichte und Impuls

Im elektromagnetischen Feld des in z-Richtung bewegten Elektrons gespeicherte Energie und Impuls sind
im System S’

u/ _ /d3x/T’OO,

pl— 1/d3x’ 7701 (IV.164)
C )
P23 =0.
T'# erhalten wir durch eine LT:
TOO 2T11
7700 — AOVAO#TI/;L — 2700 4 g2 2l 1“;562 7
. (IV.165)
01 _ A0 AL wr — A2 G700 9 a1 BT +T)
T - v p.T =7 ﬁT + Y 6T - 1— 62
und somit
62
R i o
— g2
N 1 15 . . (IV.166)
n_2_1 v
3/1—p32c?
mit

/ BT =u. (IV.167)

Gleichung (IV.166) ist jedoch nicht das korrekte Ergebnis! Man sieht, dass u und P nicht wie ein 4-Vektor
transformieren. Eine Modifikation ist daher erforderlich!

Korrekte Behandlung
Man muss zusétzlich Krifte f’ beriicksichtigen, die die elektromagnetische Ladung zusammenhalten,
fitrfi=0 (IV.168)
in S, wobei X .
fr=0,1" (IV.169)

mit 79 =0 (kein Energiefluss). Dies bedeutet, dass im Ruhesystem S das Elektron kréaftefrei ist, da es
nicht aufgrund der elektrostatischen AbstoRung zerrissen wird.
Insgesamt gilt

9, (T”J’ + TJ) =0 = /d% (T”’ + TJ) ~0. (IV.170)
Im letzten Schritt haben wir den Satz von Gaufs verwendet unter der Annahme, dass das Feld stark genug

abfillt (keine Randterme).
Betrachte folgenden Ausdruck:

0= / e div (2;d(7)) = / & ay (7) + / Bz, diva() (IV.171)
=0

fiir hinreichend schnell abfallendes d(7), d. h. d@(¥) — 0 fir |¥] — oo, mit der weiteren Eigenschaft
diva(r) = 0.

Nun ersetzen wir @(7) durch 7% (7) 4+ 7% (7). Obwohl wir statt einer vektorwertigen Gréfe einen Tensor
machen, bleiben die obigen Uberlegungen giiltig.
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Wir gelangen so mit (IV.170) zu

m02

r_ 1 3 00 | 00\ _
u—m/da@(T +T ) Wa P

Pl = %716 - /d% (79 +7) = 71”1@&2 .

mit ug = mc?, wobei ug die Energiedichte im Ruhesystem S darstellt.
Die Gréfe (u, P1, P1) transformiert also wie ein 4-Vektor zu (v/, P’t, P't) mit P+ = P'*+ = 0.
Man priift schnell nach, dass
u? = m?c* + 2P (IV.173)

erfiillt ist. Diese Gleichung gilt entsprechend auch ohne den Strich, d. h. im System S.
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6 Lagrange-Formalismus

a) Mechanische Teilchen
Wirkung und Euler-Lagrange-Gleichung
Die Wirkung S eines Systems ist das Zeitintegral iiber die Lagrange-Funktion L(t),

s/ttzdtL(f(t),a(t),t) mit m):%}). (IV.174)

Die Bewegungsgleichungen fiir das System (hier ein mechanisches Teilchen) erhilt man aus der Forderung,

dass die Variation der Wirkung verschwindet,
: (IV.175)

Dies ist dquivalent zu der FEuler-Lagrange-Gleichung

d OL OL
wobei oL
pi = i, (IV.177)

der kanonische Impuls ist.

Diese Formulierung ist nicht manifest Lorentz-invariant. Die Wirkung S sollte in allen Inertialsystemen
gleich, d. h. ein Lorentz-Skalar sein. Die Ruhemasse eines Teilches ist ein Beispiel fiir einen Lorentz-Skalar.
Mit dt = ydr (7 ist der relativistische Parameter) findet man, dass L = L ein Skalar ist.

Freies Teilchen

Ein freies Teilchen wird durch
p(g) - BLO - mov;
! o /1 —v2/c?

beschrieben, wie wir bereits frither gefunden haben. Der Index ¢ 1duft von 1 bis 3 (rdumlicher Index). Wir
fordern, dass dies den korrekte relativistische Impuls darstellt. Als Konsequenz ist

(IV.178)

2
2 v

0 _
wie man schnell nachpriift. Dies fiihrt auf
L0 =~L° = —moc® = f(utu,,) . (IV.180)
——

c2

An dieser Stelle miissen wir ¢? per Hand durch eine Funktion von ufu,, ersetzen, denn c? ist eine Konstante
und wiirde beim Differenzieren verschwinden. In der relativistischen Formulierung gilt

dut
Mo :T =0. (IV.181)
Wir wollen daher _
OL° ;
gui =~ Pu = (P0,p") = —mouy, . (IV.182)

Beachte, dass hier p von 0 bis 3 liuft (4-Index). p’ ist unser obiges p(3)

ist daher
L% = —mgye\/u,ur |, (IV.183)

denn sie fiihrt auf die bekannten Bewegungsgleichungen (IV.181). Bei der Variation sind die u* nicht
unabhiingig, denn sie sind durch u,u* = ¢? eingeschriinkt. Wenn man allerdings bei der Berechnung u°
zu Gunsten der u’ eliminiert, d. h. u® = u°(u?), findet man wieder falsche Bewegungsgleichungen. Wir tun
hier daher so, als ob die u* alle unabhiingig sind und zeigen riickwirkend, dass die Losung mit u,u = ¢?
konsistent ist.

Die Variation nach den u* liefert zunéchst

. Die korrekte Lagrange-Funktion

d u,
mo——
dr Ju,u?

Multipliziert man diese Gleichung mit u, und kontrahiert, d. h. summiert iiber p, dann ist das Resultat
konsistent mit

=0. (IV.184)

d
@(u’ﬂﬂ) =24,ut =0 <= y,u’ =const. (IV.185)
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Ankopplung an elektromagnetisches Feld

Nehmen wir elektromagnetische Felder zur Betrachtung hinzu, miissen wir von

L = —mgcy/u,ut — SUHAH (IV.186)

ausgehen. Die Lagrange-Funktion der angekoppelten Ladung ist

Lem = —cupAP =  Lom = —ed+ <7 A. (IV.187)
c c
Die bekannte Euler-Lagrange-Gleichung liefert
d H d
e C L gy u”a“’A,, -0, (IV.188)

dr Vu,ut o ocdr
e dxz”

wobei der mittlere Term als —£ %3, A" geschrieben werden kann. Daher ist

Cmge L Y Cpagr g (IV.189)
s TVuut ¢ Y o ’

Dies wiederum ist konsistent mit u,u# = ¢?, denn multipliziert man die Gleichung mit Uy, so fallt der
Term o< F,* weg. Dies liegt daran, dass die Kombmatlon u’u* symmetrisch bei Vertauschung v < p ist,
F,, jedoch antisymmetrisch. Bei der Summation heben sich daher alle Terme paarweise weg.

Benutzt man noch F * = —F*#  lautet das Endergebnis
dut e
= “FFy” . IV.190
mo dr ¢ Ly U ( )
Der kanonische Impuls ist hier
kan oL €
P = — = ymu; + —A; . (IV.191)
ov; c

Die Hamilton-Funktion H = PXan . § — [ lisst sich ebenfalls mit

. - D)
H(Pkan) _ \/(Cpkan _ €A> + m2ct + ep (IV.192)

angeben. Hier muss Pka“( U) nach U aufgeldst werden, was einen gewissen Rechenaufwand mit sich bringt.
Das Vorgehen sollte aus der Mechanik noch bekannt sein. Man unterscheidet den kanonischen Impuls
vom kinetischen Impuls. Um den Unterschied deutlich zu machen, schreiben wir nochmals

Prin _ Pran _ Zg: M . (IV.193)

Eichtransformation

Der obige Ausdruck L° + Ley, ist nicht eichinvariant, denn eine Eichtransformation bedeutet

0 —
da” 0 d—x~VA(x):%A(r). (IV.194)

_ G L - 9
~L — ~L U OuA(z) und ,yu OuA(z) I a0 (x) + i

Dies ist eine totale Zeitableitung und im Integranden von S daher harmlos. Wir sehen also, dass zwar L
nicht eichinvariant ist, aber dafiir S.

Kovariante Herleitung

Zur kovarianten Herleitung verwenden wir den Bahnparameter s. Dieser kann eine allgemeine Grofse sein,
meist benutzt man aber
ds? = *(dr)* = da" dz,, . (IV.195)

Die Wirkung schreiben wir auf in der Form

dzt dxv

0
N /dsL (IV.196)

SY = —mye

ds/guv df: dm; ist wie bei der nicht-relativistischen Mechanik das Wegelement, hier in vier Dimensionen.
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Den Faktor moc haben wir aus Dimensionsgriinden hinzugefiigt (Konvention). z* und % sind die Va-
riablen. Die zugehérige Euler-Lagrange-Gleichung (7 wird dort durch s ersetzt) lautet

d [dor ( dar dev\ "V
d[d (gdd) ]0' (Iv-197)

Ausgewertet ist dies dquivalent zu

d?zt . dz+ dzv
mo— 5 = 0 mit Ugwgg ds =cdr . (IV.198)

Diese Gleichungen sind nur giiltig ohne elektromagnetische Kréafte. Nimmt man diese hinzu, lautet die

Wirkung
52 dzt dzv  edx,
S = —/ ds lmoq/gwds o + Eidsl AF(x)

1

= /ds L. (IV.199)

Variation dieser Lagrange-Funktion (d. h. dquivalent Einsetzen in die Euler-Lagrange-Gleichung) liefert

wie erwartet Pt p
T e T
—— = — (OFAY — IV A+ L,

Mo g2 c( ) dr

(IV.200)

Uberfiihrung der Lagrange-Funktion in eine quadratische Form

Die Wirkung (IV.196) ist reparametrisierungsinvariant unter s — §(s). Dies kénnen wir ausnutzen, um
die Lagrange-Funktion, die eine Wurzel-Funktion ist, in eine quadratische Form zu bringen. Fiihre das
yEinbein“-Feld e(s) ein (— allgemeine Relativitdtstheorie), verwende den Ansatz

1 [ 1 dat
S = f/ ds (_eda:dxu - e(s)mgcg> (IV.201)

und variiere diesen nach e(s). Die dabei entstehende Gleichung lautet

1 dz*dz, 9 9 dxzt dx,, 9 9 9
— = S - =0. IV.202
2(3) ds ds mict =0 << T ds ¢ (s)mge= =0 (IV.202)

Mit ihr lisst sich e(s) aus der Wirkung S eliminieren. Ubrig bleibt genau die Wirkung, die wir weiter
oben schon gefunden hatten (ohne elektromagnetisches Feld).
An dieser Stelle nutzen wir die Reparametrisierungsinvarianz aus. Wir ersetzen s durch 3, d. h.

ds
ds = ds— V.2
s sd§ (IV.203)

und gehen damit in die Wirkung, so dass

U e s
5—2/(15( . e(s)d§m00>. (IV.204)

Wir setzen p
o .\ as
) = el5) 32
und sehen, dass wir mit einer geeigneten Transformation 5(s) unser é(3) bzw. e(s) beliebig wihlen konnen.
Mit der ,Eichfixierung“ e = % gilt dann

(IV.205)

1 dx,, dx* 1 dz¥
0 L 4T —moc®  mit Pu :m()gm,i. (IV.206)

L0 = e
quadr 2m0 ds ds 2 ds

Im Grunde handelt es sich hier nicht um eine Umeichung, sondern um eine Koordinatentransformation.
Die Feldgleichungen der allgemeinen Relativitédtstheorie sind invariant unter beliebigen Koordinatentrans-
formationen (im Gegensatz zur speziellen Relativititstheorie, wo die Gleichungen nur invariant unter LT
sind). Dies nennt man Diffeomorphismus-Invarianz.
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b) Lagrange-Formulierung der Maxwellschen Gleichungen
Variation nach einem Feld

Im Folgenden werden wir nach einem Feld und nicht nach einer Variablen variieren. Zunéchst betrachten
wir den eindimensionalen Fall zur Vereinfachung. Wir nehmen ¢(x, t) statt x;(¢) (x ist ein ,kontinuierlicher
Index®) und d¢(z,t) statt dx;(t). Nun wollen wir an der Stelle z ,,zupfen®. Die Wirkung

[ ¢ 0¢

ist ein Funktional der Funktion ¢(z,t). Ein Funktional ordnet einer Funktion eine Zahl zu (genau das,
was z. B. ein Integral mit unterer und oberer Grenze tut).

Ersetze ¢(x,t) durch ¢(z,t)+ed(x—x)d(t—to), wobei wir hier die §-Funktion meinen. In anderen Worten
ist 0¢p = €d(x — x0)d(t — to). Fiihre die Variation aus:

gg‘, 8 (x — x0)d(t — to) + ggé(x — x0)8(t — to)

(IV.208)
Mit ’ und ~ werden jeweils die Ableitungen nach z und ¢ abgekiirzt. Die Ableitungen der d-Funktionen
lassen sich per Definition durch partielle Integration ohne Randterm umwilzen. Man erhélt

t2 oL
O:(SS:e/ dt/dw —0(z — x0)d(t —to) +
t d¢

2 oL o0 (oL 0 (oL
0=35 = e/tl dt/da: [a¢ - (%,) - (aqsﬂ 5z — 20)3(t — to) - (IV.209)
An der Stelle x = xg und t = t( gilt daher
oL 0 (oL 0 (0L
oo~ (o) (52) =0 v
Bemerkung

Die Variationsableitung oder Funktionalableitung ist

0S(x,t) 0L 0 (OLN 0 (0L
56 09 oz <a¢>/) ot ((%) : (Iv.211)
Sie wird definiert durch i 5S(p.t
S = / da dt((;;’>6¢(x,t) . (IV.212)

Verallgemeinerung, Lagrange-Dichte der Elektrodynamik

Statt = verwenden wir & bzw. x* und wir mochten Vektorfelder einsetzen. Die fiir uns interessanten Felder
sind A#(&Z,t) bzw. eichinvariant F*(Z,t). Die Wirkung schreiben wir in der Form

S = / d*x L(A*, 0" AM) . (IV.213)

Im Gegensatz zur Lagrange-Funktion L(t) wird L£(Z,t) als Lagrange-Dichte bezeichnet. Der Name ist
einleuchtend, denn [ d3z L(Z,t) = L(t).

S soll Lorentz-invariant und eichinvariant sein. Dies gilt dann auch fir £ (bis auf totale Ableitungen, die
im Folgenden aber keine Rolle spielen). Wir wollen am Ende lineare Gleichungen bekommen, daher muss
L quadratisch in A" sein. Die einzige (fiir uns interessante) Moglichkeit ist F#VF),,. Der Term F' v o v
wird in weiterfithrenden Theorien verwendet (s. u.). Der Feldstérketensor berechnet sich wie gewohnt aus
dem Vektorpotential,

Fr = grAY — 9¥ Al . (IV.214)

Schliefslich konnen wir noch Terme zur Lagrange-Dichte hinzunehmen, die die Kopplung an Materie
beschreiben. Sie sind proportional zu j#. Der sich anbietende Lorentz-Skalar j#A,, ist nicht eichinvariant.
Allerdings kann man durch partielle Integration zeigen, dass dies nur auf eine totale Ableitung (totale
Divergenz) fiihrt.

/d%j“é)ﬂA = —/d4x (0.4") A + totale Divergenz (IV.215)
. N——
=0
Die Lagrange-Dichte
1 1
L=——F, F¥ — —jtA, Iv.21
167~ ¢ (1v.216)
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fithrt auf die korrekte Bewegungsgleichung

4
0, P = %j" . (IV.217)

Hier muss allerdings nach den A* variiert werden und nicht nach den F*#¥!
Der Term FHF, wv ist nicht spiegelungsinvariant, spielt aber in den nichtabelschen Eichtheorien und auch
in der Quantenelektrodynamik eine grofse Rolle. Man kann diesen Ausdruck als Divergenz des Chern-
Simons-Stroms schreiben:

FME,, =0, Jb . (IV.218)

Er wirkt daher nur {iber Oberfléchenterme und hat topologische Bedeutung. In unserem Fall ist

1
Jhy = 2256“WAV8AAJ . (IV.219)

143



c) Energie-Impuls-Satz und Translationsinvarianz
Impulserhaltung

Dieser Abschnitt dient der Erinnerung an die Mechanik. Invarianz unter rdumlichen und zeitlichen Trans-
lationen impliziert Impuls- und Energieerhaltung.

Ist die Wirkung S unter der rdumlichen Translation z — z + a invariant, so gilt dies auch fiir L. L hingt
nicht von x ab, so dass sich die Euler-Lagrange-Gleichung auf

d oL

Tias =0 (IV.220)

reduziert, wobei p = g—L der Impuls ist. Wir haben also Impulserhaltung gefunden.

B
Energieerhaltung

Betrachte hier die Translation ¢ — ¢ + tg in der Zeit. Die totale Zeitableitung von L ist

dL _ 9L, 9L JL

—_— = —_—. 1V.221
T A PRT (fv.221)
Der erste Term auf der rechten Seite kann wegen der Euler-Lagrange-Gleichung durch %g—’; ersetzt,
werden, so dass
d (0L oL
— | =2 —-L)=———=0]. 1vV.222
dt (aﬂ ) ot (1v.222)

Der letzte Schritt gilt, wenn L nicht explizit von der Zeit abhiingt. In der Klammer auf der linken Seite
steht nichts anderes als die Hamilton-Funktion H, bzw. die Gesamtenergie, daher haben wir Energieer-
haltung gefunden.

Relativistische Mechanik

In der relativistischen Mechanik mit der Lagrange-Funktion L(z, ?Tf) gibt es identische Resultate mit dem

relativistischen ITmpuls ym® und der relativistischen Energie ymc?.

Energie-Impuls-Tensor fiir skalares Feld
Zur Wiederholung schreiben wir nochmals die Wirkung der Elektrodynamik hin:

1
S = / d's Loy = ~Ton d*z F" F,, + Kopplung . (IV.223)
.

Zunichst ist es aber einfacher, sich um ein skalares Feld ¢ zu kiimmern. Fiir unsere Zwecke soll die

Wirkung die Form
S = / d'z L <¢5(x), a¢($)) (IV.224)

oxH

besitzen. Wir verzichten also auf explizite z-Abhingigkeiten. Randterme werden bei der Diskussion iib-
licherweise unterdriickt, d. h. z — oo. Als erstes sehen wir, dass die Wirkung dann invariant unter
Raum-Zeit-Translationen z# — z* 4 a* ist.

Die Variation von L ergibt

oL , oL d¢ oL 9(9,9)

0L = P = ——a " Iv.22
o " " 26 0un” T 0(0,0) oxr (1V.225)
Zur kiirzeren Schreibweise haben wir 0, = % verwendet. Erneutes Ausnutzen der Euler-Lagrange-
Gleichung fiihrt auf
o oL ¢ oL 9(d,¢) 0 oL 9¢
0L = — B = — | a". Iv.22
K&L 8(5u¢>)> dun 80,0) ozt |“ T 827 \9(8,9) 9xr ) © (IV.226)

Durch Umstellen konnen wir das Endresultat

o ( oL 9y
7 (8((%(]5) oo Y Mc) —0 (IV.227)

angeben. g, = 4, ist nichts weiter als das Kronecker-Symbol. Der umklammerte Ausdruck ist der Energie-
Impuls-Tensor des skalaren Feldes ¢, also

L 9o
TV = - — v . .
b= G g L (IV.228)
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Eigentlich sollte man korrekterweise von dem Energiedichte-Impulsdichte-Tensor sprechen.

Man kann sich 7%, als ,Strom* j” mit dem zusétzlichen Index u bzgl. der verschiedenen Translationen
a* vorstellen (Noether-Strom).

Die Energie-Impuls-Erhaltung (IV.227) schreibt man kurz als

. (IV.229)

4-Impuls

Den 4-Impuls gewinnt man durch Integration,

pPr = / APz TO | (IV.230)

Die Energie £ = P° bekommt man aus der iiblichen Legendre-Transformation

Pl=c¢ /d% (T 0pp — L) (IV.231)
mit dem Feld-Impuls
me 9 (IV.232)
(Do) ‘

Statt der raumartigen ,Fliche* d®x bei fester Zeit ¢ kann man eine beliebige raumartige Fliche withlen.
Wir beginnen mit dem Gaufschen Satz

0= / d*z0,T"" = / da, T"" . (IV.233)
V4 6V4

da, ist der raumartige Normalenvektor einer Fliche in v-Richtung. Denkt man sich einen entsprechenden
Zylinder mit dem Volumen d*z und den Grundfliichen A; und A, und vernachldssigt man den Mantel,
so folgt anschliefend

0= / da, T"" — / da, T" . (IV.234)
A, Ay

Vergleiche dazu (IV.144).
Wé&hlt man nun eine der beiden Fléchen bei festem ¢ (s. 0.), so folgt allgemein

Pt = / da, T"" | (TV.235)
A
wobei P# zeitunabhéngig ist.

Anwendung auf Maxwellsche Gleichungen

In Maxwells Theorie haben wir die Felder A* statt eines Skalars ¢. Die obigen Gleichungen lassen sich
jedoch auch auf A" anwenden. Nach einiger Rechnung findet man

1

1
47

TU/ =
! 4

(_F,ukal/AA + guuFﬁ)\Fﬁ)\) . (IV236)
F* gt dabei als Funktion von 0% A¥ zu verstehen. Dieser Tensor ist leider nicht symmetrisch. Bilde daher

den wverbesserten (improved) Energie-Impuls-Tensor.
1
alw = T'/w + ZaA (F}LAAV) (IV237)
7T

Dieser Tensor ist symmetrisch und kann in der Einstein-Gleichung der allgemeinen Relativititstheorie
verwendet werden. Im Rahmen der allgemeinen Relativitétstheorie ist der Energie-Impuls-Tensor durch

s [ (322222

0 -
"V
gegeben, wenn man L in der gewohnten Lorentz-invarianten Form schreibt, aber die ¢g** durch beliebige
metrische Tensoren ersetzt und nach diesen variiert.

Aber kehren wir zur speziellen Relativitdtstheorie und der Elektrodynamik zuriick. Die Ankopplung fiir
ein geladenes Punktteilchen ist

5o (IV.238)

. edx” | 03(F — Z(¢
Lww = o, =~ S04, BETO.

——— Iv.2
cdr " ¥ (IV.239)
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Wir wissen, dass .
/ d*a 5(t)ds (%) = 1 (IV.240)

eine invariante GroRe ist. d*z selbst ist invariant, das gleiche gilt fiir §(7) = vd(t), so dass d3(F)/~y ebenfalls
Lorentz-invariant ist. Nach der d®z-Integration ist

e dzt

e Ay = —eh A, (IV.241)

[SHE

wie wir schon frither gefunden hatten. Die Wechselwirkung l&sst sich in den gesamten Energie-Impuls-
Tensor einschliefken. Zusammen mit der Energie und dem Impuls des relativistischen Teilchens erhalten
wir die Energie-Impuls-Erhaltung des Gesamtsystems.

146



d) Ausblick

Der erste Schritt einer weiterfiilhrenden Theorie ist die Ankopplung des elektromagnetischen Feldes in
der Quantenmechanik (quasiklassisch). In der Quantenelektrodynamik werden die Felder quantisiert, es
kénnen Photonen beschrieben werden.

Mit, der elektroschwachen Theorie gelingt die Vereinheitlichung der elektromagnetischen Wechselwirkung
und der schwachen Wechselwirkung. Hier spielen ,Eichfelder und das Higgs-Feld eine grofse Rolle. Schon
in der klassischen Theorie lassen sich interessante Effekte diskutieren.

Die Quantenchromodynamik ist vergleichbar mit der Quantenelektrodynamik, allerdings mit geladenen
Feldern wie auch in der elektroschwachen Theorie. Die Quantenchromodynamik behandelt die Quarks
und die Gluonen, welche die Nukleonen in den Atomkernen bilden.

Ziel der grofien Vereinheitlichung (wenn sie denn moglich ist) ist das Einbetten der elektromagnetischen
Ladung bzw. Kopplung in einen gréfseren Zusammenhang — zusammen mit der starken Wechselwirkung
(Quantenchromodynamik).

Praktische Aspekte sind formale Verbindungen der Elektrodynamik zur Kontinuumsmechanik und der
Hydrodynamik.

Welche Begriffe aus diesem Kapitel sind wichtig?

Experiment von Inertialsvst Galilei- Einsteins
Michelson-Morley nertialsysten Transformationen Relativitatsprinzip
Lorentz- Boost-
Transformationen Transformationen Zeitdilatation Lorentz-Kontraktion
Minkowsi-Diagramm Additionstheorem zeitartig lichtartig

. . kontravarianter
raumartig allgemeine LT 4-Vektoren Vektor
kovarianter . . . .
Vektor metrischer Tensor Skalarprodukt Minkowski-Metrik

0,-Operator bzw. eigentliche und

Lorentz-Gruppe

orthochrone LT

4-Gradient uneigentliche LT
total anti -
4-Strom 4-Potential Feldstéirketensor otal antisyr
metrischer Tensor
Spatprodukt dualer Tensor Bianchi-Identitat 4-Kraftdichte

Energie-Impuls-
Tensor

Impulssatz

Klein-Gordon-
Gleichung

Ruhemasse

Lagrange-Funktion

Bahnparameter

Lagrange-Dichte

Spannungstensor
4-Wellenvektor

Kommutator

Aquivalenz von
Masse und Energie

Euler-Lagrange-
Gleichung

Parametrisierungs-
invarianz

Noether-Strom

Energiesatz

Doppler-Effekt

Eigenzeit

Minkowski-Kraft

kanonischer
Impuls

Funktional

Impulsfluss-
dichte

Aberration

4-Geschwindigkeit

Wirkung

Hamilton-
Funktion

Funktional-
ableitung
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