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Aufgabe 10: Basiswechsel (10 Punkte)
Wir betrachten die Diskretisierung der Wellenfunktion eines kréftefreien Teilchens
(eindimensionales Problem) ¢ (x) auf einem endlichen, eindimensionalen Gitter mit
N Gitterpunkten und einem Gitterabstand von Az = a. Es sei N € IN gerade. Es
ergeben sich folgende Entsprechungen:

kontinuierliche Beschreibung diskretes, endliches 1. dim Gitter
Eigenwerte des Ortsoperators
x ma , m=01,.,N—-1

Eigenzustand des Ortsoperators

) i
Wellenfunktion im Ortsraum
() v
Eigenwerte des Impulsoperators
p hyp 1=, -%+1,.,8-1

Eigenzustand des Impulsoperators p
) NEa:

Der Basiswechsel von der Basis {|m)} zur Basis {|l)} wird beschrieben durch die
Funktionen

film) = (m|l) = \/1Nexp (z'i;;lma) (%)

mltm:oaLza7N_1undl:_%7_%+1,,%—1

a) Zeigen Sie, dass die fij(m) sowohl in [ als auch in m periodisch sind mit der
Periode N. (1 Punkt)

b) Zeigen Sie >, f'(m) fi(m') = & (Vollstéandigkeit der f;(m)). (2 Punkte)
¢) Zeigen Sie >, fi(m)fr(m) = oy (Orthogonalitét der fi(m)). (2 Punkte)
d) In der Basis {|l}} wird der Impulsoperator durch die Diagonalmatrix

{Up|l"y = 3\72 Low
dargestellt. Berechnen Sie nun die Matrixelemente (m|p|n) des Impulsopera-
tors in der Basis {|m)}. Betrachten Sie anschliefiend den Grenziibergang a —
0, N — oo und zeigen, dass man das bekannte Ergebnis (z|p|z’) = %5/(:16 —a')
erhélt. Diskutieren Sie (kurz) den Zusammnhang zwischen (*) und der Fourier-
Transformation.
(5 Punkte)



Aufgabe 11: 1-dim. Problem: unendlich tiefer Potenzialtopf (8 Punkte)
Betrachten Sie den eindimensionalen, unendlich tiefen Potenzialtopf

V(x):{ 0 fir0<z<lL

+o0 sonst.

a) Bestimmen Sie die (auf eins normierten) Losungen der zugehorigen
zeitunabhéngigen Schrodingergleichung, d.h. bestimmen Sie die (auf eins
normierten) Eigenfunktionen (z) und die zugehorigen Energiecigenwer-
te E/ des zugehorigen Hamiltonoperators H. (2 Punkte)
Tipp: Verwenden Sie die Randbedingung fiir eine unendlich hohe Potenzial-
schwelle (siehe Aufgabe 9 c).

b) Berechnen Sie fiir die Eigenfunktionen aus a) die Erwartungswerte von
Ort und Impuls sowie deren mittlere quadratische Abweichung.(3 Punkte)

¢) Bestimme Sie nun die (auf eins normierten) Eigenfunktionen von H fiir
den Fall

B 0 fir-L/2<xz<L/2
Viz) = { +00 sonst,

so dass ihre Symmetrieeigenschaften bzgl. Spiegelung an x = 0 offensicht-
lich werden (am einfachsten aus den Losungen von a)). Wie dndern sich
die Energieeigenwerte ? Wie dndern sich die Erwartungswerte von Ort
und Impuls sowie deren mittlere quadratische Abweichung 7 (3 Punkte)

Aufgabe 12: Wahrscheinlichkeitsstromdichte (2 Punkte)
Die Wellenfunktion (%, t) liefert die Wahrscheinlichkeitsverteilung

dafiir, dass man ein Teilchen am Ort # antrifft, d.h. p(Z,t)d>7 ist die Wahr-
scheinlichkeit ein Teilchen am Ort # im Volumenelement d*Z zu finden.
Zeigen Sie mit Hilfe der zeitabhéngigen Schrodingergleichung fiir ein Teilchen
im Potential V (), dass p(#,t) die Kontinuitdtsgleichung

5 PED + V- j(E 1) =0
mit der Wahrscheinlichkeitsstromdichte
S ih NS s P
J(@ 1) = o [0 ) Ve (@ 1) — 0" (& ) V(1)
m
erfiillt.
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