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Aufgabe 13: Potenzialbarriere, Tunneleffekt (10 Punkte)
Ein Strom von Teilchen der Masse m und Energie E falle von links in positiver
x-Richtung laufend auf die Potenzialbarriere

V(z) = O (@)O(L — )

der Hohe Vi > 0 und der Breite L > 0.

a)

Wie in Aufgabe 9 kann man fiir die Losung der zugehorigen zeitunabhéngigen
Schrodingergleichung zur Energie E > Vj den Ansatz

etkoe 4 pe=ikoz fir =<0 (Bereich I)
P(x) =< Ae*™ + Be™™** fiir 0<xz < L (Bereich II)
teikoe fir > L  (Bereich III)

machen. Dabei kann man ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen,
dass die Amplitude der von links einfallenden Welle gleich 1 ist. Wie hidngen
ko und k£ von E und Vg ab 7 (1 Punkt)

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeitsstromdichten j; und j;;; in den Berei-
chen I und IIT als Funktion von r und t. Zeigen Sie, dass die Transmissions-
wahrscheinlichkeit 7' := jipans/Jein gleich [¢]? ist.

Anmerkung: Es ist j; = — Jrefl Mit jein, = Wahrscheinlichkeitsstromdichte

Jein
der einfallenden Teilchen, j..q = Wahrscheinlichkeitsstromdichte der reflektierten
Teilchen sowie jrr; = jirans = Wahrscheinlichkeitsstromdichte der transmittierten

Teilchen. (1 Punkt)

Berechnen Sie die Transmissionswahrscheinlichkeit 7' als Funktion von
h, B, Vy, L und m fiir den Fall E > V}. Diskutieren Sie das Ergebnis:

1

V2 . /
1 + WO_VO) Sln2 (% Qm(E — %))

Anmerkung: Betrachten Sie bei der Diskussion insbesondere die Sonderfille
Vo -0,L—-0,m—0, FE— coundE — V. Wann wird T = 1 ? Skizieren Sie T
als Funktion von & := QE—”Q(E — Vp). Was ergibt sich fir k —0? (5 Punkte)

T =

Bestimmen Sie 7' fiir den Fall £ < Vj (moglichst ohne viel Rechnung) und
diskutieren Sie das Ergebnis. Betrachten Sie insbesondere den Grenzfall
kL > 1. Welches Verhalten zeigt T'(k) in diesem Fall 7 (2 Punkte)

Berechnen Sie T fiir Elektronen mit £ = 1eV bei Vj = 2eV und L = 10~ m
sowie fiir Protonen derselben kinetischen Energie an der gleichen Schwelle.
(1 Punkt)



Aufgabe 14: Harmonischer Oszillator (10 Punkte)
In der Vorlesung haben Sie die stationdren Losungen der Schrodinger Gleichung fiir
einen harmonischen Ostzillator einer Raumdimension zunéchst mit der algebraischen
Methode der Auf- und Absteigeoperatoren

. 1 A T - . 1 A (A
- g (e ge) e g (e )

mit Q =z und P = —ih%. bestimmt.

a) Man definiert die dimensionslose Grofie £ := oo it xo =/ %

Zeigen Sie, dass a = % (§ + d%) und at = % (f — d%) : (1 Punkt)

Aus a|0) = 0 erhélt man fiir die Grundzustandswellenfunktion () (siehe Vorle-
sung)

_1

Yo(€) = (m) T e 3
b) Welche Bedeutung hat die Gréfle zy beim klassischen Oszillator 7 (1 Punkt)

Tipp: Betrachten Sie einen klassischen harmonischen Oszillator mit der Gesamt-
energie Fy = %hw.

c) |vo(€)[2d¢ ist die Wahrscheinlichkeit, Teilchen im Intervall [€, £ +d€] zu finden.
Geben Sie die Wahrscheinlichkeit an, das Teilchen im Intervall [z, x 4+ dz] zu
finden ! (1 Punkt)

d) Zeigen Sie, dass die Wellenfunktionen zu den angeregten Energiezustéinden
gegeben sind durch (4 Punkte)

)= 2= (5 e,

Anleitung: 1 (€) ergibt sich durch wiederholte Anwendung von a™ auf die Wellen-
funktion des Grundzustandes 1y(§). Beweisen und benutzen Sie die Operatorglei-

chung
2 d LU d"
e T £— — eT = (-1)" —
dg dgr
Benutzen Sie schlieflich die in der Préisenzaufgabe P11 c¢) bewiesene Darstellung
von Hy(§).

e) Skizzieren und diskutieren Sie den Verlauf der ersten drei Energie-
Eigenfunktionen (), ..., ¥2(&). (2 Punkte)

f) Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich das Teilchen im Grundzustand
o auBerhalb des klassisch erlaubten Intervalls (= Intervall zwischen den Um-
kehrpunkten eines klassischen harmonischen Oszillators mit Gesamternergie
Ey = $hw) aufhilt ? (1 Punkt)
(Anmerkung: Dabei hilft: erf(1) = % Jhe € de = 0,8427 ).



