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1 Quantenphysik des Zwei-Zustands-Systems

1.1

1.2

Statistische Beschreibung der Welt

Die Physik ist einer stetigen Weiterentwicklung ausgesetzt, in der allerdings Ideen auch gleich-
zeitig bestehen koénnen.

So wurden in den vorangegangen Vorlesungen bisher die Punktmechanik (Newton), die de-
terministische Physik und die statistische Physik betrachtet. Es ist dabei eine konzeptionelle
Trendwende zu beobachten

Frither betrachtete man die statistische Physik als Grenzfall der deterministischen Physik, da
die deterministische Physik im Rahmen der Fehler gut genug die Realitdt beschreiben konnte.
Heute ist es genau andersrum und die statistische Physik wird als Ausgangspunkt genutzt in
der die deterministische Physik nur ein Grenzfall ist.

Die deterministischen Gesetze resultieren dabei aus sehr vielen zufélligen Ereignissen.

Noch weitere Entwicklungen kénnen festgestellt werden so stellt sich vielfach die Frage, ob man
eine diskrete oder kontinuierliche Beschreibung anwenden soll, oder ob man eine Erscheinung als
Teilchen oder Welle betrachten soll. Frither war es ein ausschliefendes oder heute spricht man
in der Quantenmechanik von dem Wellen-Teilchen-Dualismus, der beide Aspekte vereint.

Ebenso stehen sich die Betrachtungen der Wahrscheinlichkeitsverteilung (klassische Mechanik)
und der Wahrscheinlichkeitsamplitude (Quantenmechanik) gegeniiber.

Zwei-Zustands-System

Beispiele Zustande
2 Energieniveaus FE1 besetzt FE5 besetzt
2 Atomfallen Atom in Falle 1  Atom in Falle 2
Biophysik Tonenkanal Kanal offen Kanal zu
.. . _h _ h
Spin in z-Richtung 5: =75 $:=—35
Bit im Computer 1 0
klassische Wahrscheinlichkeit p; D2

Beobachtungsgrofien

mittlere Energie: (E) = p1 E1 + p2Fa
mittlere Anzahl von Atomen in Falle: (N7) = p; * N
Tonentransport (T') = tp;

Mittelwert des Spins (S,) = %pl - %pg



1 Quantenphysik des Zwei-Zustands-Systems

1.3 Wahrscheinlichkeitsamplitude

= Wellenfunktion = Zustandsvektor

W) = (j)avec

1 0
= b
W = ofg) ()
= a[1)+b|])
a : Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir Zustand 1
|a|?: Wahrscheinlichkeit fiir Zustand
pr=la® , pa=1bf

prtpe=1 = la+[p)*=1

Axiom 1 In der Quantenmechanik werden (reine) Zustinde durch Wahrscheinlichkeitsamplituden
beschrieben.

konjugierter Zustandsvektor

(W] = (a*,b") = [9)" (1.1)

1 = hermitesche Konjugation = komplexe Konjugation o Transposition = (x) o (T)

121 _ ail a2
a21 Aa22
AT _ ail; a1
a12 Aa22
A = (Cffl a’1‘2>
az;
At — (ail aél)
A1a Qg2
a T. a\” B a*
b) “\b B b*

() -

1.4 Normierung der Wellenfunktion

Gesamtwahrscheinlichkeit 1 < Normierung

Wl = 1
(a*,b*)(Z) = a"a+b"b
=1

_ (¥
v = (%)
(Pl) = i1 +h3abe
=1
Ubung
(Plp) = (ple)”



1.5 Skalarprodukt zweier Zustandssummen

1.5 Skalarprodukt zweier Zustandssummen

(pl) = i1 + p3th2
(i

Wy = (¢2>

(ol = (v1,93)

(olt) = «ow;)(j;)

= (¢*Y1 + @51h), (plYp) € C
Norm von [1): (]1))

Folglich ist die Norm eines Zustandsvektors gleich dem Skalarprodukt des Zustandsvektors mit sich
selbst.
Zustandsvektoren haben die Norm 1, (¢p|¢)) =1

1.6 Operatoren und Erwartungswerte
1.6.1 Energie-Operator, Hamilton-Operator, H
~ _ (E1 0

" = <0 E2>

(E) = (H)

- E, 0

Hlyp) = (01 Ez)

(WIHWY) = 9B + 95 Bty
= B+ Exbaipn
= Eip1 + Eapo
= (E)

Allgemein:
In einem Zwei-Zustandssystem werden Operatoren durch 2 x 2 - Matrizen dargestellt.

1.6.2 Besetzungszahloperator fiir Falle 1

-
(N1) = (¢ Niy)

1.6.3 Spin- Operator
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Axiom 2 Physikalische Observablen A werden Operatoren A zugeordnet

At = A

Axiom 3 Der Erwartungswert eines Operators A lisst sich wie folgt berechnen

(4) = (| Aly)

Dies ist eine der grundlegenden Regeln in der Quantenmechanik.

1.7 Quantenmechnik
Bisher wurden nur Tatsachen umschrieben, fiir die auch die klassischen Wahrscheinlichkeiten gelten.
Quantenmechnik :

A) Zeitentwicklungsgleichungen werden fiir 1) formuliert, nicht fiir py, po
Schrodinger-Gleichung

Axiom 4

o N
holv) = H)
o .
Sl = 1)

[(t)): Zeitabhinige Wahrscheinlichkeitsamplitude

B) Weitere wichtige Operatoren kénnen als Matrizen im Zwei-Zustands-System angegeben werden;
diese sind oft nicht diagonal

Spin in x-Richtung

1.8 Spin

(Kernspinresonanz, Magnetspeicher)

Pauli Matrizen



1.9 Bewegung eines Spins im Magnetfeld

0 1
n= (o)
0 —
n = (09)
1 0
n= oY)
N A h
r = 51257'1
g _ D
1 - 2Z
& h
S, = =T
2
T1
T = T2
T3

Erwartungswert von (S,)

(Se) = (WIS:l9)
ST

a = (3 o) (1)
- ()

(S0 = 501 +vien)

Beispiel
1
W = ()
=(Sy) = 0

1.9 Bewegung eines Spins im Magnetfeld

Kernspinresonanz, Magnetspeicher
Energie fiir Spin im Magnetfeld

E~SB
H = —upTB
3
= UB Z By
k=1
fiir Elektron :
eh
up = —— Bohr’sches Magneton
2mc
Schrédingergleichung
o N
h— = H
mSly) = Hly)
= —upBTY)
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Vereinfachte Schreibweise

9y

ot Hy

= —upB7p Vektorgleichung

Man wéihle

w : Kreisfrequenz

w =

U\ _

Zh (w2) =
P =

hy =

Losung

Y =

(2

jaf* + bf* =
= ()

[ (t))

Damit is die Wellenfunktion fiir jeden Zeitpunkt t bekannt. Die Erwartungswerte von S kénnen nun

mit den Beobachtungen verglichen werden.

1.10 Spin- Prazession
Zwei Anfangszustéinde

i) Anfangszustand

Il
oSt
O =
-



1.11 Erhaltung der Normierung

wor = (%)

WOl = (@ 0)

50 = s (y )
_h
=3

(s = S (7 o) v
= 0

<Sy> =0

Hierbei tritt keine Zeitédnderung der Erwartungswerte fiir diesen Anfangszustand ein.

ii) Anfangszustand

1 w —w
WOl = (e e
hl
(S.) = 55(1*1)
=0
hl w — 21w
<Sl> — §§d( 2wt 2 t)
= ZCOSth
1
<Sy> — 25( —2zwt+ze2zwt)
= —gsin2wt
h2
(S +(5,)° = 5

Fiir diesen Anfangszustand dreht sich der Vektor in der x-y-Ebene mit der Periode = oder der
Kreisfrequenz 2 w. Der Vektor prazediert, die Prizessionslédnge ist %

(Sz)
(Sy) (1.3)
(S:)

Gesamtwahrscheinlichkeit p; + p2 bleibt 1 fiir alle t

1.11 Erhaltung der Normierung

(W@)p(@)) = Y1E)Pa(t) + 3 (t)iha(t)
a*efzwtaezwt 4 b*ezwtbefzwt
= a"'a+b'b

=1
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- ™ 3T 4
Al
7«“«3 2w b «
{ | 1
Sat["*i}"’ | i !

{ | . m
| | ‘ | ﬂrlodg rxy
|
| [ ! !

i +—>
| | [ ¢t
! | | l
|
! ! | l
. ) [
[ \ ‘
Allgemeine Bedingung fiir H fiir die Erhaltung der Norm:
H =H (1.4)

Der Hamiltonoperator muss hermitesch sein.

0 !
S 0
— (1) + WI)

) = ZHW)
W=

1 .
—— ()

— )

1h

1 *
= —pliE)”
1
—— (Y| H
O wlwy = ~ (i i
() = (WIHI) — WIHT)

1 A N
= (l(H - HN[Y)

Erhaltene Normierung

H =0

Linearitiat des Skalarproduktes

(pl1) +{pla) = (Pl + 1)



Linearitét der Multiplikation mit Operator

falls fiir alle |¢) gilt

fiir irgendein |¢) folgt nicht A =0 !

1.12 Schwankungsquadrate

In statistischen Systemen:

(A?) # (A)? Fluktuationen treten auf

1.12 Schwankungsquadrate

(1.5)

A A
(A) = 0
(4% # 0
AA? ((A=(A)%
(A% = 2A(4) + (A)?)
= <A2> — <A>2 Schwankungsquadrat
AA% > 0
ANA = A A?

In der Quantenmechanik

(A% = (p|A%w)

Das Quadrat des Operators ist ein Matrixprodukt und ergibt somit wieder einen Operator!

wenn A — A
dann A" — A"
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(Teil 2 von Axiom 2)

. %0 1\ /0 1
2—7
51_4(10)(10)
_ R (10
o4 \0 1
A B2 0 =\ [0 —
2—7
=50 909
B0
4 \0 1
. 21 0\ /1 0
2—7
% = 4(0 —1) (0 —1)
R (10
— 4 \0 1

Eigenschaft der Paulimatrizen 77 = 1
Multiplikation eines Vektors mit der Einheitsmatrix lésst diesen unveréndert; deshalb nutzt man auch
diese Schreibweise

N N N h
S; Sy=8I=7
Tf 1
(8% = (S+87+87)
3.2
= -h
4
Es gilt die allgemeine Regel fiir die Drehimpulse
(L?) = 1(1 + 1)R? (1.6)

Fiir den Spin ist [ = %, folglich ist der Spin ein halbzahliger innerer Drehimpuls.
2 Beispiele

e Zustand ((1))

~ h N N
<SZ>:§ ) <Sx>:< y>:0
. I

ASZ2 = T
5 4 4
= 0

. N K2
AS; = NSy =

Es ergibt sich folglich ein scharfer Wert fiir 5‘2, wéhrend S’m, S‘y beide unscharf sind.

e Zustand %G)

10



Es ergibt sich ein scharfer Wert fiir S, , wihrend Sy, S, beide unscharf sind.

1.13 Eigenvektoren und Eigenwerte

1.13 Eigenvektoren und Eigenwerte

1) ist Eigenvektor zu Operator A, wenn

dann gilt auch

(4)

NA?

Alp) = AJib),  heiBt Eigenwert , A € C

Ist ein Zustand ein Eigenvektor zu A mit Eigenwert A so hat die dazugehérige GroBe einen scharfen

Wert A.

Beweis:

Beispiele:

. ((1)) ist Eigenvektor zu S, mit A = %

Beweis :

(Y Ap)
(W[AlY)
A(able)

>

(| A%|p)
(| AA[)
A Al)
X2 () ]ah)
)\2

11



1 Quantenphysik des Zwei-Zustands-Systems

S:ly) =

ISD)
N
ST S
N—— __
\

A=
~_
N\

[
N

NS NS N S
=

. %(}) ist Eigenvektor zu S, mit A = %

Beweis :

s = 5.55(3)

Spektrum eines Operators: Menge seiner Eigenwerte
S, hat Eigenwerte g, f%. Damit ergibt sich das Spektrum (f%, %) und die dazugehorigen Eigenvek-
toren sind:

;) =(5) =11) Spinup
[y = (%) =) Spin down

offensichtlich, da S. bereits Diagonalgestalt hat

- h(1 0
st () ar
Eigenwertproblem fiir S,
Eigenwertproblem fiir m = <? (1)>
nly) = AlY)
0 1\ fa\ b
1 0/)\»)  \a

b = X
a = A
a=XNa , N=1A=+1
Spektrum von 7 : (—1,1)
Spektrum S, : (fé, E)
2°2

12



1.14 Messung in der Quantenmechanik

Eigenvektoren von 7

Normierung (¢|p) = a*a+a*a
= 2af?
=1

1
2
= =
er¥
a =

Die Phase von ¢ kann dabei beliebig gew&ahlt werden. Daraus ergibt sich der Eigenvektor zu S, als
[) = %G) mit dem dazugehérigen Eigenwert 2

- ()-(3) e

W = (1)

Allgemein gilt : Ist |¢) ein normierter Eigenvektor so gilt dies auch fiir e*?|y)

1.14 Messung in der Quantenmechanik

i) Eine Messapparatur analysiert einen bestimmten Operator.

ii) Messergebnisse eines einzelnen Ereignisses sind stets Eigenwerte aus dem Spektrum des Opera-
tors.

iii) Die Quantenmechanik macht Aussagen iiber die statistische Verteilung der Messergebnisse
in einem Essemble von Ereignissen.

Verbindung Formalismus < Experiment
i), iii) sind konzeptionelle Grundlage fiir (A)
ii) folgt aus den Axiomen 2 + 3

Beispiel: Stern- Gerlach- Experiment (Analysator fiir S, falls ein inhomogenes Magnetfeld in z
Richtung vorliegt.)

Alle Atome landen entweder in Detektor A oder B nichts dazwischen; entweder s, = % oder —%

Es kommt somit zur Aufspaltung eines Atomstrahls je nach Spin der Atome. Dabei stellt sich die

Frage, wie viele nach A und wie viele nach B gehen.

i) [9) = (}): &S. =0,(S.) = &: Alle Teilchen haben den Spin up und gehen nach A.

i) |¢) = %(}) (S.) = 0: 50 % der Teilchen haben Spin up und gehen nach A und 50 % der
Teilchen haben Spin down und gehen nach B.

2

2 _ h? 2_h
ASZ =7 da SZ =
Folglich stellt sich die Frage ob S? schwankt.

Nein, |¢) ist ein Eigenvektor zu 52 mit Eigenwert %. Damit hat jede Einzelmessung den Wert S? = %2.
= fiir jede Einzelmessung ergibt sich entweder S2 = 2 oder $2 = —2

= Alle Messwerte liegen im Spektrum des Operators S,

13



1 Quantenphysik des Zwei-Zustands-Systems

%>

%*wws

B

Abbildung 1.1: Aufbau eines Stern-Gerlach-Experimentes in z-Richtung

Abstand A A S
wr P*
khsc . . . LR - . . LR - . . .. IPI
7

¢

e e e e e .. 1.k

’ 2

wichtige Bemerkung:

Axiom 5 In statistischen Systemen verdndert eine Messung den Zustand des Systems. Nach der
Messung einer Observablen.:
Zustand ist Eigenvektor zum gemessenen Eigenwert.

Muss so sein, da 2 hintereinander ausgefithrte Messungen einer Grofle dasselbe Resultat ergeben sollen!

Am Schluss genauso viele S, = % und S, = —% obwohl im ersten Stern-Gerlach-Experiment alle
S, = —% herausgefiltert werden!
Nach dem x-Stern-Gerlachexperiment: wieder maximale Unschérfe von S,! Da in S, -Eigenzustand

50!

h
S, = 5 blau S, = % Kugel

h
S, = 5 griim S, = —% Kubus

Sz, Sy, S: haben keine klassischen Eigenschaften, die vor der Messung schon Bestand haben (wie
Farbe und Form der Objekte)

Der Zustand dndert sich durch die Messung, nicht nur durch das Herausnehmen der Mitglieder des
Ensembles, die nicht die gesuchten Eigenschaften haben.

Hier ist eher die Analogie zur Polarisation des Lichtes zu beobachten — Dies weist auf die Wellenei-
genschaft hin.

14
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1.15 Spin im Magnetfeld: Unschérfe

Abbildung 1.2: Hintereinanderausfithren mehrerer Stern-Gerlach-Experimente

klassisch Quantenmechanik
Anfangszustand 50 griin, 50 blau
(100 Objekte) 50 Kugel, 50 Kubus

=

25 griine Kuben

25 griine Kugeln

25 blaue Kuben

25 blaue Kugeln
Ergebnis nach Apparat 1 25 blaue Kugeln 50 S, = g
(5.=1 25 blaue Kuben
Ergebnis nach Apparat 2 25 blaue Kugeln 258, = ;”
(S» = 3)
Ergebnis nach Apparat 3 0 12,5 5, = %
(Sz = _%)

1.15 Spin im Magnetfeld: Unschérfe

1wt

Anfangzustand i) |) = (°, ), (S.) = &
h?  n?

2 = _——— =
NS = T 10
AS?2 = 0=

5 4 0 4
h? n?
2 _ N _ I

£S: = T —0==

Der Spin-Vektor hat einen scharfen Wert in z-Richtung (AS, = 0!); Unschirfe besteht in x,y- Richtung.

rwt

Anfangszustand ii) |[¢) = %(:,M), (Sy) = B cos2wt, (S,) = -1

sin 2wr

15



1 Quantenphysik des Zwei-Zustands-Systems

h? R
ASZ = 0=
52 4 0 4
h: R? h?
AS? = s cos? 2wt = e sin? 2wt
n: h? h?
2 ) _ 2
ASy = T 7 sin“ 2wt = T cos” 2wt

Zum Zeitpunkt ¢t = 0 hat S, einen scharfen Wert. Fiir ¢ = = hat S, einen scharfen Wert.
Richtung des scharfen Wertes dreht sich;
in den Spinkomponenten orthogonal zum scharfen Wert: Unschérfe!

Gedankenexperiment

. L _y
" 3,40 I
+ I !
é’l I -~ . ol
hways (1) | 6
‘ I
I |
: I
! |
Man variere B, = variere w
L
Wobei v die Geschwindigkeit der Atome.
2
AS? = U sin? 2u)£
4 v
_ W22l B
4 v h
o 2 €L
4 Muc
_ h? sin? eB,L c
I Mc2 v
Folglich variert die Unschérfe mit B!
h B.L
(Sy) = 5 Cos eM 3 ¢
2w
Neutrino Oszillatoren
1 0
Ve = (0)7”# = (1)
A (™ 0 4n (1.9)
0 my, m ’

Sonnenneutrinos: Anfangszustand |v.) = ((1)) (werden zusammen mit Elektronen produziert)
Zeitentwicklung: Oszillation zwischen v, und v,

16



1.16 Oszilationen zwischen Positionen

Auf der Erde kommt eine Mischung von v, und v, an. Welches in zahlreichen Experimenten nachge-
wiesen werden konnte!

Ahnliches ist bei Neutrinos aus Kernreaktionen zu beobachten.

Dabei ist die Wahrscheinlichkeit v, zu finden wie folgt zu berechnen.

P, = (] (é 8) ) ~ coscl

Ozillationen zwischen Materie und Antimaterie

KO KO
KO ist Antiteilchen zu K°

A verletzt die Symmetrien

P Paritéit, Spiegelsymmetrie
C Ladungskonjugation (Teilchen — Antiteilchen)

Oszillationen von K° nach K° und zuriick!

1.16 Oszilationen zwischen Positionen

| T) Position 1 ((1))
| |) Position 2 (9)

i AFE

= 77’3 + ar + const

Der Term a7 stellt das Einstrahlen der Resonanzfrequenz oder am Ubergang dar. Die Konstante ist
irrelevant.
| A E| < |a : vernachldssige AE (kleine Storung), fir NHs : AE =0

Stort in Zustand |1):
Ergebnis: Oszillationen zwischen |1) und |2), Oszillationen der Unschérfe

Mathematische Behandlung analog zu

B,
Spin im Magnetfeld | 0 |, mit Anfangszustand ((1))
0
oder
0
Spin im Magnetfeld | 0 |, mit Anfangszustand % (})
B,

1.17 Zusammenfassung

Einige einfache Hypothesen zur QM erlauben detaillierte Voraussagen fiir die Statistik von Beobach-
tungen im Zweizustandssystem

17



1 Quantenphysik des Zwei-Zustands-Systems

e Wahrscheinlichkeits-Amplitude = Komponenten des Zustandsvektors |¢)) Axiom 1

e Observablen A werden Operatoren A zugeordnet Axiom 2

* Mittelwert der Observablen (A) = (1| A]yp)) Axiom 3

* Ergebnisse von Einzelmessungen um das Spektrum von A zu ermitteln
* Schwankungsquadrat AA2 = (] A2[) — (] AJ)?

* Nach Messung Eigenzustand von A Axiom 5

e Schridingergleichung +h|¢)) = H|t)) Axiom 4

Durch Vielzahl von Experimenten bestétigt! Eine der wichtigen Konsequenzen ist dabei die
diskrete Verteilung von Messwerten. Dies kann direkt zur Verallgemeinerung auf N-Zustands-
Systeme oder kontinuerliche Systeme angewendet werden. Dann ist auch ein kontinuierliches Spek-
trum gewisser Operatoren moglich genauso wie eine kontinuierliche Verteilung von Messwerten. Mehr
braucht es nicht!

— Identifiziere fiir gegebenes System Ak, H

— Lose Schrodingergleichung

18



2 N-Komponenten-System

2.1 N-komponentige Zustandsvektoren

— Etwas abstraktere Beschreibung

— Vorbereitung zum Ubergang N — oo (kontinuierliche Systeme)
Systeme mit N diskreten Zustédnden

Beispiele

i) Drehimpuls I: N = 2] + 1 Zusténde, entsprechend dem Spektrum von L,

(1
o
¥3 , Komponenten ¢,,,1 <m < N

<
I

o

o
e

-
Il

O

2h

~
w
—_
I
O OO = O ~N

™~
I8
—o oo coor~o ocococo
I
St

cooR,Ro PO ooo

™~
n
Il
St
coocow
coocoo

allgemein  * Zustandsvektor / Wellenfunktion
[¢) : N- komponentiger komplexer Vektor

* Operatoren
A: N x N- Matrix

Schrodinger-Gleichung
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2 N-Komponenten-System

Wie bisher

hlg) = Hy)

i = Huy
) N
Zhwm = Z Hmnwn = mnd)n
n=1

ii) Ein Atom, das sich in einer von N Fallen aufhalten kann

1

o O O

0

: Atom in Falle 1

: Atom in Falle k (1 an k-ter Stelle)

Vm = Omi: Atom in Falle k

W] =)t = @7, 93,...,¢%) (2.1)

2.2 Realteil und Imaginarteil von (A)

(A) = (v|Aly) (2.2)

Komponentenschreibweise

20

Amnwn

nwn

(lp) = > Ohtm
m=1

(AlY))m =

L

= @rn 7/}m ’

A~ N N -~
WAL = > 5> Apnthn
n=1

m=1
= > UnAmntn
m,n

(A) = 1/)fnf1mn¢n mit Summenkonvention
(A) = YAy,

= YpAnntm

= Yn Al tm

= AL n

= (vlATy)

(A = —=((4) = (A)")

2
—5 (I(A = ANy



2.3 Unitédre Zustandsentwicklung

Hermitesche Operatoren At = A haben reelle Erwartungswerte.
Physikalische Observablen werden durch hermitesche Operatoren dargestellt.

Satz 1 Das Spektrum hermitescher Operatoren ist reell. Alle Eigenwerte hermitescher Operatoren
sind reell.

einfacher Beweis durch Widerspruch

fiir den Eigenvektor gilt in diesem Fall : (A) = A
falls Im\ £ 0 = Im(A) #0

Widerspruch falls A= At

2.3 Unitare Zustandsentwicklung

H=H' (2.3)
i) Eigenwerte von H: Energiezustéande, reell

ii) Erhaltung der Norm

Beweis vollig analog zum Zweizustandssystem

0
g wle) = 0
UnOun(®) = 1

unitire Zeitentwicklung (&hnlich zu Drehungen bei reellem Vektor)

Um (t) = Unn (t)wn (O)
vt = 1,
UnT@n Uﬂp = 57”27

U: Zeitentwicklungs-Operator, Evolutionsoperator

Unitére Zeitentwicklung = Form der Schrédinger-Gleichung

P(t) U(t)io,
Yo Ut (t)e(t)
W (t) U(t)tho
UUT (t)(t)
() U (U (£)(t)
H mUUt
Ht HmUUt
d
%(UU*) 0
Ut +uut
vut —uut
= H =H

Was hier noch fehlt ist der Beweis, dass H = Energieoperator.

21



2 N-Komponenten-System

2.4 Aligemies Zweizustandssystem

Fiir N = 2 gibt es vier unabhénigige hermitesche Operatoren

T1,72,73,1 = T

3
A=At & A= Z QO Tm, Qun Teell
m=0

beliebige 2 x 2 Matrix

3
A = Zﬂmea Bm € C

m=0
3
AT - Z ﬂ;kn,T;rrL
m=0
3
- Z ﬂ;knTm
m=0
fir AT = A und Bm reell
i = 7, fiir 7,73, 7 ist dies klar
g o= )

Konvergenz:
Jedes Zwei-Zustands-System kann auf ein Spin-System in einem Magnetfeld abgebildet werden (Spin

2)

3
H = E QA Tm
m=0

QT + const.

¢B7T + const.

2.5 Grenziibergang N — oo, Wellenfunktion

Identifiziere Falle mit Gitterpunkten (z.B. in Festkorpern) eindimensional, #quidistant.
Gitterabstand a

r =ma

statt Vektor (11, ...,1y,), diskrete Funktion ¢ (x)

fir (m—1)a<x <ma:
_ Ym
@b(x)—%

Die Zeichnung ist fiir ein reelles ¢ (x), sonst muss der Re ¢ und der I'm ¢ simultan angegeben werden.
Skalarprodukt (p|)

(2.4)
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2.5 Grenziibergang N — oo, Wellenfunktion

—';T
5
Qv

Abbildung 2.1: Histogramm fiir die Wahrscheinlichkeit, dass sich das Teilchen am Ort x aufhilt

L
S ot = / dzp, (2)0(@), (Az = a) (2.5)

statt von 0 < z < L auch —L < z < L (dann reicht m eben von —N < m < N)

Zustandsvektor = Wellenfunktion (nicht stetig)

Limes a — 0 (bei festem L) = limy_,o

Ym — ()
Interpretation einer Funktion als unendlich-dimensionaler Vektor (Mathematisch: Funktionenréume

)

Die Wellenfunktion ist normiert

/ da™ (2)p(z) = 1 (2.6)

—L

¥ (x): quadratintegrabel
Dieser Grenziibergang ist mathematisch nicht trivial. Man geht dazu iiber Folgen von Vektoren zu
betrachten fiir N — oo (a — 0) sodass fiir jedes N

N
D Untm =1 (2.7)
m=1

Durch die Quadratintegrabiliit wird die 'Glattheit der resultierenden Funktion’ garantiert, dies be-
dingt nicht notwendig Stetigkeit oder Differenzierbarkeit. Deshalb gilt es herauszufinden unter welchen
Bedingungen der Limes ein eindeutiges Resultat fiir eine physikalische Variable liefert.
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2 N-Komponenten-System

2.6 Interpretation der Wellenfunktion

Wahrscheinlichkeit, dafiir dass ein Atom am Gitterpunkt m sitzt. Die Summe der Einzelwahrschein-

lichkeiten ergibt 1. (3, pm = 1). Gleichzeitig ist dies aufzufassen als die Wahrscheinlichkeit, dass ein
Atom im Intervall (m — 1)a < z < ma zu finden ist.

M : Wahrscheinlichkeitsdichte
a

$ @) =
[ dwv @@ = 1

Nun konnen einfache Verallgemeinerungen fiir L — oo und fiir drei Raumdimensionen vorgenommen
werden.

Wellenfunktion (&)
Wahrscheinlichkeitsdichte, dass Teilchen am Ort Z zu finden ist: ¢*(2)y(Z)

/d3x¢*(i’)w(f) = 1: Normierung (2.9)

In dieser Betrachtungsweise dient das Gitter nur noch als Hilfskonstruktion, das Teilchen befindet sich
irgendwo im Raum.

Untersucht man nur ein Teilchen, so ist es eine diskrete Betrachtung. Die Wahrscheinlichkeitsampli-
tude, dass das Teilchen bei x lokalisiert ist wird durch (&) dargestellt. Es ist eine kontinuierliche
Funktionon.

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion hat Welleneigenschaften!

2.7 Quantenmechanik fiir Teilchen im Potential
Die Beschreibung der Bewegung eines Teilchens in einem Potential dhnelt sehr der Problemstellung

aus der klassischen Newton’schen Mechanik. Dabei ist die enscheidende Beschreibungsgrofie die Wel-
lenfunktion ¥ (Z,t) mit der dazugehérigen Wahrscheinlichkeitsamplitude.

Man fiihrt nun einen Ortsoperator: X = 7 ein.
Der Mittelwert des Ortes des Teilchens berechnet sich dann wie folgt:

@ = [ dav@u(a) (210)
Waéhrend die Unschiirfe der x und y Koordinate so zu berechenen ist:

A= ) ()2
Ay = (7)) = (y)?

Ay ./fwm@ﬁw@(/fmmawwog

Nun stellen sich 2 weitere wichtige Fragen:

Was ist H?
Was ist der Impulsoperator?

Impulsoperator
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2.7 Quantenmechanik fiir Teilchen im Potential

P = —zh%

Pa = —@ﬁ%
by = by
D> = —m%

Der Impulsoperator ist ein Differentialoperator!

Hamiltonoperator fiir Teilchen in einem Potential

. 7~ N
H = — X
2m+V( )
h? .
A = YV
92 o2 o2

= 52 + 87;2 + 9.2 Laplace Operator
Schrédingergleichung

N .

Die Losungen der Schrodinger-Gleichung geben Auskunft iiber:
Die Welleneigenschaften der Wahrscheinlichkeitsamplitude auch wenn prizise 1 Atom sich im
Raum bewegt, was einer diskreten Teilcheneigenschaft entspricht.

Partielle lineare Differentialgleichung

Postulat 1 Die Schrodingergleichung ist fir die Quantenmechnik wie die Newton’schen Axiome fiir
die klassische Mechanik. Von ihr ausgehend konnen Teilchen im Potetial in der Quantenmechanik
betrachtet werden.

Die Schritte zur Losung dieses Problems sind:
e V(%) ist gegeben
e Suche die Losungen v (z,t)
e Berechne die Zeitentwicklung der Mittelwerte
e Vergleich die statistischen Aussagen mit dem Experiment

mittlere Bahn

(1) = / By (7, )T (E, 1)

Z ist dabei ein fester Operator das ’Schrédinger Bild’
Der mittlere Impuls zur Zeit ¢

@6) = —ih / a7, )T (E, 1)

Es stellt sich die Frage ob () = % gilt?
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2 N-Komponenten-System

2.8 Differentialoperatoren im N-Zustandssystem

-EXKURS-

Der eindimensionale Impulsoperator :

0
5 — h
p N or
N
~ - _p¥
() o
= —zhw(x+a)2:lw($_a);(m—1)a<x<ma
_ _ﬂ wnL-l-l - wm—l
2 Vva
 G)m
Ja
1 .
N 1h
Pmn - _%(57n+1,n - 6m—1,n)
0 1 0
-1 0 1
. ah 10 1
b= 2a
0
io=

2.9 Hermitzitdt des Impuls-Operators

hier: Beweis dass (p,) reell

pa) = (—zh / dw*(,iw)*

o™
= h / dxp o
.,
= —h / dxa—xw
0
= b | devt—
1 / Y 81‘w
= (pa)
wichtig:
v der Impulsoperator ist 'imaginéir’ und ’antisymmetrisch’ ([ dza - %b =—7 %a .
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3 Welle-Teilchen-

Dualismus

3.1 BeschreibungsgroBen der klassischen Physik

Raum und Zeit sind vorgegeben.
Fiir die Newton’sche Mechanik gelten

o FEuklidischer Raum + Zeit

e Galilei- Transformationen

die folgenden Bedingungen

Die spezielle Relativitidtstheorie hingegen

o Minkowski- Raum

e Lorentz- Transformation

Wir mé6chten in diesem Rahmen die allgemeine Relativitéitstheorie und die Quantengravitation nicht
in unsere Uberlegungen mit einbeziehen.

Physikalische Objekte

Teilchen in Newtonscher Mechanik

Zustand  Ort 7(t)
Impuls p(t)
Dynamik bestimmt durch Kréfte
Beispiel elektromagnetische Kraft
F=—¢(E+10xB)
F = F(f(t),p(t), E(F, 1), B(7,t))
Felder
Zustand  E(7,t)
B(7,t)
Dynamik bestimmt durch Feldgleichungen
Beispiel Maxwell-Gleichungen
%%E = rot B— %;
div E = p
%% 5 = —rot E
divB = 0
. - ~, 10 -
=B=rotA , E=-gradp—-—A
cot

Teilchen : diskrete Objekte
Felder: kontinuierliche Objekte

Die Ermittlung von E (Z,t) benstigt unendlich viele Messungen. Unter der Kontinuumsmechanik ver-
steht man die Betrachtung von Feldern, wie zum Beispiel ein Dichtefeld. Die Kontinuumsmechanik
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3 Welle-Teilchen-Dualismus

ist in der klassischen Mechanik nicht grundlegend, sie wurde aus der Punktmechanik abgeleitet fiir
sehr viele Teilchen (das umgekehrte funktioniert zumindestens ndherungsweise). Die absolute Vorher-
sagbarkeit ist auch in der klassischen Physik nicht gegeben (chaotische Phénomene ...). Darum sind
auch in der klassischen Physik oft nur statistische Aussagen moglich.

Vereinheitlichung der Konzepte

In der Quantenmechanik vereint man die Konzepte von Welle und Teilchen. Dadurch muss allerdings
auf die Punktmechanik verzichtet werden, sie kann nur noch als Ndherung dienen. Daher wird sowohl
das klassische Teilchenbild, als auch das Feldbild modifiziert!

3.2 Teilchen und Wellen

Der Energietransport (einschliellich der Ruhemasse) soll von A nach B erfolgen.

Teilchenbild: Teilchen bewegt sich von A nach B
Feldbild: Welle breitet sich von A nach B aus

In der Quantenmechanik haben Teilchen auch Welleneigenschaften und Wellen auch Teilcheneigen-
schaften.

Teilcheneigenschaften diskrete Ereignisse
Intensitét Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen oder ein Energiequant nachzuweisen
Welleneigenschaften Réumlich ausgedehnt
Superposition von Amplituden
p(7,t) = p1(7, 1) + 2(7, 1)
Interferenz
Intensitét I(r,t) = |o(7, 1)

3.3 Elektromagnetische Strahlung

Hinter der Idee das Licht als elektromagnetische Welle aufzufassen,steht ein historischer Streit, so
vertraten zum Beispiel Newton, Goethe, Einstein die These, dass Licht aus Teilchen besteht, wihrend
Huygens und Maxwell davon ausgingen, dass Licht eine Welle ist.

Ende des vorletzten Jahrhunderts sah es nach einem Sieg fiir die Wellenhypothese: Da es schien
als wiren Interferenz, Beugung und #hnliches vollig geklart indem man einfach nur die Maxwell-
Gleichungen 16st.

Heute kann man z.B. am LEP-Experiment (CERN Genf) beobachten, dass ein Photon genauso ein
Teilchen ist, wie Elektronen und Positronen. Es gibt dabei keinerlei prinzipielle Unterschied.

Maxwellgleichungen

Annahme: kontinuierliche Strahlungsfeldverteilung

gemessen: Photon trifft nur in eine Detektorzelle (Region). Damit finden wir die Lichtquanten (Photonen-
Yhypothese bestitigt! Allerdings entspricht die rdumliche Energieverteilung der Photonen bei sehr vie-
len Wiederholungen des Experimentes gut der Energieverteilung des Maxwell’schen Strahlungsfeldes
(aber es miissen Korrekturen vorgenommen werden: Quantenfeldtheorie). Die klassische Feldtheorie
liegt dabei nicht vollkommen daneben, aber es kénnen fiir sehr viele Experimente nur statistische
Aussagen getroffen werden!

Eklassisch(fj # 0 bedeutet fiir einzelnes Experiment nicht, da ist ’etwas’ bei 7, es gibt lediglich
eine Wahrscheinlichkiet an.

Quanteneffekte treten nur bei sehr hohen Energien oder sehr kleinen Absténden auf! Nicht nur in der
Mikrophysik!
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3.3 Elektromagnetische Strahlung

24

Abbildung 3.1: Elektron- Positron Interaktion

Beispiel

Bei der Beobachtung eines schwachen Sterns (geringe Intensitit der Strahlung) wird der Nachweis
des Lichtes durch Photomultiplikatoren vorgenommen, dabei hat das Nachweisgeréit eine rdumliche
Zellenstruktur.

Infensitat
=2ahl 4
oder
Slanll. 1
-+ 3
+ AL
4 3 g
- /1 AS | 6
1 | A 4
1”9 AO 3 \/
J 2 NL/ A 3> L s |
L Ir r "4 A'A A o i

Abbildung 3.2: relevanter Operator: Teilchenanzahl in Bin X, Zustandsvektor ¢,,, m = 1...N, N
Anzahl Bins

Wenn man lange genug wartet, kann man ein klassisches Beugungsmuster feststellen. Bei sehr gerin-
ger Intensitdt kann man eine Quantisierung beobachten, die Wahrscheinlichkeiten entsprechen dabei
denen der klassischen Optik. Fiir sehr viele Photonen wird die Quantisierung unwichtig. Eine dhnliche
Beobachtung kann man bei der Energieverteilung von Neutrinos aus der letzten Supernova vornehmen.

Aufgabe der Interpretation, dass kontinuierliches Feld eine kontinuierliche Energieverteilung beschreibt.

Energiedichte der elektromagnetischen Strahlung

3(E2(2) + B*(2))
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3 Welle-Teilchen-Dualismus

benotigt stets eine Wahrscheinlichkeitsinterpretation.

Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir diskrete Ereignisse ist (oft) kontinuierlich. Das macht die kon-
tinuierliche Wellenbeschreibung mit beobachteter Diskretheit der Ereignisse kompatibel. Dabei sind
Ereignisse diskret, wiahrend die Wahrscheinlichkeit kontinuierlich ist.

Teilchen im Potential
1 Teilchen: diskret (nicht 0,7345. .. Teilchen)
Wahrscheinlichkeitsamplitude ¢(Z): Feld

(&) = const. heifit nicht, dass das Teilchen iiberall ist nur: wenn Messung, dann gleiche Wahrschein-
lichkeit fiir alle Z, das Teilchen dort zu finden.

Photon im Raum

1 Photon wird abgestrahlt von einer Punktquelle, dieses wird in genau einer Detektorzelle registriert.
Die Wahrscheinlichkeitsamplitude kann eine Kugelwelle sein, fiir jeden Detektor verschieden von Null
und gleich.

E(Z), B(Z) héingen mit der Wahrscheinlichkeitsamplitude zusammen. E2(Z) # 0 heiBt nicht, dass
bei & Energie sitzt - nur: mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit ist das Photon bei Z!

3.4 Beziehung zwischen Teilchen und WellengroBen

Teilchen Impuls p’
Energie £

Welle Wellenléinge A
Wellenvektor k

Frequenz v
=27
||

w = 2mv (Kreisfrequenz)

Compton Streuung

Abbildung 3.3: Compton- Streuung

vorher nachher
Licht Elektron Licht Elektron
Energie hw mc? hw' Vm2c2 + 2
Impuls hk 0 hk' I
Frequenz w mhcz uj’ %
Wellenvektor k 0 K E
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3.5 Welleneigenschaften der Teilchen

w = c|k|,
i
w' = c|K|

Experiment

(1) hk =hk' + 7

(2) hw +mc? = hw' + \/m2ct + c2p?
(1) Impulserhaltung, falls der Photonimpuls hk

(2) Energieerhaltung, falls die Photonenergie hw

h: Plancksches Wirkungsquantum
h=1,06-10"2" erg sec

fundamentale Naturkonstante

¢ : Vereinheitlichung Raum Zeit \m ~ sec

h : Vereinheitlichung Teilchen Welle \erg ~ sec™!

(In der Teilchenpyhsik entspricht i = 1,¢ =1 : alles wird in Sekunden beziehungsweise eV gemessen)

3.5 Welleneigenschaften der Teilchen

Ein bewegtes Elektron hat die Wellenlénge

N
|
E
w o= —
h
w
v = —
21
_ B
T orh
_ E
h
Ro— I
2
hy = FE
Interferenz-Phinomene?
ebene Welle
wwez(gf—wt)
by = -y
0
wp 1&1?
Impulsoperator
P = hk = —ihvy (3.1)
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3 Welle-Teilchen-Dualismus

Energie fiir massives nicht- relativistisches Teilchen im Potential

E =

hw =

By =

—

0
h]i
o

32

P =

o + V(Z)
h;:; +V(x)
(h;f V) v
52
5 A+ V(x)p Schrodingergleichung



4 Motivation der Schrodingergleichung

o Interpretation

9 .
zha = F Energieoperator (entspricht Zeittranslation) (4.1)
—hyy = § Impulsoperator (entspricht Raumtranslation) (4.2)
(E—m)y) = 0 (43)
Ho P

P
E = o + V in der Klassischen Mechanik (4.5)

m

e Wellengleichung fiir Photon: Maxwell-Gleichungen
Wellengleichung fiir Atom: Schrédinger-Gleichung

e fiir Photon bekannt:
Die Elektrodynamik stellt bereits die Quantenmechanik fiir Photonen dar (in Situationen ohne
Erzeugung und Vernichtung von Energiequanten). Es &ndert sich hier nur die Art der Interpre-
tation.
Die Maxwell-Gleichung ist die ’Schrédinger-Gleichung fiir Photonen’.

e Fiir ein Atom kann man dies analog durchfithren, allerdings tun sich einige Unterschiede auf.

Photon Atom (s=0)
masselos Masse m
Vektorteilchen keine inneren Freiheitsgrade

zwei Helizitéten/ Polarisation
nur Grenzfall -
Erzeugung von Photonen spielt keine Rolle

4.1 'Wellenfunktion’ fiir 'Photon’

e Vereinfachung auf nur einen Freiheitsgrad (zirkulare Polarisation)

e Photonen im Vakuum
keine Erzeugung und Vernichtung von Photonen, Quantenmechnik fiir Photon wie Quanten-
mechnik fiir ein Teilchen

e Systeme mit verdnderlicher Photonenzahl, Emission, Absorption spéter
e Ziel: Konzepte

e Schnellwiederholung elektromagnetische Wellen
4.1.1 Ebene monochromatische Welle in x-Richtung, zirkular polarisiert

E, = bcos(wt—kzx)
E, = bsin(wt—kx)
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4 Motivation der Schrédingergleichung

w : Kreisfrequenz w = 2nv .

k : z-Komponente des Wellenvektors k, k = 27”

A: Wellenlédnge

Wellengleichung;:
1 9°E S
———-AE=0
2 o2

Die Wellengleichung ist erfiillt fiir

Das elektrische Feld steht senkrecht auf der Ausbreitungsrichtung genau wie das magnetische Feld.

E 1 B (4.6)
Po— B
Energie pro Volumen
&
s - w
v
1 = =
= §(E2+BQ)
- E2
2 2
= E,+E;
= 2

19)

N‘z.g

x-Impuls pro Volumen: = % , (§ ist der Poyntingvektor)

()

7i (7 : Einheitsvektor in Ausbreitungsrichung)

1é
cV
0

o, <y

P -

relativistische Energie- Impuls- Beziehung fiir masseloses Teilchen
= Photon ist masselos, bewegt sich mit Lichtgeschwindigkeit

Poyntingvektor

n
I
(e}
w51
X

<!
Ul vy,

4.1.2 Wahrscheinlichkeitsinterpretation (fiir Spezialfall)

Wihle b, so dass fiir gegebenes Volumen V:
Ein Photon pro Volumen, mit Energie hw vorhanden ist.
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4.1 *Wellenfunktion’ fiir 'Photon’

E?(z,t)
hw d

32: Wahrscheinlichkeit, ein Photon zur Zeit t am Ort 2 in Volumen d®z anzutreffen.

Dies gilt in dieser Einfachheit nur fiir ebene monochromatische Wellen. (Fiir betrachtete Welle ist

diese Wahrscheinlichkiet unabhéngig von = und ¢; kontinuierlicher Photonenstrom; hE—: V=1 %:
Wahrscheinlichkeitsdichte)

4.1.3 Komplexe Schreibweise

o(z, 1) Ey(x,t) —1Ey(z,t)
¢*($7t)¢($,t) - EQ(xat)
 hw
v

! Keine Standardnormierung
[ a0 @pota) = ho
1%

E , ¢: Energie-normierte Wahrscheinlichkeitsamplituden, Zihler messen Energiequanten (Wahrschein-
lichkeitsdichte fiir Teilchen bei Feldgleichungen mit zwei Zeitableitungen etwas komplizierter). Der
Detektor kann kollinieares Photon oder Photon mit w = 0 nicht auflésen.

oz, t) =1/ hvw exp (1kx — wt)

bei beliebiger Ausbreitungsrichtung der Welle k
h -
o7, 1) = 1/ 5 exp (o — wb))

4.1.4 Impuls und Energieoperator

Es gilt

Go = i
o6 = —ws
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4 Motivation der Schrédingergleichung

Erinnerung: Compton- Streuung

7 = hk
=P —ihy
Do = fzhag Differentialoperator
x
Py = hko
= po
E = hw
- 0
E = h—
= 2 o
E¢ = hwo
= g¢

Eine ebene Welle ist Eigenvektor der Operatorgleichungen

Py = pp
Ey = &¢

mit den Eigenwerten p) &
Energieimpulsbeziehung fiir Operatoren

(E? — 2P?)¢ =0

Dies entspricht der Wellengleichung

_2i2 252 _
(—h?om + RPN = 0
1 0%
2ae B¢

Fiir polarisierte Wellenpakete mit fester Ausbreitungsrichtung, sonst nutzen wir die Maxwellglei-
chungen! (Fiir eine monochromatische ebene Welle erscheint die Einfiihrung von Operatoren etwas
iiberfliissig. Sie ist aber extrem niitzlich fiir kompliziertere Wellenfunktionen.)

4.2 Schrédinger-Gleichung

4.2.1 relativistisches Teilchen

masseloses Teilchen mit Spin 0

Wellenfunktion ¢(7,t)

Wellengleichung
9 1o 2 ~N\2 : :
(@ha) ¢ = c*(—hvy) ¢ Klein-Gordon-Gleichung
B = @
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4.2 Schrodinger-Gleichung

freies Atom

Teilchen mit Masse

Wellengleichung

(h o026 = () + c'm’o

¢ beschreibt hier wieder Teilchen ohne innere Freiheitsgrade, noch kein Spin!
s = 0 Die innere Struktur des Atoms ist nicht aufgeldst. Relativistische Quantenmechanik! z.B. 7+;
oder Ton am LHC.

4.2.2 Nichtrelativiste Ndherung

lv] < ¢ p? < mict

E2 _ m204 4 CQPQ

E = \/m204—|—02]32

Q
3
So
+

|

Als Operatorgleichung (nichtrelativistische Wellengleichung)

0 1 -
zh&(b =mcip + %(—zhv)%b (4.10)

"Wurzel-Ziehen’ geht auch fiir Operatoren (mit Komplikationen), Quadrieren = Klein-Gordon-Gleichung
bis auf Korrekturen.
Die Ruhemasse ist immer nur ein konstanter Beitrag zur Energie; irrelevante Phase

2
¢ = ae Y

zh%qﬁ = chQb—&-ae_’ngt(zh%)w
 merar L
Sho = o ()
2
_Ea,
zﬁ%d; — HY (4.11)
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4 Motivation der Schrédingergleichung

Schrodinger- Gleichung

H: Hamiltonoperator

Fiir freies nichtrelativistisches Teilchen gilt:

Normierung von 1 auf Teilchenwahrscheinlichkeit moglich: a = ﬁ
5 5 ( 9*  0* 0 )

H=——/AN=—— |5+ +->
2m 2m 8x2+3y2+6z2

Der Hamiltonoperator ist der Operator fiir die Energie, ausgedriickt durch den Impuls.

Verallgemeinert fiir Teilchen mit Wechselwirkung, Teilchen im &dufleren Feld
z.B. Elektron in statischem elektrischen Feld

P
= 2
o TV
72
H = “om A 4V (7) (7 entspricht dem Ortsoperator)
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5 Einfache eindimensionale Probleme

o Wellenpaket

e Reflexion, Transmission an Schwelle

e Tunneln durch Schwelle

5.1 Stationdre Zustande

Eigenzustand zu H mit Energie E

Y*1) zeitunabhéngig

5.2 Potentialtopf

Ansatz

FI¢E(~’E> = Eyg(?)
(T t) = EP(F,t)
(@) = eF lyp(d)

V(z) =V O(lz| - §)
2+ Vi =

2m Ox2

Ey

/ //
///
//

/
/

\/We\-)
L

tkx

/ ///

Abbildung 5.1: Potentialtopf

ka e*®

_ —kQa ezkx
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5 FEinfache eindimensionale Probleme

hgfw = FEvy innen leiches El
(h;ff;—!-Vo)w = FEy  auflen greiches B
E < V)
1
2mE\ 2
k = :I:( Tth) innen
1
2 —FE)\?2
k = z(m(VOQ)) auflen
h

allgemeine Losung:

VY= bss +batha

cos kx innen
Vs G
cs e auflen
sin kx innen
Pa = ca e "%  auflen rechts z > %
—cy e auflen links z < %
hk = 2mE
he = 1/2m(Vp — E)

Pg cosgk = ¢4 e
cos—£k = ¢ e %" wie oben
Py o —ksin gk = —che T
—k sin—gkz = —C4K e~ % wie oben
Zwei Gleichungen fiir einen Unbekannte cg!
cos §k = cg e
sin 5/{ = cs% e
= % cos gk

Es gibt nicht fiir jedes beliebige k£ und k eine Losung; k, k durch E festgelegt
= Es gibt nicht fiir jedes E eine Losung.

Nur diskrete Werte von E erlaubt!

= Diskrete Energie-Eigenzusténde, diskrete Energiewerte

Im Experiment ist es nur moglich diese erlaubten Energiewerte zu messen! Die Wahrscheinlichkeit fiir
verbotene Energiewerte ist null!

k L
cos §k = —sin §k Diese Gleichung legt die erlaubten Energiewerte fest!
K

einfaches Beispiel
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5.2 Potentialtopf

4

Abbildung 5.2: stehende Welle im Potentialtopf

SO

=
l
8

(Fiir eine halbe Periode gilt: Die stehende Welle passt gerade in den Topf!)

Lk
-5 = (2n + 1)% ,n € N (einschliellich 0)
2n+ )7
k= ——
L
1
= ﬁ V 2mE
(2n + 1)wh\>
2mE = |———
m ( .
2h2
E = ;mLz(Zn +1)2
= ungerade Quadratzahlen
ghnlich fiir ¥ 4:
L
sin 7k = 0
Lk
5 = T
2
k = % ,n e N+
1
2h2
2mE = WLQ (2n)?
w2h?
Bo= g’
Gesamtspektrum
m2h?
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5 FEinfache eindimensionale Probleme

) <

L — oo: kontinuierliche Energieniveaus

5.3 Harmonischer Oszillator

P? m
H_ s 202

om T2 @
Q = z

Vv

4
Abbildung 5.3: Potential des harmonischen Oszillators (fiir kleine Auslenkungen)

2
To—a?) = By

h2 1
A
Dies entspricht einer Differentialgleichung zweiter Ordnung. Zu ermitteln sind die Losungen und die
diskreten Eigenwerte. (Diese Fragen kénnen beantwortet werden mit Standardmethoden zur Losung

von Differentialgleichungen. Hermite- Polynome)

Anfangswertproblem

Ye=0) = o

hat lokale Losungen fiir beliebiges F
Normierbarkeit = Diskretes Spektrum fiir £
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5.4 Algebraische Methode, Auf- und Asteigeoperatoren

\ 7{ 0 / Vix)
\ /

o

Abbildung 5.4: Wellenfunktionen im harmonischen Potential

5.4 Algebraische Methode, Auf- und Asteigeoperatoren
(Verallgemeinerung auf viele Probleme méglich)

P = fzh% (Ableiten)

@ = 2 (mit x-Multiplizieren)

Multiplikation von Operatoren
PQ: Hintereinandereausfithren der Operatoren (bisher schon verwendet um z.B. P? zu definieren)

PQU = —th i (ay)

= —zhw—zhx%w
PQ = —zh—zhx%
QP v = z(-thi-y)
QP = —zhm(,%

Multiplikation und Addition von Operatoren ist definiert!
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5 FEinfache eindimensionale Probleme

Kommutator zweier Operatoren A, B:

[Pa Q] = —ih
Auf- und Absteige-Operatoren
Definiere folgende Linearkombinationen
Absteigeoperator a
(VeQ + ——P)
a= mw
V2h Vmw
Aufsteigeoperator af
al = L(\/mwQ S P)
V2h Vmw
Produkte:
" 1 9 1
aa’ = (mw@* —1QP +1PQ + — P?)
2h mw
_ 1 2 L
= o (mw@” + MP +1[P,Q])
_ 1 2 L
= %(mwQ + mP + )
1 1
T - 2, - p2_
a'a o7 (mw@” + me 1P, Q))
_ 1 2 L o
= o (mw@” + me R)
- X P
a.al] = P
= 1
[a,af] =1
1 mw?
H o= 5 P =@
2 1 1
hw ata = m?sz + 2—1—72 — ihw
m

1
= H = hw <aTa+2>

5.5 Absteigen im Spektrum

Man betrachte den Eigenwert E) mit der Eigenfunktion ¢y

H ¢y = Exex

(Hier wird nur die Existenz einer normierten Losung der Differentialgleichung fiir geeignetes E (nicht
fiir beliebiges E) vorausgesetzt; keine weiteren Details)

Zu zeigen ist:
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5.5 Absteigen im Spektrum

entweder apy =0 (Null-Funktion!)

oder U = apy ist ebenfalls eine Losung der DGL
mit Hy = (E) — hw)y

Beweis

HY = hw

= (E)—hw)apy
sei apy # 0, dann
Hy = (Bx — hw)

= awp, ist ebenfalls Eigenvektor zu H, mit Eigenwert E) — hw. g.e.d.
Ebenso gilt: Falls a?p) # 0, neuer Eigenzustand

H(a?py) = (Ex — 2hw)(a*py)

dquidistantes Spektrum I

Bis jetzt sind aber noch mehrere Serien moglich!

ap) ist normierbar, falls £y > %hw I

Jastap @) = (apalans) 5 (a=av+ sy ot =ar- 57 )

Beweis

/ dz ap)apx

/ dx @iatapy partielle Integration
/ dr o (1L
A hw 2 P2
1 f 1
— [ d E\—=h
hw/ I‘F’A()\ 2w)<PA

Dies ist endlich und positiv fiir Fy > %hw
Die Energie des Zustandes ay) ist: Ey — hw > —%hw

Fiir den Augenblick: normierbare, aber nicht normierte Eigenzustéinde von H.
Normierung kann nachgetragen werden.
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5 FEinfache eindimensionale Probleme

Nebenrechnung

(a1 |2) = (11laTeps)
fiir beliebige 11, ¥ (a' ist hermitesch konjugiert zu a)

/dx (arp)" /dx [1 (Wx-l—

(17 i (o) s
fors i (i ()]
= /dm/)*aw

a: Spektrum generierender Operator

Absteigeoperator:
Wie weit gehts nach unten?

Ex : O\
—  [E\-fo o ‘P>\
- Ex-mbw ;o

Abbildung 5.5: Absteigeoperator

bis a?py =0

niederster Eigenwert fiir E: Ey, was ist Ey?
Es muss stets gelten:

1
E > —ihw fiir Normierung
1
EO > = 5 hw

Fir £ > %hw gibt es noch einen tiefer liegenden Zustand

1
EO S ghw

5.6 Energie des Grundzustands

Sei ng so, dass gelte:

E>\ — nohw = Eo
1
EA — (no + 1)71(4} < 757-%«)
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5.6 Energie des Grundzustands

(Eo letzter positiver Eigenwert in der Serie)

Es gilt:
apg = 0
Hpy = hw (aTa + > @
1
= ithJo
1
= EO = 57‘1{0

Nur Serien mit B, = (n+ 3)fiw, n € N
Damit ist das Spektrum moglicher Energie-Eigenwerte bekannt, ohne die Differentialgleichung explizit
zu losen.

Entartung: Es gibt zu gegebenem FE,, mehrere Losungen.

ELI\ A

o

2l = + =
2 m————

15/.; ———ia T+~ =
3 b | —
I — —
A — + ==
11— [

Abbildung 5.6: Entartung der Energien

N

Nehme an, es gibe mehrere '™ mit

Entartung

m 1 m
HcpSL ) = <n + ) hwgo,(n )
(m1)

P ) — o)) >0, fiie my # my

(m1) _

(on

m ist die Seriennummer,/ Entartungszahl

alle gpﬁf”) Eigenzustéinde zu H = <p51m) Eigenzustand zu

Besetzungszahloperator

n = da (5.3)
g™ = el (5.4)

Betrachte Zustande mit n > 1 :

955177—1)1 = a@%m)

Die Energie ist dabei: (n — $)hw, die Besetzungszahl: n — 1

Sind @Sﬁll) und @5:”721) verschieden, falls <p£lml) und go%mz) verschieden sind? Ja!
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5 FEinfache eindimensionale Probleme

Beweis:
(@) — @ |glm) — prYy =

<aw£7;m1) _ a<,0g"2)|a30£:”1) _ a(pgng)>
(@) — i alapl™) — alap™)

= () — Q2 |plm) — (™))
> 0 falls my 7é mo

= Der Entartungsgrad kann fiir kleinere n nur zunehmen!
Aus obigem folgt:
Es kann keine Entartung geben, falls der Grundzustand eindeutig ist.

5.7 Grundzustand

Eindeutiger Grundzustand ¢:

Bis hierher war alles rein algebraisch losbar, der letzte Schritt gilt nur fiir unser spezielles System (es

gibt auch entartete Systeme!)

Beweis

apg = 0

[mwx +1 <—zha)} wo = 0
ox

(mwx—l—ha) wo = 0
ox

mw

Diese Losung ist eindeutig bis auf eine Konstante (Normierung).

po(z) = Coe B
o) = —Co %23@ e
= —Zlapo(e)

wo(z) ist eine Gaussfunktion (damit sind Az?, Ap? bekannt!)
Cy ist bekannt durch die Normierung

(polpo) = 1
c: = \/Z:1
R
i = (%)
o - (%)

Grundzustandswellenfunktion

Unschérfe

Breiten Az, Ap (kénnen auch algebraisch berechnet werden)

<.’IJ>:O ) <p>:0
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_anp? 2
—ae 27 4oz
—h?(—a + a*(z?))
_h2m2w2 h

) 7712

. (fozx))

2
267%2

2mw

Grundzustandsenergie

L9 2
5 P7) + ——{2%)
1 mw
— Ap? + ——Az?
om ST T AT
o, wh
4 4
—hw
h2
2.2 v
Ax*Ap® = 1
h
AxzAp = 3

5.7 Grundzustand

(5.10)

(5.11)
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5 FEinfache eindimensionale Probleme

Minimale Unschérfe!

Casimier-Effekt

Ax >0, Ap > 0 und verantwortlich fiir die Grundezustandsenergie Fy = %hw
Ey # 0 typisch fiir die Quantenmechnik

Messung durch Anderung des Potentials (Ey hiingt von w ab)
Energieinderung entspricht Kraft

Das Vakuum ist nicht leer — Quantenfeldtheorie. I

Zwei neutrale Platten, Grundzustandsenergie hingt von L ab = Casimier-Kraft.

ST

Abbildung 5.7: Versuchsanordnung Casimier-Effekt

Klassischer Grenzfall
E > hw

1
E = (n+§)hw; n>1

Die Quanteneffekte sind von der Gréflenordnung von .
Diskretheit des Spektrums ~ hw

Grundzustandsenergie ~ %hw

Ap2
2m

Unschérfe ~ ihw

5.8 Spektrum, angeregte Zustinde

Eigenwerte B, = w(n+3), n€N
zu jedem E,, genau eine Eigenfunktion. (eine Lisung)

Konstruktion der Eigenfunktionen, Aufsteigeoperation

—~

5.12)

—~

5.13)

$n = Cn(a“‘)n(p();
o Cn—i—l +
On+1 — Ta ®n
n

¢n und Eigenfunktionen von n mit Besetzungszahl n.

induktiver Beweis:
zu zeigen: wenn Hy, = FE,p,
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5.9 Besetzungszahl-Darstellung

= Hppp1 = (En + hw)§0n+1

Beweis:

Cn+1 a-‘-
Cn

1
h [
w(aa +2)

n

Normierung

{@nlon)
{@nlpn)

Aus

¢o()

¢n(T)

Cn+1
Ch

n

1
hw (aTaTa + a'[a, a] + 2a*>

3
T{af z
a (aa+2)<pn

h
3> Fiw On+1 QTSOTL

(" 2)",
3
(n + 2) hwpn+1

(En 4+ hw) pny1 qed.

CnJrl

n

1
C2%(a'pola™ p0)
2

o (atpn_1]atpn_1)
Cr
Cry
Cn
Cr_y
2

n n
Cr_y

02

n 27L
Cnfl

(Pn-1 |aaT90nfl>

<90n—1|(n -1+ 1)30n—1>

{(Pn—1len—1)

Die ¢,,(z) koénnen explizit konstruiert werden: Hermite - Polynome

5.9 Besetzungszahl-Darstellung

|n) (entspricht @, (x) ), n=0,1,2,...
fln) = nln)

o1



5 FEinfache eindimensionale Probleme

Eigenzustinde zum Besetzungszahl-Operator

fI\n) = <n+;)hw|n)
(nln) = 1 Normierung
— [ ds i@tz
= =)0
= = (0le”

Orthogonalitat
<n‘m> = dnm
zu beweisen

(0]a™(a®)™|0) = 0 fiir n #m

Beispiel
(110)y = (0lal0)
= 0
(nl0) = 0 firn#0
1
@1y = 72<0|aaaT\0>
= —=(0la(la,a") + a'a)l0)
1

= E@la(l +a'a)[0)

= 0
(n|]l) = 0 fuirn>1
induktiver Beweis
(nlm) = 0 fiir gegebenes m, alle n > m
= (nm+1) = 0 fallsn>m+1

allgemein fiir hermitesche Operatoren:

Die Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal. I

Sei

A|wm> = Am‘¢m>a

Alpy) = Au|tby); Es gelte: AT=A
benutze:

<¢m|A = )‘m<wm|
da (A|"/Jm>)T <1/)m|AJr
(1hm|A
A |9om))’
A (Um|
A (Um|
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5.10 Funktionenraum

Beweis

A (Y |10

0 = ()‘m - )‘n)<wm|wn>
= (Ymln) = 0
Molekiil- Schwingungen
lineare Entwicklung
s 0 — &— . Viep.
’ y > Kleine &*‘Utﬂﬁs&ohfi uration
/‘ ("’etcnuhLmh(q,wj

Klewne Schuinaunaen X e, Quhc(.a:‘;

harmonisches Potential V ~ z2
= linearer Energieabstand

Der Ubergang zwischen Energieniveaus erfolgt durch das Abstrahlen von Photonen mit der Frequenz

w, AFE = ﬁwM, 2th ce
Es sind scharfe Linien im Molekiilspektrum zu beobachten!

.k
l l l . I, '—~'L “n
(AN Wy 3o, &5 it

5.10 Funktionenraum
fir n =0,..., N —1 mit N endlich

[n) bilden eine Orthonormalbasis fiir N- dimensionalen Vektorraum.
Raum aller Funktionen f(z), die als Linearkombination

N-—1
f(z) = Z Qnpn ()
n=0

geschrieben werden koénnen; a,, € C
Was passiert fiir N — oco?
¢n(z) und ON-Basis fiir den Raum der quadratintegrablen Funktionen in einer Dimension

/dxf*(a:)f(x) = ¢ c>0
Zan@n@g)

n=0

= [f(z)

Jede quadratintegrable Funktion kann als Linearkombination von C,,(x) geschrieben werden.

©n(x): vollstindiges Funktionensystem!

(5.16)
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5 FEinfache eindimensionale Probleme

Dies kann man mit den Kugelflichenfunktionen vergleichen:

%S l

F0,0) =Y > amYim(0,9)

=0 m=—1

Hermitesche Polynome
Orthogonalitétsrelationen etc . . ..

5.11 Leiteroperatoren im Zwei-Zustands-System

[a,a'] = 1= Leiter-Eigenschaft
n = ala
W = iy
=

ﬁ(awn) = (n - 1)((“/%) oder ayp, =0
Beweis:

afaan = [at,dlat, + actap,
= —ay, +anyy, q.ed

Zwei- Zustands- System:

Warum ist a keine Observable?
Die Eigenwerte von a sind reell: A = 0, sie haben nur einen Eigenvektor: ¢ = ((1))
Mittelwert:

0
ww>=wmm@)
1
Y31

nicht notwendig reell!
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6 Bewegung im Zentralpotential, Drehimpuls

6.1 Schrodinger Gleichung fiir isotrope Systeme

Kugelkoordinaten

v(r) = V), r=|r

h2
H = —3-A+V(r)

10 ,0
A = EET E—‘r
10,0

ﬁarT or

1 -
r

L1 o .0 11 o
119 ,0 1 1 0
r2snf 00" 80 " 12 sin2g 92
1
o}

stationédre Schrodingergleichung: Hi = Ev

Produktansatz fiir Eigenfunktion zu H (nicht alle Eigenfunktionen haben diese Form!). Linerakom-
bination.

7/}(7:) = 7/}7’(7‘))/(@790)

52 52 72 ~

(“3m @ Z VO 5 0¥(©0) = (=50 A4V ) ()Y (0,5)
= E¢T(T)Y(@a 99)

= Y(O, ) muss eine Eigenfunktion zu A sein.

2mir?

AYi(©,9) = aYi(O,p); Eigenwert a
= Differentialgleichung fiir ..(r)
2
(gm0 (804 ) 4 V() ) nlr) = B )
Zwei Schritte
1) Eigenwerte und Eigenfunktionen zu A
2) Losen der Radialgleichung
* Beitrag ~ a;: Drehimpulsbeitrag

* zu zeigen:

Y, — Yim (0, ¢): Kugelfunktionen
ap=—=l(l+1)
6.2 Drehimpulsoperator

Rotationssymmetrisches Potential: klassische Mechanik = erhaltener Drehimpuls

I = 7§
l; = E €ijkT Dk
ik
€123 = 1

%)

Pr(r)AY (0, ¢)



6 Bewegung im Zentralpotential, Drehimpuls

Quantenmechanik
Drehimpulsoperator : L =@ x P

L; = Z €ijkQ;j P

ik
(Keine Probleme mit Ordnung von @; und Py da [Q;, Py] = 0 fiir j # k, L;r =L

Kommutator fiir den Drehimpuls

Gruppentheorie, Lie Gruppen
Kommutatorrelation fiir Generatoren der Drehgruppe SO0(3)

Beweis
R.S.:
Lk = Z kaanPn
Z EijkLk = Z €ijkEmnk Qm.Pn
0imdjn—0indjm
= QP — Qb
Zu zeigen:
[Li, Lj] = 1h(QiPj — Q; P;)
Rechnung
LiLj— LiLi = Y ewnQuPr- Y €nQuPi—Y €nQuP- Y QP
Kk 11 "1 Kk
= Z i k€t (Qu PrQu Py — Qu P Qe Py)
kKL
benutze
[Pi7 Qj} = *Zﬁfsij
PQ; = QP —hdy;
QuPLQuP, — QuPQruPy = QpQuPyP — QuQr PPy — 1hQp bpy P+ 1hQp oy Py
[Li,Lj) = b > €innein(Oum QuPr — 5 Qu Py)
Kkl
= h <Z citk€i1QuPe — Y Eik/kéjszk/Pl>
kUl k'l
Z €ijk€mnk = 6im5jn - 6in5jm
%
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[LiﬂLj] =

6.2 Drehimpulsoperator

Wh E ik k€ Qrr Py — 1l E €ir1€511Qu Py

Kkl kil
Zﬁz (0301 — 0410k ) Qi Pr — th Z (03501 — 03t/ O15) Qe Py
k'l KU’
> 0130k (QrPr — QuPy) + 01y | 60k (QuPx — Qi)
Kl Kl

h(QiPy — Q4 P)

ZFLZ Eilek
k

Wiederholung Kommutatorrelationen

weitere Kommutatorrelationen

[Li, Bj]
[Li, Q5]
[Li, L]
[Li, V3]

Skalare: P2,(Q2, L2, S

(Skalare werden nicht gedreht!)

explizit fir 2= > x LiLi

1.7

Zentralpotential

q.e.d.
[Pian] = —Zh(sij
[Pivpj] =0
Qi Q;] = 0
[Li,Lj] = ZhéijkLk
[Si,Sj] = zheiijk Spin
{az,aﬂ = 0y
.o b
7 - 2 1
[Ti,Tj] = ZZeijka
= theijkpk
k
= theiijk
k
= theijkLk
k
= zhz €i51x Vi alle Vektoren Vwerden gleich gedreht
k
[L;,S]=0
= > (LiLgLk — LiLiL;)
k
= Y (LiLiLy + [Li, L) L — L LiLy, — Ly, [Ly, Ly))
k
= Z (th Eikk’Lk’Lk — Lklh Z €kik’Lk’)
k k! k!
= h Z Z €ikk' (L Ly + L Lyr)
kK
=0
q.e.d.
[Zvaen] = o
[E, H} = 0 (Drehimpulserhaltung)
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6 Bewegung im Zentralpotential, Drehimpuls

6.3 Erhaltene GroBen

Fiir jeden Zustand (t), der der Schrodingergleichung geniigt:
d
iy = H
¥ (0
d d
A = —@W|A
W = Ligjaw)

d
L dy dip
= (ZlAw) + @A)

= FWIHAW) — 5 (| AH])
= 5 WI[HAl)
=0
6.4 Drehimpuls in Kugelkoordinaten
2
fP
"
! Y
« |
Y
_A
. 9 N
X

Abbildung 6.1: Polarkoordinaten

z = rcosf
r = rsinfcosyp
= rsinfsing
S L0 10 1
v o= “or T o0 evrsinﬁ&p
A = AH-%A
r
0
L, = —ih—
1 95
1 0 0 1 9?2
2 _ _ 32 I - —
L= h sin 6 00 Sm980+sin298<p2
= -r’A
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6.4 Drehimpuls in Kugelkoordinaten

L,: Generator von Drehungen um ¢, dhnlich wie
P, = —zh%: Generator fiir Translationen in z- Richtung

Beweis

Zu zeigen

es gilt

damit

Beweis

Ny
[ V]

e &

0
—’Lh%
wo oo
dp dy Oy Ox

sind Jsingp 0 dcosp O
e Jdp 0Oy dp Oz

sin 6 [ cos ﬁ — sin g
TS c way S @ax
0 0

> = —-K2A

= (L -A,)
WA, = L2P+R*r?2 A
a .0 o mo
ar?ﬂza _ LZ—QQPQ

= ré
= —zhr%

0 0

- _p2. Ll

i "or" or

L;L;

€k Q@ Py €511 Qjr Pro

(04 Okkr — Oj Oy ) Q5 PuQyr Prr
Q;PLQj Py — Q; PrQyP;

99



6 Bewegung im Zentralpotential, Drehimpuls

man muss nun benutzen

[Pi, Q]] = —zhdij
= PQ; -Q;h
PQ; = QP —hd;;
L? = Qj(QjPy —1hdjx) Py — Q; Pu(P;Qy + 1hdjy)
= Q*P? - 2nQP — (QP)(PQ)
PG = PQ,
= ijj — zhéj i
= @ﬁ — 3uh
L? = Q?P?>+hQP — (QP)(QP)
q.e.d
mit
1
A = A+ —2A
r
= A, — 21 L?
hér2

R 1
2mr?

effektives Potential mit Drehimpulsbarriere

L? +V(r)

Eigenfunktionen zu A= Eigenfunktionen zu L2

L*Yi(8,¢) = R’ aYi(©, ¢)

L*Y(0,¢) = R*1(1 + 1)Yi(O, ¢)

entweder = FEigenschaften der Kugelflichenfunktionen Yj,,
oder = algebraisch

6.5 Spektrum des Drehimpulsoperators

(Darstellung der Drehgruppe)
Der allgemeine Drehimpuls, auch der Spin, erfiillt folgende Gleichung;:

Alle Eigenschaften des Spektrums folgen aus dieser Relation! (algebraischer Zugang)

Spektrum von L,
Betrachte die Eigenzustinde zu L, (0.B.d.A.)
Sei |m) ein beliebiger Eigenzustand mit dem Eigenwert m

L,lm) =hm|m) ,m eR
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m ist hier nicht notwendig ganzzahlig!

Aufsteige-Operator

6.5 Spektrum des Drehimpulsoperators

Ly=L;+:L,
Absteige-Operator
L_=Lg—1L,
(L2, L] hi
[L.,L_] —hL_
Beweis
(L., Ly] = [L., Lyl +1 [LZvLy}

L, : Aufsteigen im Spektrum

LZL+|m>
oder Ly |m)

Beweis

L.Lylm) =

Damit ist auch |Lym) ein Eigenzustand zu L,
oder

thL, + 1(—hLy)
R(Lg +1Ly)
L,

(L4 L.+ Lz, Ly])m)
R(m + 1)Ly |m)

mit dem Eigenwert ii(m + 1).

|L+m> =0

L_: Absteigen im Spektrum

Ebenso ist |L_m) ein Eigenzustand mit L,|L_m) = h(m — 1)|L_m).

oder

|[L_m) =0

Das Spektrum von L, ist diskret und dquidistant mit dem Abstand h.

Em,i(m+1),i(m+2)...
Vergleich mit harmonischem Oszillator

Es gilt

[L-i-a L—]
L+

Die Algebra ist verschieden von af, a!
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6 Bewegung im Zentralpotential, Drehimpuls

[aT,a] =-1
Beweis
(Lo +1Ly)(Ly —1Ly) = (Ly —1Ly)(Ly +0Ly) = L3 +1[Ly, Ly] + LZ — (L% —[Ly, L] + Lz)
= —[L,, L]
= 2hL,
ebenso der Antikommutator
{Ly,L-} = LyL_+L_Ly

_ 2 2
= 2(L; + L)

=

1
L = L[*+ Lyl + L Ly)
Beschrinktheit des SEektrums von L,
Fiir beliebiges ¢ mit (1| L?|1) endlich

WILY) = (PIL2Y) + (W|(L2 + L2)|)
> (Y|L2Jp)

\%

Eigenzustand |m)
Wm? < (|L2|y)
Das Spektrum ist nach oben und unten beschrinkt.

Zwei-Zustands-System

h
Lz = 57‘1
h
Ly = 57‘2
L, = L,+:1L,
Al/0 1 0 1
- 310G o)+ (5 o))
. 0 1
™ = \o o
L+ = hT+
L. = Lp—1L,
= hr_
_ 0 0
- = 1o
= (TJr)T

Warum ist 7_ keine Observable?
Die Eigenwerte von 7_ sind reell: A = 0 nur ein Eigenvektor ¢ = ((1))
Der Mittelwert

wirl = @)
= Pt

Dieser ist nicht notwendig reell! 7_ ist nicht hermitesch.
Es existiert m_ € R, m4 € R mit
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6.5 Spektrum des Drehimpulsoperators

Im.), |m_) und Eigenzustinde zu L2

Beweis
L2 = L2+L,L_+3i[L_,Ly] (B)
= LI+L-Li+s5[Le, L] (A)
L2 = L2+ L,L_—hL, (B)
= L2+ L_L,+hL, (A)
Llmy) = (B*mZ +0*my)my)
= B’my(my+1)|my) (A)
LYm_) = (h*m2 —h*m_)|m_)

h2m__(m_ —1)m_)
W (=m-)(=m_ +1)lm-) (B)

Zustinde mit festem Eigenwert von L2 und L,

[l wobei | = m
L2lm) = K231+ 1)|im)
L.|lm) = hml|lm)
Llim_) = KA1+ 1)|)im_)
— BA(=mo)(—m_ +1)im_)
>m_- = -l
= —m4
Zu jedem my =1 gibt es eine Serie von Eigenzustinden zu L, und L2
wenn
[gn =
L. b
Lyt
M- b
Abbildung 6.2: Serie von Eigenzustinden zu L, und L?
L3, my) = B2+ 1)|lmy.)
dann auch

L2|l,my — 1) = RA(+ 1)|l,my — 1)
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6 Bewegung im Zentralpotential, Drehimpuls

Beweis
[L>,L.] = 0
L) = L-L?)
= R+ 1)L_|p)
my = —m_=]
my —m_ = 2l : ganzzahlig
1
=[] = 0,5,1,%... moglich

(Es ist zu zeigen, dass [m_) aus |m4) durch wiederholtes Anwenden von L_ erhalten werden kann.)

Drehimpuls ist quantisiert!

[=0:
L2)0,0) = 0
L.]0,0) = 0
l:%:
-1 1 3
L2 - - _ = 2
2’2> 4h
-1 1 3
2 (L 1 _ 22
L 2’ 2> 4h
LY = b
2°2
1 1 1
27 2
11
1 1
=1
[1,1),]1,0),|1,-1)
I?: 2p°
L.: h0,—h

Diese Relationen findet man auch in der Atomphysik, zum Beispiel in den Rotationsspektren von
Molekiilen. Makroskopische Objekte haben allerdings im Allgeimeinen ein sehr hohes [!

AL = \/AL§+ALZ+AL§

AL 1

— ~ — fiir grofe [
L N/

|lm) fir gegebenes :

N- Zustandssystem, N = 2] + 1

Ly, Ly,L;: N x N - Matrizen

=1
L; : 3 x3 Matrizen
1 0 0
L, = hA{0 0 O
0 0 -1
Ly, Ly, 777
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6.6 Bahndrehimpuls in Kugelkoordinaten, Kugelfunktionen

6.6 Bahndrehimpuls in Kugelkoordinaten, Kugelfunktionen

L, = 1k (sin 99% + cos ¢ cot 9(98(?)
L, = —ih (cos @% - SiI“PCOta(rfp)
L, = fzh%
. 2

LY (0,0) = RA1+1)Yim(0,9)

L.Yim(0,0) = hmYu.(0,9)

1, m) = Yin (0, )

nm(97¢) = le(e)qu(@)
d
—Zh%fb(@ = hmo(y)
d
70 (p) = wmg(p)
= og) = e
o(p+2m) = ¢(p) = m ganzzahlig = [ ganzzahlig

Also: Der Bahndrehimpuls bedingt nur ganzzahlige | und m!

<15 0 m?

L ino L 14 1)) Yim (6, ) =
096 00 ~ gmzg T )) m(6,0) = 0

Yim (0, ¢): Kugelflichenfunktionen!

Orthogonalitét:
™ 2
; df sin 0 i do Vi (0,0) Y (0,0) = 1S
= ({,m|l';m')
Vollsténdigkeit:
o 1 ) o 1 | |
S 3 V. in@F) = g0 =i~

Jede beliebige Funktion auf einer Kugeloberfliche ldsst sich darstellen als

=

>

&
[

Z alm}/lm(ea <P)
Lm

(=1)"Yy (6, )

=
|

s

=

A
I
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6 Bewegung im Zentralpotential, Drehimpuls

Beispiele
1
Yoo = —
00 i
3
Y10 = E cosf
Y11 = - i sin fe'¥
V 8w
Orbitale

a(f) = |Yim(0,¢)|? (unabhingig von ¢: rotationssymmetrisch um z-Achse)
Es sollte hierbei nicht zu einer Verwechslung mit der rdumlichen Verteilung der Wellenfunktion
¥(r, 0, p) kommen!
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6.6 Bahndrehimpuls in Kugelkoordinaten, Kugelfunktionen

£ tﬁ}

2,"0'2/ ﬁ:;)j C’-l
m=0 t m=Lg

d- Orbitale
=3 hichd  mmehr &mwl\ut

2 - Orbitale

Abbildung 6.3: Orbitale, Bemerkung:die Orbitale sind rotationssymmetrisch um die z-Achse
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6 Bewegung im Zentralpotential, Drehimpuls

6.7 Bindungszustande
6.7.1 Radialgleichung

279 929 R I(1+1
(37,2 Ta,r) -+ ( :; ) +V(T‘) wnl(’l’) = Enl ¢nl(r)

Ar Drehimpuls

2m 2m

Bestimme das Spektrum von erlaubten FE,;!
Eigenfunktion ), (r)!

Beispiel: Wasserstoff-Atom

e
Vir)=——
(r) dmr
allgemeiner
lim V(r)=0
T—00
Effektives Potential
B2+ 1)
Ve =V —_—
1) = V) + =5

letzteres stellt dabei die Drehimpulsbarriere dar.

Vin)

Abbildung 6.4: Effektives Potential

6.7.2 Eindimensionale Schrodingergleichung

Ansatz fiir die Radialfunktion
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6.7 Bindungszustédnde

— Vereinfachung der Ableitungsterme

92 20 192
(572 + 237 ) votr) = o)

dann

R? 92 REI(l41)
(g e am VO~ B uatr) =0

Eindimensionale Schrodingergleichung mit Veys(r) !
Bereich 0 <7r < >

Beweis
or2  ror o or r) Orr
_ (9 2 (Y
o or r r o or2
_ W
oy r2 2 g3 r2 r3
u//

-

6.7.3 Normierung

[esv@o@ = 1 ="y, 00

~

/ dT TQU (r) U(T — 1 ; /d3x = /d’r T‘2/d@ d9 Sine
0 roor
Man benutzt hier die Normierung der Y},,, (6, ¢)!

/OOO dr fu(r)? = 1

Dies ist eine eindimensionale Wellenfunktion!

6.7.4 Anfangswertproblem

Lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung!
"Reelle DGL’: Man bestimme die reellen Losungen! Die allgemeine Lésung ist durch eine Linearkom-
bination mit komplexen Koeffizienten zu erreichen.

Anfangswertproblem mit 2 ’Integrationskonstanten’

u(ro) = u, u'(ro) =7
Eine Integrationskonstante ist trivial: Normierung (@)

1 Losung = a1 Losung

6.7.5 Verhalten fiir r — 0

Sei V(r) # ¢§3(%) fiir r nahe 0:
Es muss gelten:
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6 Bewegung im Zentralpotential, Drehimpuls

u(r=0)=0
oder u(r — 0) — £o0
Beweis durch Widerspruch
Sei u(r — 0) =ug #0 = 1(r — 0) = =2
Schrodingergleichung fiir ¢ (Z)
Ap = Aid ~ 64(3)
|z

kann durch V (r)y oder Et nicht ausgeglichen werden!
Sei Vegs(r —0) ~r=2,8>0
typisch:

=2 firl#0
(=1 firl=0)

Lésung im Grenzfall » — 0
fiir r — 0 kann E vernachléssigt werden
Betrachete [ £ 0

—u”Jrch2 =0,c=1(+1)
Ansatz
v = drt
o = dhr"t
u" = dh(h—1)r"2
= +er?u = —dh(h—1) "% 4 derh?
= 0
= h(h—1 = ¢
c = 1l+1)
=h=-] oder h=1[+1
v = drtt4er
Normierbarkeit =e = 0
firl # 0
u(r - 0) = dr't!

6.7.6 Numerische Lésung: 'SchieBen’

festes rg, festes @

festes [, festes

Man betrachte die Losungsschar in Abhéngigkeit von . Es zeigt sich, dass nur bestimmte diskrete v
mit u ~ i1 vertriglich sind ! Sonst u ~ 77!
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6.8 Wasserstoff-Atom

Abbildung 6.5: Numerisches Losen

6.7.7 Losung fiir r — oo

Vernachléssige Veyrs(r)

h2
—2—u" = Fu, E <0 Bindungszustinde
m
u — f e*f‘\‘/r +g SK/T
v = K*u
52
5k = E
m
9 2mE
KL= g
1
= —v-2mFE
K = m

Normierbarkeit: g = 0

! Problem: v ist schon abgestimmt, damit u ~ 7!+ fiir kleine r. Im Allgeimeinen u ~ g e*", g # 0 fiir
r — 00.

Andern von v um auf die Losung u ~ e~
Es sei denn:

Man wéhle E, so dass es gerade auf beiden Seiten klappt; diskrete E!
"Feinabstimmung’ von F und vy nétig, damit « normierbar fiir r — 0 und r — oo
= Diskretes Spektrum

57 71 ’schieBen’ — dann aber »~* fiir r — 0.

6.8 Wasserstoff-Atom

2

Coulombpotential V(r) = — £

T 4w

6.8.1 Wichtige GroBen in der Atomphysik

Feinstrukturkonstante

e2

4mhe
1

137,037...
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6 Bewegung im Zentralpotential, Drehimpuls

- dimensionslos, ’Stéirke der Wechselwirkung’

Bohr’scher Radius:

47h?
ang = D)
e’me
B h
 amec
= 0,529-107%m
= 0,529 A
charakteristische Losungsskala
Rydberg-Einheit :
2
e
R, =
Y 8mag
B mee?
- 32m2n?
2
= %mECQ
charakteristische Energieeinheit = 13,55 eV
Dimensionslose Variable
r = —
ao
Enl
Enl = —
l R,
x, & : dimensionslos!
6.8.2 Dimensionslose Radialgleichung
0 10
r=ayr, — = ———
" or T ap Ox
h* 9% REI(l+1) ¢
————t ———— — — — E | uy =
< 2m Or? + 2m 72 47y l) ni () 0

% Ill+1) 2

Ox? 2

Beweis

1 h? 9% 1(l41) e? 1 e?
—_ — — ni u(z) = 0
ag 2m Ox? x2 4dma, x 8mag
~——
Ry
dnh?  RP e?
ag = = — = —

2

e*m mag 4w

klammere % aus: q.e.d
Allgemeine Technik: Skalieren der Dimensions-behafteten Variablen: > Der Computer kennt keine
Einheiten!’

= Dimensionslose Gleichung fiir dimensionslose Variablen.
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6.8 Wasserstoff-Atom

6.8.3 Verhalten fiir r —

R = \/ELC

u~ e VET o e VETG
VE: hat die GroéBenordnung 1 = ag ~ Atomradius

6.8.4 Reskalieren der Ortsvariablen

Fiir das praktische Rechnen sollte man z Umskalieren. e~VET s omp

1
0 0
w = Yo,

o p

( 8 +l(l";1)_p0+1>u(p)—0

9 472 ¢?
Po = W%
Z2%e? 1
2maq |E|
Z?mee?
8m2h?|E)|

N L .
o= NEamn BT
6.8.5 Ansatz unter Beriicksichtigung des Grenzverhaltens

ulp) = P e w(p)

w(p —0) = wy Konstante!
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6 Bewegung im Zentralpotential, Drehimpuls

6.8.6 Taylorentwicklung

(Diese funktioniert in den Bereichen, in denen die Lésung analytisch ist.)

[ee]
wlp) = Y arp”
k=0
ow >
-— = Zkakpk_l
ap k=0
O%w >
— = k(k — 1)agp*2
DY
8'0 k=0
=
> {k(k = Darp®™" + 200 + Dkarp™™" = 2karp® + (po — 201+ Darp*} = 0
k=0

— Koeffizientenvergleich

(k(k—1)+2(1+ Dk)agp* 1 k=K +1

NE

i (k(k — Dag + 2(1 + Dkag)p"™ ' =
k=0

>
Il
—

(K + D)k +2(1+ 1) (K + Dag41 p*

I
M8

=
Il
<]

Koeffizientenvergleich (Potenzen von p*) pg- ausklammern, Koeffizient fiir jedes k muss verschwinden

(kj + 1)k‘ak+1 + 2([ + 1)(k‘ + 1)ak+1 — 2kay + (po — 2(l + 1))ak =0

6.8.7 Rekursionsformel

brart1 = crag
ck
Ai+1 = aak
20k +1+1) —
app1 = ( ) = Po an

(k+1)(k+20+2)

Aus der Rekursionsformel folgen alle weiteren Werte, wenn ag gegeben ist. Was ist ag?

u(p — 0) = app'*l. Es bestimmt das Verhalten der Wellenfunktion am Ursprung. Aus dem Ansatz
der Taylorentwicklung um p = 0 wird deutlich, dass die Diskretheit des Spektrums auch gleichzeitig
eine Einschrankung des Verhaltens bei p — oo zur Folge hat.

p — oo: Verhalten der ay, fiir grofle k.

Aus dieser Erkenntnis kann man schon einen grofien Teil der Chemie nachvollziehen:

¢ Pauli-Prinzip (nur ein Elektron darf in jedem Zustand sein)
e Spin

¢ Elektron-Elektron-Wechselwirkung (Ladungsabschirmung)

6.8.8 Verhalten fiir groBe k

Alternative
i) Reihe bricht ab bei irgendeinem kg, ax, = 0; dann a, = 0 fiir k > ko

ii) Reihe bricht nicht ab
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6.9 Diskretes Spektrum

dann limg . = — 2 und damit w(p — 00) ~ e?”.

ag

Beweis

Api1 2k+1 ki
ay, (k+ 1)1 2k

[\

wenn w ~ 2P = u ~ e? ~ e*": Wiederspruch zur Normierbarkeit! Alternative ii) ausgelassen!

6.8.9 Abbruch der Taylor-Entwicklung

Normierbarkeit fiir p — o0 =

Reihe bricht ab! bei kg = N + 1

= w(p) ist Polynom der Ordnung N, ag,a1,...,ay #0; ayy1 =anyy2=...=0
Die Bedingung fiir das Abbrechen ist ay41 =0

2(N +1+41) — po = 0; Losung fiir geeignetes pg! pg € N

6.9 Diskretes Spektrum

verschiedene Losungen fiir N = 0, 1,2 mit entsprechenden py, N
Zur Erinnerung

2
Po e
E
E=——
Ry

N: radiale Quantenzahl
Damit liegt fiir gegebenes N, [ fest; po(N, 1)

Dies hiangt nur ab von der Kombination

n =N + [+ 1: Hauptquantenzahl

pPo =

- (13,55)eV

n2

(0]



6 Bewegung im Zentralpotential, Drehimpuls

EA

b —A}H,SS' eV

Y3

[

“+ =AY, S§ t,\/-J

Abbildung 6.6: Diskrete Energieniveaus

Diskrete Energieniveus ~ #

= Beobachtung! Spektrum der Atomiiberginge: AF = (# — #) R,. Bindungszustédnde werden
1 2

immer dichter fiir n — oo
(fiir positives E: kontinuierliche Streuzustinde)
Entartung

n=N+1[1+1

fiir gegebenes n gibt es mehrere mogliche I (N > 0!)
n=1:1=0n=2:1=0,1;n=3:1=0,1,2

N |
n-1 0
n2 1
0 n-1

Tabelle 6.1: Zuordnung N und 1

6.10 Spin und Gesamtdrehimpuls

Spin
[jnd wozu braucht man halbzahlige 7 Innerer Drehimpuls’ der Teilchen: Spin

S
[Si, Sj] = Zh Z eiijk
k

[Si, Lj]
[Si’ Pj] =
[Si, Q5]
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m

m= (/' 51‘\:’

6.11 Schalenmodell

Emlantungsanad
(143 r"n% ~, =A%
1'\":1*‘37‘ c = &
A vl = XL

Abbildung 6.7: Entartung

zusétzliche kommutierende Operatoren 52, S,
zuséitzliche Quantenzahlen
Sy =
SZW)) =
mg =
s: Spin des Teilchens
Elektron: s = %
p,n:s= %
m-Meson: s =0
p-Meson: s =1
Gesamtdrehimpuls eines Elektrons
J
[Ji, Jj]

J?: hat die Eigenwerte h%i(j 4 1)

h%s(s + 1)y
hmgtp

—s,—s+1,...,s

L+8

’LhZeiijk
k

Die Quantenzahl j ist dabei ganzzahlig, wenn s ganzzahlig ist und halbzahlig, wenn s halbzahlig ist.
[J, H] = 0 fiir zentralsymmetrische Probleme, gleichzeitig sind nicht notwendiger Weise [L, H] = 0
Der Gesamtdrehimpuls des Atom berechnet sich aus:

JAtom = JKern+ § Ji, Elektron
[

6.11 Schalenmodell

—_——
Elektronenhiille

Zur Erinnerung: Die radiale Wellenfunktion héngt getrennt von N und [ ab,(nicht nur von n).

n=1
=2
=3
Zusténde zu gegebenen [: 2 (20+1)

Spin Bahndrehimpuls

1=0
1=0,1
1=0,1,2

7



6 Bewegung im Zentralpotential, Drehimpuls

n=1 1=0 2 2 s-Orbital
n=2 1=0 2 8 s-Orbital
=1 6 p-Orbital
n=3 1=0 2 18 s-Orbital
=1 6 p-Orbital
1=2 10 d-Orbital

Tabelle 6.2: Das Schalenmodell des Atoms

Schalenmodell des Atoms!

Experimentelle Beobachtung: Uberginge zwischen zwei Niveaus: elektromagnetische Strahlung wird
freigesetzt: m — n

hw = E,—E,
(1 ¢
= |z 02 R, (Wasserstoff)

Lyman: n =1, p — s (UV)
Balmer: n =2, s — p (sichtbares Licht) 400 — 600nm

i S P o
kont
I /
i /
E" *
E T

Abbildung 6.8: Darstellung Energieniveaus und bergénge

1 1

——1—=.. )R
Lymann (1 4,1 5 )Ry
3 8 15
hw = ZRy,gRy,ERy
Kernladung Z:
Z°R
E, = - n2y (e — Ze?, R, ~e*)

Die Quantenmechanik erklirt

e Diskrete Spektralserien (Kombinationsprinzip Ritz 1905)

78



6.12 Wellenfunktion )., (1)

e Stabilitdt der Atome
e Identitdt der Atome

6.12 Wellenfunktion v,,(7)

po bekannt: Rekursionsrelation kann fiir gegebenes N gelost werden
Laguere- Polynome

(n—1—1)x3

N T 20+1
2n((n+ 1)) L

Pni(r) = ( )é (26r)e"" n-+l (2r1)

Laguere Polynome

Grad n — (I + 1) hat n — (I + 1) Nullstellen

2mE
-
2m RyZ2
Wont
Z%22m me
n? h? 3212h*
Z2m2et
16m2h*n?
meZe?
Amh3n

Ii2

4

nao

Y10
V20

Va1

6.13 Volistandiges Funktionensystem

F0.0) = D amYim(0,0)
lm
Yim = [l,m)
L. [l,m) = mhll,m)
LYl,m) = I+ 1)R*l,m)
<l’,m’|l,m> = 51’157n’m
w(ﬁ 07 @) = Z bnlm ql)nl (T)lem (97 90)
nlm
= In,l,m)
Ey
Hn,l,m) = fﬁ\n,l,rm

|n,l, m) vollstindige O(N) - Basis der quadratintegrablen Funktionen

. — e _4h
Spin S =5, = £3

Ein-Elektron-Zustande im Atom

<Tl/, lla m/a m;|na l7 m, ms>

%) n,l,m,ms)

E Cnlm,mg

6nn/ 6l’l 5m/m 5mgms
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6 Bewegung im Zentralpotential, Drehimpuls

6.14 Bewegung im elektromagnetischen Feld

Wie kann man den Spin sehen?: Bewegung im Magnetfeld
Elektromagnetisches Feld hier klassisch: keine Photon-Wellenfunktion!

Potential ¢, Vektorpotential A:

, 10 - -
E = ——A-
c ot Ve
B = vuxA
klassische Hamiltonfunktion
H = (5 A1)+ eo(z,t)
= om p - , w\x,

Schrodingergleichung fiir Teilchen ohne Spin (s = 0)

1 . 2\ 2
zhgw = [ (hv - eA) +ep
ot ) c

vernachliissige A2 Term; Coulomb- Eichung VA = 0 oder besser (div A) = 0

1 — — = - =
H = — P2~ % (AP+ AP)+ep

2m 2me

h? he ~-
H = ——A+e<p+£Av
2m me

konstantes Magnetfeld B:

A gibt keinen Beitrag zu E

= ) € (—;> > kimTi B

ik lm

1
= *55 €ijk€kim0j1 Bm
jklm

1
= -3 Z i eklm By,

kim —€kli

- 251'771

m

- B

q.e.d.

80



damit
Ay
Hp
% : Lamorfrequenz

6.15 Magnetisches Moment

e w

Hpg
HB|l7m7 S, ms>

Zeeman-Effekt, starkes Magnetfeld
Z =1

Hin,l,m,mg)

Aufspaltung der entarteten Energieniveaus
g=2

6.15 Magnetisches Moment des Elektron, Zeeman-FEffekt

des Elektron, Zeeman-Effekt

—jiB
L S
2mec g 2mec
2,0023193... Quantenfeldtheorie

B, , B, constant

e e
— L, S. | B,
( 2mec T 2mec )

heB,
oo M+ gma)llm s, m.)
R, heB
= T T g mams)

mei A
= gy = - _i A
= 4 2
& “~
=1 Mew A
z
m 4
My= {
me= 4
'S 2 {
— 2 A
I ————
=0 T eo—oou
S - A
mg = 3 A

e

Abbildung 6.9: Aufspaltung der entarteten Energieniveaus
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6 Bewegung im Zentralpotential, Drehimpuls

=0 m=0 m+ 2mg = %1
=1 m==41,0 m+2ms=42+1,0

Wenn der Spin aufler Acht gelassen werden wiirde, so wére keine Aufspalting fiir [ = 0 erkennbar und
ach fiir [ = 1 wéren nur 3 Unterniveaus sichtbar.

Das Stern- Gerlach- Experiment hat grofe Ahnlichkeit mit diesem Phinomen, hier kommt es zur
Strahlaufspaltung im inhomogenen Magnetfeld.

6.16 Dreidimensionaler harmonischer Oszillator Molekiile

Im folgenden werden wir das He? -Molekiil betrachten, es ist zu bedenken, dass diese Rechnung nur
Naherungsweise stimmt.

VvV = %wzrz
R I L & m

gy = (Y Y 9 m o, 2 2 2
o (8x2+8y2+822>+ 5 @ (2% +y~ + 27)

Ansatz

P(@) = Pu(x) Paly) ¥3(2)
H = H1 +H2+H3

H;: harmonischer Oszillator in i-Richtung
Eigenfunktion

1
Hiprp, = Tw (711 + 2) V1n,

H1|n1> = hw (’I’Ll + ;) |TL1>
'l/)l,nl (:L')Q/JQ,RQ (y)w&ns (Z)

‘nla na, Tl3>

3
H|TL1,TL2,TL3> = (nl “+ng +nz + 2> hw

290 | g2/:0 - — — — —— 6 (200)OANOORD), UADUON O AN
%%U - g=A o —— 3 @ \O\D\\LO\A ©) \ LO‘O‘A)
2401 =0 = 4 ©.0.0)

Abbildung 6.10: Spektrum
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6.16 Dreidimensionaler harmonischer Oszillator Molekiile

n1,ng, ng) bilden vollstindiges Funktionensystem

w(f) = Z C’I’L1,’I’L2,n3‘n17 n27 n3>
n1,m2,m3
<m17m27m3|n17n27n3> = 6m1n15m2n25m3n3

Damit sind auch die 97;(7)Yim (0, ¢) ein vollstindiges Funktionensystem!
|n17n27n3> = anhng}ng,s,l,md)ﬁl(T)%m(e?@)lﬁvlam>

mw .2

Die Grundzustandswellenfunktion ist proportional zu e~ 2z "
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6 Bewegung im Zentralpotential, Drehimpuls

84



7 Mathematischer Formalismus der
Quantenmechanik

7.1 Hilbertraum

i) J: Vektorraum mit Elementen |¢), |¢)

lo) +1¥); M), 0e€ 2

ii) Dualer Vektorraum .77*

lp) € H — (p| € H”

Alp) = Ayl

iii) Skalarprodukt:
(Wle) = (el
W) = A[lp)

Mlp) = N (Wly)

e.g. [dx *(x)p(z)
Norm: [[o]| = /{¢le), llell < oo

iv) 4 ist vollstindig:
Sei |, ) eine Cauchy-Folge, |p,) € 5. Dann existiert fiir jedes € € R ein ng, so dass fiir alle
m,n > ng gilt ||pm — @nl| <e.
Vollsténdigkeit: Es existiert |¢) € £ mit limy, oo [[¢m — ¢|| — 0;
'Grenzwert einer Cauchy-Folge’ in ¢’
Endlich-dimensionale Vektorrdume sind immer vollstédndig!

v) J€ ist seperabel
Es existiert eine abzihlbare ON-Basis (Dies gilt immer fiir endlich-dimensionale Vektorrdume.)
ON-Basis |p,,)

<9971 |(pm> = 5nm

) Zan|‘9n>

Beispiele

«) M-dimensionaler Zustandsraum
|t)) : M-komponentiger komplexer Vektor
(M = 2: Zwei-Zustands-System)

B) quadratintegrable Funktionen in einer Dimension
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7 Mathematischer Formalismus der Quantenmechanik

f(x); Basis |n) (Eigenzustinde afa)
H = f@)=3 auln)
n=0

Z AnPn (x)
n=0

Qo
(€51
= s

(g1f)

/ " dr g (@) f(2)
> Bran

~) Funktionen auf der Kugeloberfliche; Basis Y}, (6, ¢)

1) = F6,0) =) cmYim(8, )
lm
= Zalmﬂ,m)
lm
"'Zﬂl*malm
Im

= /d(p df sinfg*(0,0)f(0,v)

(glf)

9) Quadratintegrable Funktionen in drei Dimensionen Basis (1): |n, 1, m) = 95,1V (6, ¢) Basis (2):
[n1,m9,m3) = [n1) [n2) [ns)

€) periodische Funktionen

Periode: L Beschrinkung auf: —% <z<

Basis: ¢, (z) = % exp (m%)

(Funktionen auf Torus)
Bemerkung: Ebene Wellen konnen als Grenzprozess L — oo betrachtet werden: ¢, (z) = eP*
bzw. % exp 1pT

Axiom 6 Die mdglichen Quantenzustinde eines Systems werden durch Vektoren im Hilbertraum be-
schrieben.

Quantenzustand = Wahrscheinlichkeitsamplitude

Sie sind normiert: (Yl) =1

Es ist allerdings zu beachten, dass nicht jeder Vektor in J# ein Quantenzustand ist! (Nur die, die auf
1 normiert sind!)

0 € 7, aber kein Quantenzustand

Allgemeine Eigenschaften von |p), |¢) € 22

loll € Ry falls [i0) # 0

10} =0
lo+oll < llell + 1]
(Wl < llell - 1]

86



7.2 Basis-Wechsel

7.2 Basis-Wechsel

ON-Basis (1): |n), ) =3, anln)
ON-Basis (2): |M), [v) = > p B | M)

Beispiel

ny = |nlm)
|M) = |n1 n2ng)

Wenn nun «,, bekannt ist, was sind dann die a7
Dazu benétigt man : |n) =Y, Unn|M)

dann folgt
|¢> = Z an|n>
= > anUnm|M)
n.M
= Y BulM)
M
By = Y Uunan (B=Ua)
Ubergangsmatrix
Beweis
(Mn) = (M| Unn|M')
M’
= Y Uy (MM
M
= > Ummburum
M/
= UMn
also

n) = Z | M) (M|n)

Das Einschieben von Zwischenzusténden ist eine beliebte Methode ), , [M)(M| =1

Uprn: Matrixelemente einer unitiren Matrix '

vut = 1
U]\/[nU;tM/ = Odmm
UnnUppry, = O
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7 Mathematischer Formalismus der Quantenmechanik

Beweis 1
Unitére Transformationen erhalten die Norm, |n), |M) sind normiert.
direkter Beweis

UMn

*
UM/n

(M|n)
(n|M’)

i
= Unm

Beweis 2

UJ\J?LU]TJ’n = Z<M|n><n|M/>

= (M) |n)(n|M")

(M|M7)

= Omm

Entwicklungskoeffizienten

(€3]

lv) = zn:an‘ \e:L-/ )= O[:Q

Basis-

vektoren

Beweis
<€n|1/’> = Z <6n‘am6m>
= Z Qo <6" ‘em>
= an
Wiederholung

Hilbertraum, ON-Basis |n); =73 anln); oy, = (n|y)
alternative ON-Basis |M)

Basiswechsel |n) =Y, |M)(M|n)

Entwicklungskoeffizienten Uys,, = (M |n) einer unitiren Matrix UTU = 1

7.3 Lineare Operatoren

7.3.1 Defintion, Linearitat

A (oder A)
Definitionsbereich von A: J# C

WA 4, H: lineare Abbildung

) — Aly) = |AY)en
A(lY) + ) Al) + Alp)
AXp) = M) = (AA)[Y)
A+ B, \A seien definiert

Beispiele
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7.4 Selbstadjungierte Operatoren (hermitesche Operatoren)

a) A: komplexe M x M -Matrizen

B) |¢) = f(x); quadratintegrabel

_ 0
A= g

Fy: differenzierbare quadratintegrable Funktionen

7.3.2 adjungierter Operator Af

W AL (Afy| Abbildung in "

Definition 1

(Atlp)
(A;rnnwn)*@m

(V] Ap)
O AnmPrm

Beispiel

a) At ist hermitesch konjugiert zu A, AT = (AT)*
Summe, Multiplikation mit Skalar

(A + BB) = a* AT + 3* Bt
7.3.3 Operator-Multiplikation

AB = A-B = AoB
—— ——

Matrixmultiplikation — Hintereinanderausfithren der Abbildungen

g Boad o = B2
AB|¢) = A[Bi) |AB1)
Im Allgemeinen ABly) = BA|yp)!

Bei Drehungen gilt die letzte Aussage. Das Operator-Produkt ist assoziativ, nicht kommutativ.
7.4 Selbstadjungierte Operatoren (hermitesche Operatoren)

At =4
Es gilt fiir A" = A:

(AYlp) = (Y|Ap)
= (Aty|y)

fiir alle A (auch A # At)

(A|p) = (p|A)*  (also fiir AT = A auch ) =

(h|Alp) = (p|Aly)*  falls AT = A
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7 Mathematischer Formalismus der Quantenmechanik

damit (¢ =) =
(V[AJY) = (P|Al)"
Damit ist gezeigt, dass die Erwartungswerte hermitescher Operatoren reell sind.
Beispiel
P = P!
[e7e) a *
(Poly) = dr | —ha—p(2) | P(2)

= zh/da: aa%zp(a:)
13

= —zh/dx gp*a—f
= (o|PY)

Einfache Eigenschaften:
Sei B ein beliebiger Operator: (BT = B;
BB' und BfB sind selbstadjungiert, (aber im Allgemeinen nicht identisch)

Beweis
(BBT)T - (BT)T.BT
= BBf
(BTB)T _ BT(BT)T
= B'B

Axiom 7 Physikalisch beobachtbare Grofien (Observablen) sind lineare selbstadjungierte Operatoren
zugeordnet.

Nicht jeder Operator ist selbstadjungiert A # Af.

Axiom 8 FEin normierter Zustand v beschreibt eine Wahrscheinlichkeitsamplitude. Dies erlaubt Aus-
sagen tber die statistische Verteilung von Messergebnissen fiir Ensemble (viele unabhdingige gleich-
praparierte Systeme). Der Erwartungswert einer Observablen ist der Mittelwert iber viele Messungen
mm Ensemble. Er ist gegeben durch

(4) = (1| Ag)
~——
Erwartungswert Skalarprodukt
= (YIA[Y)
(Y AYp)

(A) wird auch oft Erwartungswert des Operators genannt.

7.5 Spektrum von Operatoren

e Das Spektrum von A entspricht der Menge aller Eigenwerte von A.

spec(A) = {an}
AvY, = apy
e diskretes Spektrum:

Ein diskretes Spektrum ist eine abzidhlbare Menge von diskreten Eigenwerten. Die Eigenvektoren
zu verschiedenen Eigenwerten hermitescher Operatoren sind orthogonal.

Awn = ap¥n
A%u = ap Py
A = Af

An 7& Ap = <u}n|¢n’> =0

90



7.6 ON-Basis

Beweis

<"/}n|A|wn’> = an’<"/}n|wn’>

<wn’|A|7/)n>*
= (anwjn"q/’n»*
an (Pnl )

0

= (an — aw) (Yn|tn)

e entartetes Spektrum:
Bei einem entarteten Spektrum hat mindestens ein Eigenwert mehr als einen linear unabhngigen
Eigenvektor.

e kontinuierliches Spektrum:
Es gibt Bereiche, in denen Eigenwerte als kontinuierliche Funktion einer (oder mehrerer Varia-
blen) geschrieben werden koénnen.
— Dies ist der Grenzfall von diskreten Spektren, wenn der Abstand zwischen den Eigenwerten
gegen Null geht.
(Beispiel: kontinuierliches Impulsspektrum, aber die Eigenfunktionen sind nicht normierbar)

e Eigenvektoren sind normierbar (Definition von Eigenvektor in 4#)

7.6 ON-Basis

Fiir einen beliebigen selbstadjungierten Operator A mit diskretem Spektrum existiert eine
vollsténdige orthonormierte Basis von Eigenzusténden.

Beweis

i) Das Spektrum ist nicht entartet
= Eigenzustiande orthogonal — Normierung — ON-Basis

ii) Entartung:
Zum Eigenwert a,, existieren (™ linear unabhiingige Eigenvektoren. Die Eigenvektoren zum
Eigenwert a,, bilden wieder einen Vektorraum (Unterraum von .#) der Dimension I(™). Man
wéhlt nun eine ON-Basis in diesem Raum.

Zu jedem hermiteschen Operator (mit diskretem Spektrum) gibt es (mindestens) eine vollstdndige
ON-Basis bestehend aus den Eigenvektoren. (52 vollstéindig und seperabel)

(Hermitesche Matrizen A = A" kénnen durch geeignete unitire Transformationen

(A" =UAU~', UTU = 1) diagonalisiert werden)

Beispiel: harmonischer Oszillator, |n), Eigenvektoren zu H beziehungsweise 7.
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7 Mathematischer Formalismus der Quantenmechanik

Wahrscheinlichkeits-Interpretation der Entwicklungskoeeffizienten
Sei {¢n} (Wn = |[¥n)) eine vollstindige ON-Basis zu A(A = A") mit Ay, = ani,. Ein
beliebiger normierter Zustand ist

= anh,

Falls das Spektrum nicht entartet ist gilt:

wy = |an|?

Wahrscheinlichkeit, dass bei einer Messung der Eigenwert a,, gefunden wird

<A> = Z|an|2an
anan

anzl

n

Einfach Verallgemeinerung fiir entartete Spektren

= Yl
l

Axiom 9 Nach Messung einer Observablen A mit Messergebnis a,, befindet sich das System in einem
FEigenzustand von A mit Eigenwert a,

A¢7a = anw’n

a, gemessen = Wahrscheinlichkeit fiir Messwert a, # a, ist null!
Die Messung veréndert den Zustand! Nicht nur unser Wissen dariiber!

7.7 Darstellung von Operatoren

Darstellung von A

Wiederholung: A = Af: Existieren einer vollstindigen ON-Basis von Eigenzustéinden
ON-Basis zu A: |ey,)
mit Ale,) = anlen), an, €R

A= Z |en>an<an|

(Dies ergibt eine diagonale Matrix mit den Eigenwerten a,,!)

Ale,) = Z|en>an<en|em>
> len)tnbnm

A |em)

m{€m|

(em]A

Einheitsmatrix

1= Z ‘en><en|
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7.8 Kommutator

Das ’Einschieben von Zwischenzusténden ’ entspricht dabei einer Multiplikation mit der Einheitsma-
trix.

FA) = Y len)flan){enl

Man betrachte einen beliebigen Operator B in ON-Basis zu A

B = l|em)Bmn{en| mit Einsteinscher Summenkonvention
= Z |em>an<6n‘
m,n
Blen) = |em)Bmn(enlen)
= |em)Bmn’ nicht: Bprmlem)
<em|B|en> an
—~—
Matrixelement von B
Beweis

Wirkung von B auf beliebige |[¢)) = ay|en):

Bl|Y) = Baylen)
= «a,Ble,)
= Oy | em>B mn

= anan‘em>

aq
fiir ) = |*|=a
Blyy = B-a Matrixmultiplikation

7.8 Kommutator

B
=
I

AB — BA
fir [A,B] #0:

Ein Zustands 1 kann nicht simultan Eigenzustand zu A und zu B sein, falls [A4, By # 0!

Beweis
Sei
A = ay
By = W
=
ABY = aby
BAY = bay = aby
[A,Bl]y = 0 Widerspruch

scharfer Messwert von A (Eigenzustand zu A)

= kein scharfer Messwert von B sondern eine Verteilung!

Erinnerung: [P, Q] = —ihi

Kein Zustand kann gleichzeitig scharfen Wert von Ort und Impuls haben!

Fiir [A, B] =0:
Es gibt eine vollstéindige ON-Basis von Vektoren, die simultan Eigenvektoren zu A und zu
B sind!
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7 Mathematischer Formalismus der Quantenmechanik

Beweis

ON-Basis fiir A, Ae, = aye,

= ABe, = BAe, = a,Be,

= Be, ist Eigenvektor von A mit dem Eigenwert a,

entweder: a,, ist nicht entartet = Be,, = bye,, b, = (e,|Bles)

oder: a,, ist entartet = B ist Operator im Unterraum mit den Eigenwerten a,,. Man wéhle nun eine
ON-Basis zu B in diesem Unterraum ....

q.e.d.
Beispiel

[Pvay] =0
[szQy] =0

Vollstandiger Satz von kommutierenden Operatoren
ON-Basis von Eigenzustinden zu A, B, C, ...

Alen) = anlen)
Ble,) = bulen),

so dass jedes Basiselement eindeutig durch Eigenwerte (an, by, Cy, .. .) charakterisiert ist. (keine wei-
tere Entartung)

Beispiel: Wasserstoff- Atom
H (n), L* (1), L. (m), S. (m.)
Eine bessere Bezeichnung wire: vollstdndiger Satz von Quantenzahlen. Eigentlich geniigen, wenn die

Entartung aufgehoben ist, die Eigenwerte von H, dennoch ist es praktisch die n I m m,-Basis zu
kennen.

7.9 Heisenberg’sche Unscharferelation

A, B selbstadjungierte Operatoren

AA = (A% (A

Unschéarferelation

AAAB > S|(A,B))

Man muss hier beachten, dass AA, AB, ([A, B]) im Allgemeinen Eigenschaften eines Zustands sind!

Beweis mit Schwarzscher Ungleichung

(A%)(B%) = [AB))* =
(Av|AY)(BY|BY) = [(AY|BY)* &
1AVl 1Byl > [(Ay|By)l®

AAAB

YAl
= <_
NP
|
—~
P
= =
%
I =
5 7
=
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7.9 Heisenberg’sche Unschérferelation

verwende
(A= (A).(B—(B))] = AB-(A)B—(B)A+ (4)(B)
—BA+ (BYA+ (A)B — (B)(A)
damit ist
AAAB > %IH(A —(4)),(B—=(B)}) + ([4, B])|

verwende

o = {A-—(A),B—(B)}: reell

ca = ([AB]): rein imaginir
dann

le1 + el =/ + 5 > /3 = ey

AAAB > J|([A, B])|

Beweis (allgemein fiir A, B hermitesch)

1) AB + BA ist hermitesch

(AB+ BA)' = BtAt 4 ATBt
= BA+ AB
{A, B} hat reelle Erwartungswerte
2) AB — BA ist antihermetisch
[A,B]! = BfAt— A'Bf
= BA-AB
= —[A, B]
[A, B] hat rein imaginiire Erwartungswerte
3) antihermetische Operatoren (C' = —CT) haben rein imaginire Eigenwerte
1C' ist hermitesch
(O = —Cf
= C

1C': reelle Eigenwerte A,
C': imaginiire Eigenwerte —i\,,

Beispiele fiir die Unschéirferelation
A=P, B=Q,[P,Q] =—ih

h
AP AQ >

Aber: [P,,Q,] =0 AP, AQ, >0

Allgemein:

Was wir allerding bereits in den Ubungen am Wellenpaket sehen konnten!

keine klassischen Bahnen!
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7 Mathematischer Formalismus der Quantenmechanik

7.10 Darstellungstheorie
Sei |a,) ON-Basis zu Operator A (A = Af) und |b,,,) ON-Basis zu Operator B (B = BY)

beliebiger Zustand

lp) = zn:|an> (an|p)

A — Darstellung
des Zustands

©
= Y lom)  {bule)
m N——
B—
Darstellung
Operator C'
Cc = |an>C’£L(:L), (an/| CT(L‘;), A — Darstellung von C
= |an>C'7(,ZZi,L/ (b ijfn, B — Darstellung von C

Wie rechnet man die A-Darstellung in die B-Darstellung um?

o) = bm){bmle)
= |bm){bm |an){an| ¢)
——

1
= (bmlp) = Z Unn{an )
= (an|bm)”
Es ist zu zeigen, dass U unitér ist.
lo) = lan)(an [bm)(bm|an){anle)
= Z |lan){anle)
:>>an’|bm><bm|an> = 5n’n
Ui Unn = Onin
Uty = 1

Operatoren werden entsprechend transformiert
c® — yolayt

Skalarprodukt
(@c@a) =

Su

Q

5
S
~

Vektor-
produkt

— E ' &* (@)
- amcmnan
m,n

= (@Utiuc“utiua)

— (lc®p)

unitéire Transformationen: lineare Transformationen, die ||| invariant lassen.

7.11 Verallgemeinerung: Orts- und Impulsdarstellung

Operatoren mit kontinuierlichem Spektrum (Impuls in unendlichen Volumen, Ort (nicht auf Gitter))

Impulsoperator P
Eigenzustand |p)
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7.11 Verallgemeinerung: Orts- und Impulsdarstellung

Plp) = plp)

|p) ist nicht normierbar! I

(kein Hilbertraum!)

o) = (@m)%F 1)

(Kontinuumsnormierung)

o) = [ 52l

~——
®(p)
dp
et - 1
/%w*(p)so(p)
Ortsoperator Q
Eigenzustand |Z)
[ ]
QlE) = @)
¢ Normierung
@ = M- )

Ortsdarstellung

o) = /dx|x> (zl¢)

~— ——
abstrakter Wellen-
Vektor funktion ¢(x)

oft: feste Basis (Ortsdarstellung), Identifikation von |¢) mit ¢(z)

(Wlo) = / d'z " (@) ()
WlA()p) = / dr' de (gla')z'|Ale) (z]o)

/d;v’ dx (2" ) p(x)A(z)d(z — ')
[z v @eta)At)

e |2') in Ortsdarstellung: @, (x) ?

o) = / dz |z) (z]")
——
o ()

pu(r) = dz—1)

= Wellenfunktion als Distribution
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7 Mathematischer Formalismus der Quantenmechanik
e |p) in Ortsdarstellung?

p) = / dale)  falp)

Ortsdarstellung
von |p)

pp(z) = (alp) =ei?”

Zu zeigen ist die Ubereinstimmung mit

Plp) = plp)
D (@) = poyle)
Plp) = /d;v’dac |z"y (2| P|x) (\x@

—zhé(:c’—:c)% eh PE

/da: 1) (‘Zh;;) o
= [aslowiels

= plp)

Fouriertransformation # = 1 (bzw p — k

o(x)

I
—~
)

YRS

d
- [

invariante Beschreibung/ Darstellung
©(p): Fouriertransformierte von ¢(x)
U1
in gegebener Basis: 1) kann mit ¢(x) assoziert werden, unsere Schreibweise, wie ¥ = | vg
U3

Innere Fourier-Transformation

(p|x): Impulsdarstellung von |z)

(plo) = (alp)* = e 7P

Wie sieht der Ortsoperator in der Impulsdarstellung aus?
(Impulsdarstellung: statt 1 (z) jetzt ¢(p) (Fouriertransformierte))
[P, @] in Impulsdarstellung

Wahl der Basis
im Prinzip beliebig
in der Praxis: dem Problem angepasst

Ortsraum fiir Bindungszusténde, oder E,-Eigenzustéinde im Impulsraum fiir Streuprobleme.

Maximaler Satz kommutierender Operatoren, simultane Eigenzustiande.
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8 Stationdre Storungsrechnung und
Nadherungsverfahren fiir gebundene
Zustande

Nur wenige Problem der Quantenmechanik lassen sich exakt 16sen, dazu geh6ren der harmonische
Oszillator, das Coulombpotential, das Kastenpotential, die sich gut dazu eignen die Grundlagen zu
studieren. In den meisten praktischen Anwendungen sind die Probleme nicht exakt l6sbar. Deshalb
wenden wir Ndherungsverfahren an, z.b. die Storungstheorie. Diese eignet sich fiir Probleme, die einem
exakt 16sbaren Problem in gewisser Weise &hnlich sind. Dazu muss die exakte Losung bekannt sein!

H = H, AW

exakte Losung ~ Storung

bekannt Holpn) = E£LO)|997L>
gesucht Hlpn) = En(N[Yn(N)
En(0) = Er(zo) , En(1)=E,
Beispiel
2 2
p mw= o
H — -
0 om T2
w yat
Holn) = EPn)
E® = hw (n + ;)
an> = 7
E, = 7

Beispiel: Wasserstoffatom Heuristische Begriindung fiir die ’Feinstrukturkorrekturen’
1) Relativistische Energie- Impuls- Beziehung

E = p2c2 + m2ct

2) Spin- Bahn- Kopplung

Elektron ’sieht’ elektrisches Feld:

=
I
|
<
©-
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8 Stationére Storungsrechnung und Nédherungsverfahren fiir gebundene Zustidnde

= Im Ruhesystem des Elektrons

. 1 .
B = ——UxE
c
Wechselwirkung mit Spin
Lo 17 ¢ ~1
- B.§5 = = [p xF}-S@T(ﬁ
MeC MeC € | Me r
1 - =1
= L-5-0,V
m2c? r

System des Elektrons = kein Inertialsystem = Thomas-Prizession — Faktor %

Wasserstoffatom Spin-Bahn-Kopplung:

H = Hy+W
~2 Z2
H, = 2 _2%
2m r
P L2 Ze?
 2m 2mr2 r
Ze?2 1 5 - 1 (p?)?
W e 1g 1)
2m2e? r3 8 mic?

——_— —
Spin—Bahn—Kopplung relativistische
kinetische
Energie

W = folgt aus relativistischer Wellengleichung fiir das Elektron: Dirac- Gleichung in einer Entwick-
lung nach (%)2 ~(Za)? a? ~ 1074

Eigenwerte von H?

Eigenwerte von Hy bekannt: ET(LO).

Man betrachte W als Storung. Wie éndert sich das Spektrum, wenn W ’eingeschaltet’ wird?
stationire Storungstheorie

= Hy und W sind nicht explizit zeitabhéingig!

Annahme: Hj habe diskretes Energiespektrum.

8.1 Stoérungstheorie ohne Entartung

Es seien die Eigenwerte EY von Hj nicht entartet.

Ausgangslage:
H = Ho+\W
Hy |80n> = Ey(lo) |90n>
Z len)(onl = 1
n
<()07L |SOTVL> = 67LTVI,

ijn()‘» = EW()‘)W)?L()‘»

Entwicklung von F,, und |4, ) nach Potenzen von . Die E,,(\) sollen analytisch von X\ abhingen.

E,(\) = EO 4 AEW +N2ED® 4+
[Pn(N) = lon) + ARN) + N [2) + ...
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8.1 Storungstheorie ohne Entartung

Dies setzt man in die oben aufgefiihrte Gleichung ein und fiihrt einen Koeffizientenvergleich durch.
A, s=0,1,2...

A0

Holpn) = E£LO>|90R>

(Ho — E’r(LO))‘SO'ﬂ> =0

AL

Holi) + Wlen) = BV o) + B [0

(HO - E’I(LO))|1/}’S7/1)> = (E’I(Ll) - W)‘(pn>

A2

HolpP) + W) = EP WD) + EL D) + ER|pn)

(Ho — ED)D) = (B = W)[P) + B2 |on)

A%

(Ho— ED) = (B =W)lwg™) + Rl =) + EP WS90 ™Y) + ..+ EP o)

Etwas ungew6hnliche Normierung

L = (enltn(N)
(nlon) +M{@n|¥57) + X2 (onl () +
=1

= () = 0 Vs>0

Dass dies moglich ist, werden wir weiter unten zeigen.
A (Ho = B i) = (B = W)len)

i) Entwicklung von |¢5L1)> in der Basis {|pn)}

|w7(11)> = |90n + Z C,Ll le1)
l#n
Or(L%n = ) da <()07L|1/}§1,1)> =0
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8 Stationére Storungsrechnung und Ndherungsverfahren fiir gebundene Zustéinde

= (Ho— EO)Y Qo) = (B —W)le)
l#n

ii) von links mit (@, :

=0 = EU — (oalWlen)

Wan = (@n|W|pn) = E’I(Ll)

Die Formel fiir Energieverschiebung in 1. Ordnung
E7<I,1) = Wan := (pn|Wlen)

ist sehr wichtig. Die Energieverschiebung eines gegebenen Zustands in erster Ndherung ist gerade
der Erwartungswert der Stérung in diesem Zustand.

iii) von links mit (¢,,|,m #n

W,
L _ mn
Cm = ED_ gD
mit an, = <§Om ‘ W|<P7L>

Also:

Nicht entartete Stérungstheorie!

N2 (Ho — EO)y = (BY = wW)[pi) + ES |en)

i) Entwicklung von \1,/17(12)> in der Basis {|¢n)}:

W) = C@len)+ 3 CPler)
l#n
C? = 0, da(p.uP)=0

nn

0 (2) — (1) _ AL
(Ho~ B Y Clen) = (B =) 3~y
I#n l#n =N l

ii) von links mit (¢,

0 — E(2)7ZWln<¢n|W‘§0l>

n

0 0
7 B B
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8.1 Storungstheorie ohne Entartung

E(Q) _ Z WnlWln
l#n

_ ZM
- 0
0

l#n

n

EO _ g©

g

iii) von links mit (¢,,], m#£n

Wm n Z Wml Wl n

(B —EO)C@) = p®» —=mr N
ED 5D £ E" _gO

n

C(?) _ Z WMZWln B Wmann
e 2B - ENEY - L) (BY - ED)?

A (Ho — By = (BY = W)™y + EP 1S + ...+ B o)

von links mit (¢, |:
beachte: <g0n|1p7(f)> =0 Vs >0

0 = <9071|E(1 WWS 1>+E <<Pn‘¢(s 2)> +E <<Pn|90n>
—_———

=0

—(@n|W[wE™) + ES) (onlpn)
=1

E1(18> = <SD7L|W‘,¢$1571>>

Um E, in s’ter- Ordnung zu berechnen, muss man 'nur’ |,) in (s — 1)’ter Ordnung kennen.

Anmerkungen zur Normierung Da (Hy — E,(LO))|<pn> = 0, kann man zu jedem |z/)£f>) ein Vielfa-
ches von |p,) hinzuaddieren ohne den Wert der linken Seite zu verdndern. Also wird sich auch die

Abhéngigkeit des Zustandes |1/J,(f)> von den Zusténden niedriger Ordnung nicht &ndern:

Wl = Jen)CS + > )
l#n
= [)) = \wff>> Cflmsom
l#n
= (pnldl)) = 0 Vs>0

Dies kann man also stets erreichen.

Anmerkungen:

Wln
WD) = —=—"—a1)
l#n E7(10) - El(O)
————

nl
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8 Stationére Storungsrechnung und Nédherungsverfahren fiir gebundene Zustidnde

a) Wegen des Energienenners geniigt es haufig, nur jene C’T(j) zu beriicksichtigen, deren [- Werte zu
Energien El(o) gehoren, die dem betrachteten Energiewert Ey(lo) benachbart sind.

b)

W l”ln |”nl|2
E® = § RAACIAL. - E S R —
(0) (0) (0) (0)

IZn E," — E, In E,’ — E,

= Fiir den Grundzustand FEj ist die Verschiebung zweiter Ordnung E(()Q) < 0 (also negativ).

¢) Falls die Matrixelemente von W von vergleichbarer Grifie sind, liefern benachbarte Niveaus einen
groBeren Beitrag in der 2. Ordnung Storungstheorie als entfernte.

d) Falls ein wichtiges (grofies Matrixelement, kleiner Abstand) Niveau E oberhalb von EY liegt,
so wird E, nach unten und E,, nach oben gedriickt; die Niveaus stolen sich in der 2. Ordnung
ab.

e) Wenn es sich bei der Storung um ein Potential handelt, W = W (&), so hat die Energieverschie-
bung in erster Ordnung dasselbe Vorzeichen wie die Stérung.
Es ist dann

B = / dz® G ()W (2)pn ()

= grofle Energieverschiebung nur dann, wenn Stérung und Wahrscheinlichkeitsdichte am selben
Ort grof sind.

f) Aus (3)

sieht man: Fiir Konvergenz der Stérungsreihe miissen auch die Nichtdiagonalelemente von W
(viel) kleiner sein als die Energiedifferenz im Nenner.

g) Da nach Annahme das Niveau n nicht entartet ist, sind die auftretenden Energienenner von Null
verschieden. Dies bleibt der Fall, auch wenn eins der anderen Niveaus k entartet ist.

Achtung!: Die |w£f)> sind im Allgemeinen nicht automatisch normiert!

8.2 Entartete Storungsrechnung

Hj habe entartete Energieniveaus: Dies tritt hdufig auf, meist auf Grund einer zusétzlichen Symmetrie,
die dann durch die W ganz oder teilweise aufgehoben werden kann. Im Falle der Entartung ergibt sich
ein Problem mit den Nennern.

Win = <(pm‘W|90n>
COMEY —ER);  m#n

Fiir B = E, Wy, # 0 = Widerspruch!
Holg2) = EPlg%), a=1,....9,

gn entartete Energieniveaus
|p%) sei ein dazugehoriger Satz von Basisvektoren

Wl = (p2W]elh)  gn X gn Matrix

n
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8.2 Entartete Stérungsrechnung

Wir werden sehen:

Wiihlt man eine neue Basis, so dass W = w28, so gibt es obiges Problem nicht mehr. = Dann
kann der gleiche Formalismus wie bei der nicht entarteter Storungstheorie angewendet werden.
Entartete Storungsrechnung:

Holg2) = EQ|p%),  a=1,...,0.

gn- fach entartete Energieniveaus

Linearkombinationen der |¢%), a = 1,..., g, sind wieder Eigenzustéinde zu Hy zum Eigenwert EY.
Sei weiterhin:

<90%1 \<P€> = 5mn 5(1[3

|p2), a=1,..., g, linear unabhéngige Eigenvektoren, die den g,- dimensionalen Eigenraum U, von

n

0 . . . . . . .
ET(L ) aufspannen. Diese sind nur bis auf eine unitére Transformation in Uy, bestimmt.

Ziel: Bestimme die Eigenwerte und Eigenvektoren des gestérten Hamilton Operators

H = Hy+\W
Hlpp(A) = ER|dn (V)

ndherungsweise aus denen des ungestorten Problems.

Beachte: Die Entartung wird im Allgemeinen durch die Stérung W aufgehoben = Eigenvektoren
von H miissen den Index « erhalten.

Zentrale Annahme der Storungstheorie war, dass die Eigenzusténde von H analytisch aus denen von
Hj hervorgehen (— Entwicklung in Potenzreihe, s.o.)

Aber oft: Aufhebung der Entartung der Stérung

— Nicht jeder Eigenzustand von Hy kann analytisch mit einem Eigenzustand von H zusam-
menhéingen.

— Wir miissen solche Linearkombinationen der |¢%) finden, aus denen exakte Eigenzusténde [¢g (\))
bei Einschalten der Stérung hervorgehen.

In

lim [6(V) = 180) = 4°|el)
B=1

%) = fiir die Storung geeignete Eigenvektoren im Eigenraum U, (’der Stérung W angepasste’
Pn g geeig g g In g g
Eigenvektoren)

Aber: Finde diejenigen Linearkombinationen der |¢%), die sich aus Eigenzustinden |42 ()\)) von H im
Grenzwert A — 0 ergeben. Wir werden sehen: Dies sind solche, in denen W diagonal ist!

Annahme: Wir hitten die [p())) bereits gefunden, dann sollte gelten.
lim [y (V) = |%)

Weiteres Vorgehen: dhnlich wie bei der nichtentarteten Storungsrechnung.

E = EO $AE:D £ NEZD 1 N ESO 4
W2) = |g2) + Ma®) + A2pa@)y 4
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8 Stationére Storungsrechnung und Nédherungsverfahren fiir gebundene Zustidnde

Einsetzen in

(Ho + AW)|y) = ER[Yr)
(Ho + AW)(1g0) + An ™) +..) = (B + AERW +.)(180) + Aon®™) +..)
Koeffizientenvergleich
N (Ho—ED)gn) = ELIER)
A (Ho— ED)up™) = (B - W)lgy)

i) Entwicklung der |¢2) nach orthonormierten Eigenvektoren |©?) des Eigenraumes U,

ii) Entwicklung von |5 @
ﬂ = 1, .51

) nach vollstindigem, orthonormierten System aller Eigenvektoren |<pf )

=Y i)

1 p=1

Al
(Ho — E(O))|¢“(1)> = (ByW - W)|952>
(HoiE(O ZZCSIQKO[ = Ea(l) ZAthOn Q= 17"')971
1 B=1
gn
> Z B —EOe) = > (ExW —w)AY|el)
I p=1 A=1
ili) von links mit (@%|, k =1,...,9x
In
0 = > (ehIWlen) — ExMe.)An°
p=1

k=1,...gn,a=1,..., 0y,
n x n Gleichungen fiir n x n Koeffizienten A%%

det((i|WleR) — EnMés) =0

fiir nicht triviale Losungen.

gn

Do (oWl A’ = EpDAge

B=1 )
:VV:L",f

al

gn A
Swpa - g, a-|
B=1 Aagn
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8.2 Entartete Stérungsrechnung

W, - A% = EXA” Eigenwertgleichung.

Die 'Vektoren’ A® sind die Eigenvektoren zu W zum Eigenwert E.

a = numeriert die Eigenwerte (Ejy, (1)) und Eigenvektoren von W

Sekulardeterminante zur Bestimmung der Eigenwerte B0,

det (W,, — E)1) =
= det (W8 — E2W5.5) = 0

Lésung = E,?(l) ,a = 1,...,g,, Aufspaltung der entarteten Energie E° in erster Ordnung der
Storungsrechnung
EC=EO 4+ AEcW  a=1,...4g,

Die Energiekorrekturen zu E7(10) ergeben sich als Eigenwerte der Matrix von W im Eigenraum zu
E?, welcher von den |p%), 3 =1,...,g, aufgespannt wird. (U,, ). Die der Stérung angepassten |¢%)

n? n

ergeben sich aus der entsprechenden Diagonalisierung von W in dem Eigenraum Uy,
gn
n) = > len) An®
B=1

Die Koeffizienten A%? ergeben sich aus der Diagonalisierung!
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8 Stationére Storungsrechnung und Nédherungsverfahren fiir gebundene Zustidnde
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9 Zeitabhangige Quantenmechanik

Probleme: Uberginge in Atom in zeitabhingigen elektromagnetischen Feldern, Photonenbewegung,
Streuung

B
tho [9() = H(B[$ (1))

9.1 'Bewegung’ und Zeitabhangigkeit

Sei H unabhiingig von t

i) Stationédre Losungen
HW/n> = En|"/)n>
0
Zhawjn(t» = Enw)n(t»
[Yn(t)) = €7 [3hn(0))
= 6_1%t|¢n>

Zeitabhéngiger Phasenfaktor fillt bei den Mittelwerten heraus: Diese Gleichung trifft nur statis-
tische Aussagen, fiihrt allerdings dennoch zu einer Bewegung im klassischen Sinn, zum Beispiel
L? #0! /(v?) ~ 1500%. Folglich kann die Streuung durch eine stationdre Losung beschrieben
werden!

ii) Nicht-stationire Losungen
Anfangszustand zur Zeit ¢t = 0

[0(0) = Y Culthn)
=) = 3 Cuem T )
Beweis
ha C, B, e
1 at Z e [t
= Hzcne |'¢]n
= le( )

Linearkombinationen zweier stationérer Zustinde ist kein stationérer Zustand!
Erinnerung: Spinprézession; Ubungen Doppelmuldenpotential

Wahrscheinlichkeit, dass sich ein System zur Zeit ¢ im Zustand |i),,) befindet ist zeitun-
abhéngig.

Wy = [(Pm|P(t )>2

= |ZCe“E” (|00

1Emt |2

= |Cm€7
= |Cm|2

= const.
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9 Zeitabhingige Quantenmechanik

entsprechend
(E) = @@OH[Y())
= ZO*B ﬁn e <wn|H|¢m>
~—_——
Emyéwnn
= Z |Cm|2Em
= const

allgemeiner Operator A, nicht zeitabhéngig:

d )
S = Lmay
[HA]=0 = i(A}zO

(Dies wurde beim Drehimpuls bereits gezeigt.)
Beispiel: freies Teilchen, H = 22

(p) ist unabhingig von t, ebenso gilt die fiir (p?) usw., diese haben aber dennoch bewegte Wellenpakete
als Losung! (z) ist zeltabhanglg'

9.2 Zeitentwicklungsoperator H = H(t)

Formale Beschreibung der Zeitentwicklung als 'Drehung im Hilbertraum’

GO = (Guolwn)+ (vl guo)
<—3Hw|w> + (vl - +HY)
= L) - WIHY)

O St

(H = H', aber H kann zeitabhiingig sein!)
Die Norm (4 (¢)|(¢)) ist zeitlich konstant!

Anfangswertproblem: [¢)(t)) sei gegeben, was ist [¢(t))?
[tn) ist eine beliebige vollstéandige ON-Basis.

|"/}(t0)> = ch(t0)|wn>
[p(@) = ZC ()]¥n)

Cu(t) = ZUnm (t,20)Cm(to)
at) = Ultto) clto)
Behauptung (schon gezeigt)
Uty = 1
S (UNpnlUnm = > UppUnm

Sm

U: unitare Matrix
Warum?
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9.2 Zeitentwicklungsoperator H = H (t)

[¥(t0)), [¥(t)) entsprechen beide komplexen Vektoren mit der Norm 1.
U: 'Drehung’ im komplexen Vektorraum Uberpriifung:

UtU =1 = Norm bleibt erhalten
(WO[p(t) = Z< ' ()| Cr ()0

- ZC* ) {Wm[tn)

- %C;;(t)c

- Z o (£ 60)Cits (t0) Unan (£, £0) Con (10)
- %mc;,ao ' (to) Z e (£, 0) Unim (£, 20)

)

m’m

= 3G (t0)Conlto)

Die Umkehrung folgt daraus, dass dies fiir beliebiges |1(t9)) gelten muss.
offensichtlich: Ul(to,tg) =1

Zusammenfassung
() = Ultto) |i(to))

~——
Zeitent-
wicklungs-
operator

Ut(t,to)U(t,t0) = 1

Ulto,to) = 1

mit (Az| = (1| At: Definition adjungierter Operator

W@ = (Wto)|U(t to)U(, to)|¥(to))
= (¥(to)[¥(t0))

fiir alle (to) = UTU =1

Zeitumkehr (inverse Drehung)
Schrodingergleichung auch giiltig falls ¢ < ¢!

[W(to)) = U '(t,t0)l0(t))
= Ulto, t)]1b(t))
Ulto,t) = U '(t to)
= Ul(t,to)

Schrodingergleichung fiir Zeitentwicklungsoperator

Zh%U(tatO)ll/)(to» = H(OU(t, to)|v(to))

%U(t to) = f%H(t)U(t,to)
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9 Zeitabhingige Quantenmechanik

Spezialfall H zeitunabhéingig:
1
Ult,t)) = exp(—3H(t—to))
+ 2
U'(t,to) = exp (ﬁH(t—to)>

In der Basis mit den Eigenzustéinden zu H

1Eq (t—tg)
e ¢ 2 ¢ 0
1Eq (t—tg)
e~ R

U(t7 tO) =

Diagonalmatrix

Wichtige allgemeine Eigenschaften von U

U(t, t1)U(t1,t0) = Ul(t, o)

U(t1,t0) ist Losung eines Anfangswert-Problems. Falls bekannt, kann auch [¢(¢1)) als neuer
Anfangswert fiir ¢ > t; genommen werden.

l(t)) = Ut t1)|(tr))
= Ut t1)U(t1,t0)[¥(t0))
= Ul(t, to)|v(to))

e Darstellung als Produkt von infinitesimalen Zeitentwicklungsoperatoren (Pfadintegral; wichtig
falls H(t))

Ut+dt,t) = 1—%H(t)dt
e FH(at

(Schrodingergleichung fiir U)

Ult to) = lim {em#Hlornna ompial A= t =t
n— 00 n
(Hieraus ist die Unitaritét sofort ersichtlich)
kompakte Schreibweise
. [t
Ult,tg) = Texp{—/ dt’ H(t’)}
h to
T : Zeitordnungsoperator
T(H(t;)H(tj)...H(ty)) = H(t1)H(t2)...H(ty) mit t1 >t > ... >t,
notwendig, da [H(t1), H(t2)] # 0 moglich!
e Sei |e,) eine vollstindige ON Basis
= len(t)) = U(t, to)|en) ist ebenso eine vollstdndige ON-Basis (U ist unitér).

e U(t,tp) ist bekannt:
Damit ist die Zeitentwicklung eines beliebigen Anfangszustands bekannt!
Im Allgemeinen existiert eine exakte Losung nur bei sehr einfachen Problemen, in allen ande-
ren Fillen sind Naherungsverfahren erforderlich. U(t, o) ist fiir allgemeine Uberlegungen sehr
niitzlich!
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9.3 Schroginger und Heisenberg Bild

Wiederholung
[W(t) = Ut to)lv(to))

0
ZhaU(t,to) = H U(t,to)
0 ?
aU = _ﬁH U

9.3 Schréginger und Heisenberg Bild

Betrachtet man die bisher ermittelten Gleichungen, so stellt sich die Frage, wo die einfachen Gesetze
der klassichen Mechanik zu finden sind.

g = P
m@ = -vV(Q)

Ist die Planetenbewegung mit der Quantenmechanik zu beschreiben?

Bisher haben wir nur das Schrodinger-Bild betrachtet, in ihm ist der Zustand zeitabhéngig, wihrend
die Operatoren oft zeitunabhéngig sind. Einen anderen Zugang liefert das Heisenberg-Bild, hier ist der
Zustand zeitunabhingig, wihrend die Operatoren zeitabhingig sind. Beide Bilder sind dquivalent!

(A(t)) (Ps(t)|As|ps(t))

(U(t,to)(to)|As|U(t, to)(to))

((to)| U™ (t,t0)AsU (¢, to) | ¥ (to))
——

Ap(t) Yu)

(A®) = (WulAu(t)|Ym)
) = UMt to)l(t))s = [¥(to))  zeitunabhingig
Ap(t) = UT(t,tg)A U(t, o) im Allgemeinen zeitabhingig

Hy = Hg falls 285 =0

Beweis

Hy(t) = Ut to)Hs(t)U(t, to)

falls Hg zeitunabhéngig ist : U(t,tg) = e #s(t=t) = Hy(t) = Hg

Ap (t) erfiillen die gleichen Kommutatorrelationen wie Ag! Allgemein:

CS = AsBs ~ CH = AHBH
Cy=U'CsU = U'AgBsU
UtAsUUTBsU
Ag By

Die ganze Zeitentwicklung steckt jetzt in der Zeitentwicklung der Operatoren A (t)!

d

() = 244)

d
= <¢H|%AH|7/’H>
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9 Zeitabhingige Quantenmechanik

Zeitentwicklung von Agy

7 = (dtU VAU +U As(dtU)—i—U 87&ASU
_ gt _ gt 0
hU HgAgsU hU AsHsU +U 8tASU
-t TTH« A TQA
hU[ S S]U-l-U o sU

dAH 7 o}

Analogie mit klassischer Mechanik, Hamilton Formalismus

[A, Blom < {A, B}poisson

’explizite’ Zeitabhingigkeit

0 0
il = T
are = UlgAst
AS = A(QSaPSa7t)

%AH: Qu, Py etc. werden festgehalten. Sei Ag unabhéngig von ¢:

dAH 1
& T~ h
- %UT[HS,AS]U

[(Hi, Anl

falls [Hg, As] = 0 (erhaltene GroBen!) = [Hy, Ayl =0
= Ay unabhingig von t = Ay = Ag

9.4 Korrespondenz mit Klassischer Mechanik

7 5
H=121v@)

Heisenberg-Bild: ﬁH, QH

Beweis

[P%.Q)

PiP;Qr — Qi P;F;

P;[P;, Q] + PjQrPj — Qi P; P
Pj(—1hdjx) + [Py, Qk] P

= 7227LP]€

q.e.d.
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9.5 Ubergangswahrscheinlichkeit

i
I

Beweis

P, = fzhi (Ortsdarstellung)

Q)
0 0 0

i ——
rTon

q.e.d.

Planetenbewegung in der Quantenmechnik = Wasserstoff-Atom
Hierbei ist zu beachten, dass M grofler und gleichzeitig aber die Zentralkraft 'schwicher’ ist.

Drehimpulseigenzustand: Winkel ¢ unbestimmt (Q) = 0.
relevante Zusténde: ¢ fast scharf, L, fast scharf

—

AGAL ~ B L, (G(t) £0
Damit folgen aus dem Heisenbergbild die Newtonschen Gleichungen fiir (Q(t))
Bemerkung: Diese Zustdnde gibt es auch im Atom; meist sind sie allerding nicht wichtig. Sie sind

manchmal bei den dufleren Elektronen zu beobachten.

Korrespondenzprinzip zwischen Quantenmechanik und klassischer Mechanik

o - -(3)

# —m‘/(@))
Beispiel
1 1
V = §Q2+1Q4
ov
g - 9T
@) # (@7

9.5 Ubergangswahrscheinlichkeit

Problem: Man betrachte ein Atom mit einer elektrischen Welle fiir ¢ > to. Mit welcher Wahrschein-
lichkeit findet man zur Zeit ¢t einen angeregten Zustand?
Im folgenden werden wir die zeitunabhéngige Basis |n) verwenden.

H(t) = Ho+W(t)
H()|TL> = En|n>

Sei das System zum Zeitpunkt to im Zustand |m). Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass es sich zu
einem spéteren Zeitpunkt ¢ im Zustand |n) befindet:
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9 Zeitabhingige Quantenmechanik

Py (t): Ubergangswahrscheinlichkeit von |m) nach |n).

[p(#) = Ut to)|m)
Pun(t) = [{n|e(t)?

= [(n|U(t, to)|m)|?
|U’rbm (t7 tO) |2

mit Upm (t,to) = (n|U(t,t0)|m): n —m Matrixelemente des Zeitentwicklungsoperators U in der festen
Basis |n); Ubergangsamplitude. Im weiteren: Methoden zur Berechnung von Uy, (¢, to)

9.6 Zeitabhangige Storungsrechnung

H(t) = Ho+W()

W (t): Storung; Beispiel: eintreffende elektromagnetische Welle.
Sei

Uo(t,tg) = e~ % (t=to) Ho Zeitentwicklungsoperator zu Hy

9.6.1 Formale L6sung der Zeitentwicklungsgleichung

1 t
Ult,tg) = UO(t?tO)—’_E/t dty Up(t, t1)W (1)U (t1,t0)
0

Zu zeigen: Schrodingergleichung

1
%U(t,to) = ﬁ(Ho + W)U (¢, o) ist fiir Ansatz erfiillt
Beweis
Oty = ZLuotto)+ L Uolt t)W(t)U(tt)Jrl/tdt O Ut t)W () U (11, )
ot 5 L0 781‘:070 Zho’ 5 L0 tho 18t071 1 1,0
=1
= 1HU(tt)+ 1W(t)U(tt)+ ! /tdt HoUp (t, )W (t1)U (¢4, to)
- o5 ovol\y, to W s L0 (Zh)Q “ 1 ovol\l, b1 1 1,40
1 Lt
= % W(t)U(t,t()) +H() U()(t,t()) + E dtl U()(t,tl)W(tl)U(tl,t())
h Sy,
U(t,to)
= i(H +WHU(t,to)
- Zh 0 5 L0
q.e.d.
Anfangsbedingung

U(to,to) = Uo(fo,to) +0=1

9.6.2 lterative LGésung

Storungstheorie = iterative Losung = Entwicklung von Potenzen von W

1 t
U(t,to) = Uo(t,to) + ﬁ/t dtl Uo(t,tl)W(tl) Uo(tl,to)
0 —

Ut ,to)

+ﬁ/ dton(t,tl)W(tl)/q dty Ug(ty, t2)W (t2)U (t2, to)

to

U (t1,to)
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9.7 Fermis Goldene Regel (Pauli 1928)

Man bricht bei der 2. Ordnung ab. U — Upy; Umordnen der Zeiten (t1 < t2)

U(f,to) = Uy (f to +*/ dton t fl)W(tl)Uo(tl,to)

ta
dtz/ dtl Uo(t tQ)W(tQ)UQ(t27tl)W(tl)Uo(tl,t())
to

zh to

fir t > tg: to >t
Entwicklung in Potenzen einer kleinen Stérung %

9.6.3 Basis von Eigenzustdanden zu H

Holn) = Ealn)
Wom = (n|W|m)
_ b

wn =
(B Ep)
w"l/n'l/ h n m
= W, — W

Storungstheorie in erster Ordung

I : ,
Unm(t,to) _ e—mUn(t—to)ﬁnm +E/ dt, e—wm(t—h)an(tl)e—zwm(h—to)
to

0

9.6.4 Reduzierte Ubergangsamplitude

Unm(t,to) = eilw” t to U (t,t())
Unm(ta tO) = 6nm + 7’/ dtl an(tl)emvnm(tl_to)
wmn to

9.7 Fermis Goldene Regel (Pauli 1928)

Berechnung von Ubergiingen bei kleinen Stérungen
Beispiel: Wasserstoff-Atom unter Einstrahlung elektromagnetischer Wellen
Storungstheorie erster Ordnung n # m, |m): Grundzustand , |n) angeregter Zustand

1 t ’ ¢ "
an (t) = ? l dtl e'Wnm (t —tO)an (t/) . ‘/t dt// e—’vawn(f/ —to)W;m (t//)
0 0

Spezialfall: Periodische Storung
Wyum () = Wypme "%

t
P, = i‘W |2/ dt’ ez(w,”n—ﬂ)t’/ dt"e —2(Wpm =)t

t() tO
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9 Zeitabhingige Quantenmechanik

Verhalten fiir grofle Zahlen

a) t—to > (wpm — Q)71
P,,,, oszilliert mit ¢

b) Resonanzverhalten
[Wnm — Qf < ﬁ

dominant!
Beweis
1)
t , 1
/ dtlez(wnmfﬂ)t — (ez(wnme)t _ ez(wnmfﬂ)to)
to 1(Wnm — §2)
1 1
— — Z(wnnl_Q)tO ( 1('wnm_Q)(t_t0) —_ 1)
1 ¢ Wnm — Q ¢
2)
1 2 1 YW — ) (—to) (W — Q) (t—t0)
Pam = sz Wanl g (¢ 1) (e -1)
1 1
_ ﬁ‘anF —— {1 _ =) (t=t0) _ g=t(wnm—Q)(t=t0) | 1}
1 1
— ?‘an,ﬁm {2 — 2COS[(’LUnm — Q)(t — fo)]}
_ 1 2 1 .o (Wam — Q)(t — o)
= ﬁ‘an| m4 Sin B
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