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Aufgabe 10: Gauss’sches Wellenpaket (19 Punkte)

Anmerkung: Diese Aufgabe erfordert einiges an Rechenarbeit, sie ist jedoch typisch
und informativ. Die auftrenden Integrale kénnen Sie oft auf das Standardintegral
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mit den i. allg. komplezen Konstanten c,d € C, Re(c) > 0 zurickfihren oder gele-
gentlich durch einfache Symmetrieiiberlequngen berechnen.

Betrachten Sie das eindimensionale Problem eines kraftefreien Teilchens der Masse
m. Die zugehorige zeitabhingige Schrodingergleichung ist dann gegeben durch

K? 02
~om 2 (z,1)

L, 0
Zha"b(‘fat) = (1)

a) Zeigen Sie, dass die (eindimensionale) ebene Welle

W(@t) = a - exp{% (m _ %t)}

(mit einer Konstanten « ) eine Losung der (zeitabhingigen) Schrodingerglei-
chung (1) ist. (1 Punkt)

Die allgemeine Losung der Schrodingergleichung (1) ist dann gegeben durch eine
Uberlagerung von solchen ebenen Wellen

+oo dp i p?
= — — - — 2
Y(z,t) /_ 5T o(p) exp { n (px 2mt> } (2)
Eine solche Uberlagerung von ebenen Wellen bezeichnet man auch als Wellenpaket.

b) Die sogenannte Amplitudenfunktion ¢(p) li8t sich aus der Anfangsbedingung
Y(z,t = 0) bestimmen. Geben Sie an wie! (2 Punkte)

Betrachten Sie nun die Amplitudenfunktion eines sogenannten (eindimensionalen)
Gauflschen Wellenpaketes

(p — po)’* d2} 3)
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mit den Konstanten A, d, py € R.

Bitte wenden !



c) Setzen Sie diese Amplitudenfunktion in (2) ein und fiihren Sie die Integration

aus. Berechnen Sie dann |+(z, t)|?. (4 Punkte)

Benutzen Sie dabei die Abkiirzungen v = £ und 6, = 525.

d) Bestimmen Sie die Konstante A, so dass [*_ dz|y(z,t)|* = 1. (1 Punkt)

e) Berechnen Sie < z > und Az = \/< (x— < & >)? > als Funktion der Zeit.
Skizzieren Sie |1 (x,0)|> und |+(z,t)|? fiir £ > 0 und beschreiben Sie, wie sich
die Form von [¢(z,t)|> mit der Zeit éndert. (4 Punkte)

f) Aus der Vorlesung wissen Sie, dass der mittlere Impuls zur Zeit ¢ gegeben ist
durch

<p(t)>= ~ih [~ e t)%w(x, 0 (4)

Setzen Sie (2) in (4) ein und zeigen Sie, dass

© d
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Berechnen Sie < p(t) > fiir die oben angegebene Amplitudenfunktion ¢(p) des

Gauflschen Wellenpaketes (Gleichung (3)). (4 Punkte)
g) Berechnen Sie analog zu Aufgabenteil f) die Impulsunschérfe

Ap = \/< (p— <p>)?>. ( 2 Punkte)
h) Was ergibt sich fiir das Produkt der Unschérfen Az - Ap ? ( 1 Punkt)

“Ich habe hundertmal so viel iiber Quantenprobleme
nachgedacht wie iiber die allgemeine Relativitatstheorie.”

A. Einstein zu Otto Stern, zitiert in Pais, “Einstein, Newton und der Erfolg”



