Das Eichprinzip in der Elektrodynamik

Seminarvortrag von Florian Nicolai

Die Maxwellgleichungen (mikroskopisch)

VxE+1B=0 VB =0
VxB=47 1 1F VE = 4rp

Direkt aus den MWG folgt, dass sich die elektrischen und magnetischen Felder
durch Potentiale ausdriicken lassen,

B=VxA
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wobei A ein vektorielles und @ ein skalares Potential ist. Physikalisch messbar
sind allerdings nur die Felder, die Potentiale nicht. Dies erlaubt eine gewisse
Freiheit bei der Wahl der (nicht messbaren) Potentiale, solange sich dadurch
die (messbaren) Felder nicht d&ndern. Diese Freiheit nennt man Eichfreiheit.

1 Historisches

Das Eichprinzip in der Elektrodynamik ist schon lange bekannt, so schlug bei-
spielsweise schon Maxwell 1865 vor, das Vektorpotential so zu wéihlen, dass
VA=0 gilt. Der Name Coulomb-Eichung fiir diese Wahl von A kommt daher |,
dass man in dieser Eichung das bekannte Coulomb-Potential fiir ® erhalt. Zwei
Jahre spiter, 1867, fiihrte der dénische Physiker Ludvig Valentin Lorenz die Ei-
chung VA + %%—f = 0 ein. Diese sog. Lorenz-Eichung wird aber filschlicherwei-
se hdufig dem holldndischen Physiker Hendrik Antoon Lorentz zugeschrieben,
der diese Eichung erst mehr als 25 Jahre nach seinem dénischen Namensvetter
einfithrte. Grund fiir die oftmals falsche Zuschreibung ist - neben dem gleichen
Namen der beiden - der, dass der hollandische Lorentz viel bekannter war als
der dénische Lorenz, der zur damaligen Zeit mehr oder weniger in Vergessenheit
geriet.

Das Eichprinzip wurde seit seiner Entdeckung lange nur als netter Neben-
effekt angesehen, der einige Rechnungen vereinfachen kann, aber ansonsten nur
wenig Bedeutung hat. Die wirkliche Méachtigkeit des Eichprinzips wurde erst
1918 von Hermann Weyl erkannt, der mit Hilfe einer Eichtheorie (Invarinz un-
ter Anderung der Lingenskala) versuchte, Maxwells Theorie mit der allgemeinen
Relativitatstheorie zu vereinen. Dieser Versuch scheiterte, aber Weyl begriindete
damit eine ganz neue Herangehensweise an physikalische Probleme.



1954 veroffentlichten R.L. Mills und C.N. Yang eine Arbeit, in der sie die
Eichinvarianz der Elektrodynamik verallgemeinerten und dadurch eine Theorie
der schwachen und starken Wechselwirkung schufen. In den 1960ern erkannte
man, dass alle bisher beobachteten Wechselwirkungen von Elementarteilchen
durch Eichtheorien beschrieben werden kénnen. Auch heute spielen Eichtheorien
noch eine grofle Rollen in der Teilchenphysik.

2 Eichtransformationen

Die Felder bleiben invariant unter folgender (gleichzeitiger) Eichtransformation
der Potentiale
A— A'=A+VA
o - P =0 _ 1o
c Ot
wobei A eine beliebige skalare Funktion ist, die einzige Bedingung, die A erfiillen
muss, ist, dass sie zwei mal differenzierbar sein muss. ! Setzt man nun die
Potentialdarstellung der Felder in die inhomogenen Maxwell-Gleichungen ein,
so erhélt man zwei ziemlich héssliche Gleichungen:
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2.1 Lorenzeichung
Um die erste dieser Gleichungen zu vereinfachen, setzt man

100 -
,%7 L VA=0 (Lorenz-Eichung)
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Damit ergibt sich
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Der Vorteil der Lorenz-Eichung ist hier also, dass erstens die Gleichungen ein-
facher aussehen und zweitens, dass sie entkoppelt sind, d.h. nur von A oder
nur von ® abhédngen. Losung dieser Gleichungen in Lorenz-Eichung ergibt die
retardierten Potentiale.

IDie erste Transformation folgt aus der Vektoridentitit V x (V) = 0, die zweite durch
Einsetzen von A’ in die Potentialdarstellung von E



Losbarkeit der Lorenz-Bedingung
Man kann immer Potentiale finden, die die Lorenz-Eichung erfiillen, denn an-

genomimen, Aund ® erfiillen die Lorenz-Bedingung nicht, d.h. % %% +VA # 0.
Nun kann man wie oben beschrieben eine Eichtransformation durchfithren A — A’ ,
® — &’ sodass die gestrichenen Potentiale die Eichbedingung erfiillen, was
genau dann der Fall ist, wenn
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gilt. Da dies aber eine inhomogene Wellengleichung ist, existiert fiir die Eich-
funktion A immer eine Losung.
Dariiber hinaus bilden die Potentiale der Lorenz-Eichung eine Eichklasse, d.h.

erfiillen die urspriinglichen Potentiale die Lorenz-Bedingung, so auch die trans-
1 9%\
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formierten, solange fiir die Eichfunktion gilt: A A — & &2

2.2 Coulombeichung

In der Coulomb-Eichung setzt man VA=0

Loésbarkeit der Coulomb-Bedingung

Auch in der Coulomb-Eichung kann man immer ein A finden, dass die Coulomb-
Bedingung erfiillt, die Argumentation ist ganz analog zu der bei der Lorenz-
Eichung: Angenommen VA = a(7,t) # 0. Das transformierte Potential soll die
Coulomb-Bedingung erfiillen, was genau dann der Fall ist, wenn AX = —a(7, t).
Auch fiir diese Poisson-Gleichung existiert immer eine Losung. Mit VA =0

vereinfachen sich die beiden hisslichen Gleichungen zu
AD = —4mp (1)
po LA dns
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Fiir das skalare Potential ergibt sich somit nach (1)
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Hierbei ist auffillig, dass sich eine Anderung am Ort 7 instantan am Ort 7
auswirkt. Dieser scheinbare Widerspruch zur endlichen Ausbreitungsgeschwin-
digkeit von Information ldsst sich dadurch auflésen, wenn man sich in Erinne-
rung ruft, dass die Potentiale selbst nicht messbar sind, sondern nur die Felder.
Dadurch, dass beim E-Feld noch das Vektorpotential enthalten ist, veréndert
sich das E-Feld erst nach der retardierten Zeit.

Da bei (2) die Divergenz der rechten Seite verschwindet ? , kann man sich des

2V (—47+ Love) = —42Vj + 10,4 = —42Vj — 429, = 0 wg. der Kontinuitits-
gleichung



Helmholtz-Theorems bedienen, das besagt, dass man ein beheblges Vektorfeld
welches i im Unendlichen abkhngt in zwei Terme zerlegen kann: j = jmt + jwrot
mit V - ]wt =0 und V X jirrot = 0 Somit lisst sich (2) umschreiben zu
L1924 47 -
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3 Ableitung der homogenen MWG

Bisher haben wir gesehen, dass aus den MWG die Eichinvarianz der Potentia-
le folgt. Nun wollen wir umgekehrt vorgehen: Wir fordern eine Invarianz der
Bewegungsgleichungen unter den Eichtransformationen

A A =A+VA (3)
)\
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und wollen daraus die Feldgleichungen ableiten.
Aus der analytischen Mechanik ist bekannt, dass die Bewegungsgleichungen

to
durch die Wirkung S = [ L dt gegeben sind (L die Lagrange-Funktion). Ebenso
i

ist bekannt, dass sich dié Wirkung nicht dndert, wenn zur Lagrange-Funktion
eine totale Zeitableitung dazuaddiert wird. Wir wollen also nun erreichen, dass
die Transformation der Potentiale die Lagrange-Funktion eines elektrischen Teil-
chens genau um eine solche totale Zeitableitung
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andert. Durch Vergleich von (3), (4) und (5) findet man fiir den Wechselwir-
kungsteil Teilchen <+ Feld der Lagrange-Funktion

Lww = L7 A(F,t) — q® (7, 1)
C

und fiir die komplette Lagrange-Funktion, bei der noch der Term des freien
Teilchens dazuaddiert werden muss

1 . N
Lfrei,WW = imf? + %F A(Fv t) - q(I)(F7 t) (6)
Anwendung der Euler-Lagrange-Gleichung (- (VL) = VL) auf (6) fithrt schlief-

lich zu 3 .
mr = (—V@—laA> +g?x(Vx iy
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was nichts anderes als die Lorentz-Kraft ist. Weiterhin folgen aus dieser Defi-
nition des E- und B-Feldes sofort die beiden homogenen Maxwellgleichungen

Vé:OundeE+%§:O.

3hierbei wurde die Vektoridentitit V(7 A) = 7 x (V x A) + e — %—‘? verwendet



4 Ableitung der inhomogenen MWG

Zur Erinnerung: Definition einiger Vierervektoren

ct . (0] . co P
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In Viererschreibweise lasst sich die Lorenz-Eichung kompakt schreiben als 9, A" = 0
und die Eichtransformationen (3) und (4) vereinheitlichen sich zu

Al(z) = A (z) = A*(z) — 0" A(x) (7)

Bei der Ableitung der inhomogenen Maxwellgleichungen betrachtet man wieder
die Lagrange-Funktion. Im Gegensatz zur Herleitung der homogenen MWG, bei
der man den Anteil des freien Teilchens und den Wechselwirkungsanteil Teilchen
<> Feld betrachtete, kommt nun noch ein zustzlicher Feldanteil hinzu, der das
Verhalten des Feldes auch ohne Materie in ihm beschreibt. Um diesen Anteil
Lperg wollen wir uns im Folgenden kiimmern.

In Abwesenheit von Materie ist es zweckmiflig, die Lagrange-Funktion iiber
eine Lagrange-Dichte £ zu formulieren: L(t) = c [ L(7,t)d®r. Ziel ist es nun,
die Lagrange-Dichte Lpeiq(xz) so zu formulieren, dass sie invariant bleibt unter
der Eichtransformation (7). Man findet dabei recht schnell, dass dies der Fall
ist, wenn £ = L(FM) gilt, mit F* = (9" A¥ — 0¥ A") der Feldstirketensor,
da dieser selbst schon invariant unter (7) ist. Die generalisierte Koordinate des
Euler-Lagrange-Formalismus, nach dem variiert wird, ist in diesem Fall also das
4-Potential. Da in der Elektrodynamik das Superpositionsprinzip gilt, d.h. man
Potentiale und Felder linear addieren kann, muss £ quadratisch sein in F*¥|
denn nach Anwenden der Euler-Lagrange-Gleichung, bei der nach der genera-
lisierten Koordinate abgeleitet wird, muss was lineares herauskommen. Diese
Uberlegungen fiithren schlieSlich zu 4

1
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Der Faktor 16% ist spezifisch fiir das Gausssystem, in anderen Mafisystemen
lautet er anders.
Somit ergibt sich fiir die gesamte Wirkung, bei der noch der freie und der

Wechselwirkungsanteil vorhanden sind

i . 1
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4denkbar wire auch eine Abhéngigkeit vom dualen Feldstirketensor Frv allerdings fithrt
die Kombination F*¥F,, wieder zu einer totalen Ableitung, die den reinen Feldanteil in der
Lagrange-Funktion unerheblich machen wiirde, was ja gerade nicht erwiinscht ist
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(7 und ¢ sind in diesem Fall eines Punktteilchens §-Funktionen)

woraus schliefflich die vierdimensionale Formulierung der inhomogenen Max-
wellgleichungen folgt °:

5
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