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Zusammenfassung

Der Aharonov-Bohm-Effekt sagt eine Anderung des Interferenzmusters
von Elektronen bei einem Doppelspaltexperiment durch ein aufserhalb
des Einflussbereichs liegenden Magnetfelds voraus. Das im Raumbereich
der Elektronen nichtvorhandene elektrische und magnetische Feld
schlieft eine Erkldarung mithilfe der klassischen Elektrodynamik aus.
Der Effekt wird erst durch die quantenmechanisch fundamentalen
elektromagnetischen Potentiale greifbar, obwohl die physikalischen
Observablen nur von eichinvarianten Gréfsen abhéngen. Wir werden
sehen, dass dies kein Widerspruch ist.

1 Einfiihrung

Allgemein  bezeichnet der Aharonov-Bohm-Effekt die Anderung der
Phasenbeziehung von geladenen Partikeln durch ein elektromagnetisches
Feld, obwohl dieses im Einflussbereich der Teilchen verschwindet. Der Effekt
existiert sowohl fiir elektrische als auch fiir magnetische Felder. In dieser Arbeit
wird nur der magnetische Aharonov-Bohm-Effekt beleuchtet.

Der Effekt kann mit dem Experiment in Abbildung [I] veranschaulicht
werden. Hierbei wird ein gewohnliches Doppelspaltexperiment durch eine
sehr lange Spule zwischen den Spalten erweitert. Erstaunlicherweise wird bei
stromdurchflossener Spule ein anderes Interferenzbild als im ausgeschalteten
Fall beobachtet, obwohl aufgrund der Lénge der Spule kein Magnetfeld im
Raum der Elektronen existiert.

Werner Ehrenberg und Raymond E. Siday erkannten dieses Phé&nomen
schon 1949. In einer Publikation iiber einen Brechungsindex in der
Elektronenoptik stellten sie das Experiment in Abbildung [I| vor und zeigten die
notwendige Abhédngigkeit vom Vektorpotential gegeniiber den verschwindenden
elektromagnetischen Feldern.

Erst 1959 veroffentlichten die Namensgeber David Bohm und sein Doktorand
Yakir Aharonov ihre Arbeit, in der sie wie W. Ehrenberg und R. E.



Siday den Effekt durch eine Phasenénderung theoretisch vorhersagten. Sie
verallgemeinerten das Phinomen mit einem elektrischen Analogon.

1960, ein Jahr nach der Veréffentlichung von Aharonov und Bohm, wurde der
Effekt durch Robert G. Chambers experimentell bestétigt und nochmals 1962
von Gottfried Mollenstedt gemessen. 1986 gelang dem japanischen Physiker
Akira Tonomura ein endgiiltiger Nachweis mithilfe von Supraleitern, die das
Magnetfeld vollsténdig abschirmen konnten.
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Abbildung 1: Doppelspaltexperiment mit Spule

2 Geladenes Teilchen im elektromagnetischen
Feld

In diesem Abschnitt werden Konzepte aus der klassischen Physik vorbereitet.

2.1 Lorentzkraft

Auf ein geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld wirkt die Lorentzkraft:
Fp =q(E +7xB)

Fiir konservative Krifte existiert ein Skalarpotential V' mit F;, =V V und
der Hamiltonoperator ist trivial iiber H =T + V gegeben. Allerdings ist leicht
zu sehen, dass die Lorentzkraft im Allgemeinen nicht konservativ ist:
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Im Abschnitt 23] wird die Hamiltonfunktion allgemeiner als fiir den
Spezialfall einer konservativen Kraft hergeleitet.



2.2 Elektromagnetische Potentiale

In der Elektrodynamik existieren Potentiale, die die elektromagnetischen Felder
beinhalten:

B :fof
E =-Vd —9,A

Die Potentiale sind allerdings nicht eindeutig. So bleiben die
elektromagnetischen Felder unter der folgenden Eichtransformation invariant:

A—s A =4 +vVA
d—d = —9A

In der klassischen Elektrodynamik ist die gesamte Physik in den
elektromagnetischen Feldern enthalten, da die Lorentzkraft und die
Maxwellgleichungen nur von diesen Groéfen abhingen. Die Potentiale treten
dabei nur als mathematische Hilfsgrofen in Erscheinung.

2.3 Hamiltonfunktion

Um die Hamiltonfunktion fiir eine nicht konservative Kraft wie die
Lorentzkraft zu finden, ist es sinnvoll zundchst die Lagrangefunktion
aufzustellen. Anschliefend kann die Hamiltonfunktion durch Anwenden
der Legendre-Transformation bestimmt werden. Werden die physikalischen
Bewegungsgleichungen durch die Lagrange-Gleichung 2. Art beschrieben,
ist die Lagrangefunktion von der Gestalt £(§,7,t) =T —U. Dabei ist T
die kinetische Energie und U das verallgemeinerte Potential. In kartesischen
Koordinaten, d.h. ¢ = &, gilt:

P o doU 0U
C dt (91‘z 0 ZT;

Offensichtlich erfiillt ein gewdhnliches Potential V' auch die Bedingung
fiir das verallgemeinerte Potential. Allerdings sind noch weitere, insbesondere
geschwindigkeitsabhéngige, Potentiale erlaubt. So liefert das folgende
verallgemeinerte Potential die Lorentzkraft:

U=q(® —zA)
Damit ist die Lagrangefunktion gefunden und explizites Durchfiihren der
Legendre-Transformation liefert die Hamiltonfunktion:

H=— (5 —qA)*+q®



3 Quantenmechanische Erklarung

3.1 Vektorpotential einer unendlich langen Spule

Beim eingangs vorgestellten Interferenzesperiment miissen die Félle der ein- und
ausgeschalteten Spule unterschieden werden. Fiir den Fall der ausgeschalteten
Spule gilt fiir das Magnetfeld B = 0, sodass auch das Vektorpotential A =0
gewahlt werden kann. Die angeschaltete Spule erzeugt in ihrem Inneren ein

konstantes Magnetfeld B = Byé, entlang der Spulenachse, wahrend auferhalb

das Magnetfeld aufgrund der Lénge der Spule verschwindet B =0. Fordert
man fiir das Vektorpotential stetige Differenzierbarkeit, folgt mit dem Satz von
Stokes die wichtige Erkenntnis, dass es aufserhalb der angeschalteten Spule nicht
verschwinden kann:

j{/TdF:/fofdﬁ:/édﬁ b = Byri?£ 0
y F F

Damit ist auflerhalb der Spule ein wesentlicher Unterschied zwischen den
Vektorpotentialen der an- und ausgeschalteten Spule gefunden.

3.2 Schrodingergleichung unter Eichtransformation

Spater wird sich zeigen, dass der Zusammenhang zwischen den Potentialen
auferhalb der Spule fiir den an- und ausgeschalteten Fall durch eine
Eichtransformation gegeben ist. Aus diesem Grund wird in diesem Abschnitt
der Einfluss der Eichung auf die Losung der Schrédingergleichung dargestellt.

Allgemeine Schrédingergleichung Die Schrédingergleichung fiir  ein
geladenes Teilchen im elekromagnetischen Feld lautet:

HU = iho,V
H —i(ﬁv —qA )+ q® +V(Z 1)
2m i 9 1 ’

Unter der Eichtransformation der Potentiale transformiert sich der
Hamiltonoperator entsprechend H (A ,® ) — H = H (A ,® ) und die

Schrégiingergleichung 2w HU = ih@t\fl. Es ist durch Einsetzen leicht zu zeigen,
dass U = Wexp( ifA) die transformierte Schrédingergleichung 16st.

U — U = Wexp( z%A)
Stationire Schréodingergleichung Falls die Eichfunktion A zeitunabhéngig

ist, gilt unter der FEichtransformation der Losung auch die stationére
Schrodingergleichung:

Hin) =B, |n) = H|A) = B, |h)



Energieeigenzustinde bleiben demnach Energieeigenzustédnde zu der gleichen
invarianten Energie.

Anwendung der Eichtransformation Auferhalb der angeschalteten Spule

gilt B =V x A =0 und auf einfach zusammenhéngenden Gebieten existiert
fiir das Vektorpotential folglich ein Skalarpotential A. Mit der Wahl A = 0 fiir
das Vektorpotential der ausgeschalteten Spule folgt:

A—VA =4 +VA

Mit der Eichfunktion A (&) = f;offdf' gehen die Vektorpotentiale der an- und
ausgeschalteten Spule durch Eichtransformation ineinander iiber.

Da das Vektorpotential A statisch ist, enthlt alleine das Skalarpotential ¢ iiber
E =-V® —87514' = —V & das elektrische Feld. Das nicht vorhandene elektrische
Feld kann demnach iiber ® = & = 0 modelliert werden. Da die oben definierte
Eichfunktion A zeitunabhéngig ist, konnen auch die Skalarpotentiale der an- und
ausgeschalteten Spule durch Eichtransformation ineinander umgeformt werden:

d =0 — oA

4 2-Wellenfunktionen-Losung

Das Prinzip der Losung des Aharonov-Bohm-Effekts besteht in der Nutzung
der Eichtransformation zur Unterscheidung der an- und ausgeschalteten Spule.
Beim Doppelspaltexperiment muss die Schréodingergleichung im grau gefarbten
Bereich der Abbildung [2] mit Randbedingungen gelost werden. Offensichtlich ist
dieses Gebiet nicht einfach zusammenhéngend und die Potentiale kdnnen nicht
durch Eichtransformation ineinander tiberfiihrt werden.
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Abbildung 2: Gebiet der Elektronen ist nicht einfach zusammehdngend

Dieses Problem wird mit der 2-Wellenfunktion-Lésung umgangen. Die
Gesamtdynamik eines Elektrons mit ( ¥ ) und ohne Magnetfeld ( ¥, ) kann
durch eine Superposition der Bewegung durch den oberen ( ¥y o bzw. Uy 5 )
und unteren Spalt ( U3¢ bzw. Uy p ) dargestellt werden:



Vg =Vi9 +Pop
¥p =V +Usp

Die Wellenfunktion eines einzelnen Spaltes zeichnet sich durch das
Verschwinden am anderen Spalt aus, da hier die Aufenthaltswahrscheinlichkeit
Null ist. Die Schrédingergleichung fiir diese Wellenfunktion muss nur noch
auf einem einfachzusammenhéngenden Gebiet gelost werden. Deshalb kénnen
die elektromagnetischen Potentiale der an- und ausgeschalteten Spule auf
diesem Gebiet durch Eichtranformation ineinander iiberfiihrt werden. Die
Wellenfunktion transformiert sich dabei fiir den oberen Spalt wie folgt:

\IlleqfloeXp( igA):\Illoexp( Zg/ /_fdf'):\llloexp( Zg/ XdF)
7 7 h ’ h Zo , h %1

Hier ist zu beachten, dass der Weg 1 in dem einfachzusammenhéngenden Gebiet
liegen muss. Wird die Wellenfunktion beispielsweise an einem Punkt auf dem
Schirm, wie in Abbildung [I] dargestellt, ausgewertet, muss v; durch den oberen
Spalt gehen. Analog gilt fiir den unteren Spalt:

\:[12 B = \1/2_0 exp( Zg Xd
7 ’ h 2

Daraus lasst sich die Gesamtlosung mit Magnetfeld fiir einen Punkt auf dem
Schirm berechnen:
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Damit folgt fiir die gemessene Intensitét auf dem Schirm:
.q
5 |7 = [Wrpexp(ip® )+ Wapl”
[To |2 =[T10 + Tapf?



Der Unterschied im Interferenzbild zeigt sich in der Aharonov-Bohm Phase:
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4.1 Berry-Phasen-Modell

Adiabatisches Theorem Die Energieeigenzustinde eines zeitabhingigen
Hamiltonoperators der Form H (R (t)) sind durch die stationére
Schrédingergleichung gegeben:

H (B () In (B () = Eyq (R (1) |n (R (1))

Befindet sich das System zu Beginn in einem Energieeigenzustand |¥ (¢ = 0)) =

In (R (0))) und #ndert sich der Hamiltonoperator nur ,Jangsam® in der Zeit,
dann sagt das Adiabatische Theorem die folgende Zeitentwicklung voraus:

Vo) =eg [ B EEOR e @) ) ©)

geometrische Phase

dynamische Phase

—

i / (0 (B ()i (B (£ )df

Da v, € R, ist die Bezeichnung Phase berechtigt. Ein Energieeigenzustand
bleibt demnach einer und es entsteht nur eine zusétzliche Phase, die sich aus
der dynamischen und der geometrischen Phase zusammensetzt.

Tn (t)

Berry-Phase Durchliuft R (t) eine geschlossene Kurve, wird die geometrische
Phase als Berry-Phase bezeichnet. Abbildung[3]zeigt eine Veranschaulichung der
Berry-Phase. Auch hier &ndert sich der Zustand nach Umlauf einer geschlossenen
Kurve nur um eine Phase bzw. Winkel.

Der Ausdruck fiir die Berry-Phase lésst sich wie folgt umformen:




Abbildung 3: Klassisches Berry-Phasen-Analogon http://.ati.tuwien.ac.
lat/research_areas/neutron_quantum_physics/research/fundamental_tests_of_
|quantum_mechanics/geomatric_phase/EN/

Diese Umformung zeigt, dass die Berry-Phase nur von der Form der Kurve
abhingt und nicht direkt vom zeitlichen Verhalten, solange der Durchlauf
adiabatisch bleibt.

Berry-Phasen-Modell Wir wollen nun ein zweites Experiment betrachten,
bei dem ein Elektron einmal um die Spule gefiihrt wird. Um das zu realisieren,
wird das Elektron in einen Potentialkasten, der in R zentriert ist, gesperrt.

Abbildung 4: Berry-Phasen-Modell

Wir definieren uns nun ein Potential A (Z ) = [ g[fdf’ im Potentialkasten,
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http://.ati.tuwien.ac.at/research_areas/neutron_quantum_physics/research/fundamental_tests_of_quantum_mechanics/geomatric_phase/EN/ 
http://.ati.tuwien.ac.at/research_areas/neutron_quantum_physics/research/fundamental_tests_of_quantum_mechanics/geomatric_phase/EN/ 

dem Raum in dem die Schrodingergleichung gelost werden muss. Es gilt A =
VA und bei adiabatischem Umlauf in guter Ndherung 0;A = 0, da die
einzige Zeitabhéngigkeit von A durch die Integrationsgrenze R gegeben ist.
Ein Blick zuriirck zur Anwendung der Eichtransformation zeigt, dass damit
alle Bedingungen erfiillt sind, um die elektromagnetischen Potentiale fiir an-
und ausgeschaltete Spule durch Eichtransformation ineinander zu tiberfiithren.
Wird das Elektron zu Beginn des Umlaufs bei ausgeschalteter Spule in den
Energieeigenzustand |n) pripariert, so ist es zu Beginn bei angeschalteter Spule
im Zustand |12) = |n) exp(ifA) = |n)exp(if fgﬁd?). Die zeitliche Entwicklung
nach langsamem Umlauf der an- und ausgeschalteten Spule ¢ = T ergibt sich
aus dem Adiabatischen Theorem:

=L
c
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Nach einem Umlauf ist das Elektron bis auf eine Phase wieder im gleichen
Zustand wie zu Beginn. Da die Eigenenergie F,, unter der Eichtransformation
invariant ist, ist die dynamische Phase « fiir die an- und ausgeschaltete Spule
gleich grofs. Der einzige Unterschied in der Phasendnderung ergit sich aus der
Berry-Phase Ap =4, (C) — 7, (C).
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Hier betrdgt der Unterschied in der Phasendnderung bei an- und
ausgeschalteter Spule gerade wieder der Aharonov-Bohm-Phase. Dieses
Experiment kann nicht nachgewiesen werden, da eine lokale Phase bei
Betragsbildung verschwindet. Trotzdem demonstriert es den Aharonov-Bohm-

Effekt, da nach Definition lediglich eine Beeinflussung der Phase entscheidend
ist.



5 Fazit

In der klassischen Elektrodynamik sind die elektrischen und magnetischen
Felder die physikalisch wechselwirkenden Grofen. Die Potentiale sind
mathematische Hilfskonstruktionen und vereinfachen héufig das Rechnen.

Der Aharonov-Bohm-Effekt ist hingegen nur mithilfe der Potentiale erklarbar,
da die beiden unterschiedlichen Interferenzbilder ohne jegliches elektrische
und magnetische Feld im Raumbereich der Elektronen entstehen. Die
fiir die Interferenzbildénderung verantwortliche Aharonov-Bohm-Phase ist
eichinvariant, da sie nur vom Fluss der angeschalteten Spule abhéngt. Trotz der
Wabhlfreiheit der Potentiale beziiglich der Eichung, zeigt der Aharonov-Bohm-
Effekt, dass die Potentiale nicht durch das elektrische und magnetische Feld
ersetzt werden konnen. Dies demonstriert, dass eine fundamentale Rolle der
Potentiale in der Quantenmechanik bei bleibender Eichfreiht kein Widerspruch
ist!
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