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Kapitel 1
Einleitung

"Physis” (griechisch) bedeutet Ursprung, Naturordnung, das Geschaffene (Welt,
Gesclipf). Wir besclaftigen uns also mit der Naturordnung und zwar dem Tell,
der sich mit der Mechanik befasst. Die Mechanik ist die Lehre von der Bewegung
und der Forranderung von Krpern unter dem Einflusadul3erer Kafte. Aller-

dings wollen wir unseren Blickwinkel nicht soweit verengen, dass wir nur "rein
physikalischeSSysteme untersuchen. Vielmehr widmen wir uns auch Fragen aus
der physikalischen Chemie sowie der Bio-Physik und wenden die gefundenen
Gesetzraligkeiten auf diese an.

"Die ganze Physikdsst sich mathematisch und mechanisch aus den
drei Begriffen Ausgedehntheit, Bewegung und Ruh&uenk!’
Rereé Descartes

Ein Grundprinzip der Physik ist die Suche nach Grundgesetzen, mit denen man
alle beobachteten Naturdhomene erldren kann. Die Grundgesetze selbst wer-
den nicht weiter hinterfragt und sind meist idealisiert. Diese Grundgesetze bilden
als Axiomensystem die Grundlagérfdie theoretische Durchdringung. Alle Fol-
gerungen aus einem solchen Axiomensysteiissen experimentellberpiifbar

sein. Allerdings ist die Physik, anders als die Mathematik, nicht auf ein axiomati-
sches Gehude aufzubauen!

Versucheahnlich wie die Mathematik auch die Physik auf einem Axiomensystem
aufzubauen, misslangen. Als Axiome der Physik kann man aber auch Prinzipien
oder Erhaltungsgze ansehen. Diese stellen heuristische (d.h. erfundéneg S
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EINLEITUNG

dar, die durch Erfahrung zu bésigen sind. Wichtige Beispiele sind z.B die Er-
haltung der Energie, das Kausatgprinzip, das Prinzip von Aktion und Reaktion,
das Tagheitsprinzip und das Newtonsche Grundgesetz der Dynamik. Diese stel-
len wir also an den Anfang unserer Entwicklung der Mechanik.

Abbildung 1.1:
René Descartes

(31.03.1596 - 11.02.1650)

Renatus Cartesius (deshalb auch cartesische

Philosophie) war Physiker und hervorra
gender Mathematiker. Er wurde 1596 in L
Haye geboren, und nach einer Grundausbi

dung am Jesuitenkolleg in La&the studier-
te er in Poiters. 1629 liel3 er sich in den Ni

a

19
]

derlanden nieder. Sein erstes Werk sollte den

Titel "Die Welt” tragen und war fast vollen-

det, als er von der Verurteilung Galileis

(1633) erfuhr. Er vernichtete die Schrift, u
einemahnlichen Konflikt zu entgehen. De
cartes und Fermat fanden einen Weg, Kury
mit Hilfe von Gleichungen zu beschreibe
Diese Art von Geometrie hennt man analy
sche Geometrie. Sie wadlrfdie Entwicklung
der Wissenschaft von grundlegender Bed

tung.

Wir werden uns auf die Bewegung von nicht-relativistischer Materie konzentrie-
ren (siehe die GiRenordnungen Figur 1.2). Wir beobachténderung der Be-
wegung ist (Beschleunigung proportional zu einer Kraff’

Fxa

(1.1)

Wir kommen zu einer solchen Aussage durch Beobachtung vagkdhen Er-
eignissen und der Planetenbahnen (Trajektorien). So machte Tycho Brahe (siehe
1.3) viele Beobachtungen, die von Kepler (siehe 2.16) interpretiert wurden:

¢ Die Planetenbahnen sind geschlossene Bahnen.

¢ Planeten bewegen sich auf elliptischen Bahnen mit der Sonne in einem der

Fokalpunkte.

Prof. Heermann, Universit Heidelberg
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Abbildung 1.2: Anwendungsbereich der klassischen Mechanik

e Die Verbindungslinie zwischen dem Planeten und der Sarb@streicht
gleiche Fachen in gleicher Zeit.

Jedoch hatte er die physikalische Ursache der Planetenbewegungen noch nicht
erkannt. Newton konnteif diese Beobachtungen eine Theorie entwickeln:

! 2
Aus dieser Theorie konnten Vorhersagen abgeleitet werden:

e Entstehung von Ebbe und Flut

e Bahnen von Kometen gleicher Zeit

Diese Vorhersagenihrten zu neuen Beobachtungen, die mit der Theorie ver-
glichen wurden und zu einer Weiterentwicklung der Theoiikerten. Die Ent-
wicklung der klassischen Mechanik und klassischer Systeme ist noch nicht abge-
schlossen!

Die Gesetze der Mechanik erlauben im Prinzip die exakte Vorhersage darfigkn
Entwicklung des Systems, da diese rein deterministisch sind. Ist der Anfangszu-
stand des Systems (z.B. Ort und Impuls zum Zeitpunkt 0) bekannt, dann
werden alle zuknftigen Zusande eindeutig durch diese Kenntnis bestimmt. Al-
lerdings niissen wir aus prinzipielledberlegungen hinnehmen, dass die Vorher-
sagekraft der Mechanik besémkt ist! Die Quantenmechanik hat uns eine prinzi-
pielle Unsclarfe in der Messung von Ort und Impuls aufgezeigt. Auch im Rah-
men der klassischen Mechanik selbst werden wir sehen, dass nichtlineare Systeme

Prof. Heermann, Universit Heidelberg



EINLEITUNG

in komplizierter Weise von den Anfangsbedingungenéaigen knnen. Kleine
Anderungen des Anfangszustandésiken zu ganz unterschiedlichen Zusien
fuhren.

In dieser Vorlesung werden wir in der Regel die in dem "8yst Internatio-
nal d'Unites” festgelegten Mal3einheiten benutzen, die Si¢kinheiten. Die

9. Internationale GeneralkonferenirfMald und Gewicht verabschiedete 1948
einen ersten Entwurfuf ein Internationales Einheitensystem. Sechsakehte,
also durch Multiplikation und Division verKipfte Basiseinheiten, bildeten die
Grundlage. Die sechs Basiseinheiten waren:

1. der Meter (lange) r [r] = m

2. das Kilogramm (Masse) m [m] = kg

3. die Sekunde (Zeit)t[t] =s

4. das Amere (Stromsirke) | [I] = A Ampere
5. das Kelvin (Temperatur) T [T] = K Kelvin

6. die Candela (Lichtarke) Le [Le] = cd Candela

Die Zustimmung zu diesem Vorschlag erfolgte im Jahre 1954 auf der zehnten
Konferenz. Im Jahre 1973 wurde eine siebte Einheit, das Mol (Stoffmenge), an
sechster Stelle eingéfirt. Die Candela wurde an die siebte Stelle gestellt, ein
Ausdruck daffir, dass sie unter Un#tden wieder zur Disposition steht.

¢ Stoffmenge n [n] = mol Mol

Der Meter wurde definiert als ein Vielfaches der Welterde von Krypton-Atomen
(86Kr). Damit wurde eine alte Forderung igit, die 1870 von Clerk Maxwell er-
hoben wurde, wonach die Einheiten nicht auf Bewegung und Masse der Erde,
sondern in unveirckbaren physikalischen Gegebenheiten auf molekularer Basis
aufgebaut werden assen. 1889 erweiterte Max Planck den Anspruch: Ein Ein-
heitensystem muss auf Fundamentalkonstantdaickgefihrt werden. Diese For-
derung wurde im Jahre 1983 @lit: Der Meter wurde definiert als diednge der
Strecke, die das Licht im Vakuum in einer Zeit von 1/299 792 458 acklegt.

Prof. Heermann, Universit Heidelberg



Damit wurde endlich dasangenmal mit dem Zeitmal} veilptbar. Die Planck-
sche Forderung wurde nach und nach auch bei den anderen Einhditéntéeii-

te wird nur noch das Kilogramm auf einerbkper bezogen, der ineSres bei Paris
und als Kopie als so genannte Normale in 17 facher &usig in verschiedenen
Landern unter standardisierten Bedingungen gelagert wird.

Alle Gleichungen, die wir benutzen,iresen bzgl. inrer Dimensionen korrekt sein:

r = —at? (1.3)

Ubersetzt sich in

= (L.4)

Als Theoretiker werden wir allerdings sehaufig mit Gleichungen arbeiten, die
dimensionslos sind. Hierzu werden wir eine geeignete Skalierdndgn, so dass
in den Gleichungen keine dimensionsbehafteted’¥n mehr vorkommen.

Definition 1.0.1 Ein Systent der klassischen Mechanik ist eine Menge von Ob-
jekten, die wir ohne Bezug auf Quanteneffekte beschreitamek.

Prof. Heermann, Universit Heidelberg



EINLEITUNG

1546 Geburt von Tycho (Tyge) Brahe |in
Knudstrup (CAinemark) als Spross eines ein-
flussreichen Adelsgeschlechts. Kindheit und
Erziehung bei einem wohlhabenden QOn-
kel und dessen Frau. Am 11. November
1572 macht er die Beobachtung des neuen
Sterns”(heute: eine Supernova) im Sternbild
Cassiopeia. Brahe weist nach, dass sich der
neue Himmelgkper ausserhalb der Mond
bahn befinden muss. Aufgrund der Beob
tungen verwirft Tycho Brahe im 8. Kapj-
tel das System der Planeten- und Fixstern-
spharen von Ptolemaeus. Allerdings befri
digte ihn auch die einfache geometrische
Losung der auf Kreisbahnen um die San-
ne ziehenden Planeten nicht, die Coperni-
cus einige Jahrzehnte zuvor postuliert hat-
te. Zwar verstiel3 sie nicht gegen mathema-
tische Gundatze, doch stand sie nicht
den diltigen naturphilosophischen Annah-
men in Einklang. Die schwere undige Er-
de konnte sich nach Tycho Brahes Meinung
unnbglich bewegen. Zudem widersprach das
copernicanische System der Bibel. Tygho
Brahe konstruierte daher eine eigene Theo-
rie der Planetenbewegungen, die die mathe-
matischen und naturphilosophischen Pringi-
pien in Einklang bringen und den theol
gischen Lehren nicht widersprechen sollte.
Die Erde war Mittelpunkt des Weltalls, der
Sonnen- und Mondbahn sowie der Fixstefn-
sphare. Die Sonne dagegen war Mittelpunkt
aller Planetenbahnen und drehte sich
Abbildung 1.3: samt den Planeten um die Erde. Auf dje-
Tycho Brahe se Weise lieRen sich die UnregélRigkeiten
(14.12.1546 - 24.10.1601) der Planetenbewegungen eikén.

Prof. Heermann, Universit Heidelberg



Kapitel 2

Newtonsche Mechanik

2.1 Grundlagen

Die Bewegung von Objekten, z.B. Polymer, MdlékAtom, lon, Elektron erfolgt
unter dem Einfluss von Kaften. Zur Beschreibung dieser Bewegung parametrisie-
ren wir diese durch die Zeitund ermitteln den Ort. Aber was ist Zeit und wie
bestimmen wir den Ort? Die Bewegung geschieht im Raum, den wir aléxhkan
spezifizieren rassen. Damit haben wir die grundlegenden Begriffe der Mechanik
bereits aufgedeckt: Raum und Zeit.

2.1.1 Die Newtonschen Axiome

Betrachten wir also die Begriffe Raum und Zeit. Nach Newton gilt:

Die absolute, wahre und mathematische Zeit verflief3t an sich und
vernbge ihrer Natur gleichirmig und ohne Beziehung auf irgend
einenaul3eren Gegenstand. Sie wird mit dem Namen Dauer belegt.

Die Zeit lauft absolut neben den Ereignissen her und weiter

Der absolute Raum bleibt vetige seiner Natur und ohne Bezie-
hung auf eineraul3eren Gegenstand stets gleich und unbeweglich.

Jedem Ereignigl wird also eine wohlbestimmte absolute Zeit zugeordnet. Neben
der Zeit ist ihm ein Raumpunkt zugeordnet. Hierzu spezifizieren wir:

11



12 NEWTONSCHE MECHANIK

e Der Raum ist dreidimensional (also BreiteHohey, und Tiefez).

e Der Raum ist euklidisch, d.h., wenn wir dreidkper A, B und C haben,
dann gilt tir inre Abstindeq, b undec: ¢ = a? + b — 2abcos 7.

Mathematisch beschreiben wir dies als Raiiin= (R, (.,.)). Dies gibt uns ein
orthogonales Koordinatensystem (dreidimensionaler Raum, kartesisches Koordi-
natensystem) mit dem kanonischen Skalarprodukt

3
(tars) =ra-Tg=» zy; rargER’ (2.1)

i=1
aus dem wir die euklidische Distamlz z zwischen zwei Punkted und B aus
dem Raum (metrischer Raum, euklidische Geometrie) gewinnen:

das = |lta—rg|| =[(ta —18) - (ra—15)]""* . (2.2)
MAPLE 2.1.1

> restart;
> rl:=sqrt(x"2+y~2+z"2);

Koordinatensysteme

Linkshandig Rechtshandig

Abbildung 2.1: Kartesische Koordinatensysteme (links- und recitslig)

Einen Punkt, den wir noch beachterissen, ist die Reihenfolge der Koordinaten
x,y,z. Wir unterscheiden zwischen einem reckistiigen und einem linkgimdigen
System (siehe Figur 2.1). Hier werden wir stets ein recrdiges System benut-
zen.

Prof. Heermann, Universit Heidelberg



2.1 GRUNDLAGEN

13

Diese kartesische Geometrie, also die Geometrie, die mit einem Koordinatensy-
stem arbeitet, wurde von Pierre de Fermat undéRBescartes etwa 1636 ein-
gefuhrt. Als Konsequenz haben wir, dass Raum als homogen und isotrop ange-
nommen wird.

Zusammenfassend haben wir flie Beschreibung des Ortes:

Bezug <« Koordinatensystem (z.B. kartesisch)
A = ra=(2,y,2) ={z.}; a=1---3
dap < |[ra—rgll = /(24— 28)> + (ya — y5)? + (24 — 28)?

Unter orthogonalen Koordinatensystemen versteht man neben kartesischen Koor-
dinatensystemen auch Zylinderkoordinaten und Kugelkoordinaten. Bei der Wahl
des Koordinatensystems sollten wir die Symmetrie eines physikalischen Problems
bericksichtigen (dazu $per mehr).

Beispiel 2.1.1

Ebene Polarkoordinaten
Es sei(r; #) ein Punkt in der Ebene (vgl. Figur 2.2). Dann gilt:

r = rcosf (2.3)
y = rsinf : (2.4)

Kugelkoordinaten:
Es sei(r; 0; ¢) ein Punkt im Raum (vgl. Figure 2.3). Dann gilt:

r = rsin¢cosf (2.5)
y = rsin¢gsinf (2.6)
Z = rcos¢ . (2.7)
Fur gleichzeitige Ereignisse:
||I‘_A—I'B||3: ||I'_A—I'B||,5/ falls t4 =15 (28)

Prof. Heermann, Universit Heidelberg
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NEWTONSCHE MECHANIK

Y

Abbildung 2.2: Polarkoordinaten

A

z

Abbildung 2.3: Kugelkoordinaten
Gleichzeitige Ereignisse sind alsirfalle Beobachter (seien sie ruhend oder be-

wegt) gleichzeitig.
Absolute Zeit:

(TAB)S = (TA,B)S’ far belleblge .HI‘A — I‘BH (29)

Prof. Heermann, Universit Heidelberg



2.1 GRUNDLAGEN

Definition 2.1.1 Wir nennen einen Gegenstand oder ein Teilchen einen Massen-
punkt, wenn wir seinen Bewegungsablauf valislig durch drei von der Zeit
abhangige Raumkoordinatar(t) = (z(t); y(t); 2(t))" beschreiben@&nnen.

Beispiel 2.1.2
Den Schwerpunkt einesdfpers lkbnnen wir als Massenpunkt verwenden.

In der Mechanik des Massenpunktes sieht man vonaenlichen Ausdehnung
eines Korpers, seiner Form, Orientierung oder Drehung um eigpdreigene
Achse ab.

Definition 2.1.2 r(¢) stellt also eine Kurve (Trajektorie oder Bahnkurve) im drei-
dimensionalen Raum dar, die durch den Parametgrarakterisiert ist.

C={recEr=r(t)}

r(t)

v

Abbildung 2.4: Eine Trajektorie im Raum

Die Mechanik betrachtet Bewegung@&hvon Korpern (Massenpunkt(e)) if?,
also Tranformationen eines Koordinatenpunktes:

B : E — E3

r —  Br

die gewisse Eigenschaften besitzen. Wir betrachten solche Trajektorien, die sich
aus den Grundbewegungen Translation und Rotation zusammensetzen. Bezogen

Prof. Heermann, Universit Heidelberg
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NEWTONSCHE MECHANIK

auf die obige Definition der Trajektorie bzw. Bahnkurve heil3t dies, dass(wir
ausr(0) durch Anwenden von Transformationsregeln (lteration) gewinnen. Dies
schliel3t sowohl eine diskrete Dynamik als auch eine kontinuierliche Dynamik
ein. Im ersten Fall ergibt sichaus Basisschritteh durchn-malige Anwendung

t = nh. Mit h — 0 geht die diskrete Zeit in eine kontinuierlichiber.

Nach der Karung der Begriffe Raum und Zeit kommen wir zu den grundlegenden
Annahmen der Mechanik.

Aus der alliglichen Beobachtung, dass alle Bewegung stoppt, leitet Aristoteles
ab, dass dies ein Naturgesetz ist. Newton (siehe Figure 2.5) argumentiert nun,
dass Reibungskfte die Bewegung stoppen. Wenn es keine Reibuiadiekdabe,
wirde sich der Bewegungszustand nightern.

Abbildung 2.5: Newton gilt als der Begmder der klassi-
Isaac Newton schen theoretischen Physik und damit der ex-
(1643-1727) akten Naturwissenschaften

Axiom 2.1.1 (Tragheitsprinzip) Jeder Korper verharrt in seinem Zustand der
Ruhe oder gleicliirmigen geradlinigen Bewegung, wenn er nicht durch einwir-
kende Kéafte gezwungen wird, seinen Zustandindern.

Der Zustand der Ruhe ist offenbar dem Zustand der glératifen (geradlinigen)
Bewegung gleichgesetzt. Das erste Axiom widerspricht also unserer sinnlichen
Erfahrung!

“v=0 (2.10)

Prof. Heermann, Universit Heidelberg



2.1 GRUNDLAGEN 17

wobeiv die Geschwindigkeit ist. Sie wird aus der Y¥ederung des Ortes abgelei-
tet:
d

p7al r=v (2.11)

und eine weitere V@&nderung in der Zeitiihrt uns zur Beschleunigung

d

Dieses erste Axiom Newtons war durch die Experimente von Galilei auf der schie-
fen Ebene und seine Fallversuche nicht nur nahegelegt worden, sondern bereits
formuliert. Es ist auch bekannt unter dem Nant&alileisches Tagheitsgesetz

Auch Kepler kannte es. Die Lex Prima geht also nicht unbedingt auf Newton
zuriick. Wir setzen es aber an den Anfang eines physikalischen Theor#rgh

(des erstefiberhaupt). Insofern ist es gerechtfertigt, von einem Newtonschen Axi-
om zu sprechen.

Das zweite Newtonsche Axiom beantwortet die Frage: Was ist die Ursache der
Bewegung? Das zweite Newtonsche Axiom wird adéionsgesetgenannt.

Axiom 2.1.2 Die Anderung der Bewegung ist der Einwirkung der bewegenden
Kraft proportional und geschieht nach der Richtung derjenigen geraden Linie,
nach welcher jene Kraft wirkt.

Die Anderung der Bewegungsifie ist gleich der KrafF'!

d2

Mmoot = F , (2.13)
wobeim die Masse des Objekts bezeichnet, die wir hier in naiver Weise verwen-
den. Da GlI. (2.13) mathematisch eine Differentialgleichung zweiter Ordnung ist,
ist die Festlegung von zwei Integrationskonstanten notwendig, unidierig ein-
deutig zu machen. Dies kann in Form von Anfangsbedingungé)) und v(t,)
zu einer Zeit t, geschehen, aber beispielsweise auch durch Angaberyan
und r(t;) fur t; # to. Wir werden dies noch einmal im Zusammenhang mit der

numerischen Berechnung von Trajektorien aufgreifen.

Axiom 2.1.3 Die Wirkung ist stets der Gegenwirkung gleich, oder die Wirkungen
zweier Korper aufeinander sind stets gleich und von entgegengesetzter Richtung.

Prof. Heermann, Universit Heidelberg
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NEWTONSCHE MECHANIK

Aktion = Reaktion

Fi,j = _Fj,i s (214)

wobeiF; ; die Kraft bezeichnet, die das Objekauf ; augibt und analogiir F'; ;

in einem System miiV Teilchen.

Die GesamtkrafF'; auf ein Teilchen teilen wir in dieaul3eren und die innerern
Krafte auf:

e AuRere KéfteFEe“”t)(ri, t) hangen nur vom Ort; des betrachteten Teilchens
ab.

e |nnere KﬁﬂeFEim) (r1,...,7nv) hdngen auch von dem Ort der anderen Teil-
chen ab (z.B. Zwei- oder Dreidtperkifte).

Fuhren wir eine Integration entlang einer Trajektorig¢) durch, dann erhalten
wir:

/tl F(x())dt = m/ttl V() = mv(t)) —mv(t) . (2.15)

to

Definition 2.1.3 Den Begriff des Impulses definieren wir als

p=mv =mr

Aus der obigen Definition erhalten wir

%p =F =F(r,1,1) , (2.16)

wobei wir hier antizipieren, dass die Kraftaglicherweise noch von der Ge-
schwindigkeit abhngen kann.

Abbildung 2.6: Abstand zwischen zwei Massenpunkiamd ;.

Prof. Heermann, Universit Heidelberg



2.1 GRUNDLAGEN 19

Beispiel 2.1.3
Sei die Kraft (in zwei Dimensionen) durch

F,=y,F,=—x (2.17)
gegeben. Um uns ein Bild von dieser Kraft zu machen, benutzen wir MAPLE.

MAPLE 2.1.2
> restart; with(plots);
> fieldplot([y,-x],x=-1..1,y=-1..1,axes=boxed);

B SN
7S T e NN
P SN, SRR
TS IS e e NN Y
L A A A e SONN NN

SR NN N
[ A A I AN PRIt
[N IR I A VRN LT Y
A B R PN ooy b
E I T N T T R S S S b bl

LI [
LB T S O A
LT T A A [N A
I 4 Pl

N PV,
NAAN NN e e e e s Ll L
NN N e e e
RN I PPy
BURUN T T e e e sl LS

AN NN S e e Pl aord

Abbildung 2.7: Kraftefeld fir die KraftF, =y, F,, = —=x

2.1.2 Bezugssysteme und Transformationen

Die Beschreibung einer Bewegun@rgt vom verwendeten Bezugssystem ab.
Man ist grundatzlich frei in der Wahl des Bezugssystems, allerdings gibties f
ein gegebenes Problem mehr oder weniger gutadte Systeme. Es gibt in der
Regel ein Bezugssystem, das eine besonders einfache Beschreibumgjarim
Gelten in einem Bezugssystem die Newtonschen Axiome, dann sprechen wir von
einem Intertialsystem.

Definition 2.1.4 Ein Massenpunkt heil3t frei, wenn er durch andetepgér oder

durch Felder nicht beeinflusst wird. Seine Bewegung heil3t Inertialbewegung. Un-
ter allen nbglichen Zeitskalen gibt es eine Teilmenge, die so beschaffen ist, dass
fur jede beliebige Richtung einer Inertialbewegung in gleich langen Zeitinterval-
len gleich lange Strecken Zickgelegt werden. Diese Teilmenge heil3t Inertialzeit.
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Definition 2.1.5 Ein Inertialsystem ist eindumlich-zeitliches Bezugssystem, in
dem ein freier Massenpunkt in Ruhe bleibt oder sich geradlinig mit konstanter
Geschwindigkeit bewegt.

Ein Labor auf der Erde ist also kein Inertialsystem. Es handelt sich um ein be-
schleunigtes System, da die Erde eine Eigenrotation besitzt, um die Sonne rotiert
und mit dem Sonnensystem um das Zentrum der Galaxis rotiert.

Ein Korper (oder Krpersystem) ist im Gleichgewicht, wenn er in einem Inertial-
system @ir alle Zeitert € (0, co) ruht. In den anderen Inertialsystemen ist er dann
gleichformig bewegt.

Aus den Bewegungsgleichungen und der Gleichgewichtsdefinition folgen als not-
wendige Bedingungemn jedem Teil eines Systems odénrpers im Gleichge-
wicht verschwinden die resultierende Kraft und das resultierende Moment zu allen
Zeitent € (0, 00).

Sind zwei Bezugssysteme relativ zueinander beschleunigt, so messen Beobachter
in O und O’ verschiedene Kifte.

Betrachten wir nun Transformationen

G : (RBRR) — (R3R)
(r,t) — ()

Man kann jedes Inertialsystem in ein anderes transformieren, wenn man eine
Translation oder Rotation vornimmt. Dies wird durch die Galilei-Transformation
geleistet.

Zwei Beobachter3 und B’, die sich im Ursprung von zwei relativ zueinander
bewegten Koordinatensystemen y, z)" und(z/, ', 2')* befinden, betrachten die
Bewegung des gleichen Objekts Die beiden Koordinatensysteme sollen die
konstante Relativgeschwindigkeit haben (keine Rotation).

Fur die Beschleunigung in zwei Systemen, die sich gegeneinander mit einer kon-
stanten Geschwindigkeit bewegen, wird in beiden Systemen der gleiche Wert ge-
messen. Bestimmt man &ite durch die Messung der Beschleunigung, die sie
einem Massenpunkt erteilen, so werden auch sie in beiden Systemen als gleich
gemessen.
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Durch die Wahl eines geeigneten Inertialsystems lassen sich gleitgfbeweg-
te Komponenten eliminieren. Hierzu wechseln wir das Bezugssystem- S’

In S: r={x.} in §” r={a}

und fordern: |[ry —rp|ls = ||ra —r5lls-
Fur die Koordinateniir fuhren wir die folgende Koordinatentransformation

¥ =Y Awgrs— b r'=A-r—b (2.18)
B

aus. Hierbei benutzen wir die orthogonale Matrd, 5 = (A1) 5.4

Y AarApy =Y Aary(AT)0p = bap AAT=A A =1 (2.19)
Y Y

Hier haben wir das Kroneckersymbol:

5aﬂ:{é fur Z ; g (2.20)

eingefihrt. Fir den Ursprung des Koordinatensystestserhalten wir
Og/ = A_l -b (221)

Zentral {r die Betrachtungen der invariantendBen der Mechanik ist eine spe-
zielle Transformation: Die Galilei-Transformationén

A=0 b(t) =u b(t) = by +ut (2.22)

und daraus folgend:

a'(t) = A-a(t) v'(t) = Av(t)—u r'(t') = Ar(t)—ut—by

(2.23)
Wir werden sehen, dass die Gesetze der Newtonschen Mechanik invariant ge-
geriiber Galilei-Transformationen sind (Postulat!).
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Die Galilei-Transformationen weisen die Gruppeneigenschaft auf. Es Geien
G(A,u,b) und ¢’ = G(A',u’,b’) Galileitransformationen (mit’ = ¢’ = t).
DannistG” = G(A",u”,b") ebenfalls eine Galilei-Transformation mit

A=A A uw"=A-utu  b'=A-bib . (224)

Dabei kommt es auf die Reihenfolge der Transformationen an, d.h., im allgemei-
nenistd’ - A# A-A.

Beispiel 2.1.4

Das es auf die Reihenfolge der Transformationen ankommt, d.h. dass die Trans-
formationen i.A. nicht kommutativ sind, wollen wir uns an Hand der Drehungen
klar machen. Hierzu definieren wir uns drei Drehmatrizen jeweils um die Haupt-
achsen des Koordinatensystems um den Winkel x

[ 1 0 0 |

D, = | 0 cos(z) sin(z) (2.25)

(
0 —sin(x) cos(z)
cos (z) 0 sin(
D, = 0 1 0 (2.26)

—sin(z) 0 cos(z)

cos(xz) sin(x) 0
D, = —sin(z) cos(z) 0 . (2.27)
0 0 1

Um zu zeigen, dass es auf die Reihenfolge ankommt, multiplizieren wir zwei
Matrizen, z.B.R, = D, - D,, vertauschen die Reihenfolge, = D, - D, und
berechnen die Differenz= R, — R,.

Wir definieren in MAPLE eine Matrix durch die Anweisungtrix und zahlen

die Spaltenvektoren auf. Die Matrizenmultiplikation ist durch den Opeigator
definiert. Wir werten die Matrizenmultiplikation durch den Aufruf vevelm aus.
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MAPLE 2.1.3

>

V V V V

A\

>

restart; with(LinearAlgebra):
dl:=matrix([[1,0,0],[0,cos(x),sin(x)], [0,-sin(x),cos(x)]1]1);
d2:=matrix([[cos(x),0,sin(x)],[0,1,0], [-sin(x),0,cos(x)]1]);
d3:=matrix([[cos(x),sin(x),0], [-sin(x),cos(x),0],[0,0,1]1]);
rl := evalm(dl &* d2);

r2 := evalm(d2 &* di1);
d := evalm(rl - r2);

Nach dem Galilei-Relativétsprinzip sollte die Physik in jedem Inertialsystem
gleich sein. Dies gilt beispielsweisarfKrafte, die aus einem Potential abgelei-
tet werden Bnnen (Gravitation, elektrische &ite), aber nichtiir magnetische
Krafte, die einer besonderen Behandlungilvezh. Die Elektrodynamik ist nicht
galileiinvariant, sondern invariant gegdrer Lorentz-Transformationen (spezielle
Relativitatstheorie). Das Galilei-Relatigitsprinzip kann durch geeignete Trans-
formation magnetischer Kfte fur kleine Geschwindigkeiten wiederhergestellt
werden.

2.1.3 Wichtige Krafte

Wir starten mit einigen Beispieletif Krafte. Zurachst haben wir die fundamen-
talen Kiafte:

e Kernbindungskraft: wirkt zwischen Nukleonen - sehr stark, sehr kurze Reich-
weite

e Coulombkraft: wirkt zwischen elektr. Ladungen - mittelstark, mittlere Reich-
weite

e schwache Kraft: wirkt zwischen Nukleonen und ElektrongnZerfall) -
sehr schwach, sehr kurze Reichweite

e Gravitationskraft: wirkt zwischen (Schwere-) Massen - extrem schwach,
sehr lange Reichweite
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und die makroskopischen Kite:

o Kohasionskraft - Zusammenhalt der Materie

Adhasionskraft - '’Zusammenkleben’ verschiedener Materialien

elastische Kafte - Widerstand fester Materie gegen Verformung

Reibungskéfte - Widerstand der Materie gegen Bewegung

Tragheitskafte - Gegenkraft der @gen) Masse gegen Beschleunigung

e Zwangskafte - Krafte, die eine Bewegung einsémken

Betrachten wir zuachst die Kraft als Funktion der Zeit, mit expliziter Adofgigkeit

mi(t) = F(t) (2.28)

Integrieren wir Gl. (2.28) einmal bzgl. der Zeit, so erhalten wir die Geschwindig-
keit

f@:%+%/¥ww' | (2.31)

und nach weiterer Integration in der Zeit erhalten wir die Atdpigkeit des Ortes
von der Zeit (Trajektorie)iir die zeitabAngige Kraft

1 t t//
x(t) = 2o + (t — to) vo + — / / Fhdt'dt" . (2.32)
m to Jto

Wenden wir uns nun den Eften zu, die eine explizite Geschwindigkeitsabgigkeit
aufweisen.

An der Beilhrungsfache zwischen &rpern treten Reibungskite auf, die ent-
gegen der Kraft wirken, mit welcher die beweglichearger gegeneinander ver-
schoben werden. Solange die Zugkraft die Haftreibungskraft (falls vorhanden)
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nichtlibersteigt, haften die &per aneinander. Bewegen sich diérger mit kon-
stanter Geschwindigkeit gegeneinander, muss die Zugkraft lediglich der kleineren
Gleitreibungskraft gleichkommen.

Die Reibungskraft ist geschwindigkeitsaintyig

F(v) = =sign(v(t)) R(jv@®)]) (2.33)

Fur gleitende Reibung festerdfper findet man empirisch die folgende Abtyigkeit
von der Geschwindigkeit

R(|v(t)]) = const. (2.34)

Fur die viskose Reibung (kleine Reynoldszahlen) hat man dagegen

R([o@)]) ~ [o(t)] (2.35)

und fur die Luftreibung (grof3e Reynoldszahlen)

R(jo@®)]) ~v(t)* . (2.36)
Fa Fa
| F y | _F,

Frmax= o Fn

FR= 'FN

FR=F

haften gleiten

Abbildung 2.8: Reibungskafte
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Die Reynoldszahl ist ein Kriteriuriif denUbergang von einer laminaren zu ei-
ner turbulenten Séimung. Bei dieser dimensionslosen Zahl wird die kinetische
Energiedichte mit der Reibungsverlustdichte verglichen.

Betrachten wir den Fall, dass die Kraft proportional zur Geschwindigkeit ist, dann
folgt aus

t ’U(t) 1
/ dt’ = —/ —/dv’ (2.37)
to ’U(to) F'U
oder
[(t —ty) = —Inwv(t) — Inv(ty) (2.38)
oder
v(t) = v(te)e T (2.39)

Die Konstantd™ hat die Einheitl /[t], so dass der Exponent in der Tat dimensions-
los ist. Im Limesl" — 0 verschwindet die Reibungskraft und die Geschwindigkeit
wird konstant.

Betrachten wir nun die Ortsabhgigkeit

t

z(t) = z(ty) + / tv(t')dt’:x(t0)+ / v(te)e TEt0) gt/

to to

Mit Hilfe der Substitutionen
u = e F(t'—to) unddu = —dt'e Tt ~to)
erhalt man

v(to)

r
Die Analyse zeigt, dass das Objekt sich nur eine endliche Distanz fortbewegt.
Betrachten wir nun den Fall eines harmonischen linearen Oszillators unter Ein-
fluss einefaulReren Kraft (siehe Abbildung (2.9))

z(t) = x(t) + (1 —e Tty (2.40)
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1
i+ 281 +wiz = EF(t) : (2.41)

Ein Spezialfall ist der der periodischen Kraft mit einer erzwungenen Schwingung

F(t) = fcos(wt) : (2.42)

Abbildung 2.9: Erzwungene Schwingung

Betrachte zuachst die allgemeinedsung der homogenen Differentialgleichung.
Hierzu machen wir den folgenden Ansatz:

rg(t) = eM

= N+ 28\ +wi =0
= A= =4/ —ud

Nehmen wir an, das¢/ 3% — w§ # 0, dann

= xg(t) = a;eM 4 age™? ) (2.43)

Wir miissen nun die folgenderalfe unterscheiden:

Prof. Heermann, Universit Heidelberg



28 NEWTONSCHE MECHANIK

(i) Schwache Bmpfung(Schwingfall): 3 < wy

ws = \/wE — (B AL = — B % dw,

xg(t) = e’ﬁt(alem’st + age” ")

1
Dampfung

(i) Kritische Dampfung(Aperiodischer Grenzfall):

Anfangswerte xy = x(t =0), vo = @(t = 0)

Tog=a1+ay, vo = —f(a;+ az)+iw(a — ay)

= —fxg+iw(a; — ag)

v + Bxo

= xg(t) = e P (xocoswyt +
wg

sin wgt)

Betrachte limw, — 0
——

—1
= zy(t) = e [zg + (vo + Bro)t]
(iii) Starke Dampfung(Kriechfall): 5 > wy

AL = —Bxy 0<y=4/F-uwi<p

rp(t) = e P ae? + aze™)
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Nun zur speziellen inhomogenei@$ung. Hierzu untersuchen wir die Differenti-
algleichung im Komplexen.

s Lineare DGL
4202 +wiz = Eem Real- und Imagiarteil
bleiben separiert!

Als Losung bietet sich der Ansatz(t) = Ac™! an.

= A(—w? + 2ipw + w}) — % et =
/ 1 -

= A=—— — |Alet®
m (w? — w) — 2ifw |Ale

4= S
V(w2 —w2)? + 43%w?
RA= = |AP(w? = ub)

im A= —2?5\A|2w

o — ImA  2Bw
PZRA ~ w2 = w?
= 2(t) = |Alefwi+e)

Als Gesamibsung setzen wir dann die allgemeinésung des homogenen Sy-
stems mit der speziellendsung zusammen

z(t) =xg + x5 : (2.44)

Besondere Bedeutung haberéKe F' = F'(z), die nur vom Ort abéingen. Diese
werden wir im folgenden Kapiteldher untersuchen.

2.1.4 Energie und Potential

Energie Ibnnen wir zu@chst in der Form der kinetischen und potentiellen Ener-
gie untersuchen. Betrachten wir dazu die im Zeitinteriglk, | entlang einer Tra-
jektorie geleistete Arbeit, die sich aus dem Produkt aus Kraft und Verschiebung
ergibt.
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Definition 2.1.6
Altr, to) :/tlv(t)-F(r(t))dt:m/tlv(t)-V(t)dt:T(tl) ~T(t,) (2.45)

mit der kinetischen Energie

T(t) = Lmuo(t)? (2.46)

und der Leistund’(t)
P(t)=v(t) - F(t) : (2.47)

Die Arbeit ist demnach eine Energieumwandlung und die Arbeit, die an einem
Teilchen verrichtet worden ist, ist dinderung in der kinetischen Energie. Die
Sl-Einheit der Arbeit isfiV] = [F]|A[ds] = Nm = J = Ws.

Die LeistungP kennzeichnet die Geschwindigkeit (Schnelligkeit), mit der Arbeit
verrichtet wird ("Arbeit pro Zeit"). Die SI-Einheit der Leistung igP] = J/s =

W. Leistung ist eine skalare GRe.

Beachte, das¥' = F(r,(t),...,rn(t),t) von der Trajektorie aldmgt und somit

ein Funktional der Trajektorien ist.

mogliche Trajektorien

o

Abbildung 2.10: Mogliche Trajektorien, die vom System zwischen den Punkten
ro undr; durchlaufen werdendanen.
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Die Arbeits- und Energiebetrachtungdinfen uns zum allgemeinen Prinzip der
Energieerhaltung.

Eine Trajektorier(¢) definiert eine durchlaufene RaumkuiWésiehe Figur 2.10).
Mit ds = v(t)dt undry; = r(t;) bzw.rq = r(ty) ist

C(ro,r1)

Definition 2.1.7 Falls A nur vonr, und r; abhangt, aber nicht vom dazwi-
schen durchlaufenen Weg, spricht man von konservativéftd€r. Rir konser-
vative Krafte existiert ein Potential/(r), so dass

F(I‘) = —VV<I'> und A(tl,to) = V(ro) — V(I’l). (249)
Notwendig und hinreichendif die Existenz eines Potentidlsist

rotF =0, (2.50)

wobei rot definiert ist als

Definition 2.1.8

_ (OF, OF, 0F, OF, OF, OF,
th_(ay Jz ' 0z  Ox’ Ox 8y)

Nutzen wir die Beziehung zwischénund U, dann finden wir:

U U
0xdy  Oydx

(2.51)

Beispiel 2.1.5
Zentralkraft

F = f(r)r (2.52)

Aus der Definition der Rotation (2.1.8) haben wir
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Kinetic Energy During a Micro-Canonical Run

1050

1000 |

Kinetic Energy

950

Parameters:

Density = 0.636
h =0.005
Cut-Off =2.5

900 ‘ ‘ ‘ ‘
0 2e+05 4e+05 6e+05 8e+05 1e+06
MD Step
Histogram of Kinetic Energy Values
During a Micro-Canonical Run
8000 ‘ ‘
Parameters:
7] Z<<< Density = 0.636
E 6000 | Z K h =0.005 ]
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>
o
; / K
c
s /
o
S 4000 | K .
(=
/
k)
>
o
c
[
=]
g 2000 + b
w anValue =
0
900 950 1000

Kinetic Energy

Abbildung 2.11: Verteilung der kinetischen Energie.
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OF, af(r) df (r) or
- _ Y\or 2.
dy dy : dt Gyz (2:53)
oF,  Of(r)  df(r)or
9. 92 YT Tar 927 ’ (2.54)
woraus mitr = /2% +y? + 22 und & = 1y, 5& = 1~ folgt
Of(ry ~_ df(r) 1
Jy = TR (2.55)
of(r) ~_ df(r) 1
a: Y = Tat ar”” ' (2.56)

Da die beiden Gleichungen also gleich sind, folgt, dass alle Zerdftdikonser-
vativ sind.

Als weiteres Beispiel betrachten wir nun eine Kraft, die nicht konservativ ist.

Potential Energy During a Micro-Canonical Run

950

Parameters:

Density = 0.636
h =0.005
Cut-Off =2.5

1000

Potential Energy

1050

1100 Il Il Il Il
0 2e+05 4e+05 6e+05 8e+05 1e+06

MD Step

Abbildung 2.12: Potentialverlauf entlang einer Trajektorie.
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Beispiel: Potential zwischen zwei H-Atomen
ur) 1

[ u>o0
o6 | /

_ Entwicklung um den stabilen
& Fixpunkt

Abbildung 2.13: Beispiel eines Potentials: Wechselwirkung zwischen zwei H-
Atomen

Beispiel 2.1.6
Sei die KraftF durch

F.=y F,=—x ) (2.57)

Um zu sehen, dass diese Kraft nicht konservativ ist, transformieren wichsih
in Polarkoordinaten
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x =rcosf ; y =sind , (2.58)

woraus fir diedx unddy folgt

dr = —rsin 0df ; dy = rcos0df (2.59)

und damit fir die Integration entlang eines Kreises

27
/ F(s)-ds = —r2/ (sin® @ + cos® 0)d0 (2.60)
Kreis 0
= 2m?#£0 . (2.61)

2.1.5 Erhaltungsstze und Symmetrien

Existiert fur die inneren Kéfte ein zeitunati#ngiges Potentidl ") (konservative
Krafte), so findet maniir die innere Energie

ZT 8+ V(e (t),..rn(t) . (2.62)

Leiten wir diese nach der Zeit ab, dann gilt:

%U(t) = ;mifi-i‘i—k%V(i"t)(rl(t),...rN(t))r’i (2.63)
= Z i - (F; — FU™) (2.64)
= Zrl Fld (2.65)

Die Anderung der inneren Energie ist gleich der von éeReren Kaften am
System geleisteten Arbeit.
Sind dieauReren Kafte ebenfalls Potentialifte, dann giltiir die Gesamtenergie

E(t) = U(t) —I—ZV(”t)(ri(t)) (2.66)

= ZT )+ V(ri(t),..xn(t), 1) (2.67)
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und damit

d 0
EE@ = EV(rl(t), eI (t), 1) ) (2.68)
Existiert fur die Krafte ein Potential unddngt dieses nicht explizit von der Zeit

ab, so ist die Gesamtenergie zeitlich konstant.

Satz 2.1.1 Energieerhaltungssatz

E=0

Dieser Energieerhaltungssatz besagt, dass die Gesamtenergie eines Systems durch
Prozesse, die ausschlief3lich innerhalb des betrachteten Systems stattfinden, nicht
verandert werden kann. In einem abgeschlossenen System bleibt die Energie er-
halten.

Der Gesamtimpuls ist definiert als

P=> mv;, . (2.69)

Wenn wir uns nun die zeitliche Entwicklung ansehen, dann folgt

%P = Z miv; (2.70)
= Y F (2.71)
= Y F+ > F (2.72)
i#j i
= Y FE (2.73)

Die Wechselwirkung der Teilchen untereinander hebt sich also heraus, da sich
paarweise auftretende inneredftie wegen des Prinzips Aktion = Reaktion (vgl.
2.1.3) aufheben.

OhneauRere Kafte V() (r;(t)) = 0 und fur translationsinvariante Wechsel-
wirkung W (r; — r;) gilt fur den Gesamtimpuls
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Satz 2.1.2 Impulserhaltungssatz

Der Gesamtimpuls eines abgeschlossenen System€ Veiichen ist eine Erhal-
tungsgblRe, wenn die Summe déulReren am System angreifenderafte ver-
schwindet

P =0
Der Gesamtdrehimpuls ist definiert als
L= Zmi r; X v; ) (2.74)
Fur rotationssymmetrischiRere Kafte, die sich au¥ (¢ (|r|) ableiten, undir

isotrope translationsinvariante Wechselwirkdiig|r; — r;|) gilt fir den Gesamt-
drehimpuls

d . . .
EL = ZI‘,‘ X m;r; +r; X muTr; (275)
= Y i xF+ ) 1 x FY (2.77)
i#j i
= > xFE (2.78)
Mit dem Drehmoment
D=rxF (2.79)

erhalten wir, den

Satz 2.1.3 Drehimpulserhaltungssatz
Der Gesamtdrehimpuls eines SystemsAoreilchen ist konstant, wenn dasfere

Gesamtdrehmoment verschwindet und sich die innerafi&aus isotropen translations-

invarianten Wechselwirkungen ableiten

L=0
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Es kann zwecki@iig sein, zwischen Vektoren, ziBoderv, und axialen (Pseudo-

) Vektoren, z.B.LL, zu unterscheiden. Letztere sind in einem dreidimensionalen
Raum als Vektorprodukt von zwei Vektoren, allgemeiner, als antisymmetrische
Tensoren gegeben.

Die Erhaltungsgifien werden auch als Integrale der Bewegungsgleichung be-
zeichnet.

MAPLE 2.1.4

>x := [1, 2, 3]:

>y := [4, 5, 6]:

> dotprod(x, y);

> crossprod(x, y);

Als weitere wichtige Kraft untersuchen wir den Fall, dass das Potential als Funk-
tion des Ortes gegeben ist, wobei die Anfangsbedingungen wie obeiintjever-
den

F(t) = —C%V(x(t)) (2.80)
’U(to) = o . (282)

Die Integration entsprechend Gl. (2.13) erfordert die explizite Kenntnis@kurig,
da das Potential selbst von der Trajektoriedigt! Der Energiesatz (2.1.1) liefert
uns

E=1mi*(t)+ V(z(t) = Smvj + V(xo) , (2.83)

und wir erhalten

i(t) = £/ 2{E - V(2(1)} (2.84)
eine Differentialgleichung erster Ordnung, die aber immer noch die Kenntnis der
Losung voraussetzt.
Wir kommen weiter, wenn wir die Fragestellung &edern: Nach welcher Zeit
t(z, o) wird = erreicht?
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_ 4 ! (2.85)

t(z,z0) %{E— V(z)}

1

2(t) =

t(z,z9) =

dz

(2.86)

ZEIO —to

/ \/m{E Vi

Damit ist die Losung in Form eines Integrals gefunden. Das VorzeicHerer-
gibt sich aus der Anfangsbedingung. Vorsicht muss man jedoch walten lassen bei
Bewegungen mit Umkehrpunkten!

p(t) = m(t) (2.87)

Mit Energiesatz (2.1.1) erhalten wir eine Trajektorie im "Phasenraum”

p(z) = j:\/Qm{E - V(x)} : (2.88)

indem wir (x(t),p(t)) als KurveC in R? betrachten. Hierzu diskutieren wir die
verschiedenendtle fur die Form vonl” (siehe Figur (2.1.5)).

Als erstes betrachten wir statiéwe Punkte (Fixpunkte), die wir als solche Punkte
x, definieren, so dass

V'(z,) =0 und E=V(x,) (2.89)

gilt. Wir unterscheiden weiter stabile Fixpunktér tie gilt

V'(z,) > 0 (2.90)

(auch elliptischer Fixpunkt genannt) und instabile Fixpunkiegdie gilt

V'(x,) <0 (2.91)

(auch hyperbolischer Fixpunkt genannt).
Umkehrpunkte sind solche Punktg(E), so dass

V(z,) =F und  V'(z,) #0 (2.92)

gilt. Analysieren wir die Bewegung in derdfie eines Umkehrpunktes. Es sei
V(zg) = E undV'(zo) < 0 sowie z(ty) = x(. FUr kleine Absénde x — x:
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1V(x), E

\ 4

V(z) = E = |V'(zo)| (z — @) + - (2.93)

p(a) = £V/2m V()| (& —20) - (2.94)

Mit Gleichung {eq:tx) erhalten wir

v da’ 2m
t(z, o) =to + =tlo+ /55— (x —x0) (2.95)
=), VEV@@—a) VIVl

V' (o)

x(t) = 2 + 5 (t —to)? +--- : (2.96)
Kommen wir nun zur Bewegung in derdle eines stabilen Fixpunktes. Hierzu
muss
V'(Z)=0
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und
V"(Z) >0

EsseiF =V (7)+ ¢

PA(x) + mV"(Z) (v — T)* = 2me : (2.97)

Die Trajektorien in der ldhe eines stabilen Fixpunktes sind also Ellipsém.die
Kraft fur x — 7 — 0 erhalten wir

F(z)=-V"(Z)(x — T) : (2.98)

Setzen wir dies in die Newtonsche Bewegungsgleichung ein

mi(t) = —V"(7) (x(t) - z) , (2.99)

dann erhalten wir alsiisung den harmonischen Oszillator

z(t) = T+ asin(wt+ «) (2.100)
p(t) = muwa cos(wt + a) (2.101)

mit

w=/1V"@) und E=V(@) +imuw?d® . (2.102)

Schauen wir uns nun die Bewegung in dethé eines instabilen Fixpunktes an.
Hierzu haben wir
V(T)=0

und
V"(Z) <0

Wir betrachten eine Variation in der Energie

E=V(T)+e

Dann erhalten wir
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Abbildung 2.14: Instabiler Fixpunkt

p*(z) —m|V"(@)| (x —T)* = 2me : (2.103)

Die Trajektorien in der [dhe eines stabilen Fixpunktes sind also Hyperbeln. Die
Losung von Gleichung (2.990if die Falle
e < 0unde > 0:

z(t) = T+ acosh(y(t—ty)) oder T+ asinh(y(t — t)(2.104)
p(t) = muwasinh(y(t —ty)) oder mwacosh(y(t —ty)) (2.105)

mit
v = % V" (Z)| ) (2.106)

Als Losung fir e = 0 erhalten wir
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z(t) = TH+ae! (2.107)
p(t) = £myae! . (2.108)

Beispiel 2.1.7
Betrachten wir den konkreten Fall eines Pendels mit dem Potential

V(0) = —mgr cos 6 (2.109)
und der Energiegleichung
E= %méQ + mgr cos 6 ) (2.110)

Zunachst machen wir die Gleichungen dimensionslos, um diéAglgkeiten von
Parametern zu vermindern. HierZihfen wir eine dimensionslose Zeit und eine
dimensionslose Energie ein

t = t'\/1/rg (2.111)

E = mgre (2.112)

und erhalten mit dem Energiesatz (2.1.1)

e=6%+cosh . (2.113)

Wir wollen nun die Trajektorien im Phasenraum mit Hilfe von MAPLE darstellen.

Nach Gl. (2.88) erhalten wiiif den Impuls

p(t") = £+/2(e + cosb) : (2.114)

Wir plotten die Trajektori€d(t'), p(t')) als Funktion der dimensionslosen Energie
e (vgl. Figur 2.1.7)

MAPLE 2.1.5

> with(plots);

> vp:=(theta,epsilon)->sqrt(2*(epsilon +cos(theta)));

> vm:=(theta,epsilon)->-sqrt(2*(epsilon +cos(theta)));
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:=plot ({vp(theta,2.5),vm(theta,2.5)},theta=-3.5*%Pi..3.5%Pi,color=black):
:=plot ({vp(theta,1.5),vm(theta,1.5)},theta=-3.5*%Pi..3.5%Pi,color=black):
:=plot ({vp(t,-1/2),vm(t,-1/2)},t=-Pi/3..Pi/3,color=black):

:=plot ({vp(theta,1/2) ,vm(theta,1/2)},theta=-3.5%Pi/3..3.5%Pi/3,color=black):
:=plot ({vp(theta,1.0),vm(theta,1.0)},theta=-3.5*%Pi..3.5%Pi,color=black):

vV V V V V
O Qo 0o T W

> display({a,b,c,d,e});

©

Abbildung 2.15: Phasendiagramm des Pendels

2.2 Das Zweilorperproblem

Wir betrachten nun ein System mit zwei Teilchen mit den Masseund m,
zwischen denen eine Zentralkraft wirkt. Um die Bewegungsgleichungeiseun|
werden wir die ErhaltungsgRen, also die Symmetrien, ausnutzen und die Kom-
plexitat reduzieren. Dies wird das Problem auf ein ebenes Einteilchenproblem
zurick fuhren.
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2.2.1 Reduktion auf ein eindimensionales Problem

Betrachte zwei Krper mit Massen; undm, und der Gesamtmasskl = m; +
mq . FUr das Potential nehmen wir an, dass dieses radialsymmetrisch sei und leiten
daraus die Kraft zwischen den beideirdern ab

Flyg(rl, I'Q) = -V V(|I‘1 — I'2|) = —F271(I'1, I'g) . (2115)

Der erste Schritt, den wir unternehmen ist, das Zaekrproblem auf ein Eirdeperproblem
zu reduzieren. Aus den Eften folgen direkt die Newtonschen Bewegungsglei-
chungen

mity = Fig(r, 1)) (2.116)
moty = Faq(ry, 1) (2.117)
= —Fi5(r;,ro) (2.118)
= —mir; . (2.119)

Es empfiehlt sich, eine Schwerpunktskoordinate eimzaregn

1
R = M <m1 ri+ mo I'Q) (2120)

und die Bewegung béglich dieser zu studieren

R=0 (2.121)
R=R,+Ut . (2.122)

Die Schwerpunktsbewegung ist linear in der Zeit. Weiter folgt aus dem Impulssatz
fur den Gesamtimpuls

P=pi+ps=mit+mots=MR (2.123)

und damit

P=0 . (2.124)

Fur die Relativkoordinate
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r=r;—rp (2.125)

erhalten wir die Newtonschen Bewegungsgleichungen

i = (i + i) Fia(r) (2.126)

ma mo
und mit der reduzierten Masse

mq Mo my1mo
= = 2.127
mn my + mo M ( )

ergibt sich

mr = Fl:Q(r) . (2128)

Bezogen auf die Brperkoordinaten erhalten wir eine Differenzierung in die Schwer-
punktbewegung und die Relativbewegung

m
r, = R— er (2.130)
vi, = U+ % v oo (2.131)

Der Energiesatz formuliertif die beiden Krper und unter Einsetzen der neu
eingeflihrten Gesamt- und reduzierten Masse gibt

E = %mlv%—l—%mgvg+‘/(\r1—r2\)

= IMU+imo*+ V() . (2.132)

Aus dem Gesamtdrehimpulssatz ergibt sich bezogen auf den Schwerpunkt

L = ml(rl—R)><(V1—U)+m2(r2—R)><(v2—U)
= mrxv : (2.133)
Die Newtonschen Bewegungsgleichungen liefern sechs Differentialgleichungen

zweiter Ordnung. Diese Komple&it reduzieren wir nun, indem wir die Erhal-
tungséitze zur Eliminierung benutzen. Die Anwendung von sechs Integralen der
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Bewegung erlaubt es, drei Differentialgleichungen zweiter Ordnung zu eliminie-
ren.
Betrachten wil. undr, so finden wir

L.-r=0und L-v=0.

Die Bewegung ve#duft demnach in einer Ebene senkrechtlzuDies erndglicht
es uns, die Wahl des Koordinatensystems so zu treffen, #lass (0,0, L) . Da
die Bewegung in der Ebene vauft, nutzen die Polarkoordinaten

xz(t) = 7r(t) cos(o(t)) (2.134)
y(t) = r(t) sin(o(t)) (2.135)
(t) = (1) cos((t)) — r(t) sin(o(t))e(t) (2.136)
g(t) = (1) sin(é(t)) + () cos(o(t))o(t) (2.137)
zur Beschreibung. Mit
v3(t) = (t)? + 9(t)? = 7(t)* + () (t)> (2.138)

und den oben gewonnenen Ergebnissen formulieren wir den Energiesatz und den
Drehimpuls um

E = lmit)?+1mr(t)2(t)? + V(r(t)) (2.139)

= m(ait) —y®(t)) =mrAOH) . (2140)

2.2.2 Das Kepler-Problem

Eine der ersten Anwendungen der Newtonschen Theorie war diarkng der

von Kepler empirisch gefundenen Gesetze der Planetenbewegung. Es ist inter-

essant, dass Kepler zuerst dieses Gesetz entdeckte, als er noch von der perfek-
ten Kreisform der Planetenbahnen ausging, also sein heute als erstes bezeichne-
tes Keplersches Gesetz noch gar nicht kannte. Betrachtet man den Nachthimmel,

so wird man den Eindruck gewinnen, dass die Sterne im Verlaufe einer Nacht
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Kepler stellt in derAstronomia nova sei-
ne Vorstellungen zu den Ursachen der Pla-
netenbewegungen dar, die auf einem Magne-
tismus der Himmelsgkper und einer von der
Sonne ausgehenden Drehkraft beruhten. Die
Drehkraft treibt die Planeten um die Sonne,
wahrend diese als grol3er Magnet die kleingn
Abbildung 2.16: Magneten, die Planeten, je nach Polrichtung
J. Kepler (27.12.1571 - 15.11.1630) anzieht oder absf3t.

einen Kreisbogen beschreiben. Dass die Fixsterne ihre Bahn am Himmel auf-
grund der Rotation der Erde beschreiben, die eben deshalb genau einen Kreis
ergibt, wahrend die scheinbare Bahn aller anderen Himniefslr auf ganz an-
deren Umsinden beruht, ist durchaus nicht einfach ersichtlich.

Aus der Gleichung (2.133) folgt

Satz 2.2.1 Das zweite Planetengesetz, 2. Keplersches Gesetz
Der Fahrstrahl von der Sonne zum Planet@rerstreicht in gleichen Zeiten glei-
che Flchen. £(¢) Uberstreicht in gleichen Zeiten gleichedehen)

1
df =2r(t) x v(t)dt = T Ldt . (2.141)
Mit Gleichungen (2.140):
L? 1

E=1mrt)?+ S+ V(r(t) = smr(t)? + Vee(r(t)  (2.142)

2mr(t)
erhalten wir eine eindimensionale Bewegung in einem effektiven Potential mit
"Zentrifugalpotential”

L2

2.143
2mr? ( )
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Aphel
Perihel
Abbildung 2.17: Kepler-Ellipse
Wir definieren den Lenz-Vektor als
A=pxL+mV(r)r
Mit
— V(o
pP= - r
und
mr=p
sowie
. 1
mir = ;(r p)
folgt durch Anwendung der Rechenregel
rx(rxp)=(r-p)r—(r-r)p
A 1 ! 1 /
A = —;V (r)r x L—i—V(r)p—i—;V (r)(r-p)r

= {V(r)+V(r)}p

Damitist A = 0 fur V(r) ~ 1/r, also fir Krafte der Form

(2.144)

(2.145)
(2.146)
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ALGNUD

F(r) = V(r)= ——— = (2.147)

r2 r
erhalten wir eine weitere Erhaltungs@e.

2.3 Numerische Berechnung von Trajektorien

Wie berechnet man eine Bahnkurve, wenn die Kraft gegeben ist? Diese Frage ist
die gleiche wie die Frage nach der Methode zuisén von Differenzialgleichun-
gen der Form

dx(t)
dt
Oft ist die Form der Kraft so, dass eine geschlossaisihg in analytischer Form
nicht moglich ist. Numerisch hat man jedoch diedllichkeit, solche Probleme
anzugehen. Vor einer numerischen Behandlung wird man jedoch die Gleichun-
gen dimensionslos machen, um numerische Schwierigkeiten zu vermeiden. Dies
zeigen wir exemplarisch am Problem des harmonischen Oszillators

= G(z(t),t) . (2.148)

mi = k(z — x0)* (2.149)

Hierzu betrachten wir eine Taylorentwicklung der gesuchten Bahnkurve

t+h)=a@t)+ > —zO@) +R, (2.150)

mit dem Restgliedr,,. & ist die Schrittweite und liefert ein Mal3, wie genau die
Bahnkurve reproduziert werden kann. Sie bestimmt auch die Zeit, die wir bei der
numerischen isunguberstreichen@&nnen.

Aus Gleichung (2.150) folgt

dx(t)
dt

= h 'zt +h) —2(t)] + O(h) (2.151)
Rt [z(t) — 2(t — h)]+ O(h) (2.152)

wobeiO(h) besagt, dass wir Terme bis zur linearen Ordnuniglerticksichtigen
(vgl. Figure 2.18).
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X+AX

t t+At

Abbildung 2.18: Numerische Approximation der Ableitung einer Funktion

Wir erhalten als einfachste Approximation ein Polygonzugverfahren mit

z(t+ h) = x(t) + hG(z(t), 1) . (2.153)

Etwas besser werden wir, wenn wir die Va@ms- und die Rckwartsdifferenz
betrachten

de(t) 1 ,d*x(t)

o ~12
z(t+h) = z(t)+ h—dt + 2h T R3
de(t) 1 ,d*x(t)
_ — — - 5 . 2.154
x(t — h) x(t) — h o + 2h o + R; (2.154)

Beachte jedoch, dad8; # R;. Wenn wir die beiden Gleichungen voneinander
abziehen, dann ergibt sich

dx(t)
dt
bzw. als Approximationiir den Differentialoperator

z(t+h)=x(t —h)+2h + Rs — R; (2.155)

dzx(t)
dt
Wenden wir die gleiche Idedif die zweite Ableitung an, dann erhalten wir

= o e+ ) xR+ O () (2.156)
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2@(t) = h 2 [x(t + h) — 22(t) + x(t — h)] + O (h?) : (2.157)

Abbildung 2.19: Potential fir eine harmonische Feder

Betrachte das Problem der harmonischen Feder

p* 1
E=—+ ka? (2.158)
2m 2
mit der Federkonstante Wegen
2 2
P kx®
omE | 2E
haben wir im Phasenraum eine ellliptische Bewegung (vgl. Figur 2.20)

1 (2.159)

T
N

v

Abbildung 2.20: Konstante Energie im Phasenrauim éine Masse im harmo-
nischen Potential

Zum Losen des Problems betrachten wir die Differentialgleichungen
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dx

p
Y 2.1
dt m’ (2.160)
dp
— = — . 2.161
o kx (2.161)

Mit obiger Idee zur Approximation der Differentialoperatoren erhalten wir

dz 1 0
- = plet+th) -] == (2.162)
dp 1
— = —[p({t+h)—p@)]=—kx(t) (2.163)
dt h
und damit
ct+h) = o(t)+rtY (2.164)
m
p(t+h) = p(t)—hkz(t) . (2.165)
Somit ergibt sich eine Iteration der Form
(z,p)it1 = G((z,p)i), (z,y)o = Anfangswerte | (2.166)
wobei
Tiv1 = ; + hp;/m (2.167)
piv1 = pi — hkx; . (2.168)

Eine Analyse dieser Gleichungen zeigt schnell, dass wir nicht nur die Energieer-
haltung verletzen werden, sondern auf den Fixpiakt) zusteuern werden.

2.4 Uberprifen Sie Ihr Wissen

Uberpiifen Sie die folgenden Aussagen und Fragen, bzw. beantworten Sie die
Fragen:

¢ Wie bestimmt man bei der gegebenen Beschleunigung als Funktion der Ge-
schwindigkeit die Geschwindigkeit und die Koordinate?
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e Wie werden die Integrationskonstanten bei Integration von Bewegungsdif-
ferentialgleichungen bestimmt?

¢ Unter welchen Bedingungémdert sich der Impuls eines mechanischen Sy-
stems nicht?

e Konnen nur konservative Kfte Arbeit verrichten?

e Ein Objekt befindet sich nur dann im Gleichgewicht, wenn keinafter
darauf wirken.

¢ Ist die Merkregel "Arbeit = Kraft mal Weg” immer richtig?
e Der Drehimpuls Angt nicht vom ge@hlten Ursprung ab.

¢ Bei einer allgemeinen Trajektoréndert sich der Drehimpuls nicht mit dem
Bewegungsverlauf.

¢ Arbeit und Energie haben dieselbe Einheit.

e Bei welcher Lage des Impulses eines Massenpunktes ist sein Drehimpuls
beziglich einer Achse gleich Null?

e Welchen Betrag und welche Richtung haben die Coriolis- und die Zentrifu-
galkraft?

2.5 Ubungen

e Galilei-Transformation

1. Nenne die 3 Gruppenaxiome. Was ist eine abelsche Gruppe?

2. Die Galilei Transformation (Galilei-Boost) ist gegeben durch:
=t 2=T—0t mit ¥=const. (2.169)

Zeige: Die Hintereinanderaugirung zweier Boosts ist wiederum ein
Boost.
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3. Man kann die Galilei Boosts auch in einer Vierervektor-Notation schrei-
ben

t 1 000 t
— vyt — 1 00
_, _ 1 U1 _ U1 Al _ GB(/(_],)Q
To — ’Ugt —V2 010 )
T3 — vUst —v3 0 0 1 T3
(2.170)

Zeige: Die Galilei-Boostsg- 3 bilden eine abelsche Gruppe, d.h. zeige
Gp(0)Gp(W) = Gp(W)Gp(¥) = Gp(T+w) undG 5! (¥) = Gp(—7).

e Newton - Bewegungsgleichungen
Ein Quader der Masse: sei an einer Feder und an einer Stange befestigt
(siehe Abbildung 1). Die Feder ist mit dem anderen Ende an der Wand befe-
stigt und hat die FederkonstariteDie feste Stange werde von einem Motor
angetrieben mit der Kraft; = « cos(wt) (keine Reibung).

1. Stelle die Differentialgleichungif den Quader auf.

2. Wie lautet die Bewegungsgleichun¢) des Quaders?

Abbildung 2.21: Getriebener Oszillator

e Energie / Potential
Das Kraftfeld der Erde sei gegeben durch

- Mm 7
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1. Berechne die Arbeit, diettig ist, um ein Teilchen der Masse von
Punkt1 nach Punkf zu bringen und zwar auf beiden angegebenen
Pfaden (siehe Abbildung 2):

Pfad 1:Von 1 radial nach?’, danach auf der Kreisbahn 2u
Pfad 2:Direkt von1 nach2.

2. Zeige:F ist ein konservatives Kraftfeld und berechne das Potential.

Abbildung 2.22: Teilchen im Kraftfeld der Erde

Teilchen im Potential
Ein Teilchen der Massa: bewege sich in einer Dimension in einem Poten-

tial v
0

Bestimme den Ort des Teilchens als Funktion der Zeit. Berechne dazatiin

den Umkehrpunkt des Teilchens. Stelle danach die Energiegleichiuag

T + V auf, wobeil eine Funktion der Geschwindigkeit ist. Nach Trennung
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der Variablen kann diese Gleichung integriert werden. Gif) an, wenn
das Teilchen zur Zett= 0 am Umkehrpunkt ist und die Energie > 0 hat.

e Teilchen im Potential
SeilF = F(]e_)‘x.

— Berechne das Potenti®l zu F’

— Plote den Ort und die Geschwindigkeit als Funktion der Zeit. Benutze
fur alle auftretenden Konstanten den Wert

Lose diese Aufgabe mit MAPLE.

e Zentralpotential
Ein Teilchen der Masse: bewegt sich im Zentralpotential

—r/a

Ul(r) =

(r)=—g"—

1. Gebe die Erhaltungsgiien der Bewegung an. Finde geeignete Koor-
dinaten und gebe dann die Erhaltungdgdgn in diesen Koordinaten
an.

2. Berechne die Kraft, die aus diesem Potential folgt.

3. Stelle die Lagrangegleichung auf und leite aus ihr die entsprechenden
Bewegungsgleichungen ab.

4. Konstruiere mittels der Legendre-Transformation aus der Lagrange-
funktion die Hamiltonfunktion des Teilchens.

e Noether Theorem
Betrachte die Bewegungen von Teilchen nahe der Erdélobel Die Absinde
seien klein gegdiber dem Erdradius, also kann man zur Beschreibung ein
lokales, erdfestes Koordinatensystem verwenden. Untersuche, welche der
GroRen Energid?, Gesamtimpuls®, DrehimpulsL und

in diesem System erhalten sind und welche nicht. Die Komponenteﬁ,von
L und S sind einzeln zu diskutieren.
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e Symmetrien und Erhaltungsgrof3en
Bei bestimmten Symmetrien des Raumes bleiben bestimmte Komponenten
des Impulse® und Drehimpulsed. erhalten. Welche Komponenten sind
dies in den folgendendfen? Es existieren jeweils nur die unten genannten
Felder, d.h., es gibt kein zazliches Gravitationspotential. Die Felder kann
man sich vorstellen, indem man sich Feldlinien denkt, die senkrecht von
den unten genannten geometrischen Objekten weglaufen.

a) Feld der unendlich homogenen= 0-Ebene ¢, y-Ebene).

b) Feld eines homogenen, unendlich langen Kreiszylinders. Die Achse
des Zylinders liegt auf der z-Achse.

c) Feld von 2 Punkten auf der z-Achse.

d) Feld eines homogenen Kegels. Die Achse des Kegels liegt auf der z-
Achse.

e) Feld eines homogenen Kreisringes. Der Ring liegt inadgrEbene,
und der Mittelpunkt liegt auf der z-Achse.

e Elliptische Bahn

Ein Korper der Masse: bewege sich auf einer Ellipse mit den Halbachsen
a undb. Seine Koordinaten sind:

z(t) = acos(wt)
y(t) = bsin(wt)

Berechne den Drehimpuls bgglich des Mittelpunktes der Ellipse und des
Brennpunktes/a? — b2, 0).
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Kapitel 3
Lagrange-Mechanik

Die klassische Newtonsche Mechanik wurde von Joseph Louis Lagrange in die
Sprache der Variationsrechnuiigersetzt, basierend auf dem Prinzip der klein-
sten Wirkung. Sie ist eine zu den Newtonschen Gesedggivalente Formulie-
rung der mechanischen Grundgesetze, die wir im vorangegangenen Kapitel disku-
tiert haben. Die Lagrangesche Formulierung und die Hamiltonsche Formulierung
der Mechanik wird uns einen wesentlich tieferen Einblick in die dynamische und
geometrische Struktur der Mechanik erlauben.

Die Lagrangesche Formulierung der Mechanik hat gagender Newtonschen
Formulierung den Vorteil, dass die Lagrangefunktion als eine skalaiBezin-

fach zu bestimmen ist. AuBerdem sind die Gleichungen invariant gegeto-
ordinatentransformationen, wa fdie Newtonschen Gleichungen nicht der Fall
ist. Weiter lassen sich Zwangs#te leicht einbauen.

3.1 Zwangsbedingungen und Zwangskifte

In den Beispielen, die wir bereits bearbeitet haben, tauchten Zwangsbedingungen
wie zum Beispiel die Tatsache, dass ein Gewicht an einer Schnur konstantgr L
befestigt ist, nicht auf (siehe Figur 3.1). Wir werden nun sehen, wie wir diese
Zwange in die Bewegungsgleichungen einarbeit@mien.

Definition 3.1.1 SeiS ein System voV-Teilchen mit den Koordinaten . . ., ry.
Falls fur das System volN Teilchen gilt
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Abbildung 3.1: Zwangsbedingung

fg(I‘l,...,I'N,t):O Ezl,,A (31)
und rangg%j = A fur alle t, dann heif3tf holonome Zwangsbedingung

(i) Alle Zwangsbedingungen, die nicht von der Form (i) sind, heifieimt holo-
nomeZwangsbedingungen:

a)
fo(rp, ...ty t) < ¢ (=1,...,A (3.2)

b) Die Zwangsbedingung erscheint als Paffsches System:
N
> ajdry =0, (=1,...,A (3.3)
k=1

(i) Falls in (i) und (ii) keine explizite Zeital@ngigkeit besteht, so heiRen die
Bedingungerskleronom, sonstrheonom.

Angenommen (3.3) sei ein volistdiges Differential, dann existiert eine Funktion
femit fo(ry,...,ry,t) = 0. Sei (3.3) ein vollsindiges Differential, dann

N
> agdry, = dU, (=1,...,A
k=1
mit a, = V,.U,. Beschanken wir uns auf eine Koordinate, z.B.alsoa;, = g—;’:,

dann folgt
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daj,  0*U,  0df
8xi B 8@8% B 6xk’
d.h. (3.3) ist dann holonom, Wetgii—_ = 27“}{ ist.
Betrachten wir einige Beispiele.
Beispiel 3.1.1

Das rollende Rad auf einer Ebene

Seia der Radius des Rades,, y, die Koordinaten des Auflagepunktes A des
Rades sowieo der Winkel, der die Drehung des Rades angibt under Winkel,

der die Orientierung zuy-Achse beschreibt.
Es giltv = a¢ und

Tp = —vCOSY

ya = —vsiny )
woraus

d d

% = —ad—f cos Y

d d

% = —ad—f sin 1)

folgt. Insgesamt erhalten wir

dry+acospdp = 0
dys +asindp = 0

(3.4)
(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)
(3.9)

eine Zwangsbedingung von Typ (3.3),da&rst nach bsung des Gesamtproblems

bekannt ist!
Beispiel 3.1.2

Als zweites Beispiel betrachten wir die Zwangsbedingung

1 N
T=- mv? = const.
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Z A

Abbildung 3.2: Abrollendes Rad

Es bleibt zu zeigen

8ai . 8aj
8a:j N 83}1

dx;

Wegena; = m<g

folgt

8@1- —0= ('3aj
a.ij a.TZ
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Demnach ist die Bedingung konstanter kinetischer Energie eine nicht holonome,
die jedoch integrabel ist.

Das erste Beispiel zeigt bereits, dass die euklidischen Koordinaten nicht stets der
Problembeschreibung am besten angepasst sind. Anstatt der Koordirkaten
(r,0,¢) geeigneter sein (Kugelkoordinaten).

SeiS unser Standardsystem mitZwangsbedingungen. Die Anzahl va#V Frei-
heitsgraden reduziert sich dadurch anf— A. Seien weiterhin die Zwangsbedin-
gungen holonom, dann lassen sidhi— A neue Koordinaten; (verallgemeinerte)
Koordinaten durch Invertierung von (3.1) (siehe implizite Funktionen)

riy = r1(¢1,¢,---,93N-A,1)
(3.10)

ry = rN(q17QQ7"-7q3N—A7t)

finden.

Die ¢; haben nicht notwendigerweise die Dimension dange! Jede der verall-
gemeinerten Koordinatep(t) hangt von der Zeit ab.

Aus (3.10) folgt

dI‘Z‘ Qri @ 81'1' dq3N—A 8ri

dt — Oq dt " Ogsy_a dt ot

oder kompakter mif = 3N — A und % = g,

f
O L (3.11)
aqk ot
k=1
Die ¢, heil3en verallgemeinerte Geschwindigkeiten . Weiter gilt
ov; Or;
— = . 3.12
Oqk oqr, ( )

Definition 3.1.2 Eine virtuelle Veriickung, im Symbalr, ist eine mit den Zwangs-
bedingungen vereinbare infinitesimale Auslenkung des Systems bei einer festen
Zeit.
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Im Gegensatz zu einer reellen infinitesimalen Auslenkdingpollen sich bei einer
virtuellen Verkickung die Kafte und Zwangskfte, denen das System unterliegt,
nichtandern.

Sei das Systeny im Gleichgewicht, danF; = 0 (Gesamtkraft) undK; die
Zwangskraft und; die Kraft, so dass

F,=K,+7Z, : (3.13)
WegenF; - ér; = 0 folgt

N

N
1=1

=1

Definition 3.1.3 3V, F,dr, heiRt virtuelle Arbeit

Falls die Arbeit der Zwangskfte verschwindet, folgt

N
> Kior; =0. (3.14)
=1

Diese Gleichung &nnen wir nicht im allgemeinen beweisen. Sie stellt eine plau-
sible Definition der Zwangskifte dar. Man kann sie auch als Axiom auffassen.
Angenommer¥'; = p;, dann folgt

N

Z(Fz —Pi)dr; =0

=1

Mit

N
=1

folgt das

Satz 3.1.1 d’Alembertsche Prinzip der virtuellen Verrickungen
Die von der vektoriellen Summe vondften und Tagkeitskaften geleistete vir-
tuelle Arbeit verschwindetif beliebige Veriickungen

N

> (K — pi)or; = 0. (3.15)

=1
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Die d’Alembertsche Gleichung ist eine einzige skalare Gleichurihrend die
Formulierung bzgl. der Newtonsché@hGleichungen liefert.

Zwischen der virtuellen Veiickung vonyr; und der entsprechenden verallgemei-
nerten Koordinate gilt die Bezeichnung

f
(9ri
or; = ) 3.16
; Oy o ( )
und damit
al l . or, / N or;
3 = 3w (S G =3 (S om0
/
= ZQk(SQk’
k=1
mit der
Definition 3.1.4
al or;
Q= Z K,— verallgemeinerten Kraft. (3.18)
= O
Weiter ist
N N
=1 =1
al T or
= > m Zi‘i—lqu] . (3.20)
i—1 L1 O
Wegen
Org _d(0n)  don
g dt \""Ogy dt Ogy,
und
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d Or; o0 . ov;

= —1,=—".
dt 0qr,  Oqy 0qs

Damit also
> - : . Ori L& . or;
;pi&'i = ;mz [; I‘ia—qk(SC]k] = ; [; mzrza—qk] oqs
- - d (. Or ov;
- 2 [l g ) -]
~
o,
: d a - my; a al m;
) ;{E[T%<;7”3)]‘a—%(;7vf)}aqk
—— —_——
T =T
- '.1d (9 0
ZFMi:Z;b(%f)—%fP% (3.21)

Da diedg; linear unabBngig sind, verschwindet jeder einzelne Term und damit
aus (3.15), (3.18) und (3.21)

d [T\ or
E(T%)_a_%_@k k=1, f (3.22)

3.2 Lagrangesche Gleichungen

Fur konservative geschwindigkeitsundlnigige Kéafte konnen wir die Lagrange-
Funktion einfihren, die von den generalisierten Koordinaten und Geschwindig-
keiten abkngt

Lq),at), ) =T -U . (3.23)

Fur diese Funktion gelten dann die Lagrange-Gleichungen 2. Art:

d (OL\ 0L
E(a_%)_a_%_o k=1,...,f (3.24)

Wir definieren nun die kanonischen Impulse
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oL
q
und erhalten mit den Kaften
L
F, = oL (3.26)
Iqr,
eine verallgemeinerte Newtonsche Gleichung
4 = F (3.27)
dtpk - k . .

Falls die Lagrange-Funktion von einer Koordinatanicht abtangt, verschwindet
die zugelorige verallgemeinerte Kraff,.. Der entsprechende kanonische Impuls

pr ISt dann ein Integral der Bewegung. Wir bezeichnen eine solche Koordinate

eine zyklische Koordinate.
Bisher hatten konservative Kfte also solche definiert, die sich als Gradient einer
FunktionK(r) schreiben lassen

K(r,t) = -=VU(r)
Es gibt jedoch auch Kafte, die geschwindigkeitsaihgig sind.

Beispiel 3.2.1
Lorentzkraft

K=cE+xB) |,
C

wobei E die elektrische und die magnetische Feldske ist,e die Ladung eines
Teilchens unda die Lichtgeschwindigkeit.

Wir missen deshalb den Begriff des Potentials verallgemeinern.

Definition 3.2.1 Eine Kraft heil3t konservatj¥alls sie sich durch ein Potentiél,
das von den verallgemeinerten Koordinatgnden verallgemeinerten Geschwin-
digkeiteng, und der Zeit ausdrcken &sst:

Q — _a_U + ia_U
R 8qk dt 8qk.
U heil3t verallgemeinertes Potential

U="U(q,q,t).
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Es qilt:

doT oT ou doU
——.——ZQk:—a—qkﬂLaa_q-k-
Sei nun die Lagrangefunktioh = 7' — U in analoger Weise wiell Potentiale,
die lediglich von den Orten aldngen definiert, dann gilt

==y (3.28)

wobei L die verallgemeinerte Lagrange-Funktion ist.

3.3 Das Hamiltonsche Prinzip

Wir befassen uns nun mit der Wirkungsfunktion, die als Zeitintegioar die Dif-
ferenz von kinetischer und potentieller Energie (der Lagrange-Funktion) definiert
ist. Hierbei beschreiben wir, wie mit ihr aus einer Menge von Trajektorien die
Richtige ausge@ahlt werden kann. Nach dem Prinzip der kleinsten Wirkung gibt
es r jedes mechanische System ein Wirkungsintegral, ittagié tat&chlich er-
folgende Bewegung eines Systems ein Minimum besitzt.

Axiom 3.3.1 Einem System vok Freiheitsgraden mity = {¢i, ..., ¢} sei eine
Funktion L(q, q,t) der Lagrange-Funktion. = 7' — U zugeordnet. Sei weiter
qt) = {(@(t),...,qr(t),t1 <t < ty} eine Trajektorie mitg(t;) = a und
q:2(t) = b, dann istq(t) eine physikalische, falls die Wirkung Wirkungsintegral)

Ilq(t)] = / ® Lia(t), 4(t). t)dt % extremum

t1

extremal ist.

Hier betrachten wir den Fall, dass die Wirkung minimal wird.

Im Jahre 1744 erschien mit dem "Methodus inveniendi lineas curvas maximi mi-
nimive proprietate gaudentes” von Leonhard Euler das erste Lehrbuch der Varia-
tionsrechnung.

Die Grundaufgabe der Variationsrechnuagdt sich etwa folgendermaf3en formu-
lieren: Finde eine Kurve mit bestimmten (dem jeweiligen Problem angepassten)
Eigenschaften, die sich vor allen anderen Kurven mit denselben Eigenschaften in
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besonderer Weise auszeichnet. Die Variationsrechnung dféigtisich demnach

mit einer besonderen Art von Optimierungsproblem. Als Variable haben Funktio-
nen Kurven oder Elchen. Die volle Bedeutung dieser Formulierung wird erst in
der allgemeinen Relatiatstheorie, der Quantenmechanik und der Statistischen
Physik entfaltet.

Beispiel 3.3.1

Ein Teilchen rutsche reibungsfrei unter dem Einfluss der Gravitation entlang einer
Rutsche (siehe Figur 3.3). Gesucht ist die Form der Rutsche, so dass der Weg in
der kirzesten Zeit durchlaufen wird. Als Anfangsbedingung haben wir dieeH

am Startpunkt und die #he am Endpunkt.

Y1 Y1
)
y(Xx) Yo
¢ Wa Wp
X1 X2 X1 X2

Abbildung 3.3: Die Rutsche als Variationsproblem

Satz 3.3.1 Euler-Lagrange-Gleichung

Notwendig fir die Extremaliéit von!|[q(¢)] ist:
0L d (0L oL
—=—|=——)—-—=—=0 E=1,... )\ 3.29
ot dt (8qk> 8qk ’ ’ ( )

Beispiel 3.3.2

Eine Massen hange an einem Seil derdhger, welches an einem beweglichen

Schlitten befestigt ist (vgl. Figur (3.4).

Die horizontale und die vertikale Komponente der Pendelmasse sind

x =X +rsinf ; y = —rcost (3.30)
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Abbildung 3.4: Pendel mit beweglichem Schlitten

gegeben. Damit sind’ undd die geeigneten Koordinatearfdie Lagrange-Funktion

L =T — Vistdann durch

M . m
L=—X?+—
2 +2

gegeben. Betrachten wir den verallgemeinerten Impuls

(X2 +120% + 2X0 cos 0) + mgr cos 0 (3.31)

pPx = i{—L = (M 4+ m)X +mrfcosf : (3.32)
Dann ist dieser erhalten und entspricht der Impulserhaltung incdRichtung.
Wegen
x 2L + 0L _or (3.33)
X 0
folgt die Energieerhaltung =7 + U.

3.4 Invarianzen und Erhaltungsgrof3en

Angenommeny; sei eine zyklische Koordinate. Die Lagrange-Gleichuiagdf
lautet:

4oL oL _ . doL_ OL
dtdg O o4

7 a3, p; = const. (3.34)
T (3.35)
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q; zyklisch ,

d.h. wir haben eine Erhaltungsi$e gefunden. iir den obigen Fall ist der zg
kanonisch konjugierte Impuls erhalten.

Seiq(t) eine Trajektorie im Phasenraum, zu der wir eine Sefiara) mitq(t,0) =
q(t), « € IR, zuordnen, so dass die Lagrange-Funktigmie dem System zuge-
ordnet ist, forminvariant bleibt, d.h.

L(q(t, o), q(t, a),t) = L(q(t), q(t),t). (3.36)
Betrachte die Veéinderung bzgly. Aus (3.36) folgt

d . o OLdq;  OL dg;
hatta)ata).n)  =0=3 (Gri+ai)| - e
Fur die Euler-Lagrange-Gleichung erhalten wir
d oL . oL :
E an (q(tv Oé), q(ta a>7 t) - an (q(tv O{), q(ta O./), t) =0 . (338)
Damit in (3.37)
f :
—L(q(t t,a),t = — — — 3.39
grataton = S (G (G E )|, 8
f
B d (OL\ dg; OL d
-2 {E (aq) do " 94, di ( ﬂ ‘(3 o
f
d OL dg; B
= - z:: Dido| 0 (3.41)

Satz 3.4.1 Noether
Ist die Lagrange-Funktion forminvariant unter den Transformatiopgn) —
gi(t,a) (i =1,..., f; a € R)undg,(t) = ¢;(t,0), dann ist

oL dq@
Z aq; da

ein Integral der Bewegung, d.h. eine Erhaltungsge.
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Beispiel 3.4.1

(i) Beh.:Der Gesamtimpuls ist eine Erhaltung88e, wenn das System trans-
lationsinvariant ist, d.h., wenn die Lagrange-Funktion invariant unter den
Translationen

ri(t) — ri(t, ) == 1r;(t) + e
ist. Dies ist etwa der Fallifr das Lennard-Jones-System, bei dem nur der

Abstand, d.hr; — r;, vorkommt. Also

f f
I(r,1) = E 9%, da 0: E (m;t;) - e=P-e.
i=1 a=

=1

(i) Beh.: Der Gesamtdrehimpuls ist eine Erhaltungddg, wenn das System
rotationsinvariant ist, d.h., wenn die Lagrange-Funktion invariant unter den
Rotationen ist:

ri(t) — r;(t,a) := R(a)r;(t)

Seiu eine beliebige Drehachse, die durch den Ursprung geht. Die Drehung
werde um den Winkel durchgéfirt. Fir u = e; qilt:

cosae —sina 0

R(a) :=| sina cosa 0
0 0 1
Dann ist
0 -1 0 i
Or 1 0 0 , x
= | =e3 xr
dar|,_ Yi 3
0O 0 O 2

Allgemein gilt 2| = u x r;(t) und damit

a=0
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N N
Zar (u xr;) Zmii'i-(uxn):Zu.@ixpi):u,L
‘ i=1 i=1

(i) Beh.: ZeittranslationsinvarianZihrt zur Energieerhaltung. Betraclite—
t+a, q(t) — q(t,a) = q(t + ), dann

f
d oL oL oL
—L(q(t (T t = — i+ =G 7
Lt +a),q(t +a),t +a) . iZI(aqiq +aqu)a:O+ 5|,
bzw.
f
d 0L OL. OL.
0400 = 5+ (i Ga)
Ist L autonom, d.h. nicht explizit zeitabhgig, dann gilt
Lt +a)alt+a)| = S Lal).a)
do e a
f
= I(q,q) = Z ,q) eine Erhaltungsg@fie
=1
T U-E

(iv) Sei nun die Lagrange-Funktion invariant unt@&umlichen Translationen
und betrachten wir die Transformation

I'Z'(t, Oé) = I‘l(t) + avyt

(gleichformig bewegtes Bezugssystem, spezielle Galilei-Transformation)
Dann ist

8I'i

= Vot.
dar |,
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Also

N
1
L(ri(ta Oé), rl(tv Oé)) - Z §m2(rz + OCV())2 — U(rl, .o, Iy, t)

i=1

N d N
= Z mii‘ivo = % (VQ . Z miri>
i=1 =1
N N
= I = Z(merVOt) — V) Z m;r;
=1 =1
= vg- (P-t— MR,) = constant
1

R. = —P-t+R
= Vi + Ry

3.5 MechanischeAhnlichkeit

Angenommen, wir iirden statt., eine neue Lagrangefunktiaii = oL, a € IR
betrachten, dann ergeben sich die Bewegungsgleichungen

iaL’_aL' B aiaL_aﬁL_a i@L_@L
dt 0¢;  Oqi 4, dt g dg;  \dtdg  Og;

D.h., die Bewegungsgleichungen sind invariant gédpen einer Skalierung der
Lagrangefunktion. Nehmen wir nun an, dass die potentielle Enéfgene ho-
mogene Funktion der Koordinatenst:

Ulagy,...,aqf) = akU(ql,...,qf)

k heil3t Grad der Homoge#it Betrachte nun die Transformation

/

q; = 0g;
' = [t

(siehe Lennard-Jones-System). Dann folgt
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L, dg o

q; = a B%‘
und damit eine Skalierung der kinetischen Energie um den Faktor

&2

@ )

da die kinetische Energie eine quadratische Formpist. Somit

L(Oéq.% aq;, 6t> = T(OéQZ> - U(Oé%)
2

= %T(Qi) — a"U(q)

Wahleg—i = o, alsof = a'~*/2, dann resultiert aus dieser Transformation ledig-
lich eine Multiplikation der Lagrangefunktion, und die Bewegungsgleichungen
bleiben unvedindert! D.h., Ersetzung aller Bahnen der Massenpunkte durch ande-
re Bahnen, die geometris@hnlich, aber im Mal3stab verschieden sind.

Sei/ eine der Lineardimensionen udddie des skalierten Systems, dann gilt

Y Vi 1-k/2
()

E Vi k

B = (Z) etc.
Sei etwal ~ % (Gravitation, Coulomb WW), dann folgt = —1 und damit
L= (%’)3/2. Also verhalten sich die Quadrate der Umlaufzeiten in einer Bahn
wie die dritten Potenzen der Radien (3. Keplersches Gesetz).
Wir wollen nunzhnlicheUberlegungen auf die kinetische Energie anwenden. Da-

zu definieren wir den Mittelwert einer beséhnkten Funktiory als

und weiter

Definition 3.5.1 Mittelwert einer Funktion

f= lim — f(t)dt (3.42)
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und damit den Mittelwert einer ®Re A(q(t)), z.B. der kinetischen Energie oder
der potentiellen Energie entlang der Trajektorie

A= lim — / ! Ag(t))dt . (3.43)

Wegen

d N N

folgt fr das zeitliche Mittel der kinetischen Energie (unter der Voraussetzung,

dass diese besdcimkt bleibt)

N N
] .
2T = t&glgo %, ;_1 pi - |, + ;_1 r, - V;U
Ist nun3"Y | p; - r; beschankt, dann gilt

Satz 3.5.1 Virialsatz

— 1
T = 5;” V.U (3.44)
wobei
N
Z r;-V,U (3.45)
=1

das Virial des Potentials ist.

Angenommen{/ sei eine homogene Funktion vom Gradedann gilt insbeson-
dere

Y1 z21 2
U L) o= dua, = =
(xluybzlax% ) T ( 7x17x17x17 )
oUu Y1 oUu Z; .
— = kMU, kE —= ), & =i,y 2
011 n Ul T )+ n —~0i; \ a7 R G
ou Z; 0 Y1
= = kU—2VY ——U1,>=,...
o 81:2 1 Z:: il 5’@ ( ’ .1317 )

)
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= kU—:zclfz:&i~ [xl_kU]

=2

N
= > VU = kU
=1
Damit folgt fur das Virialtheorem
2T = kU

Im Falle der Gravitatioh = -1 =27 = -U = E=-T.

E=T+U
Also: Nur wenn die Gesamtenergie negativ ist, ist die Bewegung auf ein endli-
ches Volumen im Raum besé@mkt (Kreis, Ellipse) mit@ir £ > 0: Parabel bzw.
Hyperbel.

MAPLE 3.5.1
> restart;

> alias(th=theta(t),rr=r(t));

> x:=rr*cos(th);y:=rr*sin(th);

> T:=simplify(1/2*m*(diff (x,t) "2+diff(y,t)"2));

> U:=(A/alpha)*rr-alpha;

> L:=T-U;

> L:=subs({th=the,rr=ra,diff(th,t)=dtt,diff(rr,t)=drr},L);

> dL_ddtt:=diff(L,dtt);

> dL_ddrr:=diff(L,drr);

> dL_dth:=diff (L,the);

> dL_drr:=diff(L,ra);

> dL_ddtt:=subs({the=th,ra=rr,dtt=diff (th,t) ,drr=diff(rr,t)},dL_ddtt);

> dL_ddrr:=subs({the=th,ra=rr,dtt=diff (th,t) ,drr=diff(rr,t)},dL_ddrr);

> dL_dth:=subs({the=th,ra=rr,dtt=diff(th,t) ,drr=diff(rr,t)},dL_d4th);

> dL_drr:=subs({the=th,ra=rr,dtt=diff(th,t) ,drr=diff(rr,t)},dL_drr);

> ode[1] :=collect(diff(dL_ddtt,t)-dL_dth=0, [diff (th, [r$r]) ,diff (rr, [r$r]),diff(th,t) ,diff(
> ode[2] :=collect(diff(dL_ddrr,t)-dL_drr=0, [diff (th, [r$r]) ,diff (rr, [r$r]),diff(th,t) ,diff(
> A:=1;alpha:=2;m:=1;
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> alias(th_O=theta(0),rr_0=r(0),dtt_0=D(theta) (0),drr_0=D(r) (0));

> F:=dsolve({ode[1],0de[2],th_0=1,rr_0=1,dtt_0=0.5,drr_0=03},{th,rr},type=numeric,me
> F(0.5);

> Theta:=t->rhs(op(4,F(t)));

> plot(Theta,0..10,title="theta’);

3.6 Transformationen an der Lagrangefunktion

Satz 3.6.1SeiM(q,t) € C? und L eine Lagrangefunktion. Definiere eine neue
Lagrangefunktion

) ) d
L'(q,q,t) .= L(q,q,t) + tM(q,) :

d
d.h.

. M
L'(q,q,t) = L(q,4,t +Za Go +

. . . _ (SL/ _
Die Trajektorieq(t) machtL genau dann extrem@ft = 0], wennﬁ = 0.

Mit anderen Worten: Die Lagrangefunktion ist nur bis auf Funktionale der verall-
gemeinerten Koordinaten bestimmt.
Beweis:Betrachte die Variation ip,:

O () L o
0qu 0¢a 0o \ dt 0q,  dt dq,
0L d[OM dOM
B E*a[a—qa‘aa—%]

oL d oM 9 [g~om . oM|| _dL
34 0o 0o | &= 0qs " O (| qa

Definition 3.6.1 Die obige Transformation nennt man eine Eichtransformation.

M
/L’dt = /LdtJr/dd—tdt = extremum (3.46)
——

konst.

Prof. Heermann, Univergit Heidelberg



3.6 TRANSFORMATIONEN AN DER LAGRANGEFUNKTION

79

Neben den Eichtransformationebrinen wir fragen: Welche Koordinatentrans-
formationen nnen wir durchiihren, ohne die Wirkung zu v@ndern? Sicherlich
sollten diese Transformationen eindeutig sein!

Definition 3.6.2 SeienU, V' offene Mengen de&” und f : U — V. Falls f
differenzierbar undf—! existiert und ebenfalls differenzierbar ist, dann heff3t
Diffeomorphismus.

Satz 3.6.2SeiF : q — Q ein Diffeomorphismus mit, F~! € C?undf := F~1,
d.h.

qk:fk(Qla"'7Q/\7t) k:177>\
Also |det | 4| # 0. Q(¢) ist Losung der Lagrangegleichung L — 0, falls
k

L _ i
q(t) Losung vonéq—k = 0 ist.

L = LoF'=Lof
A A
ofi f Afx . Ofa
= L(f; t),.. — — —_—
(fz(Q7 )7 Qu kzz: Q k+ ;anq + 875)
Beweis: Erinnern wir uns:
3 Wiy, O
Tt 20,7 T o
und damit
% _
an 8@@
SL D 2
Alsoﬁ aTng_%@ 0. Dazu
a9l d oL ofi _ d L oL g
atoQ, dt & 04; 0Q), ~ dt = 9g; Qs
0q; d 8L 0L 0g;
= 3.47
{a@g itoq T g an] (3.47)
und nun

Prof. Heermann, Univergit Heidelberg



LAGRANGE-MECHANIK

oL
o0Qr —

)

|
M-

[8L 0fi , 0L aqi}
0¢; 0Qr  0¢; 0Qy,
0q; 0Qr  0¢; 0Qy,

M-

, (3.48)

=1

wegen (3.47) - (3.48)

ﬂ_i{a%i‘%_ dg; 8L] _i d¢; OL
0Qr = [0Qudtdg  0Qr0q;i] = 0Qk gy
DefiniereM;; := 8%12, dann ist die Matrix\/ regufr, und es gilt

oL SL

6Q1 dq1

i =M\ i ,

oL L

0Qy oqy

also genau einedsung!

3.7 Uberpriifen Sie Ihr Wissen

Uberpiifen Sie die folgenden Aussagen und Fragen:

e Wieviele Freiheitsgrade hat ein Punkt im Raum?
e Warum braucht man die Lagrangemechanik?

¢ Wie gewinnt man Erhaltungsgfden, wenn keine zyklischen Variablen vor-
liegen?

3.8 Ubungen

1. Inertialsysteme
Betrachte ein abgeschlossenes System freier Teilchen (d.h., als Potential
kommt nur das Wechselwirkungspotential der Teilchen untereinander vor).
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Mehrere Gb3en haben in verschiedenen Inertialsystemen verschiedene Wer-
te. Wenn sich das Systefi relativ zum Systend(’ mit der Geschwindig-

keit V bewegt, so sind die Geschwindigkeitef und v, der Teilchen in
diesem System durch die Beziehung = v, + V verknipft. Welche @ir
Beziehungen ergeben sich zwischen den folgendéf &1?

a) P undP’ (Impuls)

b) L undL’ (Drehimpuls)

c) FEundE’ (Energie)

d) £und/Z’ (Lagrangefunktion)

e) SundS’ (WirkungS = [ £ (q,q,t)dt)

Schreibe zuachst die Definition der obigen GRen auf und benutze dann
die Beziehungr, = v, + V.

2. Symmetrien und Erhaltungsgrof3en
Bei bestimmten Symmetrien des Raumes bleiben bestimmte Komponenten
des Impulse® und Drehimpulsed. erhalten. Welche Komponenten sind
dies in den folgendendfen? Es existieren jeweils nur die unten genannten
Felder, d.h es gibt kein za&liches Gravitationspotential. Die Felder kann
man sich vorstellen, indem man sich Feldlinien denkt, die senkrecht von
den unten genannten geometrischen Objekten weglaufen.

a) Feld der unendlich homogenenr= 0-Ebene {, y-Ebene).

b) Feld eines homogenen, unendlich langen Kreiszylinders. Die Achse
des Zylinders liegt auf der z-Achse.

c) Feld von 2 Punkten auf der z-Achse.

d) Feld eines homogenen Kegels. Die Achse des Kegels liegt auf der z-
Achse.

e) Feld eines homogenen Kreisringes. Der Ring liegt inadgrEbene
und der Mittelpunkt liegt auf der z-Achse.

3. Atwoodsche Fallmaschine
Eine Atwoodsche Fallmaschine dient zur Demonstration der Fallgesetze
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und zur groben Bestimmung der Erdbeschleuniglitzer eine Rolle (mit
vernachéssigbarer Masse) mit Radiés die auf einer horizontalen Achse
auf der Hbhe h (reibungsfrei) drehbar gelagert istargt ein (masseloser)
Faden konstanterdngel, an dessen Enden zwei Masserundm’ im ho-
mogenen Schwerefeldihgen:n in Hohez, undm’ beiz (siehe Figur 3).
Wie bewegt sich die Masse nach unten, wenm etwas golier ist alsn'?
Leite die Bewegungsgleichung her mit Hilfe:

a) der Newton-Axiome,
b) des d’Alembert-Prinzips,

c) der Lagrange-Gleichungen 2. Art her.

d) Berechne die Seilspannung.

\J

Abbildung 3.5: Atwoodsche Fallmaschine
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4. Diskreter Laplace-Operator
Der Laplace-Operator ist gegeben durch
20, OPf | Pf

Vf = @ + 8_3/2
In vielen physikalischen und technischen Anwendungen (z.B. Bildbearbei-
tung) ist es notwendig, damit numerisch zu rechnen. Diskretisiere hierzu
den Laplace-Operator. (Tipp: In der Vorlesung ist dies beraitdie 2. Ab-
leitung gezeigt worden!). Gebe auch die Matrixdarstellung an. Was bedeutet

dies anschaulich?

5. Teilchen im Kreiskegel
Eine Punktmasse: rollt reibungsfrei auf der Innenseite eines Kreiskegels
(siehe Figur 5).

(a) Gebe zuachstl” — U in geeigneten generalisierten Koordinaten an.

(b) Was sind die Zwangsbedingungen? Bestimme die Lagrangefunktion
L =T — U als Funktion deBN — k (k = Anzahl der Zwangsbedin-
gungen) unakdngigen Koordinaten.

(c) Stelle die Euler-Lagrange-Gleichung auf und leite aus ihr die Bewe-
gunsgleichungen ab.

(d) In der Vorlesung wurdelif Zentralkraftbewegungen das effektive Po-
tential Vo;s(r) = V(r) + % eingefihrt. Das Teilchen im Kreiskegel
hat das Potential

L2

2mir?

Gebe die Position und den Wert des absoluten Minimums an. Welche

fur zwei Bahntypen ergeben sidlirfdas Teilchen im Kegel?

Vess(r) =yr +

6. Rollpendel
Ein ebenes Pendel der Masseund Langel bewege sich unter dem Ein-
fluss der Schwerkraft. Sein Audihgepunkt habe die Masdé¢ und sei in
horizontaler Richtung frei beweglich (siehe Figur 6).

(a) Was sind die Zwangsbedingungen? Wieviele Freiheitsgrade hat das
System? Stelle die Lagrangefunktién= T — U auf.

Prof. Heermann, Univergit Heidelberg



84 LAGRANGE-MECHANIK

b

Abbildung 3.6: Teilchen der Masss: rollt in einem Kegel.

(b) Stelle die Euler-Lagrange-Gleichung auf und leite aus ihr die Bewe-
gunsgleichungen abiiRre dazu geeignete Koordinaten ein.

7. Variationsproblem
Man lose die Eulersche Differentialgleichung folgender Variationsprobleme

@) / T il (1) = 0192) =
/2 W
(b) /0 (q2(t) — ¢"*(t) — 2q(t) sin t) dt = min! .q(0) = Q(E) —0

8. Ortsabhangige kinetische Energie
Betrachte ein System, bei dem die Lagrangefunktion durch

L(q,q) =T(q,q) — V(q)
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=

Abbildung 3.7: Ein Pendel der &nge |. Die Masse M ist horizontal frei beweg-
lich.

gegeben ist. Die potentielle Energie ist unabgig von der Geschwindig-
keit und wedefl’ nochV weise eine explizite Zeitaldmgigkeit auf. Zeige:

d oL
— i— —L) =0
dt <z]: 594, >
Zeige weiter:
oL
> G- —L=T+V
—~ 7 0q;
J
9. Gekoppeltes Pendel
Betrachte das gekoppelte Pendel in Figur 9.

(a) Bestimme zuachst die Lagrangefunktiofif unterschiedliche Massen
und Pendeingen wie in der Abbildung angedeutet.

Nun seien die Massen und Pendaljen gleich und die Auslenkungen ge-
ring.

2 Bestimme die Eigenfrequenzen,.

3 Lose die Bewegungsgleichungen, explizit.
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Abbildung 3.8: Ein gekoppeltes Pendel mit de@&hger/ und L sowie den Mas-
senm und M.

10. Noether-Theorem
Betrachte ein Teilchen in einem homogenen elektrischen und magnetischen
Feld. Die Lagrange-Funktion ist gegeben durch

1 1
L:§mf2+eE~r—§g(pr)-f

(a) Rihre eine Koordinatentransformation— r + a mit infinitesimal
kleinema aus.

(b) Zeige, dass die neue Lagrange-Funktion in der Fbmﬁ/\ geschrie-
ben werden kann.

(c) Benutze das Noether-Theorem, um die zuageje Erhaltungsgiie
auszurechnen.

Hinweis: Rir die Losung ist keine Kenntnis der Elektrodynamik notwendig!

11. Virialsatz
Betrachte folgendes zweiatomiges Madléknit unterschiedlichen Massen
mundM in Figur 11. Der Abstand der Atome seidas MoleKil rotiere mit
der Winkelgeschwindigkei2 um dessen Schwerpunkt Es rotiere jedoch
nicht um die eigene Achse (die Rotation des Mdlskist folglich auf eine
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Abbildung 3.9: Rotierendes zweiatomiges Moi@k

Ebene besclnkt). Berechne mit Hilfe des Virialsatzes die mittlere Energie,
die in der Rotation steckt.

12. Erhaltungsgrof3en abgeschlossener N-Teilchensysteme
Ein abgeschlossenes N-Teilchensystem habe die Lagrange-Funktion

N
my .
L= Trf—zwj(m—rﬂ)

i=1 i<j
Zeige, dass die Invarianz der Lagrange-Funktion unter

(a) zeitlichen Translationen zur Energieerhaltuinlgrt.
(b) Drehungen zur Drehimpulserhalturighft.
(c) raumlichen Translationen zur Impulserhaltuigrt.

(d) reinen Galileitransformationen - Relativbewegungen mit konstanter
Geschwindigkeitv - auf eine Erhaltungsgfie fihrt. Was beschreibt
diese Erhaltungsgfie?

13. Inertialsysteme
Betrachte ein abgeschlossenes System freier Teilchen (d.h., als Potential
kommt nur das Wechselwirkungspotential der Teilchen untereinander vor).
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14.

15.

Mehrere Gbl3en haben in verschiedenen Inertialsystemen verschiedene Wer-
te. Wenn sich das Systeki relativ zum Systend(’ mit der Geschwindig-

keit V bewegt, so sind die Geschwindigkeitef und v, der Teilchen in
diesem System durch die Beziehung = v, + V verknipft. Welche @ir
Beziehungen ergeben sich zwischen den folgendéf&r?

(@) P undP’ (Impuls)

(b) L undL’ (Drehimpuls)

(c) EundE’ (Energie)

(d) £ und/£’ (Lagrangefunktion)

(e) SundS’ (Wirkung S = [ £ (q,q,t)dt)

Anleitung: Schreibe zuachst die Definition der obigen Gigen auf und be-
nutze dann die Beziehung, = v, + V.

Poissonklammern
Zeige mit Hilfe der Poissonklammern, dass beim dreidimensionalen, har-
monischen, isotropen Oszillator mit Masseund Frequenz die Giol3en

Tox = pupr + (mw)szxA mit k,A=1,2,3
Erhaltungsgissen sind.

Erhaltung des Phasenraums
Die Hamiltonfunktion eines harmonischen Oszillators lautet

2
p [ o
H=++<
om 24
Berechnep(po, qo, t) und ¢(po, g0, t), wobeip, und g, Impuls und Ort zur
Zeitt, = 0 sind. Zeige damit, dass der Phasenraum des Systems erhalten

bleibt.
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Kapitel 4
Hamiltonsche Mechanik

In der Lagrangeschen Formulierung der Mechanik stand die Parametrisierung
des Konfigurationsraums durch beliebige generalisierte Koordinaten im Vorder-
grund. Der Hamiltonformalismus stellt eine alternative Formulierung der klassi-
schen Mechanik dar. Hier werden verallgemeinerte Orts- und Impulskoordinaten
als unabAngige Variable verwendet. Die resultierenden Bewegungsgleichungen
sind Differentialgleichungen erster Ordnung; im Vergleich zu den Differential-
gleichungen zweiter Ordnung in der Lagrangetheorie, allerdiigdén doppel-

ten Satz von Variablen. Der Hamiltonformalismus erlaubt eine angemessene Be-
handlung von Symmetrien und Erhaltung®@en. Er stellt auch die Grundlage der
Heisenbergschen Formulierung der Quantenmechanik dar.

4.1 Generalisierter Impuls
Den kanonischen Impuls hatten wir als
0L(4,q,1)

Oqk
definiert. Wichtig ist hierbei, dass der Impuls nicht notwendigerweise gleich Mas-
se mal Geschwindigkeit ist, wie die folgenden Beispiele belegen.

Pr = = pr(q, q,1) (4.1)
Beispiel 4.1.1

Sei
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Hamilton hat das Prinzip der kleinsten Wi
kungfir die Mechanik formuliert, das nac

Die Hamilton-Jacobische Differentialgle

Abbildung 4.1: chung und der Hamilton-Operator werden
Hamilton der Mechanik und in der Quantenphysik ve
(4.8.1805 - 2.9.1865) wendet.

L:%Zmi:t?—V(x,t) :
dann erhalten wirifr den kanonischen Impuls

Di = MyT;

Beispiel 4.1.2
Teilchen in einem elektromagnetischen Feld

Sei
L=im) il —eb(x) = <> Au(x)ia |

dann erhalten wiriir den kanonischen Impuls
Do = ML — iAa<X)
Im allgemeinen also:

Pk 7 My Ty,

Aus der Euler-Lagrange-Gleichung ergibt sich
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_ d 0L(q,q,1) _ 9L(q,q,1)
dt aqk 8qk

so dassg, und g, als unabhngige Variable anzusehen sind. Betrachten wir dazu

eine weitere Transformation der Lagrangefunktion. \iren eine neue Funktion

H(q, p) wie folgt ein:

A
H(q,p) = Y dpe— L(d4,q) (4.3)
k=1
> oL
= ; Gige —Laaq) (4.4)

Hierbei istp, = % der bereits konjugierte Impuls zur verallgemeinerten Koordi-
nate, bzw. Geschwindigkeit,, ¢.. Es gilt

d

“Hlq.q) =
o (q,9)

WE

. d oL 8_L
qk dt Dar aqqu

k

[doL 9L <. 4L
- = Qk\{dt Ir 3%}/ a ;qk5qk

_JdL
oqy,

1

>l

Fur eine Trajektorie, die die Wirkung extremal macht, verschwindet das totale
Differential von H: H ist eine Konstante der Bewegunf. bezeichnen wir als
Hamilton-Funktion.

4.2 Legendre-Transformation und Hamilton-Funktion

Legendre-Transformationen sind ein allgemeines Verfahren zum Wechsel vaomggden
und unabBngigen Variablen. Sie werden auch in der Thermodynamik und Stati-
stischen Physik intensiv genutzt.

Gesuchtist z.B.F'(p,q,t), so dal

H(p,q,t) = —L(¢,q(p,q,t),t) + F(p.q,t) . (4.5)
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Bevor wir uns dem Fall mehrerer Variablen zuwenden, betrachten wir den Fall ei-
ner Variablen. Sei dazfi(x) eine Funktion, die wir als hinreichend oft stetig diffe-
renzierbar annehmerknen. Definiere eine Transformatigndie einer Funktion

eine neue Funktiod f zuordnet

f—=Lcr
so daf3
(L) = v2 — fa) (4.56)
= 9(2)z—fl9() . (4.7)
wobei
y = f(v) (4.8)
z = x% 4.9

undd?/dz?* # 0 angenommen wird. Wirdnnen nun eine Funktiof(z) erklaren

O(z):=(Lf)(z)=az—f (4.10)
und erhalten
LLf(z) = LD (4.11)
do
= o= d(2)) (4.12)
= zzx—xz+ f(9(2)) (4.13)
- (4.14)

eine Transformation, die umkehrbar eindeutig ist! Diese Legendre-Transformation
erlaubt es uns, die unahgigen Variablen zu wechseln.
Sei nunf(z,y), dann ist das Differential durch

df = %dm + %dy (4.15)
ox y
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gegeben. Mit
_of _of
u= o und v = dy (4.16)
ergibt sich
df = udx + vdy ) (4.17)

Wir wollen nun vonz,y zu neuen unakidingigen Koordinateribergehenu, y.
Nach obigen also

glu,y)=f —ur = f —x—= (4.18)

und fur das Differential

dg = df — udr — xdu = vdy — xdu . (4.19)

Betrachten wir das an der Langrange-Funktion, dann ist

LL(¢,q;t) = q4(qg,p,t)p— L(q,4(q,p,1),1) (4.20)
= H(q,p,1) (4.21)

mit oL
p= a—q(d,q,t) : (4.22)

Somit haben wir den Wechsel zu den unaibgigen Variablep undq vollzogen.
Verallgemeinert auh unablangige Variable erhalten wir

A

LL(G,q,t) = Y du(a,p.t)pe — L(q, 4(q, p. 1), 1) (4.23)
k=1

= H(q,p,t) ) (4.24)

Wenn wir nun zu den neuen Variablen wechseln, wie sehen dann die Bewegungs-
gleichungen aus? Hierzu leiten wir die Hamiltonfunktion jeweils partiell ab und
erhalten die kanonischen Gleichungen

Prof. Heermann, Univergit Heidelberg



94

HAMILTONSCHE MECHANIK

. o0H
* = 5 (4.25)
Pk
oH oL
- - = 5 . 4.26
Bar Bar Pk ( )

Beispiel 4.2.1
Hamiltonfunktion eines Massepunktes in einem Potential auggktlin kartesi-
schen Koordinaten

P2

2m

H(q,p) = + V(r) ) (4.27)

Beispiel 4.2.2
Betrachten wir hier das Teilchen im Zentralfeld unter dem Licht des Hamilton-
formalismus. Zuachst haben wir

1 )
L=T-V= Em(f2 +r2*) - V(r) . (4.28)

Setzen wir
G = r und Go = ¢ sowie (4.29)
P o= p,=mr und P2 =Py = mr2q5 , (4.30)

dann ergibt sich die Hamiltonfunktion

2

2
_ P B
H(q,p) = 3= + 55 + V(1) (4.31)
mit den kanonischen Gleichungen
oH 1 0OH 1 p,

ro= = —p =—=—= 4.32
" opy m? ¢ Opy mr? ( )

, oH p; oU
P = ——— =2 - py=0 . (4.33)

Or  mrd  or
Wir erhalten eine zyklische Variable sowie Differentialgleichungen erster Ord-
nung.
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Wie sieht es mit der Zeital@imgigkeit vonH aus

d OH . 0H .\ 0H 0H(p;qt) 0L(q,q,t)
“H(p:a:t) = - - - - _
TR Zn: {apn Pt o q”}+ ot ot ot

(4.34)
Falls keine explizite Zeitatdngigkeit inL oderH vorhanden ist, ist/ Erhaltungs-
grol3e, die Energie

%H(p; q) =0 ) (4.35)

Als Phasenraum bezeichnen wir dexdimensionalen Raum, der von den verall-
gemeinerten Koordinatenq p aufgespannt wird. Die Hamiltonschen Gleichungen
bestimmen das Richtungsfeld der Bewegung im Phasenraum, so dass man jedem
Punkt im Phasenraum eine Bewegungsrichtung zuordnen kann. Die Bahnkurve
q(t), p(t) wird als Trajektorie bezeichnet. Da die Richtung der Trajektorien an
jedem Ort vorgegeben ist, schneiden sich die Trajektorien nicht.

P Phasenraum
t

q

Abbildung 4.2: Trajektorie im Phasenraum
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4.3 Poisson-Klammern

Untersuchen wir die BewegungsgleichunggnPhasenraumfunktionen oder Ob-
servable. Als Observablé = A(p, ¢) bezeichnet man eine beobachtbaré (&,

die eine Funktion von Orts- und Impulskoordinaten ist, beispielsweise den Dre-
himpulsLL = r x p. Gegebenenfallsdngt die Observable auch explizit von der
Zeit ab. Rir die zeitliche Entwicklung einer Observablen finden wir mit Gl. (4.32)

d 0A 0A 0A O0H 0A OH

—A = — — D,y = — — =AH

dt Xn: {8% " O p"} Xn: {aqn Opn  Opn @qn} { ’ } ’
(4.36)

wobei wir die Poisson-Klammern als

0A OB 0A 0B
S R At it e e L S
definiert haben. Speziell mit GI. (4.32) ergibt sich

G = {qn,H} P = {pn,H} . (4.38)

Man kann allgemeinifr f, g € C* definieren

%

Man leitet dann folgende Rechenregeln her:

0N {f.9}=—{9, f} Antisymmetrie
(i)  {(fi+ f2), 9} ={f1,9} +{fo, 9}
bzw. } Bilinearitat

(i)  {fi(e2+9)}={f 0} +{f 92}
(V)  {fife 9} = folfor 9} + oA f1, 9}
V) Slhgr={59 +{/ 5}
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Ersetzt man die Observablen und die Hamiltonfunktion durch entsprechende Ope-
ratoren (Matrizen) und die Poissonklammern durch Vertauschungsrelationen, dann
erhalt man die Heisenbergsche Formulierung der Quantenmechanik. Hier finden

wir fiir die Operatorep undq

{¢i,q} = 0
{pi,p;} = 0
{pian} = O

Ohne Beweis notieren wir die Jacobi-ldeatit

{Fidg i}y +{y. {h, f3y +{n{f, 93} =0 . (4.39)

Auch die kanonischen Bewegungsgleichungen lassen sich aus einem Extremal-
prinzip herleiten (Hamiltonsches Prinzip). Dazu betrachtet man das Funktional
(Wirkung)

I(p,q) = / anqn p,q,t)>dt
= / ;qnpn—H(p,q,t)+;%(pnqn))dt . (4.40)

Die Bedingung
0I(p,q) =0  mit dg,(to) = dgn(t:) =0 (4.41)

liefert die kanonischen Gleichungen (4.32). Auch hier kann maii Eunktionale
addieren, die durch totale Zeitableitungen gegeben sind, also

H(p,a.1) — Hip,.0) + +5(v.0.1) (4.42)
mit
05(p(to), q(to), to) = 0S5(p(t1), q(t1), 1) =0 : (4.43)
Beispiel 4.3.1

Bewegung in einem Zentralpotential, Kugelkoordinaten
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x = rsin(0) cos(¢) y = rsin(f) sin(¢) z = rcos(f) (4.44)

i = 7sin(0) cos(¢) + 01 cos(f) cos(p) — ¢ rsin() sin(¢)
y = i7sin(f)sin(p) + 67 cos() sin(¢) 4 ¢ rsin(f) cos(¢)

z = 7cos(f) —Orsin(h) : (4.45)

Die kinetische Energie ist dann

T im{i2 4%+ r2sin(0)2?} (4.46)

und fur die Impulse erhalten wir

Dy = MT po =mr’0 Py =mr’ sin(@)%ﬁ =L, . (4.47)

wobei L, die z-Komponente des Drehimpulses ist.
Da H nicht vong abhangt, giltZ. = 0 (Drehimpulssatz).
Bewegung inc-y-Ebene:

0=1ir sin() =1

2
z

L
H= ﬁ{pi 72} +V(r) (4.48)
Die Bewegungsgleichungif r ist

LQ
= L ), = —=— — V' 4.4
r=5Pr Dr o 13 Vi(r) (4.49)

und als Bewegungsgleichungrfe erhalten wir

_0H L.
9L, 2mr?

L,

== (4.50)

¢ o

Die zweite Gleichung ist der Bthensatz (2. Keplersches Gesetz).
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4.4 Kanonische Transformationen

Die Existenz von Symmetrien und Erhaltungd@en ist entscheidendifdie Losbarkeit
eines mechanischen Problem&rtdt die Hamiltonfunktion nicht von einer Orts-
variableng,, ab, dann ist der zugéhige Impuls eine Erhaltungsgfie (siehe Gl.
(4.32)). Im Allgemeinen ist dies aber nicht der Fall, auch wenn ErhaltunGegr
existieren. Durch Wahl geeigneter verallgemeinerter Koordinaten kann man je-
doch versuchen dies zu erreichen. Zum Beispield@hthe Hamiltonfunktion @ir

die Bewegung eines Teilchens in einem Zentralpotential, formuliert in kartesi-
schen Koordinaten, alle Ortsvariablén} = (z,y, z), formuliert in Polarkoordi-
naten aber nur noch Dementsprechend ist der Drehimpuls eine Erhalturigsgyr

In der Lagrangeformulierung ist die Eiifirung verallgemeinerter Koordinaten

Q = Q(q,t) kein Problem. In der Hamiltonformulierung hat man diédfichkeit,
verallgemeinerte Orts- und Impulsvariablé = P(p;q¢;t) und Q = Q(p;q;t)

zu wahlen, wobei jedoch Einsciimkungen existieren, wie gezeigt wird.

Gegeben sell = H(p, q,t) als Funktion der ursfinglichen Impulse und Koor-
dinatenp,, undg,. Gesucht sind neue Impulse und Koordinaten

und eine neue Hamiltonfunktion

K=K(PQ,¢t) (4.52)

so dass auch in den neuen Variablen kanonische Gleichungen gelten

PpP=———="" = — 4.53
) “=""op (4:59)
Beispiel 4.4.1
Harmonischer Oszillator
Dieser hat die Hamiltonfunktion
2 2
D kq
H = 4+ —

Mit w? = k/m erhalten wir
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1
H = s (1 + mPu’e)

Betrachte die Transformation:

p = f(P)cosQ
q = @st
muw

Angenommen, es wwrde uns gelingen, hierbei eine zyklische Koordinate zu er-

zeugen, dann wird diedsung des Problems sehr einfach. Betrachte obige Trans-
formation, dann

f2(P)

K—=H —
2m

_f;(;j) (cos? Q +sin® Q) =

D.h.,Q ist eine zyklische Koordinate geworden!

Keine explizite Zeitab&ngigkeit
FurH = H(p,q), P = P(p,q) und@ = Q(p, q) erhalten wir die Energie:

E=H(p,q) = K(P{pq),QRpq) - (4.54)
Mit Gl. (4.36) ergibt sich

N~ [on, on .\ [ onom  onon
= Z{@ p”+(3‘qnqn} _zn:{ O O a 0pn}
ZZ 0Q OF, B 0Q, 0P, n 0K (0P, 0P, B 0P, 0P,
(9Qk opn 0q,  O0q, Op, 0P, \ Op, 0q,,  O0q, Opn,
0K
- X {an {Qun}+ 55 {Pk,a}} (4.55)

und entsprechend
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Q = —Z {8@ {Qk»@l} 2]]-7( {leQl}} : (4.56)

Andererseits soll Gl. (4.53) gelten:

{kapl}:_{Pk>Ql}:5k,l§ {Qka@l}:{Pk;Pl}:O -
(4.57)

Verallgemeinerte Koordinaten, die diese Relationeilk, nennt man kanoni-
sche Koordinaten.

Wir zeigen nun die kanonische Invarianz der Poisson-Klammern.

EsseiA = A(P,Q)undB = B(P,Q):

0A 0B 0A 0B
(15}, = G i)
— Z{;C?k ggz {Qk,Qz} + g:é 685 { k,Ql} .
+(9a£24k gf’z {Qk’ l} pa 38_;1 g_ﬁz {Pk’ Pl}m}

0A OB  9A OB
_zl:{a_@a_ﬂ_a_ﬂa_@}_{A’B}m . (4.58)

Damit kann die Poisson-Klammer in jedem System kanonischer Koordinaten aus-
gewertet werden.

Wir wenden uns nun der explizite Zeitadoigigkeit und der erzeugenden Funktion
Zu.

Die Poissonklammerrelationen Gl. (4.57) und (4.54) gelten nur falls keine explizi-
te Zeitablangigkeit auftritt. Au3erdem stellt Gl. (4.57) nur eine Bedingung an die
Wahl der neuen Impulsg und Koordinaterd), dar, aber keine explizite Vorschrift
diese zu konstruieren.

Behauptung?, = P(p; ¢;t) und@; = Q,(p; ¢; t) sind kanonische Variablen, falls

. : d
D puin = H=) PO~ K+ F (4.59)
l

n
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gilt, wobei F* = F(q,Q,t) eine beliebige stetig differenzierbare Funktion ist,
die sowohl die neuen Koordinaten wie aush= K (P, Q,t), festlegt. " wird
erzeugende Funktion genannt.
Setzt man
d oF oF . OF
—F = n — 4.60
it~ 25y, +;alQl ot (4.60)
in Gl. (4.59) ein, und bercksichtigt man, dass diegrfbeliebigej, undQ, gelten
soll, ertalt man
oF oF oF
i — =-Pp K=H+ — : 4.61
Dabei ist die erste Gleichung als implizite Gleichuiig @, = Q,(p; ¢; t) aufzu-
fassen, die weiteren Gleichungen liefern d&he- F,(p, ¢,t) undK = K(P,Q,t).
Wir betrachten das Hamiltonsche Prinzip mit,(t1) = 0¢,(to) = 0. Mit GI.
(4.59) ist

o0 - [ info- 35} safns S5

+ 0F(t1) — 6F (to) + Z {B(t1)5Ql(t1) - f’l(to)5Ql(to)}(4-62)
.

Beachtet man, dass

OF(t OF(t
5F(t0’1) = Z a(q t01 —|—Z @Q(zl (SQI t() 1)

= - Z Py(to1)0Qi(to1) (4.63)
l

ist, wobei GI. (4.61) undq,(to1) = 0 genutzt wurde, sieht man, dass nur das
Integral in GI. (4.61)ubrigbleibt, und damit die kanonischen Gleichungen in der
neuen Variablen mit der Hamiltonfunktidki (P, @, t) erflllt sein niissen.

Es bleibt noch zu zeigen, dal3 di¢ und ; die kanonischen Poissonklammer-
relationen erdillen. Dazu untersucht man Bewegungsgleichungen vom Typ Gl.
(4.36), allerdings unter Bécksichtigung einer eventuellen expliziten Zeitabpigkeit
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fur P (p,q,t) und Q,(p,q,t) und vergleicht das Resultat mit den kanonischen
Gleichungen in den neuen Variablen mit Hamiltonfunktio?, @, ¢). Dies zeigt,
dass die kanonischen Poissonklammerrelationeriliesind. Die Rechnung ent-
spricht der in Gl. (4.55) und (4.56).

Ausgangspunkiifr diese Rechnung war eine erzeugende Funkdtien F'(q, Q, t).

Es gibt aber weitere Bglichkeiten, die durch Legendre-Transformationen aus
dieser hervorgehen, z.B.

oG oG

Qn

G(q; P;t) IF(QSQEt>+ZBQZ 0P,
I

oder weitere Funktionen der alten und neuen Variablen.

Infinitesimale kanonische Transformationen

Als Spezialfall untersuchen wir infinitesimale kanonische Transformationen, bei
denen sich alte und neue Variable nur infinitesimal unterscheiden. Derartige Trans-
formationen haben wir beispielsweise verwendet, um Zusamamg@hzwischen
Symmetrien und Erhaltungsifsen aufzuzeigen (Noether-Theorem).

Betrachte eine erzeugende Funktion vom Typ Gl. (4.64)

Py _ . -~ Jg B Jg
G(q; P) = En P +eg(P;q) pn—PnJreaqn Qn—qn+eapn
(4.65)

Fur ¢ — 0 kann man die neuen Koordinaten durch die alten awd@m und
erhalt mit g = g(p; q)

Qn:qn+e@ Pn:pn—eﬂ ) (4.66)
Damit transformiert sich eine beliebige Funktion (Observable) wie

Alp;q) — Alp;q) + 6{14(10; ), 9(p; Q)} : (4.67)

Speziell fir g(p;q) = H(p;q;t) und € =t sieht man, dass die Hamiltonfunk-

tion als Erzeugende der zeitlichen Entwicklung aufgefasst werden kann. Dies ist
Ausgangspunkt der Hamilton-Jacobi-Theorie.

Kommen wir nun zu den Punkttransformationen.

In der Lagrangeschen Mechanik wurden nur so genannte Punkttransformationen
betrachtet, also Transformationen der Art
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Qi =Qiegt) . (4.68)
Als Erzeugende konstruiert ma&x(q, P, t) aus Gl. (4.64)
A . 8G<Qa P7 t) . A
Qulg;t) = —op Mt G(g, Pt) = ;Qz(q,t) P, (4.69)
und damit ist

po = 3 2 py Plzz(a—@)_pn (4.70)

aq I,n
und
K=H+>» P—. (4.71)

4.5 Der Liouville-Satz

Die Losung der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen kann als Bewegung eines
Punktes im Phasenraum interpretiert werden. Der Phasenrauin &hfSystem

mit \ Freiheitsgraden eid\-dimensionaler Raum mit Koordinatep,, - - -, px, g1, - -, 4 )-
Die Bewegung wird also durch eine Trajektorie

xe(t) = (pu(0), ot a(0), -+ axc(®)) = (p(a()  (@.72)

dargestellt. Die Geschwindigkeit des Punktes ist

wo(t) = %o(t) = (ul(t),---,uK(t),vl(t),~--,vK(t)>
OH OH OH OH
= — e e T 4.73
( oq Oqx Op1 (9PK) ( )
Betrachtet man Punkte mit verschiedenen Anfangsbedingungen, kannviman
als Geschwindigkeitsfeld imh-Raum auffassen. Dieses Feld entspricht einer in-

kompressiblen Séimung, also

. ou,, vy, O?’H 0?’H
D = zn: {8_19n+5‘_qn} N Xn: {_apnaqn+8qn6‘pn} -0 e
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Es mag angebracht sein, alle Systeme mit Anfangsbedingungen in einem Volumen
Vr(to) zusammen zu betrachten, beispielsweise, wenn die Anfangsbedingungen
nur mit begrenzter Genauigkeit bekannt sind, oder wenn man einen Teilchenstrahl
mit einem gewissen Querschnitt und einer Winkeldivergenz betrachten will.

Satz 4.5.1Das Volumeri/(t,) sei durch eine geschlossen&éheSr(t,) im I'-
Raum begrenzt. Das betrachtete Volumen und seine Begrenzing stit dem
Geschwindigkeitsfeldr. Damit ist dieAnderung des Volumens

d

—Vp(t) = / nr - WFdQKilsp
dt Se(t)

= / Divp wpd*®2p =0 . (4.75)
W (t)

Dies ist der Liouvillesche Satz, der besagt, dass sich di€&eines Teilvolumens

im Phasenraum aufgrund der Bewegung néfdert. Diese Aussage gilirfjeden
Satz kanonischer Variablen.

Es seipr(xr, t)AVr(t) die Wahrscheinlichkeit, dass sich ein betrachtetes System
zur Zeitt in einem Phasenraumvoluméyi/-(¢) in der Nahe vonxr(¢) befindet.
Diese Wahrscheinlichkeé@ndert sich nicht, wenn das betrachtete Voluméry

in der Stbmung mitschwimmt, also wenn Gl. (4.75) gilt. DiedRe pr(xr, t) ist

eine Wahrscheinlichkeitsdichte iltRaum, fir die dann

%pp(xnt) = %pp(){p,t) + {pp(Xp, t), H(t)} =0 (4.76)
gilt. Diese "Liouville-Gleichung” ist eine der grundlegenden Gleichungen der sta-
tistischen Physik.

Der Liouvillesche Satz besagt, dal3 das Volumér; eines Bereichs ini'-Raum
unter der Dynamik erhalten bleibt, nicht jedoch z.B. dessétgrlineare Aus-
dehnung. Ein exponentiell rasches Anwachsen détgn linearen Ausdehnung

ist ein Charakteristikum chaotischer Systeme.

4.6 Ubungen

1. Zentralpotential
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Ein Teilchen der Masse: bewegt sich im Zentralpotential

—r/a

U(r)=—g

r

a) Gebe die Erhaltungsgféen der Bewegung an. Finde geeignete Koor-
dinaten und gebe dann die Erhaltungdtgn in diesen Koordinaten
an.

b) Berechne die Kraft, die aus diesem Potential folgt.

c) Stelle die Lagrangegleichung auf und leite aus ihr die entsprechenden
Bewegungsgleichungen ab.

d) Konstruiere mittels der Legendre-Transformation aus der Lagrange-
funktion die Hamiltonfunktion des Teilchens.

2. Phasenraum
Die kinetische Energi# und das Potentidl eines Systems mit einem Frei-
heitsgrad sei durch

T = T,(x) + 2Ty (x) + *Ts(z) : V =V(z)

gegeben. Leite die Bewegungsgleichungen aus der Euler-Lagrange oder den
kanonischen Bewegungsgleichungen ab.

(a) Bestimme die Gleichgewichtspunkte und zeige, dass diese die stati-
onaren Punkte voffy(z) + V (z) sind.

(b) Zeige, dass die Phasenraumkurven durch die Energiegleichung gege-
ben sind:
Ty(x)i* — To(x) + V(z) = const

3. Phasenraum
Die relativistische Gleichungdif einen Oszillator ist durch

d moi’

Ty ——— kx =0
AN e

gegeben, woben, c und k positive Konstanten sind. Zeige, dass die Pha-
senraumkurven durch
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moc>

[1—(2/c)?

1
+ 5!@1:2 = const

gegeben sind.

4. Variablenwechsel
Zeige, dass die Emden-Fowler-Gleichungen der Astrophysik

(&) + &M =0
aquivalent zum Problem "kleine Fische, groRe Fischel3ind,

t=—-z(l+z+y) , y=yAN+1+nx+y)

mit den Transformationen

=&, y=, t=logl¢
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Kapitel 5

Physik im Phasenraum: Dynamische
Systeme und Chaos

Den Systemen, die wir hier betrachten wollen, ist gemein, dass sie eine empfind-
liche Abhangigkeit von den Anfangsbedingungen besitzen. KleiAsigerungen

in den Anfangsbedingungeiitiren zu grof3en Unterschieden im Endzustand. We-
gen der endlichen Genauigkeit, mit der physikalische @ gemessen werden
konnen, sind bei solchen Systemen der Voraussagbarkeit Grenzen gesetzt, auch
wenn wir sie im Prinzip analytisctosen knnten. Die Unsicherheit in der Be-
stimmung der Anfangsziiatde fihrt also zu der Unsicherheit im Ergebnis.

Dabei nussen die Systeme nicht etwa sehr kompliziert sein. Bereits einfachste
Gleichungen zeigen ein Verhalten, das extrem sensitiv auf die Anfangsbedingun-
gen reagiert.

In erster Linie sind wir hier an zeitkontinuierlichen Systemen interessiert. Der
Kontrollparameter Zeit nimmt dabei beliebige reelle Werte an. Daneben sind
fur die allgemeine Betrachtung noch die autonomen Systeme interessant. Hier ist
der Anfangszeitpunkt irrelevant, da nur die verflossene Zeit eingeht. Weiterhin
von Interesse sind die zeitdiskreten Systeme, bei denen nur bestimmte Zeitpunkte
betrachtet werden.
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5.1 Beispiele

Am Anfang der Analyse der Dynamik eines nichtlinearen Systems steht die Be-
stimmung der statidiren Punkte im Phasenraum und die Staiganalyse dieser
Punkte. Betrachten wir za@chst Iterationen von der Form

T = G(x,) , (5.1)

etwa die Euler-Diskretisierung, ., = z,+hF(x,). Bestimmen wir noch einmal,
was wir unter einem Fixpunkt verstehen. Ein Punldus dem Definitionsbereich
von G heil3t Fixpunkt, fallsc = G(z) gilt. SeiG : BC/R — IR", B # 0 mit

() G(B)< B
(i) G sei, dass:exX € (0,1)mitx,y € B: ||G(x) — G(y)|| < L||z — y].

Dann hat genau einen Fixpunk¥(xs) = x¢ und es gilt

n

I = Xall < = 1% = X1l < T [%1 = ol
Beispiel 5.1.1
Harmonischer Oszillator & = —w?x
Es gilt
T=1 = Tnil = Tn + hyy
Euler = X1 = G(x,) .(5.2)
= —w3x Diskretisierung  y,41 = yn — hw?xz,

Berechne die Fixpunktex = G(x)

r=z+hy
= r=0,y=0.
y =1y — hw’x

Aus (5.2) ergibt sich eine Darstellung in Matrizenform:

= E X1 = AX, .
(yn-l—l) ( _hw2 1 ) <yn) Tt *
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Seien\, )\, die Eigenwerte vord mit den Eigenvektoren,, z,. Dann BAsst sich

x,, als Linearkombination vorn; undz, schreiben:

Xy = QpZ1 + BnZZ .

Aus (5.3) folgt:

Ax, = Alanz + Pnzo) = anAzy + [,Azs
= A2z + BpAoZo = Xpqq

= X, = Oéo)\?zl—i‘ﬂo)\;ZQ.

Betrachte also die Eigenwerte eirex 2-Matrix:

det(A — \) =0 A= ( e )

- A
= 2 = (au - /\)(a22 - >\) — A12G21

a21 Q22 —
2
= a11G22 — A1 A — Aage + A° — ajea0

2
=A = )\£G11 + (1222—912&21 + 11023

Vv vV
Spur A=s det A=d

=X —s\+d.
Fur den harmonischen Oszillator
M2+ 1+ hw? =0 = N\ =1%ihw,

also komplexe Eigenwerte!

= Ao = re™®, r=vV1+h?, O =arctghw
= r(cos® £ isinO).

Es gilt:

Alg = 1" (cosnf £ isinnd)

(5.3)

(5.4)

(5.5)
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und

r=+v1+h?w?>1(h+#0)

und damit die Spirale als Trajektorie im Phasenraum.

Betrachte nun das Iterationsproblem

Tpi1 = G(xy, 1) mit
G :[0,1] — [0,1]
p e R,
wobei wir G € C'' annehmen. Wir nennef eine Kontraktionfalls

0| _
ox

Beispiel 5.1.2
Wir analysieren die Abbildung

G(x,3) = 2° + 32%(1 — x)

Suche zuachst die Fixpunkte vo&¥ : G(z,3) = z. Also

r = 2»+32°(1—-2) = 1=0

1 = 2°+32(1—-2) = z=1 1=

Sei nun

Tpi1 = G(2,,3) und x4 € [0, ]

Wir mussenG(«a,3) < o unda < 1 haben. Damit ist die Analyse der Fixpunkte
z¢ moglich. AuBerdem bedtigen wir, das$2% | < 1im Intervall [0, a].
Dazu muss

oG

%:3x2+6$(1—x)—3x2:6x(1—x) :

somit
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1 1
1=62(1 - S
x( r) = =z 5 B

Wegena < 1 und der Monotondt vonG in (0, 5), wahle

1 1+e¢
a=-—4/ .
2 1

Dann sind die Bedingungen des Fixpunktsatzeslieralso istG eine kontrahie-
rende Abbildung mit dem Fixpunkt; = 0.

Analog verBihrt man mitk; = 1, d.h.z = 0 undx = 1 sind stabile Fixpunkte.
Analysieren wir nun den Fixpunkt; = % Hier gilt:

oG

3
—_— ==->1
ox 2

In der Umgebung/ = [% v iR \%ﬁ] ist G stets goBer 1, d.hz = L istein

instabiler Fixpunkt ¢z ist keine Kontraktion in einer Umgebung ven= %).

Beispiel 5.1.3
Die logistische Gleichung

Die logistische Gleichung wurde von P. F. Verhulst 1845 entwickelt, um die Ent-

wicklung von Populationen zu beschreiben

Tny1 = (1 — 2n) =1 G, 1)

rel0,1l, l<u<4

Das Studium dieser Gleichung wird uns zu wesentlich neuen Aussagesnt
die Uiber die reine Existenz von Fixpunkten hinaiibrt. Betrachten wir zuichst
die Fixpunkte
pw—1
r=G(,p) = z=p(l—-2) =zg=—"
ol
Wann gilt|2¢ | < 1? Hierzu

o = (1 —2)— px = p(l —22)

BetrachteZ? an den Fixpunkten
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%
ox

-1
—ui—2E=2y =2y

IG:% %

Wegen|2¢| < 1 muss

2—ul<l = 1l<pu<3

Demnach liegen im offenen Intervdll, 3) die stabilen Fixpunkte.

0.8
0.6
0.4

0.2

Abbildung 5.1: Logistische Gleichung

Was passiert bgi = 3? Beip = 3 ist|%2| = 1. Dieser Punkt kanndthstens
marginal stabil sein. Sei also= 3 undzs = % und berechnes + 9, d klein

2 2 2
Glro+6,3) = G(3+63)=3(G+0)(1-3-9)
= (24305 —0) =2~ 254537
2
= 5_5
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0.8 1

0.6

0.4

0.2

0.54

D_E_"---...

0.4+

0.24

Abbildung 5.2: Iteration der logistischen Gleichung

Dies zeigt, dass bei = 3 der Fixpunktzs + ¢ in den Fixpunktzg — § Uberiihrt
wird: ;1 = 3 ist ein Bifurkationspunkt. Diese speziellen Punkte werden watesp
genauer untersuchen.

Um die Fixpunkte zu berechnenfissen wir die Abbildung.,,.1 = (G(x,, 1), i)
studieren. Formel = GG o G. Die Analyse der Fixpunktgleichung

v = p*z(l — 2)[1 — px(l — z)]
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ergibt zwei Fixpunkteiir

3<pu<1+V6

Dort ergibt sich wieder eine Bifurkation. Bei der logistischen Gleichung ergibt
sich eine Folge von Bifurkationspunkten, wenn jeweils eine Periodenverdopp-
lung auftritt. Die Folge der Bifurkationspunkte hat eineauflingspunki.,

lim p; = ploo = 3.5699 .
AulBerdem gilt, dass

lim LT 54,6692
v=00 i1 — i
eine universelle Naturkonstante ist.
Was kommt nach.,? Chaosuind Ordnung
Operationelle Definition von Chaos: Ein Wertebereich des Kontrollparameters
zeigt chaotisches Verhalten, wenn je zwei Trajektorien, deren Anfangswerte sich

nur um eine unterscheiden, im Verlauf exponentiell stark auseinanderlaufen.

MAPLE 5.1.1

>restart: with(plots):

>feigenbaum:=proc(debut,fin,pas)

> # written by Alain Schauber, Forbach, France, aschau@worldnet.fr
> local k, itere, a, b, s;
> s :={};

> a := debut;

> # la variable s va repr_senter 1l’ensemble des points _ construire
> while a <= fin do

> itere := 0.1;

> for k to 50 do

> itere := axitere*(l-itere)

> od;

> for k to 100 do

> itere := axiterex(l-itere);

> s:=s union {[a, evalf(itere, 4)]};
> od;
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> a := atpas

> od;

> plot([op(s)], ’a’=debut .. fin, style=POINT, symbol=POINT)
>end:

>

>feigenbaum(3, 4, 0.01); # overview

Das Wort Chaos stammt vom Griechischen ab und bedeutet "der unendliche leere
Raum, der vor allen Dingen existierte”. Im heutigen Sprachgebrauch wird mit
Chaos ein Zustand der Unordnung bezeichnet.

5.2 Fraktale

Eine typische Eigenschaft von Fraktalen ist die Séltslichkeit. Ein Grol3teil der
bekannten Fraktale sind sogenannte “séllisliche Mengen”, wie das Sierpinski-
Dreieck und die Koch-Kurve. Diese Mengen haben die Eigenschaft, dass sie sich
als Vereinigung von kleinen Kopien ihrer selbst darstellen lassen. So besteht das
Sierpinski-Dreieck aus drei halb so grof3en Sierpinski-Dreiecken, und die Koch-
kurve aus vier auf ein Drittel verkleinerten Kochkurven. Hieraus leitet man die
sogenannte “Sell&hnlichkeitsdimension” ab.

Definition 5.2.1 Ein geometrisches Objekt heil3t exakt selbstich, wenn jeder
Teil des Objekts eine exakte Kopie des gesamten Objekts éhdest nur durch
eine zentrische Streckung.

Damit fuhren wir die Selbgihnlichkeit auf die Skalierungseigenschaften des Ob-
jektes zuick.

Als einfaches Beispiel hierzu betrachten wir die Kochkurve. Die Kochkunéterh
man durch die folgende Iteration:

1. Starte mit einer geraden Linie.
2. Teile diese in drei Segmente.

3. Ersetze das mittlere Segment durch zwei Segmente, die ein gleichschenkli-
ges Dreieck bilden.
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E Jj‘uﬁfb._

Abbildung 5.3: Kochkurve

4. Wiederhole die obigen Schritte.

Definition 5.2.2 Ein selbsahnliches Objekt hat die (fraktale) Dimensién(Selbst-
ahnlichkeitsdimension, Hausdorff-Besikovitch-Dimension), falls e¥ iilenti-
sche Kopien unterteilt werden kann, die jeweils mit dem FakterN/%s skaliert
sind.

Sind N undr bekannt, danréisst sichi; durch

df = —log N/logr (5.6)

bestimmen.
Berechnen wir nun die Sellggtnlichkeitsdimension der Kochkurve. Bei jeder An-
wendung der Iteration entstehen vier neue Teilstrecken, die jeweils um ein Drittel
verkleinert worden sind. Also erhalten wir

dy = E—;l ~1.2619 . (5.7)
Physikalisch bestimmen wir die fraktale Dimension wie folgtr Masse und
Ausdehnung eines Objekts gilt

m o L? , (5.8)

wobeim die Masse und die Lineardimension ist. Danrdkinen wird ; berechnen
durch
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Abbildung 5.4: Sierpinski-Teppich

(5.9)

Neben den oben betrachteten deterministischen Fraktalesen wir die zu#lligen
Fraktale studieren. Fraktale Gebilde ergeben s&lfig aus zudlligen Prozessen.

Ein einfachstes Beispiel ist es, bei der Erzeugung von Fraktalen wie der Kochkur-
ve bei den verschiedenen Schritten einéfligfe Entscheidung einzubinden. Man
kann danniiber die Dimension der entstandenen Objekte mit positiver oder si-
cherer Wahrscheinlichkeit etwas aussageniiNiahere Beispiele von zéfligen
Fraktalen sind Perkolationen oder die Brownsche Bewegung.

Die Perkolation kann etwa das Versickern \@rim Boden beschreiben. Das Per-
kolationsmodell ist ein einfaches Modell zur Beschreibung eines ungeordneten
Materials. percolate”bedeutet "durchsickern”: Wir beschreiben eiages Mate-

rial, durch das gewisse Teilchen hindurchdiffundieren sollen, falls durchgehende
Wege durch die Poren existieren.

Unterziehen wir nun einen quadratischen Ausschnitt unseres unendlichen Clusters
mit KantenhngeL und M (L) Teilchen in diesem Ausschnitt einer Untersuchung,
so haben wir bep,.
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Besetzte Platze

/ / Unbesetzte Platze

~ Cluster aus 3 Platzen

\

Cluster aus 1 Platz

Abbildung 5.5: Perkolation

<m >oc L? : (5.10)

wobei man den Mittelwertiber verschiedene Ausschnitte betrachtet. Die Masse
des Clusters achst mit einer Potenz deahge, und inl = 2 gilt

d; = 91/48 > 1.89. (5.11)

5.3 Dynamische Systeme

Ein dynamisches System wird durch einen Satz von Variablen, as(t), ..., an(t)
mit einer Dynamik

ai :fi(a‘ha??“'aaNut’/J’) (512)

beschrieben. Der Kontrollparametgrhat keine eigene Dynamik, sondern be-
schreibtAnderungen des dynamischen Systems dérdBere Einfisse.

Die Dynamik f (a, ¢, ) beschreibt den Fluss des Systems durch den Phasenraum.
Die Funktiona(t) heif3t Trajektorie. ngt der Fluss nicht explizit von der Zeit

ab, dann heil3t das System autonom. Beachte, dass in dissipativen Systemen das
Phasenraumvolumen nicht erhalten ist!
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Ist das obige System abgeschlossen, d.h. wird die Dynamik nur von den inneren
Kraften bestimmt, dann reicht die Betrachtung der Trajektorie, Zi&z), q(t))

aus, um das Verhalten volistdig zu charakterisieren. Liegt jedoch edng3ere
treibende Kraft vor, reicht die Betrachtung der Trajektdd€), a(¢)) nicht mehr

aus. Z.B. beim getriebenen harmonischen Oszillatodtigen wir neben der Tra-
jektorie die Phasenverschiebung, die uns sagt, wo auf der Trajektorie sich der
Massenpunkt zu einer gegebenen Phase der anregenden Kraft befindet.

Analog zur Diskussion bei den Newtonschen Systemen untersuchen wir die Dy-
namik des Systems in derde von speziellen Punkten und verallgemeinern die
bereits eingdfhrten Begriffe.

Wir betrachten hier nur autonome Systeme.

Anstatt die gesamten Trajektorien eines Systems im Phasenraum zu betrachten,
konnen wir wichtige Informationefiber dessen qualitatives Verhalten dadurch
gewinnen, dass wir die DurchstoR3punkte der Trajektorie durch eine gegebene Hy-
perebene betrachten (PoineggBchnitt). Wir "wickeln”die Zeitachse um einen Zy-
linder , Rchneiden”dann den Zylinder auf und betrachten die Durchstof3punkte
durch die Schnittéiche.

Definition 5.3.1 Poincare-Schnitt
Einen Unterraum des Phasenraums, auf dem eine Koordinate einen bestimmten
Wert annimmt, nennen wir einen Poincare-Schnitt.

Abbildung 5.6: Poincare-Schnitt

Dies ist beispielhaft in der folgenden Abbildung gezeigt. Eine periodische Bahn
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hat eine begrenzte Anzahl von Schnittpunkten, die im Po@&ahnitt als ein
Muster aus isoliert liegenden Punkten erscheinen.

Eine quasiperiodische Bahn (sie kommt nicht zum Ausgangspuniétizuson-
dernist geringfigig versetzt), ist eine Bahn, bei der sich alle Schwinguridpeein,

aber nicht gleich sind (z.B. unter Reibung). Im Poige&chnitt stellt sich dies
durch eine gepunktete Linie dar.

Chaotische Bahnerilfien ganze Bereiche der Schnittebene aus.

Damit ist die kontuierliche Trajektorie mit Hilfe des PoinegBchnitts auf eine
Folge von Punkten reduziert, die man ihren Orbit nennt.

Durch diese Idee werden Strukturen erkennbarer. Wir stellen dabei fest, dass
die DurchstoB3punkte der Bahnkurve nicht, wie man vermutamte, die gan-

ze Schnittfache tillen, sondern nur an bestimmten Stellen auftreten und damit
eine deutliche Struktur bilden. Diese Struktur ist im Gegensatz zur eigentlichen
Phasenbahn stabil biéglich Veianderungen der Anfangswerte, d.h. durch eine
Veranderung der Anfangsbedingung &edert sich zwar die Lage der Durchstol3-
punkte, aber sie bleiben immer innerhalb der Struktur. Dies ist ein typisches Kenn-
zeichen @ir deterministische chaotische Systeme.

Definition 5.3.2 Wird die Bahn eines Systems nach einer gewissen Einschwing-
zeit in den Phasenraum eingezeichnet, so nennt man das entstandene Gebilde
einen Attraktor.

Systeme von nichtlinearen Diffenrentialgleichungémiken unter bestimmtem
Bedingungen Attraktoren haben, bei denen geriAgderungen der Startwerte
dazu fihren, dass sehr unterschiedliche Endwerte erreicht werden. Wird das Sy-
stem mit verschiedenen Anfangswerten gestartet, aber bei gleichbleibenden Kon-
stanten, so @hert sich die Trajektorie dem Attraktor asymptotisch an. Es gibt
verschiedene Arten von Attraktoren:

e Fixpunkt
Dieser tritt bei einem genpften System ohne Anregung auf. Das System
bewegt sich auf diesen Punkt zu, bei dem die Geschwindigkeit null und der
Ort ein Ruhepunkt ist.

Wir nennen einen Punkt’ einen statioaren Punkt (Fixpunkt), wenn
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Abbildung 5.7: Poincare-Schnitt: Poincare-Abbildung — z,,11, periodische
Bewegung

0= fi(al,al,...,al, 1) (5.13)

Fur lineare Differentialgleichungen gilt, dass Trajektorien, die im Einzugs-
bereich des Attraktors (Fixpunkt) starten, enden im Attraktor. Die Trajekto-
rien schneiden sich nicht.

e Grenzzyklus
Das System bewegt sich unditgig vom Anfangspunkt mit der Zeit asym-

ptotisch zu einer geschlossenen Kurve im Phasenraum hin. Das System

kommt auch langfristig nicht zur Ruhe, sondern erreicht (nach einer ge-
wissen Einschwingzeit) immer den gleichen Zyklus.

Fur nichtlinearen Differentialgleichungen gilt: Stabile Trajektorien enden
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Abbildung 5.8: Poincare-Schnitt: Regaite und chaotische Bewegung

in Grenzzyklen o der, bei mehreren Dimensionen, aatkén (Tori). Die
Trajektorien kbnnen sich nicht schneiden.

e Seltsamer Attraktor
Er ist eine Trajektorie, die nicht geschlossen ist. Aber auch an diesen At-
traktoren rhert sich die Trajektorie von verschiedenen Anfangswerten an.
Bei einem Poinca@-Schnitt durch den seltsamen Attraktor bemerkt man,
daf3 auch hier eine Art Ordnung herrscht.

Instabile Trajektorieniillen den Phasenraum. Die Trajektorigmken sich schnei-
den. Sie sind chaotisch.

Definition 5.3.3 Attraktoren, die weder Punkte noch Kurven nocladfen im
Phasenraum, sondern z.B. Untermengen einéclié in Phasenraum sind, und
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keine definierte ganzzahlige Dimension haben, nennt man seltsame Attraktoren.
Ihre Dimension ist fraktal.

Ein interessanter seltsamer Attraktor wurde 1963 von Edward Lorenz entdeckt,
der Lorenz-Attraktor. Er entsteht in einem einfachen System von Differentialglei-
chungen, das die Luftéimung in der Atmospdre beschreibt. Die Gestalt des At-
traktors besclankt zwar den bsungsraum, aber es ist praktisch unvorhersagbar,
wo auf der Oberfiche des Attraktors diedsung liegen wird.

T = —ox+oz (5.14)
y = rx—y+uaz (5.15)
Z = —bz+uay (5.16)

o,r und b sind Parameter. In der Abbildung (5.9) ist der Lorenz-Attraktor dar-
gestellt. Ersetzt man im Lorenz-System den Veltor= (z,y;z) durchx =

(—z, —y, z) soandert sich in den ersten beiden Gleichungen von (5.14) das Vor-
zeichen, die dritte bleibt unvéndert. Die Trajektorie durch den Punktmuss

somit dasselbe Verhalten zeigen, wie die Trajektorie darcAn der Koordina-
tenachse ist das System gespiegelt. Jede Trajektorie des Systems ist also entwe-
der symmetrisch oder besitzt eine genau gleich aussehende Zwillingstrajektorie,
die man dann durch Spiegelung an der z-Achsélerh

Abbildung 5.9: Der Lorenz-Attraktor

MAPLE 5.3.1

> restart:digits:=20;
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VvV V V V V VvV V

sys:={diff (x(t),t)-10*(y(t)-x(t)) ,diff (y(t),t)-28*x(t)+y(t)+x(t) *z(t),
diff(z(t),t)+8/3*z(t)-x(t)*y(t),x(0.)=10.0,y(0.)=0.,z(0.)=25.};

sol:=dsolve(sys,fcn,type=numeric,method=rkf45) ;

odeplot(sol, [y(t),x(t),z(t)],0..100,numpoints=6000, axes=boxed, color=red);

Die lokale Stabiliatsanalyse des Systems basiert auf der Taylor-Entwicklung um
einen statioaren Punkt. Nehmen wir an, dass eine kleina®ig

Sa(t) = a(t) — a’ (5.17)

das System vom Fixpunkt entfernt hat. Dann gilt

E(sa(t) = f(al +0a,p) (5.18)
= f(al, p) + Z g—iéai(t) (5.19)
= Jba,(t) (5.20)
wobei wir die Jacobi-Matrix
Jij = g—i\af (5.21)

eingefihrt haben. Wir erkennen hier die iterative Struktur wieder und erwarten,
dass die Dynamik des Systems wesentlich von den Eigenschaften des Properga-
torsJ abhangt (vergleiche hierzu Abschnitt 2.3). Diese sind durch die Eigenwerte

Ai

und den zugebrige Eigenvektorem; bestimmt.

Nur fur hermitesche Matrizen , d.bij = A}, bzw. A = Af | qgilt, dass die
Eigenwerte der Matrix reell und die Eigenvektoren orthogonal sind. Als Folge der
Orthogonaliat der Eigenvektoren gilt darii—! = U*. Im Allgemeinen gilt dies
jedoch nicht.

Fur eine Auslenkung der Form

da(t) = uh(t) (5.22)
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erhalten wir
d d
= Juh(t) (5.24)
= Auh(t) (5.25)
(5.26)
und damit
h(t) = eMh(0) (5.27)

falls \ ein reeller Eigenwert ist. Entsprechend erhalten wir einen stabilen Fixpunkt
oder einen instabilen Fixpunkt (Attraktor). Alle Bahnen aus der Umgebung laufen
also auf den Fixpunkt zu.

Nehmen wir an, dass die Eigenwerte komplex slhéd& o + iw. Die Jacobi-
Matrix ist reell und in der Regel nicht symmetrisch. Daraus folgt, dass es mehrfach
entartete Eigenvektoren gibt und dass die Eigenwerte stets paarweise auftreten,
also\; = a + iw. Da der Realteil und der Imaginteil linear unab&ngig sind,
erhalten wir

sa(t) = eM(ucos(wt + @) + vsin(wt + ¢) (5.28)

eine Spirale um den Fixpunkt. Falls der Realteil des Eigenwertes positiv ist, dann
haben wir es mit einem abstoRenden Fokalpunkt zu tun. Falls der Realteil des
Eigenwertes negativ ist, dann ist der Fokalpunkt attraktiv.

Besonders interessant ist der Fall, dass sich die Stahalitfgrundau3erer Ein-
flusseandert (Beispiel: Temperaturunterschied im Raleigh-Benard-Experiment).
Damit ein stabiler Punkt instabil wird, muss zumindest ein Eigenwert der Matrix
J positiv werden. Diesdsst sich anhand démderungen des charakteristischen
PolynomsP(\) verfolgen:

P(\) :=det(J — M) . (5.29)

Wir gehen von einem attraktiven Fixpunkt aus. Alle Nullstellen des charakteristi-
schen Polynoms bei < 0. Wie nehmen an, dass zaghst alle Eigenwerte reell
sind.
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<Y

Abbildung 5.10: Zusammenhang zwischen dem charakteristischen Polynom
und dem Fixpunkt

5.4 Nichtintegrable Systeme

In nichtintegrablen Systemen ist die Zahl der Erhaltun®®gn mit verschwin-
denden Poissonklammerrelation&nkleiner als die Zahl der Freiheitsgrade
(Freiheitsgrade sind hier als Zahl der unabgigen Orts- bzw. Impulskoordinaten
gezhlt. Manchmal wird aucBK als Zahl der Freiheitsgrade bezeichnet).

Man kann wieder alle Erhaltung<i$en zu kanonischen Impulsen machen und
erhalt eine Hamiltonfunktioniir die verbleibende” = K — K Impuls- und Orts-
koordinaten, die die Anfangswerte der erhaltenedl$en als Parameter éih

K:K(fl)"'7f?7PF+17"'7PK;QF+17"'aQK;t) . (530)

Beispiel 5.4.1

Periodisch angetriebener Rotator:

Als einfachstes Beispiel eines nichtintegrablen Systems betrachten vaictztn
einen periodisch angetriebenen Rotator, auf den eine zaigide Kraft

f(t) = fo Z sin <gz§(n7'))5(t —nT) (5.31)

einwirkt.
Die Hamiltonfunktion mit Ortskoordinate = ¢, Impulsp = v, Masse bzw.
Tragheitsmoment: = © = 1 sei

H=1W+f Z cos()o(t — nr) : (5.32)

n
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Da H explizit von der Zeit ablngt, ist die Energie nicht mehr erhalten, und es
existieren keine weiteren Erhaltung8@en. Das System ist nichtintegrabel.

Impulsanderung aufgrund der&ie

nt—+e

B = F(E) A= G — e = / to(t) = fosin(é,)  (5.33)

ntT—e

mit ¢, = ¢(n7) und ¢, = P (n7 + €).
Zwischen den Sitf3en ist der Impuls erhalten.
Energiénderung aufgrund der&ie fir kleine fj:

AE, — %(wn + wn,l) cos(én)fo - (5.34)

Zwischen den Sif3en ist die Energie erhalten.
Fur nt <t < (n+1)7 ist ¥(t) = ¥, und ¢(t) = ¢, + ¥, 7.

Abbildung 5.11: Poincare-Schnitt
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Damit ertéalt man die Abbildung:

buir = (6o + 70 ) mod2r (5.35)
77ZJn-i-1 = ¢n + fO Sin(¢n+1) = @% + fO Sin(¢n + T¢n) : (536)
Diese Abbildung kann als kanonische Transformation der alten Varia@gngbn)

auf die neuen Variabler<¢n+1, ¢n+1> aufgefasst werden, dab,, .1, ¥ 41} = 1.

In den folgenden Figuren ist jeweils, als Winkel undy,, als Radius aufgetragen,
d.h.z = 1, cos(én), y =1, sin(py).

Zur Vereinfachung whlen wirr = 27.

Nehmen wirf, = Oan.

Das System ist integrabeliFrationale Werte von) = " ertalt man einen-
periodische Bewegung, d.h. nach einer Zeit mr ist dern&usgangspunkt wieder
erreicht.

Far irrationale Werte von) erhalt man keine periodische Bewegung und jeder
Wert von¢ bei festemy wird erreicht.

Y

Abbildung 5.12: Poincare-Schnitt

fo # 0: Fixpunkte

o = (¢>* n np*) mod 27 W = o + fosin(¢* + T0%) (5.37)
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TY* = 2km mit ganzzahligem & und ¢* =0 oder ¢" == (5.38)
Entwicklung fr kleine Abweichungen von einem Fixpunkt:

Linearisierte Abbildung:

¢ =0

A (5.40)

€ntl = €p + TNy Nn+1 = T + fO (€n + Tnn) fur {

Eigenwertgleichung: Mitf, = + f;:

(o)ser (o) (2)-(0 00 ) ()

(5.41)
Nichttriviale Losung tir
1—A T

=0 N—(2+ f7)A+1=0 5.42

‘ fo 14 fr—A (2+47) (5.42)

Ao =14 3fr oy /fr (1 L) (5.43)

Fur f, > 0 existieren zwei reelle Eigenwerta, > 1 und\_ < 1. Der zu-

gelorige Fixpunkt ist instabil, d.h. kleine Abweichungen wachsen exponentiell

an.
Fur f, <0 existieren zwei konjugiert komplexe Eigenwekte = A% mit |\.| =
1. Der zugelbirige Fixpunkt ist stabil, kleine Abweichungen wachsen nicht an.
DieseUberlegungen lassen sich aufperiodische Bsungeriibertragen, indem
man diem-fach iterierte Abbildung betrachtet, in der diesisungen als Fixpunk-
te erscheinen.
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5.5 Lyapunov-Exponenten

Betrachte eine "Kugel” mit Radiuar im Phasenraum:

AVF(t = O) = OQK (AT)2K

Zur Zeitt und fur Ar — 0: Ellipsoid mit Halbachsei\a,,(t) mitn =1---2K.
Lyapunov-Exponenteh,,:

Aay,(t) — eMAr (5.44)
L 1 Aay(t)
An = tlgglo Alqlglo ;o ( Ar > (5.45)
Satz 5.5.1Liouville-Satz
2K -
AVi(t) = Cox [ [ Aan(t) = Coxc eXn=i*! (Ar)* = AV(0) = Cox(Ar)*¥
n=1
(5.46)
Damit ist
2K
> =0 (5.47)
n=1

Integrable SystemeA,, = 0 fur allen.
Chaotische Systeme: Mindestens &jn> 0.

5.6 Bifurkationen

Was geschieht, wenn der Kontrollparametesariiert wird? Die Funktion, die die
Bewegung charakterisierf(a, i), hange vom Parameter stetig differenzierbar ab.
Die Lagen der Fixpunkte, und die Eigenwerte der Jakobimatrix werden sich
stetig mit der Variation vom verandernAndert sich bei einem kritischen Wert

die Anzahl der Fixpunkte oder ihre Stalilif dann heif3t,. Bifurkationspunkt. In
diesem Fall verschwindet der Realteil eines Eigenwertes der Jakobimatrix.

Wir kdnnen die Bifurkationen klassifzieren, wenn wir uns auf den ein-dimensionalen
(bzw. zwei-dimensionalen beim komplexen Eigenwert) Unterraum des étigeh
Eigenvektors beschnken. Wir betrachten hierzu zachst den Fall des reellen Ei-
genwertes:
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e Sattel-Knoten-Bifurkation: Ein stabiler und ein instabiler Fixpunkt kollidie-
ren und bschen sich aus

e transkritische Verzweigung: Ein stabiler und ein instabiler Fixpunkt schnei-
den sich und wechseln ihre Staliilit

e superkritische Heugabel-Bifurkation: Aus einem stabilen Fixpunkt entste-
hen zwei stabile und ein instabiler Fixpunkt

e subkritische Heugabel-Bifurkation: Ebenso kann ein stabiler Fixpunkt mit
zwei instabilen Fixpunkten zusammenstof3en, wobei ein instabiler Fixpunkt
ubrig bleibt

Fur den Fall des komplexen Eigenwertes mit einem Realteil, der verschwindet,
erhalten wir die folgendendfe:

e superkritische Hopf-Bifurkation: Ein stabiler Fixpunkt wird instabil. Dabei
lasst sich ein stabiler Grenzzyklus ab

e subkritische Hopf-Bifurkation: Ein stabiler Fixpunkt kollidiert mit einem
instabilen Grenzzyklus und wird instabil. Dies entspricht der subkritischen
Heugabel-Bifurkation

Beispiel 5.6.1
Betrachten wir nun Beispiele zur obigen Klassifikation:

e Sattel-Knoten-Bifurkation
a=p+a’ (5.48)

e transkritische Verzweigung

a = na — a,2 (549)

e superkritische Heugabel-Bifurkation

a=pa—a’ (5.50)
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Abbildung 5.13: Superkritische Hopf-Bifurkation

¢ subkritische Heugabel-Bifurkation
a=pa+a® (5.51)

Beispiel 5.6.2

Duffing-Oszillator

Wir untersuchen einen periodisch angetriebenen Oszillator mit nichtline@icksllkiaften
(nichtlineare Feder) den man als Duffing-Oszillator (von Duffing 1918 etwickelt)
bezeichnet

&+ i + oz + B2 = acos(wt) . (5.52)

Diese Differentialgleichung beschreibt nicht nur mechanische Oszillatoren mit
~v,a > 0, sondern auch elektrische Schwingkreise. Im einzelnen setzt sich die
Differentialgleichung aus den folgenden Bagen zusammen:

e einem Campfungstermy:
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A 4

Abbildung 5.14: Phasenrauniif das Duffingmodell mit den Parametern wie im
zugeldrigen MAPLE-Programm.

e einer Kraftaz + 322, die sich aus einem Doppelmuldenpotential ableitet

MAPLE 5.6.1
> alpha := -1: beta := 1/2:
> plot((1/2)*alpha*x~2+(1/4)*beta*x"4,x=-3..3,title="Potentielle Energie");

MAPLE 5.6.2

>

A\

tau:=2*Pi/omega;

pmap:=[[X(0),Y(0)]1]:

for i from 1 to 1000 do:
t_i:=ixtau;
pmap:=[op (pmap) , [X(t_1),Y(t_i)]1]:

od:

plot (pmap,style=point,symbol=box,symbolsize=4,axes=boxed,
view=[-5..5,-8..4],title="Poincare Abbildung");

MAPLE 5.6.3

>

restart:digits:=20;
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V V V V VvV V V V V VvV VvV

Abbildung 5.15: Poincareschnittifr das Duffingmodell mit den Parametern wie
im zugelorigen MAPLE-Programm.

with(plots):

sys:={diff (x(t),t)=y(t),diff (y(t),t)=-0.25*y(t)+x(t)-x(t) *x(t)*x(t)+0.3*cos(z(t)
diff(z(t),t)=1,x(0.)=0.0,y(0.)=1.0,z(0.)=0.3};

fen:={x(t),y(t),z(t)};

sol:=dsolve(sys,fcn,type=numeric,method=rkf45) ;

odeplot(sol, [y(t),x(t)],0..200,numpoints=2000, axes=boxed, color=red);

5.7 Ubungen

e Sattelpunkt- und Heugabel-Bifurkation

a) Finde die Fixpunkte der folgenden DGL und untersuche deren Stabi-
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5.7 UBUNGEN
litat:
i=A—12> NeER.
b) Finde die Fixpunkte der folgenden DGL und untersuche deren Stabi-
litat:
=\ —2> NeR.

¢ Duffing-Oszillator
Die Dynamik des Duffing-Oszillators sei gegeben durch

E(t) +ri(t) = x(t) — 2(t)* + acos(wt)
a) Uberfiihre die Differentialgleichung 2. Ordnung in ein System von

Differentialgleichungen 1. Ordnung.

b) Berechne die Eigenwerte der Stakilgmatrix
A =Vi(x,1)

c) Unter welchen Bedingungen ist die Dynamik lokal stabil bzw. insta-
bil?

e Diskrete Dynamik

1. Die Verhulst-Dynamik beschreibt die Entwicklung einer Population
mit einem Limitierungsmechanismus (sie kann nicht beliebig grol3
werden)

Ccli_f =rz(l—bx) mit rb>0

a) Diskretisiere die Verhulst-Dynamik mit dem Euler-Verfahren mit

SchrittweiteAt.
b) Finde die Fixpunkte der diskreten Dynamik und untersuche sie

auf Stabiliat.

2. Logistische Abbildung
Die logistische Abbildung sei gegeben durch

Tpi1 = f(x,) =4re,(1—2,) mit r>0
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a) Finde die Fixpunkte und untersuche sie auf Staibilit

b) Seig(z) = f(f(x)) die erste Iterierte. Finde deren Fixpunkte und
untersuche sie auf Stabdit
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Kapitel 6

Vielteilchensysteme

6.1 Mechanik starrer Korper

Um den Bewegungszustand eines Massepunktes zu beschreiben, brauchen wir
die drei Raumkoordinatefx, y, z) und die drei Impulskomponentép,,, p,, p. ).
Wenn es keine Einscnkungen des Ortes oder der Bewegung gibtrien al-

le sechs Koordinaten unahhgig voneinander festgelegt werden. Ein Massepunkt
besitzt sechs Freiheitsgrade. Ein System/dd®ilchen, die sich unald@mgig von-
einander bewegendkinen, hat danf/N Freiheitsgrade. Jedwede Art von Zwang
oder Einschiinkung in der Freiheit des Systeni$ift zu einer Reduktion der Frei-
heitsgrade. Jede holonome Zwangsbedingung reduziert die Zahl de &mgéddn
Koordinaten um eins, d.h\,= 3N -7, wobeiZ die Zahl der holonomen Zwangs-
bedingungen ist.

Einen starren Krper kKbnnen wir als Ansammlung von Massenpunkieuffas-
sen, deren Massen; sind und deren Koordinataen in einem "korperfesten Ko-
ordinatensystems fest (zeitunabngig) sind

’I’i — I'j‘ = rij fur a"e Z7j = 1, ,N (61)

wobei die Relativabginder;; zeitlich nicht veanderlich sind. Es ist zu beachten,
dass wir hier zwar von Koordinatanreden, diese aber nicht notwendigerweise
kartesische sein iissen, sondern im Allgemeinen verallgemeinerte Koordinaten
sind.

Oft hat man es auch mit eineaumlich kontinuierlichen Massenverteilupgr)
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Y

Abbildung 6.1: Relative Koordinate zwischen zwei Massaind j

(Dichte) zu tun. In diesem Fall gehen dann die Sumieer: in entsprechende
Integraletiber. So bei der Gesamtmaskle

M = Zmi = /p(r)dr (6.2)

und dem Schwerpunkt

R = me- = %/rp(r)dr : (6.3)

Zur Beschreibung der Lage eines starrairers braucht man genau sechs ver-
allgemeinerte Koordinaten. Dieknen z.B. drei kartesische Koordinaten zur Lo-
kalisierung eines beliebigerokperfesten Punktas; und drei Winkel zur Kenn-
zeichnung der Orientierung de®Koers beiglichrg sein. Ein starrer Krper be-

sitzt also sechs Freiheitsgrade der Bewegung: drei Freiheitsgrade der Translation
und drei Freiheitsgrade der Rotation.
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6.1.1 Raumfestes und &rperfestes Bezugssystem

Wir wollen annehmen, dass sich der star@per um einen festen Punkt dreht,

und dass dieser Ursprung des raumfesten wie auch @peHesten Koordina-
tensystems ist. Dieser Punkt kann beispielsweise der Schwerpunkt sein, der auch
nicht notwendig mit einem der Massenpunkte zusamaiignfnd auch nicht in-
nerhalb des Krpers liegen muss. Einen i festgehaltenen, ansonsten frei be-
weglichen starren &rper bezeichnet man als Kreisel.

z4S

w>

Y

Abbildung 6.2: Koordinatensystemaif den starren Brper. Das raumfeste und
das lorperfeste Koordinatensystem haben i.A. nicht den selben
Ursprung. Gezeigt ist hier der Fall, dass dagderfeste Koordi-
natensystem seinen Ursprung im Schwerpunkt diep&rs und
das raumfeste Koordinatensystem einen anderen Ursprung hat.
Die Beziehung zwischen den beiden Systemen wird unter ande-
rem durch den Schwerpunktvektarhergestellt.

Die Transformation zwischen raum- undrperfestem Koordinatensystem ist da-
mit eine orthogonale Transformatiot(t), mit A - A" = 1, die die Verkippung
der Systemé undS beschreibt
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ri(t) =A(t) @ — r(qt)=Al)-q . (6.4)

T
\r %@y 7
/o

Abbildung 6.3: Rotation eines Vektors und dessen Bezug zu den beiden Koor-
dinatensystemen.

Hieraus ergibt sich die Bewegung durch die zeitliche Ableitung

t(q,t) = A(t) - q (6.5)
mit
Ay =Q(t)- A (6.6)
Dabei ist
0 —w, wy
Q= W, 0 —ws . (6.7)
—Wy Wy 0

Q beschreibt eine Drehung mit Winkelgeschwindigkeit /w? + w2 + w2 um
eine Achsgw; /w, ws /w, w3 /w). Damit wird Gl. (6.5) zu
t(q,t) =Q(t) - Alt) g =Q(t) -r(a,t) . (6.8)

Satz 6.1.1 Eulersches TheorenAuch die orthogonale Transformatioh= A(®)
lasst sich durch einen Vekt@ beschreiben, wobgi®, /P, $, /P, &3/P) eine
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Drehachse definiert un@é = /®? + ®3 + ®% einen Drehwinkel. Gelauchlich
istauch eine Parametrisierung durch Eulerwinkeb undi: A(®) = A(0,0,v)-
A(07 07 0) : A(Oa O’ qb)

Abbildung 6.4: Zur Definition der Eulerwinkel.

Die Drehung vonsS relativ zuS kann also durch die drei Eulerwinkel 8 und
angegeben werden, die durch die folgenden drei aufeinanderfolgenden Drehungen
definiert sind. Diery-Ebene vonS schneidet die:j-Ebene vonS entlang einer
Geraden, die als Knotenlinie bezeichnet wird. Die erste Drehung ist eine Drehung
um die z-Achse um den Winkel, so dass die x-Achse mit der Knotenlinie zur
Deckung gebracht wird. Die zweite Drehung ist eine Drehung um die Knotenlinie
um den Winkeb, so dass die z-Achse mit dérAchse zur Deckung kommt. Bei

der dritten Drehung um dié-Achse um den Winkel) wird schlief3lich diez-

Achse von der Knotenlinie bis zurAchse gedreht.

Beispiel 6.1.1

cos(¢p) —sin(p) 0
R, = sin(¢) cos(¢) O (6.9)
0 0 1
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1 0 0
Ry, = | 0 cos(d) —sin(0) (6.10)
| 0 sin(0) cos(0)
[ cos(¥) sin(y) 0
R, = | —sin(¢) cos(¢) 0 (6.11)
0 0 1

Um zu zeigen, dass es auf die Reihenfolge ankommt, multiplizieren wir zwei
Matrizen, z.B.R, = D, - D,, vertauschen die Reihenfolde, = D, - D, und
berechnen die Differenz = R, — R,.

MAPLE 6.1.1

> restart; with(LinearAlgebra):

> Rl:=matrix([[cos(phi),-sin(phi),0], [sin(phi),cos(phi),0],[0,0,11]1);

> R2:=matrix([[1,0,0],[0,cos(theta),-sin(theta)], [0,sin(theta),cos(theta)]]);
> R3:=matrix([[cos(psi),sin(psi),0], [-sin(psi),cos(psi),0],[0,0,1]1]1);

> ETrafo:= evalm(R3 &* ( R2 &* R1)):

A\

ETrafo:= simplify(ETrafo) ;

Als Resultat erhalten wir die komplette Eulertransformation

cos () cos (¢) + sin (1) cos (0) sin (¢) — cos () sin (¢) + sin (¢) cos (0) cos (¢) — sin (¢) sin (6)
— sin () cos (¢) + cos () cos (0) sin (¢) sin (v) sin (¢) + cos () cos (0) cos (¢) — cos (v) sin (0)
sin (0) sin (¢) sin (0) cos (@) cos (0)

(6.12)
Wir wollen nun sehen, wie die Einheitsvektoren, e, , e.) mittels der Eulertrans-
formation gedreht werden.

MAPLE 6.1.2
Fortsetzung:

> phi:=Pi/2;theta:=Pi/4;psi:=Pi/6;
> ET:=matrix(3,3):
> for i from 1 to 3
do for j from 1 to 3 do
ET[i,j]:=evalf (ETrafol[i,jl):
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od:

od:

print (ET);
> EINV := evalm(ET"(-1));
> ex := vector([1,0,0]);
> ey :=vector([0,1,0]);
> ez := vector([0,0,1]);
> nx := evalm(ex &* EINV);
> ny := evalm(ey &* EINV);
> nz := evalm(ez &* EINV);
> spacecurve ({ [nx[1]*t,nx[2] *t,nx [3]*t,t=0..1],

[ny [1]*t,ny [2] *t,ny [3] *t,t=0..1],
[nz[1]*t,nz[2]*t,nz[3]*t,t=0..1]%},
axes=NORMAL,style=line,thickness=2,color=red,style=line,
labels=[’x’,’y’,’z’]);

Abbildung 6.5: Eulerwinkel dargestellt durch das MAPLE-Programm

6.1.2 Kinetische Energie des starren Krpers

SeiR = (R,, R, R.) ein fester PunkO des starren Krpers. Die Orientierung,
die durch die oben definierten Eulerwinkel beschrieben wirdptigen wir im
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Euler arbeitete auf den Gebieten der rei-
nen und angewandten Mathematik, der Phy-
sik und Astronomie. Er stellte u.a. dje
nach ihm benannten Gleichungeiir fdie
FlUussigkeitssttmung und iir die Krei-

Abbildung 6.6: selbewegung auf,Ufirte den Begriff des
Leonhard Euler Tragheitsmoments und der freien Drehachse
(15.4. 1707 - 18.9.1783) ein.

Moment nicht. SeP ein weiterer Punkt des starrerdokpers, dann gilt

R=P+q |, (6.13)

wobei q der Vektor vonO nachP ist. Wir betrachten nun die Bewegung des
PunktesP im Zeitintervall dt. In diesem Zeitintervall dreht sich der Punkt um
eine Achser um einen Winkello

dr = dpia xr . (6.14)

Mit der Winkelgeschwindigkeit folgt

do
— h 6.15
w=_n (6.15)
und daraus
d
d—; —wxr . (6.16)

Im betrachteten Intervall bewegt si¢heine DistanR

dR
— =V . 6.17
o (6.17)
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Rotationsachse

Abbildung 6.7: Rotation

Im Inertialsystem gilt dann

v=V+wxr

Fur die kinetische Energie gilt nun

1
T = §m(V+w><r)2

— %m(VQ +2V(w X 1) + (w x 1)?)

Wir formen weiter um

mV(w xr) =mr(V X w)

Sei¢ der Winkel zwischemr undw, dann

(wx1)? =wh?sin?¢ = wr? — (w-r)?

1 1
T=-mV>+mr(V xw)+ §m(w2r2 —(w-r)?)

2

Summieren wir nurilber alle Teilchen des starrerbkpers, dann folgt mit den

(6.18)

(6.19)

(6.20)

(6.21)

(6.22)

(6.23)

Definitionen fir die Gesamtmasse und den Schwerpunkt (vgl. Gl. (6.2))

1
T=-

1
2MV2 + MR(V x w) + Z §mi(w2f,»§ —(w-1;)%)

(6.24)
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Wahlen wir also den Schwerpunkt des starr@irpérs als Referenzpunkt, dann
folgt

1
2

1
T=-MV?+ Z imi(uﬂrf —(w-r)?) . (6.25)

b)

Abbildung 6.8: Physikalisches Pendel mit verschiedenénplerfesten Koordi-
natensystemen.

Beispiel 6.1.2

Im Folgenden beziehen wir uns auf das physikalische Pendel, wie es in Figur 6.8
dargestellt ist.

Nehmen wir an, dass die Situatiahfur das raumfeste bzwokperfeste Koordi-
natensystem vorliegt. Dann gilt

Wy =wy =0, w, =0

1 .
T =—-16°
2

Nehmen wir nun an, dass die Situatibh fur das raumfeste, bzwokperfeste
Koordinatensystem vorliegt. Dann gilt

Wy =2y =0, w, =10
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UOy:UOZ:()aUOm:le

1 ) 1 .
T = -M?F?6? + =16
2 2

<>

0

/ o Schyverpunkt

A
X

M

Abbildung 6.9: Physikalisches Pendel befestigt an einer Verbindungsachse.

Beispiel 6.1.3

Das physikalische Pendel sei nun an einer Verbindungsachse (siehe Figure 6.9)
aufgehangen. Wir&nnen mit Hilfe der verallgemeinerten Koordinat@émoind ¢

diesen Fall behandeln. Mit

wx:wyzoawz:¢

und
Vg = T’é
sowie
Vg = 16 sin(¢p —0) , vo, = 6 cos(¢p — 0)
folgt

1 . 1 . ..
T = SMr*0* + 5i.¢" + Mrfo[z cos(¢ — 0) — gsin(¢ — )]

-~
Fy+Fy

6.1.3 Eulersche Bewegungsgleichungen

Ausgangspunktifr die Herleitung der Bewegungsgleichungeém flen starren
Korper ist der Drehimpulssatz 2.1.3 in GegenvéaufRerer Kafte F¢*
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L:Zrixmii‘i L:Zrixmii‘i:Zrifoxt:D . (6.26)

Dabei ist

D=3 nx B [ xla) x tr(@)i’y (6.27)

das Drehmoment unf{r) die Kraftdichte (vgl. Gl. (2.79)).

Beispiel 6.1.4

Betrachten wir eine Hantel mit zwei Massen, die fest verbunden im Abstand
[ liegen. Zwei entgegengesetzte gleichéike —F, F, die an den Massepunk-
tenmy, my angreifen (Kéftepaar), bewirken ein vom Bezugspunkt ureatgiges
Drehmoment

D=1xF

Fur ein Teilchen, auf das eine Kraft wirkt, ist das Drehmomentaalgig vom
Bezugspunkt. Die an einen starrerrger angreifenden kfte kbnnen immer
durch eine an einen beliebigen Punkt angreifende Gesamtkraft undadie paar
ersetzt werden. Die einen bewirken Translation, die anderen Rotation.

Mathematischer Einschub 6.1.1

Im Folgenden beitigen wir den Begriff des Tensors.

SeienU, V, W euklidische Vekto@ume (das Skalarprodukt sei mitezeichnet).
Eine Bilinearform ist eine Abbildung mit den folgenden Eigenschaften:

B:UxV =W

() furallexr,y e U, veV, ae R:
B(o(x +y),v) = aB(z,v) + aB(y,v)
(i) furalleu e U, z,y eV, a € R

B(u,a(z +1vy)) = aB(u,z) + aB(u,y)
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SeienA und B Bilinearformen, dann ist auch + B eine. Wir konstruieren nun
eine Verkripfung zwischen Elementen alisund V" sowie eine Abbildung

Abb: UxV =T
wobeiT ein Vektorraum der Dimension
dim7T =dim U -dim V

ist. Insbesondere, fall§,V = IR", danndim 7' = n?. Wir spezialisieren zu
U =V und sei{ey,...,e,} ein Orthonormalsystem.

- Die Menge der Bilinearformen bildet einen Vektorraum mit der Dimension

n2.

- Jeder Bilinearformy ist eine lineare Abbildung zugeordnet

(a®b)(.,x) reV

Definition 6.1.1 Tensork-ter Stufe
Ein Tensork-ter Stufe ist einé-lineare FormiuberV,

(a1 ® ag... ®@ ag)(xy, .., xx) = (a121)(a922)...(axTE), a,...,ap €V
sowie
€ip.ip =€ Q... Q€.

Die e;,.;, bilden eine Basis des*-dimensionalen Vektorraumes der Tensoren
k-ter Stufe.

Wir machen die Beobachtung, dass ein Vektor definiert werden kann als ein Ob-
jekt, das eine invariante lineare Funktion der Richtung ist. D.h., unter einer Rota-
tion transformiert ein Vektor wie

Kz/ = Z Kjaij
J
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Ein Tensor ist in analoger Weise (Tensor vom Rahgine invariant multiline-

are Funktion vork Richtungen Damit ist ein Skalar ein Tensor vom Rang 0, ein
Vektor ein Tensor vom Rang 1.

Fur das Skalarprodukt gilt

(x-y) = Z 05Ty,
ij

Das heil3t: Das Kronecker-Symbol ist ein Tensor: Kronecker-Tensor
Analog: Was passiert mit dem Vektorprodukt?

XXy = (Z2ys — z3y2)er + (T3y1 — T1y3)es

+(z1y2 — Tay1) €3

Alternierender Tensadritter Stufe
Seie, j;, wie folgt erkiart:

0, wenn je zwei Indizes gleich sind
Eijk = 1, wenn ¢, 7, k eine gerade Permutation ist
-1, wenn ¢, j, k eine ungerade Permutation ist
Dann gilt
e; X €, = Zszjkek
k
Permutationen

1 2 3 4
Beispiel : r=
2 3 41

ist Abkurzung firo(1) = 2, o(2) = 3 etc.
Seieno, 7 Permutationen: heif3t Transposition , wenn sie zwei Zahlen aoigcht
und die anderen invariardgst.

1 2 3 4
Beispiel : =
eispie 5l (2 | 3 4)

Dann folgt
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1 2 3 4
T 0 =
1 3 41
1 2 4
Sei Ty = 3
1 3 2 4

Das tensorielle Produkt ® y, z,y € V ist definiert als:

(a®b)(x,y) :=(a-z)(b-y) furallex,y e V
Es gilt
a@(b+c) = a®b+a®c
(a+b)®c = a®c+b®ec
a® (ab) = (aa)®@b=ala®b)

a®b=0 = a=0 oder b=0

Wir missen beachten, dasso b # b ® a.
Angenommen, wir \thlen fir V' die Basis{ey,...,e,}. Danniste;; := e, ® ¢;
eine Basisiir die Menge der Bilinearformen, da

Alz,y) = A(Zaiei,ijej)
Sy
= ;iaibj/l(ei,ej)
- Ziaibinj (Aij = Ales, €5))
_ ZZ” e;y) A (ZAUeZ@e])(:U )

Fur den Einheitstensor finden wir

i i
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Zur Herleitung der Bewegungsgleichungen &iggen wir den Zusammenhang
zwischen dem Drehimpulk und der Winkelgeschwindigkeit, wobei wir den
verallgemeinerten Impuls ( vgl. 3.25) verwendé&mhen:

oL oT
- Ow,, - Ow,, ’
da die potentielle Energie nicht van abrangt. Im vorangegangenen Abschnitt
haben wir bereits die kinetische Energie abgeleitet, die wir nun unter den obigen
Gesichtspunkten noch einmal beleuchten.
Mit Gl. (6.8) ergibt sich

La (6.29)

T

%Z m; y(t) - 15(t) = % Z m;r;(t) 'QT(t) -Q(t) - ri(t) . (6.30)

Mit der Umformung vorf2 als Tensorprodukt

wg + wg —WeWy  —WelWy
TO — 2 2 L2
Q0 = —WWy Wi Wl —WwyWw; =lwfl-ww (6.31)
2 2
—WalW,  —WyWw, Wi+ Wy

mit w = (w,, w,,w,) erhalten wir @ir die kinetische Energie

T=tot)- Y mi(r2l-ri@n) o) = o(t) [(1)-w(t) , (632

i

mit dem Tiagheitstensor

N

1= Zmi <r?l —r; ® ri> (6.33)

im ortsfesten System. Damit ergibt GlI. (6.29)

L(t) = I(t) - w(t) . (6.34)

Das Problem ist hier die Berechnung des zeigadgfigen Tagheitstensors.
Im korperfesten Systei ist der Tégheitstensor

I=AN6)-1(t)-At) =Y m (q?l—qz@qi) = /p(Q) (qu—q® q) d’q
4 (6.35)

)
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Wir sehen, dass der dagheitstensor imdrperfesten System konstant istalwend
der Tragheitstensor im raumfesten System von der Zeiagh
Mit 1(t) = A(t) - I - Af(t) und GI. (6.26) erhilt man

L(t)- @) + Q) - 1(t) - w(t) + L(1) - 21(t) -w(t) =D(r) .  (6.36)
Wegen
0 —w, wy Qg
Q-a= W, 0 —wy || ap | =wxa (6.37)
—Wy Wy 0 a,

fallt der dritte Term in Gl. (6.36) weg und

I(t) - w(t) +w(t) x L(t) = D(t) : (6.38)

Die Eulerschen Bewegungsgleichungenadrman durch Transformation dieser
Gleichung in das &érperfeste Syster. Mit w = A - & ist

Ww=0-A-04+A0=0 w+AD=Ab (6.39)

und mit Gl. (6.35) und Gl. (6.36) eéft man die Eulersche Gleichung

1-6(t) +o(t) <i~d)(t)> —D(t) (6.40)
mit dem DrehmomenrD () = Af(¢) - D(t) im korperfesten System.
Zu bemerken ist, dass derafheitstensof reell und symmetrisch ist. Die Ei-
genwerte (Hauptéigheitsmomentel;, 7, und I3 sind damit reell und die Eigen-
vektoren orthogonal. Dakperfeste Koordinatensystem sei nun so @ity dass
die Achsen mit den Eigenvektoren zusammenfallen. Damitdsagonal, und die
Eulerschen Gleichungen reduzieren sich zu

Lt apn@sl,iy = Lba—1 Y eapn (15—17)@5@ —D. . (6.41)
By By
Dabei iste, g = €340 = —€ayp = - Mite o3 = 1 --- das Levy-Civita-

Symbol (vollséindig antisymmetrischer Einheitstensor dritter Stufe).
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Wir bemerken, dasdif symmetrische Krper nur die Hauptégheitsmomente be-
stehen bleiben, d.h., der&gheitstensor hat Diagonalgestalt. In diesem Fall be-
rechnen sich die Bigheitsmomente bzgl. der drei Hauptachsen wie folgt

L = /(y2 + 2%)p(r)dr (6.42)
I, = /(w2 + 2%)p(r)dr (6.43)
I = / (z® +yH)p(r)dr . (6.44)

Beispiel 6.1.5

Am Beispiel eines rotationssymmetrischeoriders wollen wir den Tagheitstensor
betrachten (siehe Figure 6.10). Hierzu konstruieren wir uns ein MAPLE-Programm,
das uns die Formelif solche Korper berechnet. Vorgestellt wird hier der erste
Schritt dazu. Wir nehmen an, dass desrger um eine Achse rotationssymme-
trisch ist und beschreiben dies durch eine Profilfunkfieafil. Die Verteilung

der Masse wird durch eine Funktidichte beschrieben, die von den Koordina-
tenx undy abrhangt. Der Einfachheit wegen sei das Integrationsintervalbaut
beschéankt.

Anwenden wollen wir das Programm auf die Rotation eines homogenen Zylin-
ders.

MAPLE 6.1.3
> TM := proc(profil, dichte)

> local scheibe, m,moment,x,y;

> scheibe := 2#Pixint(dichte(x,y)*y~3, y=0..profil(x));
> moment = int(scheibe, x=0..1);

> scheibe := 2*Pixint(dichte(x,y)*y, y=0..profil(x));

> m := int(scheibe, x=0..1);

> moment := normal (moment / m) * ’M’;

> moment := simplify(moment);

> end proc;

>TM(x -> r,(x,y) —-> rho);

Als Resultat erhalten wir (mit der Mas3gé)
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I=-Mr? . (6.45)

\4

Abbildung 6.10: Zylinder

Beispiel 6.1.6
Als eine weiteres Beispiel betrachten wir die Kugel mit homogener Massenvertei-
lung

(=4 P "=
PRE = 0 r>R

Wir benutzen Zylinderkoordinatem, ¢, z)

I = p[ridr

Kugel

r? =% + 92

Die Kugelffache ist durch 22 + y* + 22 = ? | r? + 2* = a? gegeben. Damit
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27 pa Va2—2z2
1 = p/ / / r3d¢ dz dr
0 —a JO0

a 1 Va2—2’2 T a
= 27rp/ [Z#} dz = §p/ (a® — 2%)%dz

—a 0 —a
8
- Gesamtmasse = ~7a?
wa p15 esantmasse 37TCL P
2
= ) — — \/Z 2
1 5 a

Fur Systeme vorV-Teilchen betrachtet marafig den Tagheitsradius

Rz - L > (ri—R)? (6.46)

mit dem SchwerpunkR.. Hiermit wird die mittlere quadratische Ausdehnung vom
Schwerpunkt gemessen und gibt damit ein Miafdie Ausdehnung des Systems.
Diesem gegeinbergestellt ist der End-zu-End-AbstaRd, der die weiteste Aus-
dehnung des Systems misst

R. = max|r; — r}] ,j=1,..,N . (6.47)
ij

6.1.4 Der kraftefreie unsymmetrische Kreisel

In diesem Beispiel wird ein starrerd{per untersucht, dessen Hau@tfiheitsmomente
alle verschieden sind; # I, # I5. Als Kreisel bezeichnet man eine Situation,
in der die Rotationsachse (inbkperfesten System) in derde einer der Haupt-
tragheitsachsen ist, also z.B.

|ws| > ||, [l

Kraftefrei bedeuteM = 0. Mit GI. (6.41):

[3053 = (11 - ]2> Wi wy ~ 0 w3 =w . (6.48)

Fur die beiden anderen Komponentenatiman Gleichungen, die linear iy,
bzw. w, sind:
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Iy = w{fg _ 13}@2 by = —w{ll _ Jg}wl . (6.49)

Als Losung erhalten wir
w1 (t) = asin(@t + @) Wy (t) = beos(Wt + @) (6.50)

o (L —I3)(Iy—1I3) _, I1(Ii—13)
w = Il [2 w b: W_Iﬁ)a . (651)

Fur Is > I,, I, oder I3 < I, I, ist @? > 0 und damit istv reell. Die Bewegung
ist stabil in dem Sinn, dass sich die momentane Drehachse

— —

w W

auf einem Kegel um dié-Achse bewegt (Rizession).

Abbildung 6.11: Regulire Pazession der Symmetrieachse und der Rotations-
achse beim Kiftefreien symmetrischen Kreisel.

Die Erde ist aufgrund ihrer Rotation an den Polen etwas abgeflacht, und die Haupt-
tragheitsachsen sind etwas verschiedgn= I, und(/;—13)/I; ~ 0.0033. Damit

ist die Periode der Reession etwa 300 Tage. Die Amplitude dieser Bewegung
ist sehr klein, sie entspricht etwa 5m, und andek@8tgen sind vorahnlicher
Grol3e.

FurI, > I3 > I, oderl; < I3 < I, ist&? = —4% < 0 und der losungsansatz ist
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o) =ae +ad e o(t) = bet + b e : (6.53)

Damit ist die Bewegung instabil, die momentane Drehachse entfernt sich von der
z-Achse, und die Bedingung > @, w, ist nicht mehr @ir alle Zeiten eillt.

6.1.5 Schwerer symmetrischer Kreisel

Auf den Kreisel wirke ein Drehmoment

D = —-mgaé, x e, , (6.54)

wobeié, bzw.e, Einheitsvektoren irt- bzw. z-Richtung sind. Damit isD, =0,
und mit GI. (6.41) folgt &ir den symmetrischen Kreisel (it = I,) &; = 0 und

w3 = .

Wir betrachten ein Koordinatensystefn so das$, = €, und e, in der voné,
unde, aufgespannten Ebene liegt.

Die Vektorene . sind Einheitsvektoren in den Richtungen der jeweiligen Koordi-
natenachsen. Die WinkelgeschwindigkeiterSikonnen durcho, § und ¢ ausge-
driickt werden:

W =) 4 cos(0)¢ @, = sin(0)¢ o, =0 . (6.55)

Damit erlalt man die Lagrangefunktion

L=1I (w -+ COS(9)¢>2 + %[1(8111(9)%2 + 92) — My cos(0) (6.56)

mit M, = mga. L hangt nicht von) und¢ ab, d.h., die zugdrigen kanonischen
Impulse sind erhalten:

U+ cos(0)p = I5cos(0)@ + I sin(0)%¢ = —c I . (6.57)
Dies setzt man in die Lagrangefunktion ein:

I
sin(0)?

. 2
L=106"+ 10"+ 3 (c + %w cos(6)> — My cos(0) . (6.58)
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Die Energie ist

E=L+2V=1L§+1La"+ %sm]ﬁ (c + ﬁ—‘f@cos(@))2 + My cos(6) :

(6.59)
wobei zu beachten ist, dass nur der letzte Term in Gl. (6.58) potentielle Energie
Ist.

Die resultierende Bewegung vérentspricht der eines Teilchens mit Madsen
einem effektiven Potential

1 h
2sin(6)?
Betrachten wir zuachst die Bsung mitd = 0 undé(t) = 6.
Aus Gl. (6.57) folgt

V(6) = My cos(0) + (c + %w Cos(0)>2 : (6.60)

) 1 _
6=~ oy o+ Fieos(@) (6.6

undé ist bestimmt durch

P o Lo o 2\ I cos(f o —\2
V(@) = 0=—M,sin(0) “n(?) (c + Fw cos(@)) m (c + Pw cos(&))
— —{MO — [0 + ih cos(@)qp} sin(6) : (6.62)
Furo > |¢| ist
. B M,
bmwp=T (6.63)

d.h., die Achse des Kreisels rotiert mit der Kreisfrequepzum die z-Achse.
Diese Bewegung nennt man&ession eines Kreisels unter dem Einfluss einer
aulieren Kraft.

Beachte: Die Bewegungsrichtung ist senkrecht zu der der angelegten Kratft.

Fir 0(¢) in der Nahe vord kann man das effektive Potential uhentwickeln und
erhalt harmonische Schwingungen dindie der Pazessionsbeweguritperlagert

sind. Diese Bewegung nennt man Nutation, und sie entspricht der vorher unter-
suchten Razession des kftefreien Kreisels.
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Aufgrund der Abplattung der Pole und der Gravitationskraft der Sonne wirkt auf
die Erde ein Drehmoment. Die daraus resultieren@zé&ssionsbewegung hat ei-

ne Periode von ca. 26 000 Jahren. Die Nutationsbewegung der Erdachse ist ver-
gleichsweise klein und unrege#ilig. Der Pazession des E&ftefreien Kreisels
entspricht eine Nutationsperiode von ca. 300 Tagen, beobachtet wurden Schwan-
kungen mit einer Periode von ca. 400 Tagen. Andere Effekte verursachen eben-
falls Nutationsbewegungen, z.B. die Gravitation des Mondes oder die Tatsache,
dass die Erde kein starreokper ist.

6.2 Kleine Schwingungen

Wie wir gesehen haben, sind Systeme mit mehr als zwei Teilchen typischerweise
nicht integrabel. Br viele Anwendungen in der Physik kann man jedoch davon
ausgehen, dass Ruhelagen existieren, und dass die Auslenkungen der Teilchen
aus den Ruhelagen klein sind. Diéhft zu Systemen gekoppelter harmonischer
Oszillatoren, die wieder ein integrables System sind, wie gezeigt wird. Auf die-
se Weise kann man z.B. Festker bei nicht allzu hoher Temperatur oder auch
Molekulschwingungen gut behandeln. Korrekturen zur harmonisctireiing
kdnnen sbrungstheoretisch untersucht werden, was aber im Rahmen der Vorle-
sung nicht gemacht werden soll.

6.2.1 Linearisierung

Wir betrachtenV Teilchen, also\ = 3N Freiheitsgrade. Die Kifte seien konser-
vativ, also durch zeitunaliimgige Potentiale beschrieben. Die Hamiltonfunktion
ist

Z P V{g) . (6.64)

Dabei sein = 1--- ) und die Massen verschiedener Teilcheiasigsen nicht not-
wendigerweise gleich sein.
Gleichgewichtslagen:

_oH _ 9V({Ha})

aa, 90, =0 (6.65)

q9=q
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Harmonische l[dherung:
Entwicklung umyg,, bis zur zweiten Ordnung. Terme erster Ordnung verschwinden
wegen Gl. (6.65). Miy,, = q,, + u,

o’v({a})

2
D _
H = 1 noay 1 U,
5 mn+ ({a}) + 5 aqnaqmuu

n n,m

2
Ziel: Finde kanonische Transformation so dass

H=> H(P Q)
l

Kanonische Transformation: Diese Transformation ist niétigpwenn alle Mas-
sen gleich sind.

~ Pn ~ z (I)nm
b o (2 VMy U 7 N ( )
H=Vy+1 § :pi +1 § S (6.68)

Die kanonische (orthogonale) Transformati’bmm ist reell und symmetrischp
kann durch eine orthogonale Transformation diagonalisiert werden: Eigenwert-
problem

Z (Apn,m Mom = Al Min . (669)

Es gelten Orthogonadits- und Vollsdndigkeitsrelationen:

Z Nk = 5k,l Z Mantm = 5n,m (670)
n l

"Normalkoordinaten”

PZ - Z nl,nﬁn Ql - Z nl,n@n (671)
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H=Vo+ 33 {PP+NQH} =Vo+ Y H(R.Q) (672
l l

Wegen {Q, @1} = {Px, B} = 0 und {Qx, P,} = 6, gilt {H,H;} =0 und
{Hy, H;} = 0. Damit hat mank ErhaltungsgienH, = E;, das System ist in
harmonischer Bherung integrabel.

Kanonische Bewegungsgleichungen:

Q =P P =—-\Q (6.73)

Al:wl2>0:

Qi(t) = aysin(wit + @) Py(t) = ayw; cos(wit + ¢y) (6.74)

Die Amplitudea; und die Phase, sind Integrationskonstanten, die aus den An-
fangsbedingungen bestimmt werden.

1
w(t) = q,+ M ey sin(wit + @)
i 2
pa(t) = /my Z M naiwy cos(wit + @) (6.75)
!
AN =0
P(t) = F(0) Qi(t) = Qi(0) + P (0) ¢ (6.76)
AN =—7 <0
Qi(t) = qe™ + b " Pi(t) = ayye™ — byye (6.77)

Fur A; < 0 wachsen die Auslenkungen beliebig an. Das System ist instabil, oder
die harmonische Bherung istifir grossere Auslenkungen nicht melirg.

Beispiel 6.2.1
Zweiatomiges Molekil:

V=V(a - a) Vi{a)=0 (6.78)
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Gleichgewichtslage, z.B.:

Mit
oV (r) =z,
ey 2 — —_— /
" ;xa 0%y r (r)
*V(r)  xaxs, 0o Talp ).,
0,013 o2 Vi) + v 3 Vi)
und V”(a) = ®
w000 g 000
0 0 0 0 0 0
b O 00 0 00
= 2_ 90 0 2 0 0
mi1msa ma
0 0 O 0 0 O
0 0 O 0 0 O
Eigenwertgleichung:
N P
HQ—AH:O A=A =0 mit m=_1"2
= m my + Mo
Eigenwerte:A; = 2, Ay =--- = Ag = 0.
Eigenvektoren: MitM = mq + msy
Schwingungen mit Frequenz = \/%
\/@ 1
M mi
0 0
0 0
m = T u; = \/E 1
Vit i
0 0
0 0

(6.79)

(6.80)

(6.81)

(6.82)

(6.83)

(6.84)
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Translationen:A =0

m1 1
i Vit 0 0 0
o o 7| | & 0
0 0 0 0 L
772: 3 u2: 1 773: 0 u3: O 774: O U4:
M VM
0 0 = T 0
0 0 0 0 =
(6.85)

Rotationen umy- bzw. z-Achse: A = 0

Beispiel 6.2.2

Das(CO, Molekl

Als Beispiel eines drei-atomigen Molals betrachten witC’O,. Die Masse der
Sauerstoffatoms isthy, = m,. = 16 und die des Kohlenstoffatomap = 12.

%‘»—' (en] O%‘H o O

T a,2g,rc Seien die Orte der Atome. Die Wechselwirkung zwischen den Atomen

werde durch ein Morse-Potential beschrieben

Vap(r) = dap(e 2aap(r —bap) —2¢ aap(r — bap) (6.86)
VBC<T) = d30(6_2a30(7” — bBC) — 26_CLBC(7“ — bBC) (687)

mit dem Gesamtpotential

V(T) = VAB(T) +VBc(T) s (688)

wobeid 5, dgc die Potentialtiefe unél, z, b die Position der gebundenen Ato-
me beschreiben und, s, apc die Reichweite steuern. Hieraklen wir

dAB = dBC = 7.65¢V (689)
bap =bpe = 1.1624 (6.90)
aAap = apc = 2.52471 (691)

Wir definieren zuachst die Funktionen und verschaffen uns eidbeerblickiiber
die funktionale Form des Potentials durch verschiedene Plots.
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MAPLE 6.2.1

> restart; with(plots):

> VAB := rAB -> dAB*(exp(-(2.0*aAB*(rAB-bAB))) -2.0*exp(-(aAB*(rAB-bAB))));
> VBC := rBC -> dBC*(exp(-(2.0%aBC*(rBC-bBC))) -2.0%exp (- (aBC*(rBC-bBC))));
> dAB := 7.65; dBC := 7.65;

> bAB := 1.162; bBC := 1.162;

> aAB := 2.5; aBC := 2.5;

> V := (rAB,rBC) -> VAB(rAB) + VBC(rBC);

Als erstes schauen wir uns einen Schnitt des Potentials, d.h. bei dem ein Parameter
festgehalten wird, an.

MAPLE 6.2.2
>a :=0.8: b:= 3;
> plot (V(rAB,2.5) , rAB=a..b);

84 Morse-Potential fiir das CO,-Molekl

Abbildung 6.12: Morse-Potentialiir das CQ-Molekil

In einer drei-dimensionalen Darstellung gewinnt man einen guten Eindruck der
Zusammenénge.

MAPLE 6.2.3
> c:=0.9: d:=3.0;
> contourplot3d(V(rAB,rBC),rAB=c..d,rBC=c..d,filled=true,axes=boxed,

contours=20,orientation=[15,55]);
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Abbildung 6.13: Morse-Potentialiir das CQ-Molekill

Beispiel 6.2.3

Lineare einatomige Kette:

Lineare einatomige Kette mitachster Nachbar-Wechselwirkung. Es werden nur
longitudinale Auslenkungen betrachtet. Gitterkonstante, .1 —¢q,, = a+u,,1—

Un,

H = ﬁ Zpi_‘_z V<a+un+1_un VE)_*— an+ (DZ (un-l—l un)
! ! (6.92)

Periodische RandbedingungeN Gitterplatze) uy,; = w;. Losungsansataif
Eigenvektor: Ebene Welle

- ) 2T
Men = \/—% e'kna mit k= N , (6.93)
wobei/ ganzzahlig und-% < ¢ < L ist.
Modifizierte Orthogonaldtsrelationenif, ,, komplex!)
D Uil = O (6.94)
> enlliw = Onw (6.95)
k
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Normalkoordinaten

Po =3 Dkllkn =Y Pilin Uy =3 Wy = > _uing, (6.96)
k k k k

T > A [
= Zk:{ﬁpzpﬁ%wiuzuk} (6.97)
mit k
=22 [sin(3ka)| (6.98)

6.3 Uberpriifen Sie Ihr Wissen

e Wie viele Freiheitsgrade hat ein starredriger?

e Haben alle Teile eines rotierenden Rades die gleiche Winkelbeschleuni-
gung?

e Hangt das Tagheitsmoment einesd{pers von der Lage der Rotationsachse
ab?

e Was ist die ebene Bewegung eines starrénpérs?

e Welche Bewegung eines starrerorigers kann man als Bewegung eines
Massenpunkts mit der Masse de8riers betrachten?

¢ In welchem Zusammenhang stehen di@gfreitsmomente einesokpers
beziglich zwei paralleler Achsen?

6.4 Ubungen

Physikalisches Pendel
Betrachte einen homogenen Stab der Massend Lange L (Stabdicke
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d < L). Der Abstand s vom Mittelpunkt im homogenen Schwerefeld sei
drehbar aufgedngt. Die Drehachse sei senkrecht zum Stab (siehe Abb.).

a) Bestimme die Frequenz, mit der der Stabkieine Amplituden schwingt.
Welche LlangeL, musste ein mathematisches Pendel haben, damit es
mit derselben Frequenz schwingeinde?

b) Welchen Abstand = s, muss man ihlen, damit eine kleindnderung

dieses Abstandes einerdglichst geringen Einfluss auf die Frequenz
hat?

c) Gibt es einen Abstand = s, bei dem das Pendel mit derselben Fre-
guenz schwingt, wie wenn es an einem seiner Enden aafggare
(s=L/2)?

Abbildung 6.14: Physikalisches Pendel.

e Tragheitsmomente
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a) Bestimme die Hauptigheitsmomente eines dreiachsigen Ellipsoids
mit den Halbachsean, b, c.

b) Bestimme die kinetische Energie dieses Ellipsoids, das sich um eine
seiner Achsen dreht4(B in der Abb.), wobei diese Achse selbst um
die RichtungC'D rotiert, die senkrecht aufl B steht und durch den
Schwerpunkt des Ellipsoids geht. Der Drehwinkel ah seid, der
um AB sei¢.

Abbildung 6.15: Ellipsoid.

e Abrollende Zylinder
Zwei homogene Zylinder mit den Massemn, m, und den Radiem,
sind mit einem Faden umwickelt. Die Achse des Zylinders 1 ist reibungs-
frei horizontal gelagert. Der Zylinder alfit im Schwerefeld senkrecht nach
unten, wobei sich der Faden von beiden Zylindern abrollt (siehe Abb.).
Berechne die Fadenspannung

a) mit dem Drehimpuls- und Schwerpunktsatz,

b) mit dem Lagrangeformalismus.

e Gekoppelte eindimensionale Systeme
Zwei gleiche eindimensionale Systeme mit der Eigenfrequgemd durch
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x-Richtung

D)

P

Abbildung 6.16: Die Achse des oberen Zylinders sei fest im Raum.

die Wechselwirkung-axy miteinander gekoppelt. Es ist also ein System
mit 2 Freiheitsgraden mit der Lagrangefunktion

los o Whoo oo
L—2(x +7°) 2(90 +y°) + axy

a) Stelle die Bewegungsgleichungen auf.
b) Berechne die Schwingungen des Systems.
c) Welche Frequenzen ergeben sidh ¢ine schwache Kopplung: <

2
wg ?

e Abgeschnittene Potentiale
In Computersimulationen verwendet man oft abstoRBendePotentiale
oder Lennard-Jones-Potentiale

Vis(r) = er™® und  Vis(r) = 4e {(f)m— (5)6}

T T
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Man schneidet diese Potentiale aber bei einem Wettr. ab, einerseits,

um die numerische Berechnung effizient zu machen, andererseits aber auch,
da es in gblReren Systemen immer Abschirmungen gibt und die Reichweli-
te effektiv nur bis zu einer gewissen Grenze geht. Dadurch entsteht eine
Unstetigkeit und eine Undifferenzierbarkeit an der Stelie r..

a) Skizziere die beiden Potentiale.

b) Gebe modifizierte Potentialé-; undV;; an, bei denen es weder Un-
stetigkeiten noch Undifferenzierbarkeiten gibt. Erld die Vorgehens-
weise.

c) Bei welchem Wert muss das Lennard-Jones-Potential abgeschnitten
werden, damit es rein repulsiv ist? Wie muss das so abgeschnittene
Potential verschoben werden, damit es stetig ist? Ist es dann auch dif-
ferenzierbar?

d) Entwickle das ursgpimglicheVz,;(r) um das in c) gefundene Minimum
bis zur zweiten Ordnung.

e Anharmonisches Potential
Ein Teilchen befinde sich in dem Potential

V(r) = acosh(br)

a) Berechne die Taylorreihe des Potentials bis zur 3. Ordnung .
b) Berechne die Bckstellkraft bis zur 2. Ordnung um= 0.

c) Lose die Schwingungsgleichung, wenn nur der lineare Termidieks®ellkraft
bericksichtigt wird.

e Erzwungene Schwingung mit Reibung undaul3erer Kraft
Eine erzwungene Schwingung mit Reibung @uferer Kraft hat als Diffe-
rentialgleichung die Form

i+ 2Mi +wiz = Eeat cosyt
m
Berechne die Bewegungsgleichur@). (Hinweis: Am einfachsteroist sich

die Differentialgleichung in komplexer Form.)
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e Drei-atomiges Molekil
Bestimme die Schwingungsfrequenzen eines dreiatomigen 'dreieckigen’
symmetrischen Moleds ABA (siehe Abbildung). Es wird angenommen,
dass die potentielle Energie des Mdiknur von den AbsindenA — B
und B — A, sowie von dem WinkeHBA = 2« abhangt. Skizziere die zu
den Frequenzen zugétigen Schwingungsmoden.

Abbildung 6.17: Dreiatomiges Moledl
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