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Kapitel 1

Kinematische & mathematische
Grundlagen der
Quantenmechanik

1.1 Einstimmung

Die klassische Mechanik liefert eine deterministische Beschreibung der ,,makroskopischen*
Physik. Ihr liegt das Konzept der Punktteilchentrajektorie zu Grunde. Ausgehend von einer ge-
nauen Kenntnis der Anfangsbedingungen - d.h. der verallgemeinerten Koordinaten (g, p)|i=t, -
erlaubt sie eine vollstdndige Beschreibung der Trajektorie zu allen Zeiten unter Einfluss einer
Kraft.

Die Beschreibung der ,,mikrokopischen® Physik (als solche bezeichnen wir die Physik auf (sub-)
atomaren Skalen) erfordert fundamental neue Konzepte - die der Quantenmechanik.

Fiir die Notwendigkeit einer neuen Theorie sprechen

e experimentelle Fakten, insbesondereﬂ

— die Stabilitdt des Wasserstoffatoms: Die klassische Trajektorie im Newton’schen Sinne
des Elektrons um den Atomkern wiirde kontinuierliche Abstrahlung erzwingen, im
Widerspruch zur Beobachtung.

— der Welle-Teilchen-Dualismus: Zum einen suggeriert der Photoeffekt den korpusku-
laren Charakter des Lichts (Hertz 1887, Einstein 1905; siehe auch Comptonstreung
1925). Zum anderen kann die Beugung von Licht am Gitter nur durch den Wellencha-
rakter des Lichts erklirt werden. Umgekehrt verhilt sich Materie (z.B. Elektronen)
in bestimmten Situation, etwa beim Durchgang durch ein Gitter, wie eine Welle (de
Broglie 1923).

e theoretisch-philosophische Uberlegungen (nach Dirac, Chapter 1):

1Eine konzise Ubersicht iiber einige der wichtigsten Experimente findet sich beispielsweise in Schwabl, Kapitel
1.1.
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— ,Makro“ und ,,Makro* konnen nicht nur relative Konzepte sein. Wére dies der Fall,
so kidme die Erkldrung des ,,Groflen“ durch das ,, Kleine* nie zum Ende. Daraus folgt
unmittelbar, dass die Grofle eines Systems ein absolute Bedeutung haben muss.

— Physik gibt (in erster Linie? nur? insbesondere?) Auskunft iiber Resultate von Mes-
sungen. Eine System ist ,,groff“ im absoluten Sinne wenn die Messung seines Zustands
diesen kaum beeinflusst. Fiir kleine Systeme gibt eine prinzipielle, maximale Auflosung
der Messung. Diese muss von einer Naturkonstanten charakterisiert sein. Es stellt sich
heraus, dass die Konstante das Planck’sche Wirkungsquantum

h=6.67-10"3"Js (1.1)

ist.
— Fiir ,kleine“ Systeme ist zu erwarten, dass diese sich nur dann deterministisch ver-

halten, wenn sie sich selbst iiberlassen sind. Die unvermeidbare Stérung bei einer
Beobachtung/ ,Messung* fithrt zu nicht-deterministischen Elementen.

1.2 Polarisation des Lichts

Als Beispiel fiir das fundamental Neue an der quantenmechanischen Beschreibung betrachten
wir die Theorie des Lichts. Anhand einfacher Polarisationsexperimente werden wir heuristisch-
induktiv die wesentlichen Grundziige der neuen Theorie kennenlernen. Unsere Vorgehensweise
wird vom Versuch geleitet sein, die Resultate dieser Experimente mit dem angesprochenen Teil-
chencharakter des Lichts in Einklang zu bringen. Dies fiihrt uns unweigerlich zu den Begriffen des
Zustands, der Superposition, sowie einer probabilistischen Interpretation der Theorie. Diese Ei-
genschaften werden wir daraufhin in mathematische Form gielen und zu allgemeinen Postulaten
erheben.

1.2.1 Klassische versus quantenmechanische Beschreibung des Lichts

Im klassischen Bild stellt Licht eine transversale, elektromagnetische Welle dar. Betrachten
wir eine transversale Lichtwelle in z- Richtung:

B(7t) = Bo(7, )8, + By(7, 1), = < gyg? 33 ) , (12)
E. =0, (1.3)
E,(7,t) = Re(E,e'**=%)  wobei (1.4)
k= 7777 w=2mv und E, =|E,|e"", sowie (1.5)
B=¢é. xE (1.6)

Hierbei stellt o, eine Phase dar. Die Energiedichte der Welle berechnet sich zu

" L= 312 (=
e(ryt) = o ([E]* +|BI)(7,1). (1.7)
Die Polarisation dieser Welle ist nun {iber das Verhiltnis von £, und E, definiert, z.B.

e I, = 0 & lineare Polarisierung in z-Richtung,
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e E, = E, < lineare Polarisierung in 45°-Richtung,

s

e B, =iFE, & rechts-zirkulare Polarisierung (Phasendifferenz 5 fir £, und Ey)

Quantenmechanisch verhiilt sich Licht in bestimmten Situationen, als bestiinde es aus Teilchen
(= Photonen).

e Als Photon bezeichnet man das minimale Energiequant, welches das Licht transportiert.
Fiir Licht der Frequenz v ist die Energie eines Photons

E=hv="hw, wobei h= E (1.8)
27

e Photonen haben korpuskularen (=Teilchen-)Charakter. Sie sind unzerteilbar, d.h. sie stellen
jene im Argument von Dirac in Kapitel beschriebene kleinste Einheit des Lichts (im
absoluten Sinne) dar.

e Der Teilchencharakter wird experimentell manifest bei kleinsten Intensitéten: Der Detektor
registriert einzelne, diskrete Klicks bei Absorption einzelner Photonen. Insbesondere gilt
der Zusammenhang

Lichtintensitét I o< Anzahl der Photonen. (1.9)
1.2.2 Einfache Polarisationsexperimente
Experiment 1

Betrachte den Durchgang einer Lichtwelle mit allgemeiner Polarisation (E,, Ey) durch einen Po-
larisationsfilter, der nur transversal in z-Richtung polarisiertes Licht durchlésst.

Klassisches Bild

Nach Durchgang durch den Polarisator ist die Welle transversal polarisiert in x-Richtung. Das
Verhéltnis der Intensitdten ergibt sich als

Iout — |E_’out|2 _ |Ew|2
I |Ew]?  |Eu]2+|E,P

(1.10)

Quantenmechanisches Bild

Der Polarisationsfilter lésst nur einzelne Photonen als Ganzes durch. Ein Photon kann also
entweder den Polarisator als Ganzes passieren, oder es wird als Ganzes absorbiert. Das Verhiiltnis
der Intesitdten muss interpretiert werden als

It  # der auslaufenden Photonen |E,|2

Iin  # der einlaufenden Photonen |E;|2 + |Ey|2

= P, (1.11)

P, ist zunéchst eine relative Haufigkeit fiir das Ensemble von Photonen. Da nur einzelne Photo-
nen als Ganzes durchgelassen werden kénnen, sind wir gezwungen, P, zu interpretieren als die
Wahrscheinlichkeit, dass ein Photon der Lichtwelle mit Polarisation (E,, E,) den z-Polarisator
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passiert. Diese probabilistische Interpretation ist die unmittelbare Konsequenz aus der Notwen-
digkeit, die Zerlegung einer Lichtwelle in x- und y-polarisierte Anteile mit dem Teilchencharakter
des Lichts zu vereinbaren.

Einem einzelnen Photon ordnen wir den Zustandsvektor EN , wobei N fiir normiert steht, zu:

. E, . E .

EN = € + Y €y, (1.12)
VI Ea|? + | Eyl? N Ex? + | Ey|?

EN = Ae, + A8, An Ay eC, |A2+]4,)2 =1 (1.13)

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das einzelne Photon durch den x-Polarisator gelassen wird,
ist gegeben als

P, = |A?. (1.14)

Falls das Photon durch den Polarisator durchgelassen wird, ist es danach z-polarisiert. Dem
auslaufenden, x-polarisierten Photon ordnen wir den Vektor

=N E,

ey ZU. (1.15)

E = T
out /7|Eg; |2 €

Hier sehen wir bereits ein allgemeine Eigenschaft von Messungen: Abgesehen von der Normierung
andert sich der Zustandsvektor durch die Messung von

(2)-(%)-(as) (k). o
—p,

0 E
Projektionsoperator mit der Eigenschaft [Isi = F$

( Eo ) ist die Projektion des Vektors ( Eq > auf die Richtung €. [Isw ist der entsprechende

<

Experiment 2

In diesem Experiment folgt auf den uns bereits bekannten z-Polarisator ein z’-Polarisator. Dabei
sei (2, y') gegeniiber (z,y) um einen Winkel ¢ gedreht. Wir zerlegen die (€,-, €,/ )-Basis beziiglich
der (€,, €,)-Basis als

!

€y = cos(@)ey + sin(¢)ey, € = cos(@)€y — sin(d)ey (1.17)
€, = —sin(¢)eé, + cos(¢)éy, . €y = sin(@)é, + cos(P)éy . (1.18)

Beachte dabei, dass cos(¢) = €, - € und —sin(¢) = €, - €, aus den Skalarprodukten der Ein-
heitsvektoren hervorgehen.

Klassisches Bild

Im Wellenbild koénnen wir deshalb schreiben
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FE,=FE,, =L, (gm . gm/) €y + F, (é'z . gy/) gy/, (119)
———— ——
cos(¢) — sin(¢)
Ey = E, cos(¢)é,. (1.20)

Damit ergibt sich fiir das Verhiltnis der Intensitéten
L |
I, |Eq)?

Quantenmechanisches Bild
Nach Durchgang durch den z-Polarisator ordnen wir dem Photon den normierten Zustandsvektor

= cos(p) = |€y - € ]?. (1.21)

. E
EN = L g, 1.22
1 PAE (1.22)

A(I‘r

|

zu. Dieser kann beziiglich der (€,, €,)-Basis zerlegt werden:

EN = Apé, +Ayé,, (1.23)

wobei die jeweiligen Groflen gegeben sind durch

Ay =EN-é, und A, =EN-&, mit [A.]>+|A,>=1 (1.24)

Das Photon kann insofern aufgefasst werden als in der Superposition von A€y und Ay é€y.
Umgekehrt: A,réy und A,/ €, konnen addiert werden - wie fiir Vektoren iiblich.

Die Aussage, dass sich das Photon in der Superposition von Aé,s und A, €, befindet, ist
so zu deuten, dass sich das Photon mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit so verhilt wie ein z’-
polarisiertes Photon und mit einer anderen Wahrscheinlichkeit so wie ein g'-polarisiertes Photon.
Das heifit, die Wahrscheinlichkeit, dass das sich in diesem Superpositionszustand befindliche
Photon durch den z’-Polarisator durchgelassen wird, ist demnach

Py = |Ag|. (1.25)

Wichtig ist hierbei, dass jedes einzelne Photon nach dem z-Polarisator im Zustand E{V = A€, =
Ap€y + Ay€y ist. Das bedeutet, dass die Zusténde einzelner Photonen Superpositionen sein
koénnen.

1.3 Zustand und Vektorraum
In der Quantenmechanik werden alle physikalisch relevanten Eigenschaften eines Systems durch

seinen Zustand beschrieben. Als Beispiel hierfiir haben wir den Polarisationszustand des Photons
kennengelernt. Wir fiihren folgende Dirac-Notation ein:

Zustand < |a). (1.26)
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Nach Dirac bezeichnet man einen solchen Zustand |«) als “ket”.
Zentrale empirisch untermauerte Einsicht:

Sei der Zustand |y) gegeben. Dann existieren immer zwei oder mehr physikalische Zusténde, z.B.
|a), |8}, so dass das System als “teilweise” in diesen Zustidnden aufgefasst werden kann,

v} = la) +18)- (1.27)

Diese Tatsache bezeichnet man als Superpositionsprinzip (Uberlagerungsprinzip). Um das Prinzip
zu verdeutlichen, schreiben wir das bekannte Polarisationsexperiment in dieser neuen Notation:

E.e, = E,cos(¢)é, + (—E,sin €yt - 1.28
(@) + ( (9))ey (1.28)

1) o) 1B)
Im Beispiel des Polarisationsexperiment hatten wir gesehen, dass die Aussage |y) = |a) + |5)

bedeutet: Das Photon verhilt sich mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit wie ein Teilchen im
Zustand |o) und mit einer anderen Wahrscheinlichkeit wie ein Teilchen im Zustand |3). Dies
werden wir noch prézisieren.

Die Anwendung dieses von der Mechanik der Wellen vertrauten Phidnomens auf alle quanten-
mechanischen Zustdnde macht eine der Kernneuerungen der Quantenmechanik gegeniiber der
klassischen Mechanik aus. Wichtig ist, dass das Superpositionsprinzip bereits fiir einzelne Teil-
chen (Photonen, etc.) gilt.

Anhand unserer bisherigen Betrachtungen stellen wir fest:

e Im Polarisationsbeispiel ist £, € C. Dies ist notwendig, um auch zirkulare Polarisation zu
beschreiben (fir die £, = £iE;).

e Die Physik eines einzelnen Photons spielt sich nur im Verhdltnis von E,, cos(¢) und E, sin(¢)
zueinander ab (siehe Intensitétsformel).

Wir folgern daraus: Man kann einen Zustand |y) mit € C multiplizieren. Fiir ¢ # 0 sind |7y)
und ¢ |y) physikalisch dquivalent.

Wir stellen uns deshalb nun die Aufgabe, eine mathematische Struktur zu finden, welche das
Konzept von

e Superposition und
e Multiplikation mit ¢ € C

beschreibt. Die von uns gesuchte Struktur ist die des komplexen Vektorraums (VR):

Definition 1.1. Ein komplexer VR ist eine Menge V von Objekten - genannt Vektoren |a) € V
- zusammen mit den Operationen

+: VxV =V (Vektoraddition) und -: CxV —V (Skalarmultiplikation) (1.29)

so dass gilt:

o —Vw),|f)eVist|a)+[B) €V,
— V]a),|8)eVist|a)+|8) =18)+ |a) (abelsch),
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= V]a),18),Iv) € Vst (la) +16)) + |v) = la) + (I8) + |v)) (assoziativ),
—310) eV :V|a) eV :|a)+|0) =|a) (0-Vektor),
—Via)yeVI(—|la)eV):|ay+ (—|a)) =10) (Inverses),
e —VeeCundVia)eVistcla) eV,
—Via)eVistl|a) =|a),
—Ve,deCundV|a) eV ist (c-d)|a) =c-(d|a)) (assoziativ)
—Ve,d € C und V|a),|B) € V ist c(la) + |8)) = cla) +c|B) und (c + d)|a) =
cla) +d|a).

Mittels dieser Eigenschaften ist es nun leicht zu zeigen, dass 0 |a) = |0). Den Beweis fiithren wir
in den Ubungen aus.

Fassen wir also unsere bisher gewonnenen Erkenntnisse zusammen:

Postulat 1 (vorldufige Fassung)

Der quantenmechanische Zustand ist ein Vektor (genauer: ein Strahl) in einem komplexen Vek-
torraum.

Hierzu wollen wir noch folgende Anmerkungen machen:

e Fine tiefere Begriindung, warum der Vektorraum iiber C, nicht iiber R zu betrachten ist,
wird spéater noch gegeben, Wir sehen jedoch schon an dieser Stelle, dass in der Quanten-
mechanik der Korper der komplexen Zahlen direkte physikalische Signifikanz hat.

e Der Zustand |0) entspricht dem “Vakuum” (d.h. dem physikalischen Zustand ohne “Teil-
chen” oder sonstige Anregungen).

e Der Zustandsraum in der Quantenmechanik ist genauer ein Hilbertraum. Auch hierauf
werden wir spéater zuriickkommen.

Das Superpositionsprinzip besagt demnach:
Sei {|a;)}, i =1,...,k eine Menge von Zusténden. Dann ist |y) = " ¢; |a; ) ebenfalls ein physi-

K]
kalischer Zustand, dessen Eigenschaften wir noch genau bestimmen werden.

Wir stellen uns nun die Frage, wann eine Menge {|«; )} ausreicht, um jeden Zustand |y) darzu-
stellen. Wir fiithren deshalb das Konzept der linearen Unabhdngigkeit und Basis ein:

Definition 1.2. Die Menge der Vektoren {|aq),...,|ax )} heifit linear unabhingig genau dann,
wenn die Gleichung ¢1 o) + ...+ ¢k |ag ) = |0) nur die triviale Losung ¢y =ca =+ =c¢ =0
besitzt. Andernfalls heifit die Menge der Vektoren linear abhdngig.

Definition 1.3. Die Dimension eines VR ist die grifste Anzahl linear unabhingiger Vektoren.
Definition 1.4. Die Menge der Vektoren {|ai),...,|ar)} heifit Basis genau dann, wenn
o {|lan)...|ag)} linear unabhingig sind und

e VivyeV:3gel, i=1,....k:|y)=>cila).

7
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Fine Basis ist also die kleinste Menge an Vektoren |a; ), so dass jeder Vektor eindeutig durch
Superposition erreicht werden kann.

In den Ubungen werden wir mit Hilfe dieser Definitionen folgendes Lemma beweisen:

Lemma 1.1. In einer linear abhingigen Menge kann einer der Vektoren als Linearkombination
der anderen ausgedriickt werden.

Kommen wir nun auf unsere Frage zuriick, warum der Zustand Element eines komplexen VRs
ist. Betrachten wir dazu erneut die Polarisation des Photons und wéhlen eine Basis:

& = [x), ey = [y). (1.30)

Jeder Polarisationszustand ist schreibbar als

|E) =A;|x)+Ayly), aber |E)Zc-|E) fir c#0. (1.31)

Um nach wie vor zwei unabhéngige Freiheitsgrade zu beschreiben, muss A, A, € C. (Spéter
werden wir eine tiefere Erkldrung finden.)

Bemerkung: Der quantenmechanische Zustands-VR ist i.a. unendlichdimensional. Das wird
noch genau behandelt werden. Im Augenblick denken wir nur an Zustéinde in einem endlich-
dimensionalen VR, z.B. wie im Polarisationsexperiment mit Basis |e, ), ey ).

1.4 Skalarprodukt, Norm, Dualer Vektorraum

Erinnern wir uns an Gleichung (1.20), an der wir sehen, dass uns das Skalarprodukt die Koeffi-
zienten in einer Superposition angibt. In der Tat stellt sich das Skalarprodukt in physikalischen
Anwendungen als sehr niitzlich heraus, weshalb wir es zunéchst mathematisch etwas genauer
beleuchten wollen.

Definition 1.5. Sei V ein komplexzer VR. Dann ist ein Skalarpordukt eine positiv-definite, her-
mitesche, sesquilineare Abbildung:

a),[8) — (la),8)) € C Vl]a),|B). (1.32)
D.h. es gilt
o Via),[8),17) , ci € C: (la),cr[B) +c2ly) = ca(la),[8)) + ca(la), 7)),
o (la),18)) = (I8); )",
* (la),]a)) =0,
o (Ja), o)) =0« |a)=0.

Insbesondere folgt damit

(crle) +e21B), 1v)) = cilla), |v)) + e (18), 17)- (1.33)

Definition 1.6. Ein komplezer Vektorraum mit Skalarprodukt heifit unitdr.
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In den Ubungen werden wir als wichtige Konsequenz aus der obigen Definition beweisen, dass
die Schwarz’sche Ungleichung gilt,

[(Ja), 1B < (), [a))(18), 15))- (1.34)

Das Konzept des Skalarproduktes erlaubt es, den Uberlapp zweier Vektoren - physikalisch also
zweier Zustidnde - zu quantifizieren.

Definition 1.7. Zwei Vektoren heiffen orthogonal, wenn (|a),|3)) = 0. Eine Orthogonalbasis
{Jei)} erfillt (o), o)) =0 fiiri # j.

k
Sei nun eine Orthogonalbasis gegeben und |y) = 3 ¢; | ). Dann folgt:
i=1

k
(lej ), 17)) = (ley) ch|al = cillay) lei) = ci(leg ), ey ), (1.35)
= =1

woraus wiederum ¢; = W folgt. (o), o)) bezeichnet die Lénge des Vektors |o; ). Dies

fithrt uns zum Begriff der Norm:

Definition 1.8. Eine Norm ist eine Abbildung
[[-]]:V—>R (1.36)
so dass
e Vig)eViflle)|| 20 &  [[la)[[=0%|a)=10),
o Vla) e V,ce C: lcfa)]] = |c]l[a)]],
o Via),[8) € V:|[la) + B < [[a)l[ + (18]I
Ein VR mit einer Norm heif$st normiert.

Lemma 1.2. In einem unitiren VR induziert das Skalarprodukt eine Norm.:

el := V(la), [a))- (1.37)

Wir werden in den Ubungen darauf zuriickkommen. Fiir gegebenes |a) ist |&) = ﬁ auf eins
normiert.

Definition 1.9. Eine Orthonormalbasis (ONB) ist eine Orthogonalbasis, deren Elemente nor-
miert sind.

Fiir eine solche ONB le; ) gilt

7>=ZCilei>:$C¢=(|ei>,|7>), (1.38)
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im Einklang mit dem Polarisationsbeispiel ((1.19)).

In quantenmechanischen Anwendungen benotigen wir schliellich das wichtige Konzept des dualen
Vektorraums, definiert {iber die linearen Abbildungen von V in den zugrundeliegenden Korper,
hier C.

Definition 1.10. FEine Funktion f : V. — C ist linear, wenn V|a),|8) € V, a,b € C :
flala) +b]8)) = af(la)) +bf(|5))-

Offensichtlich ist Af; + uf2 ebenfalls eine lineare Funktion (A, u € C). Daraus folgt sofort, dass
die Funktionen f : V — C einen VR bilden:

Definition 1.11. Der zu V duale Vektorraum V* ist der Vektorraum der linearen Funktionen
f:V—C.

Falls der VR ein Skalarprodukt besitzt, stellt dieses eine Abbildung zwischen Elementen aus V*
und V her:

Sei |a) € V. Dann definiere

flay : V= C: fla)(18)) = (|), 1)) (1.39)
Wir stellen fest :
fiay € V8 a). (1.40)

Beachte dabei, dass aus (|1.33) und (1.39) folgt, dass f.jo)y = ¢*flo). Wir fithren die folgende,
wichtige Notation ein,

flay =(al, (1.41)

und nennen diesen dualen Vektor “bra”. Wir schreiben weiterhin

flay(I8)) = (alB) = (la),18))- (1.42)

Manchmal verwendet man auch die Notation

(af = (Ja))* = (a|c" = (c|la))* fir ceC. (1.43)

1.5 Lineare Operatoren & Observablen

Bis jetzt haben wir den Zustand eines Systems dargestellt durch einen ket-Vektor |y) € V,
wobei V ein unitérer VR ist, dessen Skalarprodukt es erleichtert, die Entwicklung eines Zustands
insbesondere in eine Orthonormalbasis 6konomisch zu bestimmen. Wir wenden uns nun der Frage
zu, was die physikalischen Eigenschaften von |y) sind. Die Quantenmechanik gibt Auskunft iiber
das Ergebnis von Messungen. Die Messgrdfsen heilen Observable - z.B. Ort, Impuls, Drehimpuls
etc.
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Wir gehen induktiv-heuristisch vor am Beispiel des Polarisationsexperimentes:
Betrachte die Polarisationszusténde

1 ) 1 ,
\R>=ﬁ(|$>+lly>), |L>=ﬁ(|x>—lly>)- (1.44)

Ein Vergleich mit dem klassischen Wellenvektor, wie in Kapitel beschrieben, zeigt:
|R) < Photon eines rechtszirkulédr polarisierten Strahls,
|L) < Photon eines linkszirkuléir polarisierten Strahls.

Als Beispiel einer Observablen betrachten wir den Drehimpuls. Experimentell findet man:

Ein einzelnes Photon im Zustand |R) (|L)) gibt Drehimpuls in z-Richtung L, = h (L, = —h)
an die Photoplatten ab. Das Spektrum der mdoglichen Messwerte von L, scheint also die Werte
{h, —h} zu umfassen.

In Vektornotation ist |R) = % ( 1 ) und |L) = % < _12 ) Wir machen folgende Beobach-

tung: Wenn wir die Matrix S.=h < (Z) BZ betrachten, finden wir
S.|R)=+h|R) und S.|L)=—h|L). (1.45)

Das Spektrum der mdglichen Messwerte ist hier also durch die Figenwerte einer Matrix - S, -
gegeben.

Dieser Zusammenhang erscheint an dieser Stelle zugegebenermafien etwas adhoc. Es stellt sich
aber heraus, dass ein solcher Zusammenhang - zwischen den moglichen Messwerten fiir eine
Observable und den Eigenwerten geeigneter Matrizen - allgemein in der QM gilt.

Um dies zu formalisieren, miissen wir die mathematischen Eigenschaften von “Matrizen” - d.h.
Operatoren auf dem VR - verstehen. Dies wird uns erlauben, die Darstellung von Observablen
durch geeignete solcher Operatoren zu erraten und zu einem allgemeinen Postulat der QM zu
erheben.

1.5.1 Die Algebra der Linearen Operatoren
Definition 1.12. FEin linearer Operator ist eine Abbildung

A:V =V sodass Alala) +b|8)) = adAla) +bA|B). (1.46)
Beachte, dass ein linearer Operator A:V — V ebenfalls auf dem dualen VR V* wirkt:

A:V* =SV , (a]— (ol A, (1.47)

was definiert ist durch

(ol A)[B) = (ol (A]8)) = (a|A|B8) = (a|(A]B)) = ((a] A)|B). (1.48)
FEin linearer Operator ist spezifiziert durch seine Wirkung auf einer Basis:
. N
Sei {|e;), i=1,...,N} eine ONB. Dann ist |f;) = Ale;) = > Ag;|ex ), wobei die Matrixele-
k=1

mente Aj; gegeben sind als
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Aji = (ej] > Apier) = (5] Ales). (1.49)
k
Dies fiihrt uns zur Identifikation
linearer OperatorA « MatrixA ;. (1.50)

Als wichtiges Beispiel sehen wir, dass V|a), |3) € V' A = |a)(f| ein linearer Operator ist:

Al = () (B) 1) = le)({BIm) = ) (Bl) (L.51)

Von grofler Bedeutung ist insbesondere Darstellung des Identitétsoperators 1. Sei {le;), @ =
1,..., N} eine Orthonormalbasis:

Vi) eV« zﬁkzZZMﬂ@WFQJM@W (1.52)

N
=1= Z le;)(e;| (Vollstandigkeitsrelation) falls {le;),i=1,...,N} ONB ist .

(1.53)

Insbesondere gilt damit natiirlich |a) = 1a =

lei ) (eila).

M=

Il
-

(3

Oftmals werden wir obige Darstellung des Identitéitsoperators an diversen Stellen einfiigen, um
abstrakte Zusammenhiinge in einer bestimmten Basis auszudriicken. So fiihrt uns etwa die Ma-
nipulation

N N N
j{jle; A e )erl) = D les)((es] Alex)) el (1.54)
j=1 k=1 Jrk=1
(1.55)
zur Matrixdarstellung eines linearen Operators,
N
A= Ajles)enl. (1.56)

J,k=1

Beleuchten wir nun die mathematische Struktur, welche das Konzept des Operators beschreibt,
etwas genauer:

e Die Addition linearer Operatoren fithrt wieder zu einem linearen Operator, und die Addi-
tion erfiillt die Eigenschaften
~ A+B=B+A4,
—~ A+ B+C)=(A+B)+C,
— A4+ 0= A wobei 0]a) =|0) V]a),
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— A+ (-4)=0.

Ferner kann ein Operator mit einer Zahl ¢ € C multipliziert werden. Dies definiert also
wiederum einen Vektorraum.

e Die Hintereinanderausfithrung zweier linearer Operatoren ergibt wieder einen linearen Ope-
rator, gegeben durch das Produkt der Operatoren mit den Eigenschaften

— A(BC) = (AB)C  (Assoziativitiit),
—~ 1A=A (Existenz der Eins).
Ferner gilt das Distributivegesetz A(B + C) = AB + AC.

Definition 1.13. Fin Vektorraum mit einer Abbildung V- x V. — V mit obigen Figenschaften
heifst Algebra mit Einselement.

Wichtig: Im Allgemeinen kommutiert die Multiplikation nicht!
AB + BA (1.57)
Definition 1.14. Wir bezeichnen [A, B = AB — BA als Kommutator von A und B.

Der Kommutator erfiillt die Jacobi-Identitit
[A,[B,C]] + [B,[C, A]) + (G, [4, B]) = 0. (1.58)

1.5.2 Adjungierter Operator und Hermitizitat
Ein wesentliches Konzept ist das des adjungierten Operators:

Definition 1.15. Sei A : V — V gegeben, so ist AtV =V der 2u A adjungierte Operator,
definiert so dass V|a),|3) € V:

(At |a),[8)) = (Ja), A|B)) = (a| A|B). (1.59)
Beachte dabei, dass
(al A|B) = (a (A]8)) = ((al A)|B)  dh. (a] A AT |a). (1.60)
Alternativ kénnen wir wegen
(18), AT o)) = (AT |),|8))* = (la), A|B))* (1.61)
auch schreiben A R
(B AT o) = (o] A[B)*. (1.62)
In Matrixschreibweise bedeutet dies
A= Apeleg)enl, AT ="(ANle)(enl, (AT = 4. (1.63)
gk J.k
Beweis:
(ANjk = (ej| AT |ex) = (ex| Alej)* = A, (1.64)

In den Ubungen werden wir folgende Identitét zeigen:
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Lemma 1.3. o o
(AB)" = BTAT. (1.65)

Definition 1.16. FEin linearer Operator heifst hermitesch, wenn

(ol A[B) = (Bl Ala)™  V]a),[B). (1.66)

Fiir endlich-dimensionale VR impliziert dies, dass A = Af, d.h. der Operator ist selbstadjungiert.
Selbstadjungiertheit, A = A" erfordert zusitzlich zu Hermitizitit, dass auch der Definitionsbe-
reich von A und Af {ibereinstimmen muss. Dies ist auf endlich-dimensionalen Vektorrdumen
immer der Fall, stellt fiir unendlich-dimensionale VR, aber eine nicht-triviale Einschrankung dar.
Im Folgenden wollen wir die Bedeutung selbstadjungierter Operatoren anhand ihrer “guten” Ei-
genschaften bzgl. Diagonalisierung darlegen.

Definition 1.17. FEin linearer Operator A auf einem N-dimensionalen komplezen Vektorraum
hat einen vom Nullvektor verschiedenen Eigenvektor |\) mit Eigenwert A, wenn

AN)y =X\, dh (A=AL)A)=0. (1.67)

Lasungen zu dieser Gleichung existieren, wenn det(A — A1) = 0. Dies ist ein Polynom in A vom
Grade N, welches nach dem Fundamentalsatz der Algebra N Nullstellen hat, wobei nicht alle
verschieden sein miissen.

Die wichtige Eigenschaft von hermiteschen Operatoren ist zusammengefasst in

Lemma 1.4. Die Eigenwerte eines hermiteschen Operators sind reell. Die Eigenvektoren gehirig
zu unterschiedlichen Eigenwerten sind orthogonal.

Beweis: Sei A[\) = A|)\) und normiere (A|A) = 1.
o A= ((AAIN)* = (A AA) = A
e Seien A[N) = A|A) und A|p) = p|p) fiir X # p:
MAL) = (MulA)* = (ul A|A))” (1.68)
= (Al A|p) = pAlp) (1.69)
Das bedeutet, dass (A\|u) = 0 sein muss, da p # A.

Fiir selbstadjungierte Operatoren gilt dariiberhinaus folgendes Theorem von zentraler Wichtig-
keit:

Lemma 1.5. Die Figenvektoren eines selbstadjungierten Operators formen eine Orthogonalbasis
des Vektorraumes.

Beweis: Sei dim(V) = N. Die Eigenwerte von A sind die Nullstellen von det(A — A1). Wenn
alle Eigenwerte verschieden sind 3Aq,..., Ay mit [A1),...,|An) :  (N|A;) = &;;. Daraus folgt
sofort, dass {|\;)} eine ONB bilden.

Allgemeiner hat det(A — A1) = 0 k Losungen Ay, ..., A\p mit Multiplizitit (=Entartungsgrad)
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d(M), ..., d(Ag) : Z d(X\;) = N. Dann gilt (siehe Literatur zur linearen Algebra), dass je-

der Eigenwert \; seiner Vlelfachhelt d();) entsprechend viele linear unabhéingige Eigenvektoren
besitzt.
A

APy = Ay =1 d(). (1.70)

Wir bilden nun die ONB des Unterraums, der von den )\g”) ) aufgespannt wird.

N
Insbesondere gilt A = Z RRYIION (nicht entarteter Fall) (1.71)
i=1
Begriindung: A ist durch seine Wirkung auf eine Basis eindeutig bestimmt. Wihle die normierte
Eigenbasis /\Z(-n) )

A =72 I = M) (1.72)
J
Beachte: Obwohl der Beweis nur fiir endlichdimensionale Vektorrdum skizziert wurde, gilt das
Theorem auch fiir unendlich-dimensionale Vektorrdume. Allerdings ist es hier entscheidend, dass
der Operator selbstadjungiert und nicht nur hermitesch ist, um Existenz einer Eigenbasis zu
garantieren.

Nun zuriick zur Physik. Im Polarisationsexperiment hatten wir den Zusammenhang festegestellt

Messgrofle = Observable < Operator S, =h < (z) _OZ >

Die moglichen Messergebnisse (+h, —h) sind Eigenwerte von S.. Messergebnisse miissen immer
reell sein. Nach Lemma ist dies fiir ST S, garantiert. Es stellt sich heraus, dass es sinnvoll
ist, diesen Sachverhalt zu einem allgemeinen Postulat zu erheben:

Postulat 2

Eine quantenmechanische Observable ist eine Messgrofe. Jeder Observablen ordnen wir einen
selbstadjungierten Operator A auf dem VR der Zustéinde zu. Eigenwerte von A stellen alle in
der Quantenmechanik moglichen Messwerte dar.

Beachte, dass wir hier, wie in der Literatur iiblich, fordern, dass die Observable einem selbstad-
jungierten, und nicht nur einem hermiteschen Operator, entspreche. Inwieweit diese Bedingung
in bestimmten Situationen aufgeweicht werden sollte, kann hier nicht weiter erértert werden.

1.6 Messungen & Projektion

Betrachten wir einen normierten Zustand |) und eine Observable A mit normierter Eigenbasis
A},
)=l i), Z Jeil* = (1.73)

i
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Wir nehmen zunéchst an, dass die Eigenwerte nicht degeneriert seien.

Die prinzipiell méglichen Messwerte bei Messung der Observablen sind die Eigenwerte \;.

Am Polarisationsexperiment haben wir beobachtet, dass die Wahrscheinlichkeit, dass wir den
Wert \; messen, gegeben ist durch

P\ = leil® = [P (Born’sche Regel). (1.74)
Insbesondere wird \; genau dann mit Sicherheit gemessen, P(\;) = 1, wenn |y) = |\;).
Wir stellen uns nun die Frage, in welchem Zustand das System nach der Messung ist. Beginnen

wir mit |y) = Y ¢ |A\;). Wenn wir unmittelbar nach der Messung eine weitere Messung vor-

K3
nehmen, sollte derselbe Wert mit Wahrscheinlichkeit 1 gemessen werden. Daraus folgt, dass das
System nach der Messung des Eigenwertes A; im Eigenzustand |\;) sein muss. Dies ist im Ein-
klang mit der Beobachtung im Polarisationsexperiment. Wir verallgemeinern diese Uberlegungen
zZu

Postulat 3.a

Sei A eine Observable mit nicht-degenerierten Eigenwerten ); und normierter Eigenbasis {|;)}.
Die Messung der Observablen am normierten Zustand |y) =3 ¢; |A;) ergibt A; mit Wahrschein-
J

lichkeit

P(Xi) = leil® = [\l (1.75)

Nach Messung von A; befindet sich das System im Zustand |A; ).

Bemerkung:

Durch den Messvorgang “springt” der Zustandsvektor von |v) — |A;). Dies wird als “Kollaps”
oder Reduktion der Wellenfunktion bezeichnet. In herkdmmlicher (“Kopenhagen’scher”) Inter-
pretation der Quantenmechanik wird nicht weiter erklirt, wie oder warum dieser Kollaps vonstat-
ten geht. Dies wird als Messproblem bezeichnet. Am Ende der Vorlesung werden wir den Messpro-
zess genauer beleuchten und mogliche Interpretationen des Kollapses der Wellenfunktion kennen-
lernen. An dieser Stelle sei lediglich betont, dass Postulat 3 in exzellenter Ubereinstimmung mit
allen Experimenten steht und zumindest als effektive Beschreibung eines Messvorgangs Bestand
hat.

Mathematisch lasst sich der Kollaps der Wellenfunktion mithilfe eines Projektionsoperators be-
schreiben. Der Zustand |y) = > ¢;|\;) und der Eigenzustand |A;) héngen wie folgt zusammen:
J

_ |)‘i><)‘i|7>.

&

A ) (Ail ) = ci|hi) = [\) (1.76)
——
P
Der Operator P; = |\;)(\;] erfiillt die Eigenschaften
o PF=Pj, denn [X;) (5] ) (5] = 150l

=1
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. [IS;r = Dsj, denn
(2 Pjly) = (@A) Nly) = (wlA) (gla))™ = (yl Py |2)™. (1.77)

Einen Operator mit diesen Eigenschaften nennt man Projektionsoperator. Ein Projektionsopera-
tor hat die Eigenwerte 0 oder 1, denn

PIA)=XA) = PN =X 2N =PA) = A\ (1.78)

Die Wahrscheinlichkeit, den nicht-degenerierten Eigenwert A; zu messen, kann man nun mithilfe
des Projektionsoperators P; schreiben als

P(X) = (7] Bily) = IPs 7)1, (1.79)

und nach Messung des nicht-degenerierten Eigenwertes \; kollabiert der Zustandsvektor gemif3

ﬂsi T~

) — il o ). (1.80)
[IPi |7 )]

Im letzten Schritt schreiben wir =, weil die Ausdriicke auf beiden Seiten sich nur durch eine

komplexe Phase unterscheiden.

Nun betrachten wir entartete Eigenwerte, d.h. die Observable A hat Eigenwerte A1, ..., A\x mit

Entartung d(\1),...,d(\;). Dann gibt es d();) linear unabhéngige Eigenvektoren )\Ea) ), a=
1,...,d(\;), welche wir 0.B.d.A. orthonormal wéhlen kénnen,
APy =0, D) = 6 b (1.81)

Es stellt sich die Frage, in welchem Zustand |y) nach der Messung von \; ist. Dazu bedenken
wir die folgenden beiden Punkte:

e |v) sollte im Eigenraum liegen, der von ‘)\Ea)> aufgespannt wird.

e Die Messung von A; zeichnet keinen der /\Z(-a)> aus.

Al ) aufgespannten Unterraum projiziert,

Wir definieren den Projektor, der auf den von den |A;

Alady (@

K2

. (1.82)

d(Xq)
=Y
a=1

Eine naheliegende Verallgemeinerung des Messaxioms fiir entartete Eigenwerte ist gegeben durch
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Postulat 3.b
Sei A eine Observable mit (degenerierten) Eigenwerten \; und P; der in (1.82) definierte Pro-

jektionsoperator auf den Eigenraum zu Eigenwert \;. Die Wahrscheinlichkeit, den Wert \; bei
Messung an einem normierten Zustand |y) zu messen, ist

P(\) = (7|Pi 7). (1.83)

Bei der Messung kollabiert die Wellenfunktion geméfl

v (1.84)
7

1.7 Kompatible & inkompatible Observablen

Eine entscheidende Rolle spielt das Konzept der gleichzeitigen Messung mehrerer Observablen.
Wegen des Zusammenhangs zwischen Messergebnis und Eigenbasis ist folgendes Lemma von
Bedeutung;:

Lemma 1.6. Seien A, B Observablen mit [121, B] = 0. Dann sind A und B gleichzeitig diagona-
lisierbar, d.h. sie haben dieselben Eigenvektoren.

Beweis: Sei {|a;)} eine Eigenbasis von A. Wir nehmen zuniichst keine Entartung an. Dann gilt:
ABla;) = BAla;) = a;Ba; ). (1.85)

Daraus folgt, dass B |a; ) der (eindeutige) Eigenvektor von A mit Eigenwert a; ist. Das wiederum
bedeutet, dass B |a; ) = b; |a; ) fiir ein bestimmtes b;.

Wenn a; degeneriert ist, dann liegt B |a;) im zu a; gehorigen Eigenraum. Wir konnen dann B
auf diesem Unterraum diagonalisieren.

Definition 1.18. Zwei Observable A und B heifsen kompatibel, wenn [A,B] = 0 und inkompa-
tibel, wenn [A, B] # 0.

Die physikalische Bedeutung von kompatiblen Observablen besteht darin, dass sie gleichzeitig
messbar sind in folgendem Sinne.

i.) Nicht-degenerierter Fall
Betrachten wir die zu A und B gehorigen Eigenvektoren, so dass

Alai, b)) = a;lai,bi), Blag,b;) = bila;,b;). (1.86)
Fiir den nicht-degenerierten Fall gilt dann:

Messung von /:1 am Zustand |a;, b; ) ergibt a; mit P(a;) = 1, und
Messung von B am Zustand |a;, b; ) ergibt b; mit P(b;) = 1.

Beginnen wir mit einem Zustand |y). Dieser ldsst sich darstellen als |y) = >, ¢ |a;, b;). Wir

messen nun die Observable A und erhalten das Ergebnis a; mit Wabhrscheinlichkeit |c;i|?. Nach
der Messung ist das System im Zustand |a;, b; ). D.h. nach der Messung von A hat das System
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einen definitiven Wert auch fiir B - beide Observablen sind gleichzeitig genau messbar.

ii.) Degenerierter Fall
Nehmen wir nun an, der Eigenwert a; der Observable A, sei d(a;)-fach entartet, so dass

Alal"™y = a; [a™) mit n;=1,... d(a;). (1.87)

Betrachten wir eine weitere Observable B mit [A, B] = 0. Gemi$ Lemma 1 i agm)> auch
Eigenvektor zu B ,

B ‘ag"“ =) [0y mit oy =1, d(as). (1.88)

Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass alle b§m) verschieden sind. Das bedeutet, dass
B die Entartung aufhebt. In diesem Fall kénnen wir die Basis schreiben als { ai,bgni) )} mit

n; = 1,,d(al)

Unser Ausgangszustand sei gegeben durch

n;)
=

i,m;

a;, b)Y, (1.89)

Nun messen wir abwechselnd die Observablen A und B:

o d(a;)
e Die erste Messung von A ergibt den Wert a; mit P(a;) = > |c i) |2 und der Zustand
n;=1
kollabiert zu
d(a7 d(a;)
v) = 1) = Zc"z Jai b7), N = (Y ") (1.90)
nl_l n;=1

. )
e Darauffolgende Messung von B ergibt den Wert bl(-k) mit P(bl(-k)) = ||N||2 Der Zustand
kollabiert zu

a;, b)), (1.91)

?

Y1) —

o Weitere Messung von A ergibt nun a; mit P(a;) = 1, Messung von B ergibt bf mit P(bf) =
usw.

1.8 Erwartungswert, Varianz, Unschirfe
Betrachte eine Observable mit Eigenwert A; und projiziere das System in Zustand |v). Die
Messung von A liefert \; mit P()\;) = |[(A\;|7)|?. Wiederhole das Experiment n mal - jedes

Mal beginnend im Zustand |y). Die statistische Verteilung der Messergebnisse A; mit relativer
Haufigkeit von \; ist gegeben durch

> ni=n. (1.92)

Im Limes n — oo gilt 2t — P(\;).
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Definition 1.19. Der Mittelwert </Al)|,y> der Observable A im Zustand |~ ) ist

A)yy =D AP (1.93)
= iM(AinIQ (1.94)

= Z Ay (Aily) (1.95)

= (7] ZA M) (Aal) ) (1.96)

Wir lesen ab:

(A)y = (M Aly). (1.97)

Ein Ma# fiir die Streuung (= Breite der Verteilung) der Zufallsgrofien {);} ist die Varianz
by = (A% — (A, = ZP 2= PN, (1.98)

woraus wir die Standardabweichung (AA) = VA A2 erhalten. Im Folgenden wird der Subskript
lv) oft weggelassen. Aber A und (A2) beziehen sich immer auf einen festen Zustand. Beachte,
dass fiir einen Eigenzustand von A gilt: (AA)? =

Wir haben gesehen, dass fiir inkompatible Observablen, [A, B] # 0, es nicht méglich ist, fiir
jeden Zustand sowohl A als auch B mit Sicherheit zu kennen. Diese Unmoglichkeit, A und B
gleichzeitig scharf zu messen, wird in der Unschdrferelation quantifiziert:

(AA)

(angewendet auf beliebigen Zustand). (1.99)

Diese Aussage lisst sich wie folgt interpretieren: Pripariere ein Ensemble im Zustand |¢) und
e bestimme AA durch Messung von A im Zustand |¢) sowie
e bestimme AB durch unabhiingige Messung von B im Zustand [¢)).

(A, B

= (AA)(AB) = =55 i (1.100)

Beachte:

e Die obige Unschirfe stellt die intrinsische, statistische Unschérfe bei unabhéngiger Messung
von A und B dar. Die Messungen von A und B beeinflussen einander hier nicht - A und B
werden unabhéngig an jeweils unterschiedlichen Reprisentanten des Ensembles im Zustand
|1)) gemessen und die statischen Schwankungen erfiillen obige Ungleichung.

e Zusétzlich hierzu entsteht typischerweise eine weitere Quelle der Unschérfe, wenn man
sowohl A als auch B gleichzeitig fiir dieselben Repriisentanten des Ensembles misst, denn
diese Messungen beeinflussen einander. Die Unschérfe aufgrund einer solchen gemeinsamen
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Messung von A und B ist typischerweise um einen Faktor 3 grofler als obige statistische
Unschérfe. Dieser Effekt tritt z.B. beim in vielen phédnomenologischen Darstellungen der
Unschérferelationen bemiihten Heisenberg-Mikroskop auf, bei dem die Messung des Or-
tes eines Elektrons mittels eines Photons einer bestimmten Wellenldnge unweigerlich den
Impuls des Elektrons beeinflusst. Je hoher die Frequenz des Photons, desto besser die
Ortsauflésung, aber desto schlechter die Impulsauflosung aufgrund des unvermeidbaren
Impulsiibertrags vom Photon auf das Elektron. Beide Effekte miissen je nach Versuchsan-
ordnung beriicksichtigt und gegebenenfalls addiert Werdenﬂ

Der Beweis der Unschirferelation (1.99) geht wie folgt: Betrachte ein beliebiges [¢), || [#)]] =1
und definiere

9a) = (A= (A) ),  lop)=(B—(B) ). (1.101)

Damit folgt dann:
(@alda) = (9] (A= (A))* |¢) (1.102)
= (9| (A% = 24(A4) + (4)%) |9) = (¢ (42 = (4)*) [9) = (A4)%. (1.103)

Auflerdem gilt mit Hilfe der Schwarz’schen Ungleichung

(9al65)] < VI(9alda)(@nlon)] = (AA)(AB). (1.104)
Nun schétzen wir [{(¢a|dp)| weiter ab. Es gilt:

[{@alén)| = v (Re(daldp))? + (Im(dalon))>. (1.105)

Wir miissen nun also Real- und Imaginérteil finden. Wir schreiben zunéchst

(@alon) = (V1 (A= (A)(B —(B)) [¢) = (v| AB |¢) — (A)(B) (1.106)
Wir arbeiten weiter mit der folgenden Idee: Ist C hermitesch, so gilt (C’> € R. Ist C:‘ anti-
hermitesch (Ct = —C) so gilt, dass (C) rein imaginér ist. Damit ist in unserem Fall (A)(B) € R.
Aber: (AB)T = B A" ist weder hermitesch noch anti-hermitesch. Wir schreiben daher:

N 1 -~ A 1 .- N
AB = §(AB — BA) + §(AB + BA). (1.107)
Damit kénnen wir nun AB in einen hermiteschen und einen anti-hermiteschen Anteil zerlegen:
PN 1 PN 1 A oA
AB = - [A, B] +- {A, B} . (1.108)
2 —— 2 ——
Kommutator, anti-hermitesch Anti-Kommutator, hermitesch
Es folgt unmittelbar
1 A~ AA
Re(dalon) = 5 (¥ {4, B} [¥) — (A)(B), (1.109)
1 A oA
Im{oalon) = 5-(¥I[A4, Bl [¥), (1.110)
was uns zu 1 1
[{balén)l 2 SIA BN = AAAB 2 S[([4, B]) (L.111)

fithrt.

2Weitere Details kénnen z.B. in M.G. Raymer “Uncertainty principle for joint measurement of noncommuting
variables”, Am. J. Phys 62 (11), November 1994, gefunden werden.
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1.9 Hilbertraum, Ortsdarstellung, Wellenfunktion

1.9.1 Unendlich-dimensionale Zustandsriume

Bisher haben wir uns mit endlich-dimensionalen VR beschéftigt. Das Spektrum der Observablen
hatte immer endlich viele Werte

Aldy=4d|d'), (d'a") =64 qr, (1.112)

insofern a’ endlich viele diskrete Werte annimmt.

In der Quantenmechanik gibt es auch Observable mit kontinuierlichem Spektrum: z.B. Ort und
Impuls eines freien Teilchens.

Sei € eine solche Observable. Noch immer gilt die Eigenwertgleichung € [€') = €’ [¢), wobei der
Eigenwert ¢’ kontinuierliche Werte annehmen kann. {|¢')} stellt die kontinuierliche Eigenbasis
von &' dar. Wir verallgemeinern die Eigenschaften der endlichen Eigenbasis:

e Orthogonalitét

(d'|a") = darar — 7 (1.113)

Idee: (¢'|€")=0 fiir & #¢" und (1.114)
S(ala”) = 3 b =1 [ dg€l") =1 (1.115)
= (£'1¢") =0(§' - &) (1.116)

Vollstandigkeit
Sl =1~ [ale)el =1 (1.117)

Entwicklung in Basis
o) =D _la")(@|a) — |o) :/dﬁ/ €€ | (1.118)

e Normierung

Z|<a'|a>\2:1~/d§’\<s’|a>|2=1 (1.119)

Skalarprodukt
(alB) = (ald)(d|B) — (alB) = /d£’<a|£’><£’|ﬁ> (1.120)

a’

Matrixelemente

(a"|Ald') = a/Sqar — (€"1€]€') = €'6(6' — ¢") (1.121)
Unendlich-dimensionale VR in der Quantenmechanik haben eine weitere Struktur - die der

Vollstindigkeit:

Definition 1.20. Sei V ein normierter VR. Betrachte eine Folge (|z1),|x2),...) von Vektoren.
Die Folge konvergiert gegen |x) € V, wenn
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Ve >03ng:  |||zn) —|z)|| <€ Vn > ng. (1.122)

Notwendige Bedingung ist, dass der Abstand zwischen den Folgeelementen immer kleiner wird
im Sinne der Cauchy-Folge:

Ve>03ng: |||zn) —|zm)|| <e Vn,m > ng. (1.123)

Eine Cauchy-Folge konvergiert, aber der Limes muss nicht unbedingt im VR liegen.

Definition 1.21. Ein normierter VR V heifit vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge gegen ein
Element |x) € V konvergiert.

Definition 1.22. Fin normierter, vollstindiger VR heif$t Banach-Raum.

Definition 1.23. Fin Banach-Raum, dessen Norm durch ein Skalarprodukt induziert ist, heifst
Hilbertraum.

Wir weisen darauf hin, dass ein endlich-dimensionaler, unitdrer VR immer ein Hilbertraum ist.
Fiir co-dimensionale, unitdrte VR muss dies nicht gelten. In der Quantenmechanik fordern wir,
dass der VR vollstéindig ist. Andernfalls kénnte eine Folge von Operationen an einem Zustand
aus dem Zustandsraum fiihren, was physikalisch unsinnig ist.

Postulat 1 (endgiiltig)

Der quantenmechanische Zustandsraum ist ein Hilbertraum.

1.9.2 Der quantenmechanische Ortsraum
Betrachte ein freies Teilchen im 1-dimensionalen Raum R:

e Z: Observable des Ortes fiir ein Teilchen

e |z'): Eigenzustand zu &: & |2') = 2’ |2)

e |2') — Teilchen ideal lokalisiert bei z: (a'|2") = (2’ — )

Ein allgemeiner Zustand ist gegeben durch

la) = / d2’ |2")  (2'|c) (1.124)
——
—o0 Koeffizienten

Betrachten wir eine idealisierte Messung: Der Detektor klickt nur bei Lokalisierung bei z’. Dies
fiihrt zum ”Kollaps“ auf Eigenfunktion
la) — |2"). (1.125)

Realistischer ist der Fall, dass der Detektor klickt bei einer Messung im Intervall [2" — A/2, 2" +
A/2]. Bei dieser Messung kollabiert

) ' +A/2

|a>:/dx’|x’)(x’|a>—> / dz' |/ )2/ (1.126)

— 00 ' —A/2
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Die Wahrscheinlichkeit, dass sich das Teilchen im Intervall [2' — da, 2’ + dz] aufhélt ist dann

P =|(2'|a)]*dx (dz infinitesimal). (1.127)

Insbesondere betriagt die Wahrscheinlichkeit das Teilchen irgendwo im Raum zu finden

/ da'| (' |)? = 1. (1.128)

Dies stimmt {iberein mit der Wahrscheinlichkeit, den Zustand |o) zu messen, wenn der Zustand
|a) préapartiert wurde:

(oo}

1= {a]a) = / dz’(a|z") (2! | ). (1.129)

1.9.3 Der Begriff der Wellenfunktion
Wir interpretieren (z’|a) wie folgt:
Va' ist (z'|a) € C, d.h. {.]a) ist eine Funktion R — C.

Definition 1.24. Die Grifie (z'|c) ist die zum Zustand |«) gehdrige Wellenfunktion im Orts-
raum:

Yo :R—=C , o' = u(2)) = (@|a). (1.130)

o (z) stellt die Koeffizienten des Zustandes |a) beziiglich der Orts-Eigenbasis dar:

_ /dx’ (2! |a) = /dx’ 1" V() (1.131)

Wir verlgeichen dies mit dem endlich-dimensionalen Fall:

o) =) e (eila) =Y lei)ai. (1.132)

% 4

Wir kénnen damit gegeniiberstellen:

Label i der ONB {|e; )} «<» Label 2’ der ONB {|z’)}. (1.133)
Der gesamte bisherige Formalismus kann mithilfe der Wellenfunktion umgeschrieben werden
e Zustand: |a) < ¥, ()
e Skalarprodukt: (a|g) = fdx’<a|a: 218) = [ de' (@) a(a’)
e Norm: (a|a) = [dz'¢k(z = [ da'[pa(a)?

e Matrixelement: (3| A |o) fdx da:”wﬁ ) ! | Al Yo ().
Insbesondere gilt fiir Observable der Form A = f(z) wegen (2| f(2)]z") = f(2")6(z! —
o) = (Bl Ala) = [ da'psf(a)a(a)).
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oo
Beachte: Da || |a)|| < oo fiir einen Zustand im unitéren VR ist = [ |9, (z)]> < occ.

— 0o

Theorem 1.1. Der Raum L*(R) der quadratintegrablen Funktionen v : R — C bildet einen
Hilbertraum beziiglich des Skalarproduktes (v, ¢) = [ dv  *(z)¢(x).

Fiir einen Beweis dieses nichttrivialen Theorems verweisen wir auf die Methoden der Fuktional-
analysis.

Beispiel: Wir wollen die Wellenfunktion zum Ortseigenket |2’) finden. Es gilt:
Via) : (2 |a) = o (z) (1.134)

Auf der anderen Seite gilt aber auch

(2/|a) = / (e’ |2) (z]a) = / dzgst, (2)ia (x). (1.135)

Damit folgt sofort ¥,/ (z) = §(x — x').

Beachte: Die Deltadistribution stellt kein Element von L2?(R) dar. In diesem Sinne ist der
Orts-Eigenzustand ein uneigentlicher Zustand. Dennoch wird der Ortseigenzustand mit zum
Zustandsraum genommen. Oftmals allerdings bedarf es einer sorgfiltigen Regularisierung der
Deltafunktion, um mit diesem korrekt umzugehen. Beispiele hierfiir werden wir in den Ubungen
kennenlernen.

1.10 Impulsoperator & kanonische Kommutatorrelationen

1.10.1 Aktive Translationen

Unser Ziel ist es die Wirkung des Impulsoperators auf einen gegebenen Zustand |a) = [ dz |2 )tpq (z)
zu finden. Aus der klassischen Mechanik wissen wir, dass der Impuls der Generator von Ortstrans-
lationen ist. Wir suchen deshalb zuniichst eine Darstellung des Translationsoperators 7" auf la).
Wir unterscheiden:

e passive Transformationen, bei den das physikalische System gleich bleibt, wiahrend die
Koordinaten transformiert werden versus

e aktive Transformationen, bei denen das physikalische System transformiert wird.

Wir betrachten aktive Translationen und definieren den Translationsoperator

T(Az) : Zustand bei z — Zustand bei z + Az (1.136)
T(Az)|z) = |z + Az) (1.137)

Berechnen wir also die Wellenfunktion zu |z + Azx):
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|z + Az) = T(Az) |z) (1.138)

=T(Ax) /OO da’ |z’ ) (2’ |x) (1.139)

= 70 dz'T(Az) |2/ 2 |2) (1.140)

= 7 dz’ |2' + Az)(z'|z) (1.141)

Mit " = 2/ + Az erhalten wir daraus ... = _Z dz” |z )(z" — Az|z). Damit folgern wir

|z +Az) = [ da'|2") (2' — Az|z), was dann
o —_——
o (2’ —Az)
T(Az)(z) = Y(z — Ax) (1.142)
bedeutet.

1.10.2 Translationen als Lie-Gruppe

Die Translationen T(Am) bilden eine einparametrige kontinuierliche Gruppe beziieglich der Hin-
tereinanderausfithrung (Multiplikation):

e Gruppeneigenschaft:

— Abgeschlossenheit: T(Az) - T(Az') = T(Az") mit Az" = Az + Az’

— Assoziativitit: (T(Az)T(Az')T(Az") = T(Az)(T(Az')T(Az"))
|7t =T(-Ax)

— Existenz des Inversen: [T'(Ax)

Existenz der Eins: 7(0) = 1

e Die Eigenschaft der einparametrigen, kontiuierlichen Gruppe bedeutet, dass T (Az) durch
einen Parameter Az € R bestimmt, so dass insbesondere die Verkniipfungsregel T(Am) .
T(Az') = T(Az”) mit Az = Az + Az’ gilt. T(Az) hiingt ferner stetig von Az ab.
Insbesondere gilt lima, .o T (Az) = 1.

Kontinuierliche Gruppen mit diesen Eigenschaften heiflen Lie-Gruppen. Wir werden sie im Zu-
sammenhang mit dem Konzept der Drehung und des Drehimpulses noch eingehend studieren.

T(Aag) ist ferner wnitdr, denn wir fordern, dass die Normierung eines Zustands unter Wirkung
von T'(Ax) erhalten bleibt:

(T(Az) |a), T(Az) a)) = (Ja), ). (1.143)
Das bedeutet
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T(Az)TT(Az) =1, dh  TT(Az) = [T(Az)] " (1.144)
Betrachten wir nun also infinitesimale Transformationen

T(dz) = 1 — iKdz + O(d2?). (1.145)
Wenn KT = K gilt, erfiillt 7'(dz) alle obigen Eigenschaften:

T(dz) unitir < K hermitesch. (1.146)

Der Operator K=K generiert die Gruppe der Translationen in obigem Sinne.

Wir merken an dieser Stelle an, dass eine Translation um ein endliches Az aus Abfolge infinite-
simaler Translationen zusammengesetzt werden kann:

P(Az) = Tim (1-iR2E ! (1.147)
x) = Nznoo 7 N R .
was bedeutet:
T(Az) = exp(—iK Ax) (T '=T"o K' = K) (1.148)

Nun wollen wir die Kommutationsrelation mit dem Ortsoperator & finden:

[Z, T(Ax)] =7 (1.149)

Dazu berechnen wir:
iT(Az)|2') = &la' +Az) = (2' + Az) |2’ + Az), (1.150)
T(Az)i |2’y = 2'T(Az)|z') =2 |2’ + Az). (1.151)

Wir iibertragen unser Ergebnis auf den Fall infinitesimaler Translationen (Az — dx):

(&7 (dz) — T(dx)#) |z') = da |2’ ) + O(dz?) — [2,T(dz)] = dzl = dz.  (1.152)
Da T = 1 — iKdz infinitesimal ist, folgt

[, K] =i. (1.153)

1.10.3 Der Impuls als Generator der Translationen

Wir haben gerade etabliert, dass der hermitesche Operator K mit [z, K | =i der Generator der
Translationen in der Quantenmechanik ist. Wie schon angedeutet ist klassisch aber der Impuls
der Generator der Translationen, im folgenden Sinne:

e Betrachte den klassischen Phasenraum (g, p) mit der Poissonklammer {, } :

0A0B 0AOB

{A(a,p), B(g:p)} = %0 op 0a" (1.154)
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e Unter einer aktiven Translation um Aq transformiert eine Funktion F(g, p) Wieﬂ

F(q,p) — F(p,q) = F(q+ Aq,p). (1.155)

Im infinitesimalen Fall bedeutet das

F(q,p) = (1 + dq(fq) F(q,p) = F +F (1.156)

mit 6F = {F, Q} fiir Q = p.

Dies legt eine Identifikation der Observablen p mit dem hermiteschen Operator K - dem Generator
der Translationen nahe. Beachten wir allerdings:

e Ein Beweis dieses Zusammenhangs in der QM ist nicht méglich. Vielmehr gehen wir auch
hier wieder heuristisch vor: Wir versuchen, die Strukturen aus der Klassischen Mechanik
so gut wie moglich auf die QM zu iibertragen. Die Sinnhaftigkeit dieser Ubertragung muss
sich dann ex post zeigen.

e Eine genauere Begriindung fiir die Identifikation von p mit dem Generator der Translationen
hierfiir bedarf einer Definition der Translation angewendet auf Operatoren (bisher hat unser
Translationsoperator nur auf Zustédnde gewirkt!). Wir kommen spéter mit der Einfiihrung
des Heisenbergbildes darauf zuriick (siche Diskussion um Gl. (2.102)).

e pund K tragen unterschiedliche Einheiten:

V(@—de) = (1—ideK)i(z),  [K] = — Tmpuls] = m - g (1.157)

[Linge]’
Es bedarf einer fundamentalen Naturkonstanten mit Einheiten einer Wirkung zur Umrechnung:

p=hK,  [h] =Wirkung (1.158)

An dieser Stelle ist & eine beliebige Grosse mit obigen Einheiten. Eine physikalische Interpretation
von h werden wir bald finden und somit 7 in eine messbare Konstante verwandeln.
Wegen ([1.153) gilt die kanonische Kommutatorrelation

[#,p] = ih. (1.159)

Als Anwendung der allgemeinen Unschérferelation ((1.99) finden wir damit, dass Ort und Impuls
nicht gleichzeitig scharf messbar sein kénnen:

hQ
(Az)?*(Ap)? > T Heisenberg’sche Unschérferelation. (1.160)

3Dass F(q,p) — F‘(p, q) = F(q+Agq, p) das korrekte Transformationsverhalten unter aktiven Transformationen
ist wird offensichtlich, wenn man z.B. g selbst betrachtet: ¢ — ¢+ Agq. Dies ist zu unterscheiden vom besprochenen
Verhalten der Wellenfunktion unter einer aktiven Translation, ¥ (z) — ¥ (z— Az), welche natiirlich keine klassische
Entsprechung hat.
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1.10.4 Kanonische Kommutatorrelationen und Kanonische Quantisie-
rung

Betrachte t(z;) mit z.B i = 1,2,3 und x; die Koordinaten des 3-dimensionalen euklidischen
Raumes. Um die Relation ((1.159) zu verallgemeinern bedenken wir:

e Der Ortsoperator in z;-Richtung und der Translationsoperator in x;-Richtung sind un-
abhéingig voneinander fiir 4 # j. Deshalb gilt

[.f?i,ﬁj] = ZFL(S” (1.161)
e Translationen in i- und j-Richtung kommutieren: [T'(Ax;), T(Az;)] = 0. Daraus folgt
[bi. B;] = 0. (1.162)

Wir fassen unsere Erkenntnisse in den kanonischen Kommutatorrelationen zusammen,

[i‘i,i‘j] = 0, [.fi,ﬁj] = ih&ij, [ﬁ“ﬁj] =0. (1.163)

Beachte, dass diese, wie oben hergeleitet, direkt aus der wohl motivierten Identifizierung von p
mit dem Generator der Translationen folgen.

Die Kommutatorrelationen erinnern uns an die klassischen Poissonbracket-Relationen der kano-
nischen Phasenraumkoordinaten (g;, p;),

{gi,p;} = dij- (1.164)

Wir stellen fest, dass die quantenmechanischen Kommutatorrelationen aus den klassischen Poisson-
Bracket-Relationen durch die Ersetzung

LM ={, }ps. - ih (1.165)
folgen (bzw. durch Ersetzung {, }p.s. — -=[,]). Diese Vorgehensweise heifit kanonische Quanti-
sierung:

Klassische Phasenraumkoordinaten — QM Operator (Observable) mit [,] = ih{, }p.5..
(1.166)

In den Ubungen werden wir sehen, dass die Ersetzung klassischer Funktionen auf dem Pha-
senraum durch nicht-kommutierenden Operatoren den Zusammenhang [,] = ¢7i{, }p.p. erzwingt.
Diese Erkenntnis kann auch als eine alternative Herleitung der Relationen dienen. Ab-
schlieffend wollen wir den Ursprung des Faktors ¢/ noch verstehen:

o {f,g}tpp. ist reell, falls f, g reell, aber | 1, g] ist antihermitesch, falls f, g hermitesch. Deshalb
benstigt man einen Faktor i.

o (|} = a@qa@p’ deshalb ist der Faktor % aus Einheitengriinden notig.
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1.10.5 Darstellung von p im Ortsraum

Betrachte den infintesimalen Translationsoperator in einer Dimension,
T((Sm) =1- %ﬁém, dx : infinitesimal. (1.167)

Wir berechnen seine

e Wirkung auf den Zustand |a):
Wir starten mit

T(6x)|a) = /dx/\x’xx' — dz|a). (1.168)
Eine Taylor-Entwicklung erlaubt uns zu schreiben
/ / a /
(" = dz|a) = (2|a) — 5x%<:1: la) + ... (1.169)
oder gleichbedeutend
Vo (2 — 6x) = Yo () — 5x%wa(m’) +... (Taylor-Entwicklung). (1.170)
x

Damit erhalten wir (1 — 6z p) o) = /dx’ 2"} (2'|a) =6z [ da’ 2" ) 22 (2|} und folgern
—_—
o)

pla) = /dx’ 12 ) (—iBida) (). (1.171)

e Wirkung auf Wellenfunktionen:
Aus T(0x)o(x) = o (x — 0x) = Yo (x) — 5x%¢a($) folgt

() = —ih%w(z). (1.172)
Insbesondere gilt

(615 |a>:/dx’wé(x’)(—ih&,/)wa(x'). (1.173)
1.11  Wellenfunktionen im Impulsraum
1.11.1 Wellenfunktion der Impulseigenzustinde
Wie fiir den Ortsraum betrachten wir eine Basis aus Eigenzustéinden von p (zunéchst ein-
dimensional),

plpy =rlp),  ¥'lp)=0d(p—1). (1.174)

Genau wie im Ortsraum kénnen wir einen Zustand |a) in dieser Eigenbasis enwickeln,
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|m=/@mmw=/®m> 0 (0) | (1.175)

Wellenfunktion im Impulsraum

Wir suchen jetzt den Zusammenhang zwischen |z) und |p). Insbesondere méchten wir ¢, (z) =
(x|p) berechnen. Dies entspricht der Wellenfunktion des Impulseigenzustands |p) in der Ortsdar-
stellung. Aus (1.171) gewinnen wir durch Multiplikation beider Seiten mit (x|, dass

Vie): (z|pla) = —ilid(x|a). (1.176)
Fiir |a) = |p) folgt daraus sofort

p(alp) = (@|p|p) = —ihd,(z|p). (1.177)
(1.178)

Beachte den Unterschied zwischen der reellen Zahl p und dem Operator p in dieser Gleichung.
Wir erhalten damit eine DGL fiir (x|p) :

i
O {zlp) = £p{zlp) (1.179)
mit Losung (z[p) = N exp(Lpz) (N ist eine Normierungskonstante).
Wir halten fest: Der Eigenzustand |p) mit festem Impuls p ist eine ebene Welle im Ortsraum.

Bestimmen wir nun noch die Normierung. Wir wéhlen sie dergestalt, dass die Normierung
('|2"")y = 6(a’ — ") gilt. Nun berechnen wir

@) = [ ! o") (1.150)
- /dp/\N|2eXp(%p(x'—x”)). (1.181)
Verwenden wir [ dk e’** = 274(z), so erhalten wir (z/|2”) = 27h|N|?6(2’ —2"). Damit (2'|2") =
§(z" — 2) muss |N|? = 51=. So kommen wir zu dem wichtigen Ergebnis
1
(elp) = () = ——chP®. (1182)
2rh

1.11.2 Zusammenhang von 9,(x) < ¢,(p) fiir beliebiges |a)

Wir suchen nun die Transformation, welche einem Basiswechsel vom Ortsraum in den Impulsraum
entspricht. Durch Einfiigen der 1 kénnen wir schreiben

(o) = (zle) = [ dplal) plo). (1183)
Mithilfe des soeben berechneten Zusammenhangs ((1.182) und (p|a) = ¢« (p) wird daraus

1 ipo
Vale) = —— / et 6o (p). (1.184)

V2rh
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Ebenso berechnen wir ¢, (p) = (pla) = [ dz(p|z)(z|a), woraus wir

1

dx e wP¥ x 1.185

ablesen. Damit stellen wir fest, dass die Wellenfunktionen im Orts- und Impulsraum durch eine
Fouriertransformation ineinander iibergefiihrt werden,

ba(p) =

1][}@ (I) Fouriertgormation ¢a (p) (1186)

Kommentare

e Dieser “magische” Zusammenhang folgt allein aus den kanonischen Kommutatorrelationen:
Die Relation [Z,p] = ik wird erfullt von p = iiid,, und daraus folgt unmittelbar (x|p) ~
e#P? was wiederum sofort auf die Fouriertransformation fiihrt. Dieser Zusammenhang wird
deshalb allgemeiner auftreten, wann immer [121, B] =1 - ¢, wobei ¢ eine Konstante ist.

e Was ist nun die physikalische Bedeutung von A? Die Wellenfunktion eines Impulseigenzu-
stands lédsst sich, wie wir gesehen haben, schreiben als

Pp(x) = \/%e%m = \/;Tiheik”, mit k= % (1.187)
Dies impliziert die Entsprechung
Teilchen mit Impuls p < Ebene Welle mit Wellenzahl k = 2771- = % (1.188)
Diese Beziehung ist nichts anderes als die DeBroglie-Relation fiir Materiewellen,
p = hk. (1.189)

Dies kann in Experimenten, etwa Elektronenstreuung an Gittern, experimentell untersucht
werden. Dies erlaubt im Prinzip die Messung von i = 5-h = 5-6.67 x 10734 Js.

e Umgekehrt kann man & im Impulsraum darstellen:
, &) = —ih (1.190)
Z|p) = +ihdy, p). (1.191)

>

Obige Relationen fiir ein-dimensionale Systems kénnen sofort auf R? verallgemeinert werden,

BlE) = 2[E), (@) =D @-2), ) =pp) (1.192)
und
/d3x|f><q?| — 1 und FIF) = —ihV, |F). (1.193)
Wir erhalten daraus
. 1 L
Vo (Z) = PEE / d®*pet® g0 (P) (1.194)
1 . _.PE _}
bu(P) = ETSE /d%e U b (Z) (1.195)
1 . pE
(Z|p) = el (1.196)
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1.11.3 Beispiel: Gauf’sche Wellenfunktion

Wir betrachten einen Zustand mit Wellenfunktion im Ortsraum

1
balz) = (%) fedantrike g o R (1.197)

In den Ubungen werden wir folgende Erwartungswerte berechnen:

Daraus folgt sofort
h2
(Az)*(Ap)? = T (1.198)
Dies bedeutet, dass 9, () minimale Unschirfe hat (AzAp > £). Man kann zeigen, dass dies die
einzige Wellenfunktion ist, welche die Unschérfeungleichung saturiert.
Wir beobachten ferner, z.B. durch expliziten Vergleich der Wellenfunktionen im Orts- und Im-
pulsraum, den Zusammenhang

Lokalisierung im Ortsraum-Raum — Delokalisierung im Impulsraum (1.199)
Az — 0 — Ap — o0 (1.200)

Anders ausgedriickt:

|a) stark lokalisiert im x-Raum < ¢, (p) signifikant iiber weiten Impuls-/Wellenzahlbereich
(1.201)
D.h. ein im Ortsraum stark lokalisierter Zustand entspricht im Impulsraum einem Wellenpa-
ket, welches Beitrdge von vielen verschiedenen Wellenzahlen bzw. Impulswerten erhélt. Dieser
Zusammenhang ist uns natiirlich aus der Theorie der Fouriertransformationen wohlvertraut.



Kapitel 2

Quantendynamik

2.1 Zeitentwicklungsoperator und Schréodingergleichung

Gegeben sei ein Zustand |a) zur Zeit tg, geschrieben im folgenden als |, to). Wir wollen nun
analysieren, in welchem Zustand sich das System zur Zeit ¢ befindet. Wir parametrisieren dazu
die Zeitabhéngigkeit, indem wir den Zustand zur Zeit t als |, to;t) schreiben. Insbesondere gilt
in dieser Notation

i Ja ;1) = o). (2.1)

Beachte: Anders als der Ort fungiert die Zeit in der Quantenmechanik nur als reeller Para-
meter, von dem Zustdnde abhingen, und nicht als Observable im iiblichen Sinne von Postulat
2 der Quantenmechanikﬂ Insofern ist die Formulierung der Quantenmechanik, die wir gerade
kennenlernen, nicht kovariant. In der relativistischen Version der Theorie, der Quantenfeldtheo-
rie, stellt auch der Ort keinen Operator, sondern nur noch einen Parameter der Quantenfelder dar.

Der Ubergang |a,ty) — |, to;t) wird durch den Zeitentwicklungsoperator U(t,to) beschrieben,

lov, tos t) = Ut to) |a, to). (2.2)

Dies ist ahnlich zur Wirkung des Translationsoperators T(Ax) auf Zusténde, allerdings mit dem
konzeptionellen Unterschied, dass ¢, wie angedeutet, nur einen Parameter des Zustands darstellt,
der Ort & hingegen eine Observable ist und 2 somit Ortseigenwert des Zustands |2 ). Ahnlich wie
fiir T'(Az) konstatieren wir folgende wichtige Eigenschaften:

e Unitaritiit: U(t, o) U(t, to) = 1, damit die die Normierung des Zustands erhalten bleibt:

<Oé,t0|0[,t0> =1 - <a,t0;t|a,t0;t> =1, (23)

e Verkniipfungsgesetz: U(tz, tg) = U(tg, tl)f](tl, to), wobei tg < t1 < to,

1Ein Zeitoperator ¢ sollte kanonisch konjugiert sein zum Hamilton-Operator im Sinne von [H, ] = ik W.
Pauli hat bewiesen, dass ein solcher Operator nicht selbst-adjungiert sein kann, denn dies wiirde der Exi-
stenz eines minimalen Energie-Eigenwertes widersprechen. Allerdings kann ein Operator ¢ definiert werden, der
schwiichere Eigenschaften erfiillen (insbesondere Hermitizitéit). Eine Diskussion, inwieweit dies ausreicht, um
einen Zeitoperator sinnvoll zu definieren, findet sich z.B. in V. S. Olkhovsky, Time as a Quantum Observa-
ble, Canonically Conjugated to Energy, and Foundations of Self-Consistent Time Analysis of Quantum Proces-
ses, Advances in Mathematical Physics, vol. 2009, Article ID 859710, 83 pages, 2009. doi:10.1155/2009/859710,
http://www.hindawi.com/journals/amp/2009/859710/cta/

35
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e Stetigkeit: limg; g U(to + dt, to) =1= U(tm to).

Fiir infinitesimales dt entwickeln wir ﬁ(to +dt, tg) zu erster Ordnung in dt,

Ulto + dt, to) = 1 — i Qdt. (2.4)
Dies erfiillt alle obigen Eigenschaften, falls OF = Q. O generiert also die Zeittranslation um dt.
Wie im Kontext von 7" und dem Impuls erraten wir heuristisch eine sinnvolle Interpretation von €2,
indem wir uns an der klassischen Dynamik orientieren: Klassisch generiert die Hamiltonfunktion
die Zeittranslation. Wir identifizieren deshalb

Q- H H Observable der Energie. (2.5)
Eine Einheitenbetrachtung zeigt [Q)] = o, [H] = Wizr;‘éng. Daraus folgt, dass wieder eine Kon-

stante mit Einheit einer Wirkung zur Umrechnung einzufiigen ist:

A 1

Bemerkung: Die Konstanten in K = % und O = % miissen a priori nicht die selben sein.
Dass dies, wie die Notation andeutet, so ist, ergibt sich spéter aus den quantenmechanischen
Bewegungslgeichungen.

Zur Herleitung der bestimmenden Gleichung fiir U (t, o) betrachten wir die Evolution

to N — t N — t+ dt, (27)
U(tito)  U(t+de,t)
was
U(t+dt, to) = U(t +dt, ¢) Ut to) = (1 — %Hdt) Ult, to) (2.8)
entspricht. Wir fithren eine Taylorentwicklung durch,
. R EIR
Ut +dt to) = Ut to) +dt 2. U(L to), (2.9)
die uns zu
e .
i Ut to) = HU(t, to) (2.10)

fithrt. Mit der Gleichung |ev, to; t) = U(t, to) |, to; t) erhalten wir daraus die Schrodingergleichung
fiir die Zeitentwicklung eines Zustands

Zh% |C¥,t0;t> =H |C¥,t0;t>. (211)

Die Gleichung (2.10) fiir U(t,to) mit der Randbedingung U (to,to) = 1 kann allgemein geldst

werden:

e Falls H konstant in t ist, gilt einfach U(t,t) = e~ # 7 (t=to),
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e Falls H = H(t) schreiben wir (2.10) um als Integralgleichung,

t t
9 . .
/dt’ih&U(t’,to) = /dt’H(t’)U(t’,to), (2.12)
to to
ih[U (t,t0)—1]
was uns auf .
Ult,to) =1 — %/dt’H(t’)U(t’,to) (2.13)
to

fithrt.

Nun konnen wir die linke Seite in die rechte einsetzen und dies iterativ wiederholen. So findet
man die Dyson-Rethe

tn—1

Ult,to) =1+ i (—;L>n/tdt1 /tldtQ .. / dt,H(ty) ... H(t,). (2.14)
n=1 to to to

In den Ubungen werden wir beweisen, dass das in |D gegebene U (t,to) in der Tat die
Schrodingergleichung

ihd,U(t,to) = HU(t,tg)  mit Ultg, te) =1 (2.15)

erfiillt.
Im Spezialfall [H(t;), H(t;)] =0 Vt;,t; vereinfacht sich (2.14) zu

) —& [arm@)
Ult,tg) = e "o . (2.16)

Bermerkungen:

e Die Schodingergleichung (SG) ist eine lineare Differentialgleichung (DGL) erster Ord-
nung in t. Zu ihrer Losung bendtigt man als Anfangswert also nur den Zustand zur Zeit
t = to, |, to). (Vgl. dagegen das Newton’sche Gesetz: mié = F = xz(to) und Z(fp) sind
erforderlich.)

e Die Zeitentwicklung des Zustands |a) unter der SG ist véllig deterministisch. Der proba-
bilistische Charakter der Quantenmechanik kommt erst durch den Messprozess zustande.
Das ungestort Teilchen propagiert deterministisch.

Im folgenden betrachten wir H = konst. in der Zeit. Von besonderem Interesse sind die Energie-
Eigenzustinde: R

Sei A ein Operator so dass [4, H| = 0 mit normierter Eigenbasis {|a’)}, die auch Eigenbasis von
H ist:

Hl|d)=Eyld), Ald)=dl|d). (2.17)
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e Betrachte die Zeitentwicklung der |a’):

Sei |a,to) =la") = |, to; ) = e #HE10) gy = = Bar(t=to) |47y (2.18)

Das bedeutet, dass sich die Energie-Eigenzustéinde nur um eine gesamte Phase &ndern.
Insbesondere gilt fiir den Erwartungswert bzgl. eines beliebigen Operators B:

(d'|Bla')y — (a'| enPa(t=t0) Be= B (t=10) /Y = (¢/| B|a') (2.19)
Ein Energieeigenzustand |a’) heifit deshalb stationdrer Zustand.

e Betrachte nun ein allgemeines |a). Dieses entwickeln wir in |a’),
ato) = 3 ewlto) o). (2.20)

Der Zustand zur Zeit ¢ ist dann

|, to; t) an J]a')=e"% R H (- tO)an to) |a’) (2.21)
_an to)e™ #Far (t=t0) g/ (2.22)

mit cq () = e~ 7 Ear (=) e, (4y). Dies ist ein nicht-stationdrer Zustand.
Wir fomulieren folgende allgemeine Losungsstrategie:

e Entwickle |a, tp) in Eigenbasis von H:,

la, to) = an/ (to) la’). (2.23)

a’

e Der Zustand zur Zeit ¢ ist |, to;t) = an/ (t) @) mit co () = e~ 7B t=t0) e, (1),
Als Check kénnen wir riickwérts rechnen und erhalten, wie erwartet,
la, to;t) an to)e” 7 Far (t=t0) |7y (2.24)
= Z o, to)e ™+ Far (t=t0) |/ (2.25)
= Ze*zH (t=to) 14/ (a'|ov, to) (2.26)

= e~ ®HE0) o ¢,) (2.27)
= U(t,to) |a, to). (2.28)
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2.2 Schrédingergleichung fiir Wellenfunktionen und Pro-

pagator
Wir kénnen die Schrodingergleichung (SG)
thdy |, to; t) = H |a, to;t) (2.29)
in eine Gleichung fiir 9, 4, (Z,t) = (x|a, to;t) umschreiben. Im einfachsten Fall eines zeitun-

abhdngigen Hamiltonoperators nimmt H die Form an

P .
H="—+V(). 2.30
v (2:30)
Hier ist % der Operator der kinetischen Energie und V(i’) der Operator der potentiellen Energie.
Nun werten wir die Schrédingergleichung in der Form (Z|ihd; o, to;t) = (& H |a, to;t) aus
mithilfe von

]32 h2
(| o lo, tost) = *%A<f|a7to;t>~ (2.32)
(Z|V(Z) o, tost) = V(@) to;t). (2.33)

2
- ihoy (Z|a, to;t) = (—;—mA + V(Z)) (@], to; t). (2.34)

Damit erhalten wir als Ergebnis:

2
ihd(, 1) = (—;—mA V@)@ ). (2.35)

Beachte: Wenn (Z,¢) Losung ist, so ist ¢ (&, —t) keine Losung, weil die SG eine DGL erster
Ordnung in ¢ ist. ¢*(Z, —t) hingegen ist aber eine Losung. D.h. Invarianz der Theorie unter
Zeitumkehr t — —t ist gesichert, sofern

t— —t = Y(Z,t) — (T, —t). (2.36)

Dies ist der tiefere Grund, warum der Hilbertraum der Zusténde ein komplexer Vektorraum zu
sein hat - andernfalls wére keine zeitinvariante Bewegungsgleichung erster Ordnung in ¢ méglich.

Auch im Wellenfunktionsbild ist die SG wiederum besonders einfach fiir Energieeigenzustinde:
Sei |a,to) : Hla,ty) = E, |a,to) und damit |a,tg;t) = e~ #Fa(t=t0) g ty). Wir erhalten:

Bato (T, 1) = e~ BPEt0)y (F 1), (2.37)
Eingesetzt in die SG ergibt dies die stationdre Schrédingergleichung, giiltig fiir Energie-
Eigenzusténde,

2
<2FLA + V(:E')) (&, t) = Ey(Z,t) E. Schrodinger, 1926. (2.38)
m
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Die allgemeine Losung zur zeitabhéngigen SG ihou)(#,t) = Hy(Z,t) ldsst sich wie folgt schrei-
ben:

e Finde eine Energie-Eigenbasis von Wellenfunktionen:

Hn(®) = Enxo(#), / B2 (7) X (F) = b (2.39)

e Enwickle die Wellenfunktion des Anfangszustands in dieser Basis:
~Y ew@  mit e = [ A @) v ). (2.40)

e Es folgt sofort

3 e FE Ty () (2.41)

= /dgy Z Xo (§) V(Y to) e~ 7 En(t=to) Xn (). (2.42)

Damit erhalten wir
W& 1) = / Py G(E, 7, t0) ¥(F. o), (2.43)

WO
G(&,t; 3. to) Ze FER(=t0) 3 ()30 (T) (2.44)

den Propagator darstellt.

Wir demonstrieren dies am Beispiel des kriftefreien Teilchens in einer Dimension:

~2 hZ d2
= Fr__r < (2.45)
2m 2m da?
Wir suchen zunéchst die Energie-Eigenzustédnde, definiert als — —2 iu(m) = FEu(z). Der Losungs-

m dx?
raum dieser Gleichung ist aufgespannt von den Funktionen

1 . 1 )
up(z) = —=eh sowie u_p(z) = ——e mit Energieeigenwerten
V2 V2
h2
Eyp = %k? (2.46)

Wir haben also zweifach entartete Energie-Eigenwerte aufgrund der Zs-Symmetrie z — —z von
H. Wir wollen nun die volle SG ko) (Z,t) = Hp(Z,t) 16sen mit Anfangszustand ¢(z,0) =

( ) exp(— fax 2) und folgen unserem Losungsschema:

1. Schritt : Expansion des Anfangszustands in Energieeigenfunktionen wuy

Y(x,0) = \/%/dkc(k) ™ mit ek m/dxd) x,0)e” e, (2.47)
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2. Schritt : Anwendung der Zeitpropagation

. i : ihk2
W(z,t) = / dk c(k) e T PRt = / dk (k) ezt (2.48)
Explizite Losung: Mithilfe des allgemeinen Integrals
/ e—azzﬂ:sz = \/jexp (—4a> (249)

berechnen wir

= () e wan=(2) ==
1+ ihay

(2* e ). (2.50)

Nl=

Nach weiterer expliziter Rechnung (siche Ubung) ergibt sich die Ortsunschiirfe zur Zeit ¢ zu

h? 5

2 _ 2
(Az)t - (A‘r)t:O + 4m2(Ax)f:0t

(2.51)

Wegen (Az)%(Ap)? = %2 bei t = 0, wo die Wellenfunktion ein Gaufl’sches Wellenpaket darstellt,
schreiben wir dies als )
(Ap)” 5

(A7)f = (Az)ig + ~—5—t* (2.52)

Wir sehen, dass das Wellenpaket eines freien Teilchens mit der Zeit zerflieit, d.h. das Teilchen
ist trotz anfanglicher Lokalisierung zu spéteren Zeiten delokalisiert. Je stédrker das Teilchen un-
spriinglich lokalisiert ist, desto schneller fliefit das Wellenpaket mit der Zeit auseinander. Der
Grund dafiir ist, dass eine starke Lokalisierung eine hohe Impulsbreite verursacht. Das Zerflie-
Ben entsteht nun durch die unterschiedlichen Geschwindigkeiten der Impulskomponenten. Dieses
Zerfliefsen des Wellenpakets ist ein quantenmechnaisches Phéinomen ohne klassisches Analogon.

Abschlieflend stellen wir noch einige wichtige, aber etwas formalere Betrachtungen zum Konzept
des Propagators G(Z,t; 4, to) an, definiert als Kern des Integraloperators

0(@1) = [dyGE6g.0) 6. 0) (253)
G(Z,t;9,to) ist das Analogon des Zeitentwicklungsoperators in der Ortsbasis: Ausgehend von
la, to;t) = Ut to) o, to ) (2.54)
finden wir
@atost) = (70(t0) [ dyl7) (7ot (255)
— 0@ = [y @00 17) ). (256)

In der Tat gilt, in Ubereinstimmung mit 1'
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(@10t t0) ) = 323 0t t0) ) ) (2.57)
fZe FE 100 ()x (7). (2.58)

Wir haben also folgende wichtige Interpretation des Propagators:

G(Z,t:9,t0) = (T U(t, to) |§) = (@] e~ #HE—10) |7, (2.59)

Beachte hierbei, dass lim; 4, G(Z,t;7,t0) = 6 (& — ¥), d.h. der Propagator divergiert bei t =
tp, & =1y. Von theoretischem Interesse ist insbesondere die Grofie

G(t—to) = [ d*yG(G 1o (2.60)
-/ Ay Dol ) oy (2.61)
/d3y2 nly) (y|n)e = Ent=to) (2.62)

:Z n| / dPy [y)(y|n)e#En=t0) (2.63)
——
=1
:Z — % En(t—to)_ (2.64)

G(t — to) erhilt Information {iber das Energiespektrum und wird in der Quantenfeldtheorie eine
wichtige Rolle spielen.
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2.3 Wahrscheinlichkeitsstrom & Kontinuitidtsgleichung

Betrachte die Groe p(#,t) = ¢*(Z,t) (&, t). Die physikalische Interpration von p(Z,t) ist die
einer Wahrscheinlichkeitsdichte, denn die Wahrscheinlichkeit dafiir, das Teilchen mit Wellenfunk-
tion (%, t) zur Zeit ¢ im Volumen V zu finden, ist

P(Teilchen ist zur Zeit t im Volumen V) = /d3 Zp(Z,t). (2.65)
v

Die Anderung von p(&,t) mit der Zeit wird in der Kontinuititsgleichung beschrieben.
Ausgangspunkt zu ihrer Herleitung ist die Schrédingergleichung

hop(E 1) = <—2h;A + V(:E’)) W(E, 1), (2.66)
R <—2h;A + v*@) W (). (2.67)
Damit erhalten wir sofort
0ip(#,1) = (0" (7, D) (E, ) + " (&, DO (7, 1) (2.68)
(A A+ LV V) (2.69)

Falls das Potential reell ist, V* =V, gilt also

00l 1) = o (4T — (T )0). (270)
Diese Gleichung lasst sich suggestiv schreiben als
Op(Z, 1) +V -] =0, (2.71)
wobei ; gegeben ist durch
J= o (T~ (Fu)e) (272

-

J(&,t) ist die Wahrscheinlichkeitsstromdichte, wie aus der integralen Form der Kontinuitétsgleichung
hervorgeht. Betrachte hierzu ein Volumen V' mit Rand 0V = F und integriere (2.71)) iiber V.
Dies ergibt

d - Lo
a/cf’>gsp(:;;',t):—/di“’xv-j:-/dpj@;t). (2.73)
1% 1% F

Im zweiten Schritt haben wir den Gaufi’schen Integralsatz angewendet. Die Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit &ndert sich also in dem Mafle wie Wahrscheinlichkeitsdichte aus dem Volumen
heraus oder in das Volumen hineinstrémt. Die Kontinuitétsgleichung ist uns natiirlich von der
Hydrodynamik inkompressibler Fliissigkeiten vertraut.

Aus der Unitaritéit der Zeitentwicklung wissen wir, dass die Gesamtwahrscheinlichkeit erhalten
bleibt,

%/dsx p(Z,t) =0 (Normerhalt). (2.74)
R3
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Dies ist konsistent mit der Konituitétsgleichung:
oo
Damit [ |(Z,t)]* < oo, oder in Kugelkoordinaten [dQ [ drr?|y|? < oo, muss |¢|* asympto-
R3 0
tisch starker abfallen als %3 Damit fallt auch j starker ab als %3 Wir beschreiben nun das

Integral iiber R?® als Integral iiber eine Kugel B(r) um den Ursprung mit Radius » im Limes
r — oo. Die rechte Seite von ([2.73) verhélt sich wie

2

. = . r

rlin;o / dF-j < Tlin;o4ﬂT—3 — 0, (2.75)
OB(r)

was zu ([2.74)) fuhrt.

Bemerkung: Normerhalt erfordert, dass das Potential reell ist,
V(&) = V*(@). (2.76)

Echt komplexe Potentiale V(&) # V*(Z) beschreiben Prozesse, bei denen die Teilchenzahl nicht
erhalten ist, d.h. die Absorption oder Produktion von Teilchen.

Wir wenden uns noch etwas niher der physikalischen Interpretation von j(:f: ,t) zu: Mit p=—ihV
ist
S 1 . .
[@ai@n = | [eav@opo@n+ [Cav@odeany ). e
R3 3 R3

Daraus folgt sofort

/d%]‘(a‘:‘, t) = Bt (2.78)

m

Dieser Zusammenhang wird weiter relevant in Kombination mit folgender Beobachtung:

Schreibe -
U(E,1) = \/p(&, )i 5D (2.79)
und
VY = \fpe S Vo s, Vers s ) = 19,4 Lyvs (2.80)
2./p h 2 pt v '
Daraus erhalten wir
S, L VS(Zt

d.h. der Gradient der Phase gibt die Richtung des Wahrscheinlichkeitsstromes an. Aus [ d*z ;(f, t) =
(p)

=+ ergibt sich die interessante Interpretation
7= VS(Z,1). (2.82)

Es ist naheliegend, eine Geschwindigkeit des Teilchens zu definieren als die Grofie mit v =
LVS(Z,t). Damit nimmt die Kontinuiéitsgleichung di traute F
P ,t). o g die vertraute Form an

dp+V - (p?) = 0. (2.83)
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Allerdings ist in konventioneller Kopenhagenscher Interpretation der Quantenmechanik die Iden-
tifizierung von ¢ = %65 (Z,t) mit der Geschwindigkeit des Teilchens nur eine rein formale Ana-
logie. In Kopenhagenscher Interpretation gibt es ja gerade keine feste Trajektorie fiir ein
Teilchen mit festem Impuls.

Bemerkung: Die Gleichung ¢ = %65 (Z,t) ist Ausgangspunkt der sogenannten ”Bohmschen
Mechanik”, einer von der Kopenhagenschen Interpretation bewusst abweichenden Interpretation
der Quantenmechanik, in der ¢ als das Geschwindigkeitsfeld des Teilchens verstanden wird.

2.4 Zeitentwicklung im Heisenberg-Bild

2.4.1 Heisenbergbild und Bewegungsgleichung fiir Operatoren
Bisher haben wir die Zeitentwicklung im Schrédinger-Bild betrachtet:

e Die Zustandsvektoren dndern sich mit der Zeit |a, to;t) = U(t,to) o, to ).

e Die Observablen sind keiner Zeitentwicklung unterworfen. Beispielsweise wird p = —ihd,
zu jedem Zeitpunkt durch denselben Operator dargestellt.

Von praktischem physikalischem Interesse ist weniger die Zeitentwicklung der Zusténde, als viel-
mehr die Dynamik von Matrixelementen der Observablen. Denn sowohl die Wahrscheinlichkeiten
fiir Messung eines Wertes aus dem Spektrum als auch die Mittelwerte von Operatoren sind als
Matrixelemente schreibbar.

Betrachten wir deshalb die Zeitentwicklung der Matrixelemente von Operatoren,

t=to=0: (a]A|B) —  t>0: (alUT(t,0AU(¢0)|8). (2.84)

Alternativ konnen wir diese Dynamik der Matrix-Elemente auch durch einen Formalismus der
Zeitentwicklung der Operatoren, nicht des Zustandsvektors, darstellen. In dieser Form ergibt sich
die Dynamik wie folgt:

t=0: A — t>0:  U't,0)AU(t,0). (2.85)
t=0: |a) — t>0: la). (2.86)

Im folgenden schreiben wir: U(t,0) = U(t). Wir definieren das Heisenberg-Bild wie folgt:
e Die Observable im Heisenberg-Bild ist definiert als
A () = Ut () ADT (1), (2.87)

wo A®®) die Observable im Schrodinger-Bild ist. Insbesondere stimmen die Operatoren zu
einem (willkiirlich gewé#hlten) Referenzzeitpunkt ¢y = 0 iiberein,

A (t =0) = A9, (2.88)
e Der Zustandsvektor ist zeitunabhéngig und

Vi: o a,to =05t) ) = |a,to = 0) = [a) (- (2.89)
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Damit kann man die Matrix-Elemente in beiden Bildern berechnen,

sy {ato = 0;t| A9 |a,to = 05t ) () =) (] AT (1) |a) ().

46

(2.90)

Die Dynamik ist im Heisenberg-Bild in einer Bewegungsgleichung der Operatoren enthalten,
die wir aus der Schrédingergleichung herleiten kénnen. Nehmen wir zunéchst an, dass A®) keine
explizite Zeitabhingigkeit aufweist, 9, AS) = 0. Die zeitliche Ableitung der Heisenberg-Obervable

ist
%%H) () = % (010 AD0 )
= (QUTNADT () + Ut (1) AD9,U (1)

Mit ih0,U = HU und —ihd, Ut = U H folgt

o 1 ~ o N P ~
i g = Lot ga®0 1+ ot g
dt ih
1 ~ PPN N PPN ~ A N
= —(-UHUUTA® U+ Ut AS U UTHD)
ih —_—
AUH) (1) AH) (1)
1 - N N
= %[A(H) (), UT(t)HU (t)]

Insbesondere ist . .
UTHU = HH) (1)

im Heisenberg-Bild, weshalb

4 gy = L

= AU (1), H 1),

(2.91)
(2.92)

(2.93)
(2.94)

(2.95)

(2.96)

(2.97)

Wenn H zeitunabhiingig ist, also U (t) = e~ #H* ist HF)(t) = Hund %A(H)(t) = %[A(H)(t), H].
Wenn wir auflerdem eine explizite Zeitabhéngigkeit in A haben, also 9, A )(t) = 0, finden wir

die Heisenberg-Bewegungsgleichung

d - 0 -
a 2H) _ (9 n(H)
th ()= (atA)

1

AW @), ],

_|_

(2.98)

wo (S A)H) =Tt ()0, A9 (1)U (t).

Bemerkungen:

e Das Heisenberg-Bild ist nidher am klassischen Bild: Die Wellenfunktion/ der Zustandsvektor
hat kein direktes klassisches Analogon, aber klassische Groflen wie Energie, Ort und Im-
puls werden zu quantenmechanischen Observablen, die sich im Heisenberg-Bild dynamisch

2 Allgemeiner gilt dies fiir [H(t;), H(t;)] = 0.
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andern. Insbesondere ist die Heisenberg-Gleichung (2.98]) als direktes quantenmechanisches
Analogon zu

C P00, 1) = 0F(a.p.0) + (Fla.p,0), H) (299)

zu verstehen. Hier ist {F, G} = 0,F0,G — 0,F0,G die klassische Poisson-Klammer. Ange-
sichts des besprochenen Zusammenhangs

{ H%[ ;] (2.100)

rechtfertigt dies nachtriiglich die Identifikation von € in U (t+dt,tg) =1 — iQdt mit %H .

e Eine dhnliche Analogie besteht fiir den Translationsoperator. Statt |z) — |z + Ax) =
T(Az) |z ) konnen wir Observable translatieren,

A — TH(Az)AT(Ax). (2.101)

Infinitesimal ergibt sich mittels T(0z) = 1 — idzK fiir 6z das Transformationsverhalten
A — A+ 16z[A, K]. Dies ist zu vergleichen mit der klassischen Transformation einer
Funktion F(g,p) auf dem Phasenraum,

F(q,p) — F(q,p) = F(q¢+6q,p) = Fq,p) + 0F, 6F =3q0,F =6q{F,Q}, Q=p.
A (2.102)
Wir erhalten daraus mittels 2.100| den Zusammenhang K « £, wie wir ihn in GI. (1.158)
angenommen hatten.

2.4.2 Teilchen im Potential und Ehrenfest-Theorem

Wir verdeutlichen die Zeitentwicklung der Operatoren im Heisenberg-Bild am Beispiel des freien
Teilchens:

Im Folgenden sei & = () (t) und p = p)(t) im Heisenbergbild. Der Hamiltonian fiir das freie
Teilchen ist

s

= . 2.103
Damit laute die Bewegungsgleichung fiir der Impuls
d, 1. -
—p=—[p,H] = 2.104
=l H) =0, (2.104)

wel [pi, /()] = 0 -
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Somit ergibt sich

pi(t) = pi(0). (2.105)

Die Bewegungsgleichung fiir z; lautet

gt = sl H). (2.106)

Auf Blatt 5 beweisen wir

o, S ()] = i (;‘g ) - D] = i ( §g> . (2.107)

Daraus koénnen wir sofort folgern, dass

T3
b H| = —ih —ih2p, 2.108
[, H] = 2m2 301 ;p —ihi2p; (2.108)
was mit $&;(t) = ’3';(;) = p‘T(O) ergibt:
5:(0
24(t) = 24(0) + pr(n)t. (2.109)

Wir sehen also, dass die klassischen Bewegungsgleichungen zu Operatorgleichungen im Heisenberg-
Bild werden.

Nun mochten wir das ZerflieBen des Wellenpakets im Heisenberg-Bild verstehen. Beachte da-
bei, dass im Heisenberg-Bild der Kommutator zu gleichen Zeiten mit dem Kommutator im
Schrodinger-Bild wie folgt zusammenhéngt:

[AMD (1), B (1)) = [T () AT (1), U (1) BT (1) (2.110)
= UT)[AD, B®)U(t). (2.111)

Insbesondere gilt [#;(t), Z;(t)] = 0. Aber es gilt (fiir Kommutatoren zu nicht gleichen Zeiten)

[#:(t), 2;(0)] = [%756]-(0)] @6” (2.112)

Mit (AA)2(AB)? > L1[([A, B])|? kénnen wir nun

h2t?

(Azz) (Amz)t —0 2> Am2

(2.113)

folgern, was das Auseinanderflieen des Wellenpakets fiir ein freies Teilchen bedeutet.
Unser zweites Beispiel stellt ein Teilchen im Potential V(%) dar,

s
m

H="—+V(). (2.114)

DN
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Aus diesem Hamilton-Operator erhalten wir die Bewegungsgleichungen

d. 1. p? ;
b= %me o + V(2]
o .
= — V T
oz, (@)
und R
T et T e ol T
da [#;, V(Z)] = 0 (zu gleichen Zeiten). Wir erhalten daraus
d? 1.d .
a i) = gplg o
1 P
=% H
ifi[m7 )
_ld.
mdtt

Damit lautet die Operatorgleichung im Heisenberg-Bild:

d2 S(H = S(H
m@x( (t) = =V (zH)).
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(2.115)

(2.116)

(2.117)

(2.118)

(2.119)

(2.120)

(2.121)

Betrachten wir nun den Erwartungswert von (2.121) bzgl. eines Zustands |a)(gy. Da [a)

unabhéngig von t ist, konnen wir folgern

m ) = S0 = (v (@),

(2.122)

Diese Gleichung bezeichnet man als Ehrenfest’sches Theorem. Da der Erwartungswert im

Schrédinger- und im Heisenberg-Bild {iebereinstimmt, gilt dies allgemein:

Erwartungswerte erfiillen klassische Bewegungsgleichungen.

2.4.3 Basis-Kets im Heisenberg-Bild

Wir wenden uns abschlieffend der Zeitentwicklung der Basis-Vektoren zu. Im Schrédinger-Bild

gilt:

e |a,to;t)(s) = Ult, to) |, to), d.h. der Zustandsvektor ist dynamisch.

e Bei Entwicklung in Basis-Vektoren sind diese nicht dynamisch: Insbesondere gilt dies fiir

die Eigenbasis zum Operator A

A ey =d' |d).

(2.123)
(2.124)

Die Zeitentwicklung des Zustandsvektors |a, to;t)(s) = > car(t) [a) ist in den Koeffizienten
a/

bzgl. der Basis enthalten,
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car(t) = (@', tos t) () = (a'| U(t) [, to) (2.125)

Der Ubergang ins Heisenbergbild liefert:

UT)ADT @) UT(t)]a') = Ut (t)d' |a'), (2.126)
N—
A (t)
also
AU () o) = d' (U (t)]a"))- (2.127)

Somit ist UT(t)|a’) Eigenket zu AU (t) mit Eigenwert a’. Damit kénnen wir die Eigenkets im
Heisenberg-Bild definieren:

la' )y = UT(t) |a'). (2.128)

inverse Schrodingergleichung”

[

Sie erfiillen die

zh@t |a’,t>(H) =-—-H \a/,t>(H). (2129)
Im Heisenberg-Bild nimmt die Basis-Entwicklung die Form an:
|, tos t) (ary = an )a' ) (2.130)
| —
=la,to)
mit
car (t) =(my (@', tla, tost) () = ((d] Ul(t, to)) o, to). (2.131)

Wir sehen also, dass die ¢4/ (t) in Schrédinger- und Heisenberg-Bild iibereinstimmen.

2.5 Der einfache harmonische Oszillator

Betrachten wir ein Teilchen der Masse m im eindimensionalen Potential V (z) = Zw?z?. w stellt
die Kreisfrequenz dar und hat die Einheit Ze -- Das quadratische Potential ist oft eine gute erste
Niherung (im Sinne einer Taylorentwicklung) fiir das Verhalten von Teilchen im stationéren
Punkt eines allgemeinen Potentials. Deshalb findet es Anwendung in universellem Kontext von
Festkorperphysik bis hin zu Quantefeldtheorie.

Wir kénnen den quantenmechanischen Hamilton-Operator fiir dieses Problem schreiben als

i 42
H= : 2.132
o +2 (2.132)

Es erweist sich als sinnvoll, die einheitenlosen Grofien

N mw A 1
X=,/"2i  P= b, 2.133
h N (213
zu definieren. Damit ist
hw - .
H= 7(2(2 +P?) (2.134)
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mit [X, P] = i.

2.5.1 Losung im Operatorbild

o1

Wir werden nun sehen, dass die Kommutatoralgebra [X', P] = i ausreicht, um den harmonischen
Oszillator zu l6sen, d.g. das Energiespektrum und die Energie-Eigenzusténde anzugeben. Aller-
dings bedarf es hierzu eines Variablenwechsels von & und P zu den sogenannten Leiteroperatoren

1 - . - 1
a=—(X+iP o X =—(a+ah), 2.135
X+ iP) Satal), (213
aT—i(Jé—iﬁ) & ﬁ—il(a—(ﬂ) (2.136)
V2 2 '
Diese erfiillen die Kommutatorrelation
1. - S .
[a,a'] = X +iP, X — P (2.137)
= ([P &) - [£,P)) = 1, (2.138)
also
[a,al] = 1. (2.139)
Wir schreiben den Hamiltonoperator H mithilfe der Leiteroperatoren als
1, 1 2 2
H:iﬁwi((cH-a) —(a—a")?) (2.140)
1, 1
= ihwi(cf +aa' 4+ a'a+ (a")? — a® + aa’ +a'a — (a)?) (2.141)
1
= ihw(ata + aal), (2.142)
was wir noch vereinfachen kénnen mittels aa’ = [a,a'] + afa =1+ afa zu
1
H = hw(a'a + 3) (2.143)
Definieren wir nun den sogennanten Besetzungszahloperator
N=a'a mit NT=N (2.144)
Damit erhalten wir
1
H = hw(N + 5). (2.145)

3 Alternativ kénnen wir schreiben H =
des Vakuums.

1
2 2

hw(aa’ — 1), aber dies fiihrt zu leicht unkonventioneller Definition
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Eine entscheidende Eigenschaft von N ist, dass es nur nicht-negative Eigenwerte hat, denn

Vi) ($IN[) = (¢laaly) =lalp)|* > 0. (2.146)

Wir finden nun die Energie-Eigenzustinde und das Energie-Spektrum durch Analyse des Spek-
trums von N: Wenn |n) Eigenzustand von N mit Eigenwert n ist, also

Nn)=n|n), (2.147)
S0 ist
1
Hn) :M(n+§)|n):En |n). (2.148)
Wir wollen herausfinden, welche Besetzugszahlen n (also welche Eigenwerte von N) auftreten.
Hierzu miissen wir etwas ausholen. Berechne zuniichst [N,a] = [afa,a]. Aus der allgemeinen
Relation
[AB,C] = A[B,C] + [A,C)B (2.149)
folgt
[N,a] = a' [a,a] +[a',a]a = —a. (2.150)
—~— ——
=0 =1

Damit haben wir insgesamt

[N,a] = —a und ebenso [N,a'] = af. (2.151)
Als néchstes fragen wir uns, was a|n) fiir ein Zustand ist. Wir betrachten
N(a|n)) = ([N,a] +aN)|n) = —a|n) + an|n), (2.152)
was uns zu
N(a|n))=(n—1aln) (2.153)

fithrt. Das bedeutet, dass a|n) Eigenzustand von N mit Eigenwert n — 1 ist. Ahnlich finden wir

Na'|n) = (n+ 1)al|n) (2.154)

Wir halten fest:
a erniedrigt den EW um 1 - Vernichtungsoperator (2.155)
a'  erhéht den EW um 1 — Erzeugungsoperator (2.156)

Beachte dabei, dass das Spektrum von N und damit von H nicht degeneriert ist. Der Grund
dafiir ist, dass a und a' eine vollstindige Menge von Observablen bilden, was bedeutet, dass in
diesem Problem jede Observable eine Funktion von @ und a' ist. Wire das Spektrum degeneriert,
so kénnte man eine weitere Observable hinzunehmen, so dass diese Degenerierung aufgehoben
wird.
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Es gilt deshalb

al|n) = cpy In+1) = (nla=c, (n+1] (2.157)
aln) =cp—|n—1) = (n|at =¢ (n—1]. (2.158)

Die Werte von ¢,+ € C finden wir iiber die Normierung von |n). Wir beginnen mit
1
l=(n+1n+1) = ——(n|aa’|n) (2.159)
lent |

und verwenden dafiir den Standardtrick

(nlaa® [n) = (n| ([, a] +a'a) [n) = (nln) + (n| N|n) = (n +1) (n|n). (2.160)
~——
=1
Damit erhalten wir sofort 1 = ﬁ(l +n), was ¢,y = v/n+ 1 bedeutet (hier haben wir eine
Gesamtphase entsprechend gewé#hlt). Auf die gleiche Weise erhalten wir aus

— - t S
l=(n—-1n-1)= |cn7|2<n\ a'a|n) = o T2 (2.161)
N
das Ergebnis ¢,,— = /n. Wir fassen dies noch einmal zusammen:

a'lny=vn+1|n+1) aln) =+nin—1). (2.162)

Kehren wir nun zuriick zur Frage nach den moglichen Eigenwerten n von N. Nehmen wir an, es
gibt ein n > 0 so dass

N|n)=mn|n) (n>0 weil N positiv semi-definit). (2.163)

Wirken wir mit a auf den Zustand |n) so ergibt sich

aln) =vnn—1), (2.164)
a*[n) = v/n(n—1) |n - 2), (2.165)

: (2.166)
a*In)y=+/nn—-1)...(n—k+1)|n—k). (2.167)

Da N keine negativen Eigenwerte hat, muss diese Reihe irgendwann abbrechen. Sei L der kleinste
Wert so dass a” |n) = 0 mit L € N. Das entspricht

0 =aa"""|n) — aln—L+1)=0. (2.168)

Nutzen wir dies nun und schreiben

O:(n—L+1|&T’cL|n—L—|—1):(n—L—i—l)(n—L—i—l\n—L—&—U:n—L+1. (2.169)
N
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Damit n— L+ 1 =0 fiir L € N, muss n muss ganzzahlig sein. Gegeben sei also n € N und damit
L =n + 1 der minimale Wert so dass a” [n) = 0. Insbesondere ist aZ~1|n) # 0,

0#a |n)=a™n)=vn!|0) und  al0)=0. (2.170)

Damit ist |0) der minimale Besetzungszustand. Man bezeichnet ihn als Grundzustand oder Va-
kuum. Damit meinen wir den Zustand minimaler Energie, welches ein Teilchen im Potential des
harmonischen Oszillators annehmen kann. Ausgehend von |0) kann jeder hthere Energiezustand
durch Anwendung des Erzeugers a! erreicht werden:

1) =a'0) (2.171)
1 1

2) = —=a'|1) = —=(a")?|0). 2.172
12) 7 1) ﬂ(a) 0) (2172)

(2.173)

Der allgemeine Energiezustand ist also:
1

In) = —=(a")"0)  VneN. (2.174)

Die Energie des Zustands |n) ist E, = hw(n + ). Insbesondere besitzt der Grundzustand die

1
Vakuumenergie Ey = hw§ (2.175)

Die Energie-Eigenzusténde bilden eine Basis des sogenannten Fock-Raums.

In den Ubungen zeigen wir:
Die Unschérfe im Zustand |n) ist

(Az)?, (Ap)7,y = (n+ %)%2. (2.176)

Der Grundzustand |0) saturiert damit die Unschérferelation. Wir weisen abschlieflend darauf
hin, dass die Existenz der Vakuumenergie als eine Folge der Unschérferelation verstanden werden
kann, denn wegen (p)|,y = 0 = (&), ist

1

(Bin) = - (Ap)Fs) + Zw?(Aa)f, . (2177)

2m 2

2.5.2 Darstellung im Ortsraum

Wir wollen die Wellenfunktion der Fockraum-Zusténde |n) finden und beginnen mit dem Grund-
zustand, definiert als

alo) =0 a= /"4 p). (2.178)

Wir erhalten daraus
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mw R T
ﬁ(ﬂx‘*‘%mm'

—1h0,(x|0) finden wir

0= (z|al0) =

Wegen (x| 2]0) = 2(x|0) und (z|p|0)

11 d . h
<m|a|0>zﬁz—0(x+m3£)<x|0> mit  xg =

mw

Die Wellenfunktion g (x) = (x|0) erfiillt also die DGL

d
(z + x%@)?ﬁo(l‘) = 0.

Ihre Lésung finden wir wie folgt: Bekanntlich ist e®® Lésung zu <= f(z)

von ey (z) = —migz/)o(x) ist somit

Yo(z) = Neié(%f-

95

(2.179)

(2.180)

(2.181)

af(x). Die Losung

(2.182)

Bestimmen wir nun noch die Nomierung N indem wir fordern

- 2
1= /dx\i/)(m)P = /dx|N|2e‘(%> : (2.183)
Daraus erhalten wir N = — iﬁ Damit lautet die gesamte Wellenfunktion
w4 .\/To
1 _1(=)?
Yo(z) = —T——e€ :(5)) (2.184)
T44/20

Wir sehen also, dass es sich beim Grundzustand um ein Gauf}-Profil handelt. Dies war zu er-
warten, weil, wie nach (2.176)) beschrieben, der Grundzustand die Orts-Impuls-Unschérfe erfiillt.

_ (ahn

Nun finden wir die Wellenfunktion der angeregten Zustéinde |n) T

von a' mit der Darstellung

(im Ortsraum).

Multiplikation mit (x| ergibt

1 n
{ln) = ﬁ@:l(cﬁ) 10)
1 1 9 n
=l 2”n!<x xod*) (z]0),
was zu
11 1 2 d ., _%(5)2
el =23 o WAL (@ —mogg)te

fihrt. Mit £ = zio Hisst sich dies via den Hermite-Polynomen schreiben:

durch die Wirkung

(2.185)

(2.186)

(2.187)

(2.188)
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Definition 2.1. Die Hermite-Polynome sind definiert als

Ho(€) = e (5 - d)n e (2.189)

L 5(5) 'y, (&
Yn(x) = me ( ) H, <$0) . (2.190)
Explizit findet man:
Ho(€) = 1. (2.191)
Hi(€) = 2, (2.192)
Hy(§) = 4¢* — 2, (2.193)
H3(¢) = 8¢% —12¢ (2.194)

Beachte dabei, dass Ha,(—&) = Hay, (€) sowie Hopt1(—§) = —Happ1(€) gilt. Induktiv findet man

allgemein

n 2k
Hop (€ zz: - k 2n)! 15)22@" (2.195)
n 2n—2k
Hopy1 (€ _252 i' ;Fnl)_(;]f{rl) : (2.196)

Aus (m|n) = Oppm = [ datpf, (), (z) folgt dann

/dge*f Hyp () Hp (€) = S /7270, (2.197)

Abschlielend merken wir an, dass, wie fiir stationdre Zustéinde erwartet, die Wellenfunktion
Y, () reell ist. Dies ist im Einklang mit dem Verschwinden des Wahrscheinlichkeitsstromes j fiir
stationdre Zustinde.

2.5.3 Losung des Oszillators im Ortsraum

Alternativ zur Operatormethode kénnen wir den harmonischen Oszillator auch direkt im Orts-
raum losen. Ausgangspunkt ist die stationére Schrodinger-Gleichung

2 2 2
( 2hm dciﬂ + m;x2> P(x) = E(x). (2.198)

1t £ = = fir g = 4/ == un = == folgt die Hermitsche Differentialgleichung
Mit € = £ f Lund A = 2E folgt die H he Diff lgleich

dg¢?

Wir wenden folgende allgemeine Losungsstrategie an:

<dQ -&+ >\> p(€) =0. (2.199)
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e Finde zunichst die asymptotische Losung u(€) fiir £ — oo,

(id - 2) W =0 (A<, (2.200)

was zu u(§) & e~ fiir £ — oo fiihrt.
e Setze den Produktansatz: (£) = u(§) v(€) in (2.199) ein und erhalte
d? d
R I W —0. 2.201
(3 25 +2 1) ve =0 (2.201)

Die erlaubten Werte von A ergeben sich aus der Forderung nach der Normierbarkeit der
Losung. Dies werden wir im Detail in den Ubungen sehen.

§2

n 2
Tatséichlich kann man zeigen, dass die durch H,(§) = ez (f d ) e=% definierten Hermit-

Tdg
schen Polynome Losung der Hermiteschen DGL sind. Betrachten wir hierzu

S(€,5) = e 2, (2.202)

In den Ubungen werden wir zeigen:

118

Ls"H,(€). Man bezeichnet S als erzeugendes

L4 §52,5(575)|s:0 = Hn(§)7 also S(£7S) =

Funktional.

n=0

o H,(¢) definiert via 2-S(&, 5)|s—o erfiillt die hermitesche DGL.
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2.5.4 Kohirente Zustinde

Die Fockraum-Zustéinde |n) = \/%(cﬁ)” |0) sind Energie-Eigenzustinde und somit stationzir:

I, to; t) = e #HE10) |p)) = =i (nt1/2)(t—to) ) (2.203)
Insbesondere ist zu jedem Zeitpunkt ¢

(@(t))ny =0, (B(t)jny = 0. (2.204)

Charakteristisch fiir die klassische Losung des harmonischen Oszillators ist hingegen die Oszilla-
tion von x und p mit Frequenz w. Ndher an der klassischen Losung sind die kohdrenten Zustdnde,
definiert als Eigenzusténde von a,

a|/\>c0h = )\|/\>coh~ (2.205)
Unser Ansatz fiir einen solchen Zustand lautet
Ay = cnln). (2.206)
n=0

Damit erhalten wir:

A\A}za\)\>:ch\/ﬁ|n—1>= Zcm+1\/m+1|m>. (2.207)
n=1 m=0

Daraus folgt, dass

- A
emitVm+1=cmA,  dh. o . (2.208)
Cm m + 1

Mit der Wahl ¢y = 1 ergibt sich

W = 32 J ) = 32 )" 10) (2.200)

n=0

Dies ldsst sich formal schreiben als

Meon =€ [0)  VAeC. (2.210)

Man kann zeigen, dass (u|\) = e# * ist. Der normierte Zustand ist damit

IA) = e 2P eral o), (2.211)

Um eine physikalische Interpretation der kohérenten Zusténde zu finden, fithren wir die Zeitent-
wicklung durch und setzen dafiir {5 = 0:
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I\ to;t) = e  #HE|N\) :e—%HtZﬁ\m (2.212)
n=0 :

=S :ﬁe—w(”“/zﬂ In) (2.213)
n=0 :

_—iwt/2 — (Ae—whn
=e nz:% V- In). (2.214)
Wir haben somit gezeigt
I\ toit) = e 2 |N(1)) = e @2 AWl |0y it A(f) = e A (2.215)

Der Real- und Imaginérteil von A oszillieren also mit der Frequenz w. Als néichstes méchten wir
nun die Wellenfunktion bestimmen. Dazu betrachten wir

(a=XN)A)=0 = (zla—A\)=0. (2.216)
Wir erhalten damit
11 d
[ﬁ;o(x + f%@) =AYy () =0, (2.217)

was gleichbedeutend mit

T d
(10 + 3?0@ - \/E)\) wp\)(I) =0 (2.218)
ist. Diese DGL losen wir mithilfe des Ansatzes
Yiay (@) = Ne Az +Be+C, (2.219)
FEingesetzt in (2.218]) fiihrt dies zu dem Ergebnis

— L (z— x0)?
Yiny () = Njyye ey (1Y, (2.220)

Wir stellen daran folgende Beobachtungen an:

e Diese Wellenfunktion ist ein Gaufy’sches Wellenpaket, welches nicht mit der Zeit zerfliefit.
Daher rithrt der Name kohérenter Zustand.

e Das Wellenpaket ist zentriert um (z(t)) = v2xoReA(t). Damit oszilliert (z(t))xy mit der
Frequenz w.

Insgesamt konnen wir also festhalten, dass die quantenmechanischen Zustéinde |Acon ) in der Tat
die typischen Eigenschaften klassischen Losung des harmonischen Oszillators realisieren.



Kapitel 3

Drehimpuls und Spin

3.1 Rotationen in R?: Lie-Gruppe und Lie-Algebra

Unser bisheriges Programm zur Definition der quantenmechanischen Observablen beruht auf der
Identifikation

Observable — Generator einer Transfomation (3.1)
I — Translationen T = exp(—i&x%) (3.2)
H o Zeitentwicklung U = exp(—itH/h). (3.3)

Ebenso nidhern wir uns dem Drehimpulsoperator iiber Rotationen des Euklidischen Raums. Wir
beginnen mit einem Exkurs iiber Rotationen im R?, anhand derer wir die wichtigen Begriffe der
Lie-Gruppe und Lie-Algebra kennenlernen.

3.1.1 Von SO(3) zur Lie-Gruppe

Rotationen in R? werden dargestellt als reelle 3 x 3-Matrizen R, die auf Vektoren ¢ € R? wirken,

U+ Ur = RV (3.4)
mit RRT = 1 = RTR so dass detR = 1. Solche R bilden eine Gruppe bzgl. Multiplikation, die
Drehgruppe

SO3) ={ReR**:RR" =1 mit detR=1}. (3.5)
Wir betrachten wieder aktive Rotationen, d.h. das Koordinatensystem wird nicht transformiert.
Die Rotation eines Vektors um einen Winkel ¢ um die z-Achse ist gegeben durch die Matrix

cos¢p —sing 0
R.(¢) = |sing cos¢p O0]. (3.6)
0 0 1

Ebenso kénnen wir die Rotationen um die z- und y-Achse beschreiben als

1 0 0 cos¢ 0 sing
R.(¢)=|0 cos¢ —sing |, Ry(¢) = 0 1 0 |. (3.7
0 sing coso —sing 0 cos¢

60
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Eine allgemeine Drehung R € SO(3) wird also durch reelle 3 Parameter spezifiziert, denn
RTR = 1 stellt 6 Bedingungen an 9 Matrixelemente. Wir stellen die folgenden beiden gingigen
Parametrisierungen gegeniiber, ndmlich

e iiber die drei Eulerwinkel, R = R, (7)R,(8)R.(a) mit 0 < «, 8,7 < 2, oder als

e Drehung um Winkel oo um vorgegebene Achse 7 = g Beachte dabei, dass die Drehung um
7 um Winkel o und die Drehung um —7 um Winkel 27 — « identisch sind. Deshalb kénnen
wir a geméfl 0 < a < 7 einschrénken, miissen aber fiir @« = 7 die Drehung um 7 und —7
identifizieren.

Da die Gruppe SO(3) kontinuierlich von 3 reellen Parametern abhéngt, bildet sie ein Beispiel
einer Lie-Gruppe:

Definition 3.1. Fine Lie-Gruppe ist eine Gruppe mit der Struktur einer glatten Mannigfaltigkeit,
dergestalt dass die differenzierbare Struktur mit den Gruppengesetzen vertrdglich ist.

Was bedeutet dies? Zunéchst einmal ist eine Mannigfaltigkeit fiir unsere Zwecke ein glatter
Raum, der lokal aussieht wie R"”. Genauer gesagt gibt es eine stetige Abbildung von R™ in die
Mannigfaltigkeit. Diese muss nicht global definiert sein. Aber lokal, also in offenen Umgebungen
eines jeden Punktes, liefert sie ein stetige Abbildung zwischen R™ und der Mannigfaltigkeit. Fiir
eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist diese Abbildung differenzierbar - dies bezeichnet man
mit der differenzierbaren Struktur. [1

Wir haben also einen Parameterbereich als eine Teilmenge von R™ und eine Abbildung von
diesem Parameterbereich auf unsere Mannigfaltigkeit. Im Falle einer Liegruppe ordnet diese Ab-
bildung einem Element 3 des Parameterbereichs ein Gruppenelement zu. Sei also gg € G das
Gruppenelement zu Parameter 3. Den Parameter kénnen wir als Koordinate auf der Gruppen-
mannigfaltigkeit ansehen. Was diese Mannigfaltigkeit zu einer Gruppe macht, ist die Wirkung
der Gruppenmannigfaltigkeit auf sich selbst,

981982 = 9ps- (3'8)

Dies bedeutet, dass die Gruppenwirkung eine Verkniipfung zwischen Elementen des Parameter-
bereichs induziert. Es muss also eine glatte Abbildung f im Parameterbereich geben, so dass

Bs = f(Br, B2). (3.9)

Die glatte Funktion f(81, 82) muss nun vertriiglich sein mit

e dem Assoziativgesetz, d.h.

(glh gﬁz)gﬁ:s = 9p: (9529[33)7 (3'10)
9F(51.82)985 = 961 9F(B2.5) (3.11)
= f(f(B1,B2),B3) = f(Br, f(B2,B3)); (3.12)

o der Existenz der Eins: Wenn = 0 dem Element gg—o = 1 entspricht, ist
f(8,0) = f(0,8) = 5; (3.13)

1Ein einfaches Beispiel einer Mannigfaltigkeit ist z.B. die Kugeloberfliche S? in R3. Lokal, also in der Umgebung
eines jeden Punktes, sieht S? aus wie R2. Eine explizite Abbildung von R? auf S? ist gegeben durch die Kugelko-
ordinaten 6, p — (sin(0)sin(yp), sin(8)cos(¢), cos(9))T. Der notwendige Parameterbereich ist [0, 7] x [0, 27), aber
es gibt immer einen Punkt, hier den Siidpol, der durch diese Abbildung nicht stetig erreicht wird. Insofern ist die
Abbildung nicht global definiert.
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e der Existenz des Inversen:
(98) " =tgg—r  mit f(37",B)=0. (3.14)

Beachte:

e Rotationen um verschiedene Achsen kommutieren nicht, z.B.

Ry () Ry () # Ry(B) Ra (). (3.15)

Deshalb ist SO(3) eine nicht-abelsche Lie-Gruppe.

e Rotationen um eine feste Achse 7 bilden eine abelsche, ein-parametrige Untergruppe, gege-
ben durch Drehungen

Ra(¢)  mit  Ru(¢1)Ria(¢p2) = Ra(dr + ¢2). (3.16)

3.1.2 Von der Lie-Gruppe zur Lie-Algebra

Die grundlegende Idee der Theorie der Lie-Gruppen besteht im Studium vieler Gruppeneigen-
schaften anhand des Konzepts der infinitesimalen Gruppenelemente. Aufgrund der Glattheit der
Gruppenmannigfaltigkeit konnen wir den Limes betrachten

li = 1. 1
1im g5 (3.17)

Dies erlaubt die Definition infinitesimaler Transformationen um die 1 im Sinne einer Taylor-
entwicklung. Anstatt dies formal zu definieren, betrachten wir gleich das Beispiel SO(3). Eine
Rotationsmatrix, z.B. R;(«), koennen wir in « entwickeln. Fiir allgemeine R € SO(3) erhilt man
so eine Entwicklung

R=1+Q+..., (3.18)

wobei RT R = 1 erfordert, dass Q7 = —Q. In der Physik wiihlt man die infinitesimalen Rotationen
vorzugsweise hermitesch durch Einfiigen von Faktoren i. Fiir infinitesimale Rotationen um die
z-Achse etwa schreibt man

R,=1—i¢,M,, (3.19)
wobei M, gegeben ist durch
0 —i 0
i 0 0|, M,=M]. (3.20)
0 0 O

Die infinitesimalen Gruppenelemente sind aufgrund der folgenden Beobachtung von Interesse:
Alle Gruppenelemente, die kontinuierlich mit der 1 verbunden sind, werden durch Hintereinan-
derausfithrung infinitesimaler Transformationen erreichtﬂ Fiir SO(3) etwa heifit das,

2Im allgemeinen muss die Lie-Gruppe nicht durch eine zusammenhingende Mannifaltigkeit gegeben sein. In
diesem Fall ist nur die Komponente, in der die 1 liegt, kontinuierlich mit dieser verbunden. Ein Beispiel einer nicht
zusammenhingenden Gruppenmannigfaltigkeit ist die orthogonale Gruppe O(3) mit den beiden Komponenten
det O =1 und det O = —1.
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N
Rz(¢z) = ]\}EDOO (]1 — Z%MZ> = e 19 M: (3.21)

Endliche Rotationen um eine feste Achse 7 lassen sich also schreiben als

Rz(¢) = exp(—igbﬁ]\Zf) = exp(—i¢[ng My + ny M, +n.M.]). (3.22)

Die M; bezeichnet man als Erzeugende von SO(3). Die Hintereinanderausfithrung der Gruppen-
multiplikation fiir infinitesimale Transformationen entspricht in erster Ordnung der Addition der
Erzeugenden:

R, (60)Ry(68) = (1 — i6aM,)(1 — idaM,) (3.23)
=1 — i(SaM, + 68M,) + O(2). (3.24)

Das bedeutet, dass die Erzeugenden M; einen Vektorraum beziiglich der Addition bilden. Die
nicht-abelsche Struktur der Gruppe ist erst in 2. Ordnung sichtbar und fiihrt unweigerlich zum
Kommutator zweier Erzeugender

Ry (60) Ry (65)[Ry (00) Re (600)] ™! = —60 03 [My, My] + O(3). (3.25)

Der Kommutator zweier Erzeugender ist wieder Erzeugende, das Produkt hingegen nicht. Am
Beispiel der SO(3) sehen wir dies explizit, denn

(M,M,)" # (M,M,)  aber (i[M,, M)l =i[M,, M,]. (3.26)

Der extra Faktor ¢ ist nur in der Physik iiblich, wo M = M statt Q = Q7. Der Kommutator
[ , ] stellt deshalb eine Abbildung dar vom Vektorraum der Erzeugenden in sich selbst. Die
Erzeugenden der Lie-Gruppe bilden eine sogenannte Lie-Algebra bzgl. der Verkniipfung [ , |.

Definition 3.2. FEine Lie-Algebra g ist ein Vektorraum mit einer bilinearen Verkniipfung
gxg—g, (3.27)
mit den Eigenschaften
e A-B=-B-A,
e A-(B-C)+B-(C-A)+C-(A-B)=0.

Tatséichlich erfiillt der Kommutator [ , ] diese Eigenschaften. Fiir so(3), die Lie-Algebra der
Lie-Gruppe SO(3), findet man explizit

[MI, My] = ZMZ oder [M“ Mj] = ieijkMkn (328)

wobei €51 der total antisymmetrische Tensor ist mit €;23 = 1.

Allgemeiner ist eine endlich-dimensionale Lie-Algebra definiert durch Angabe von “-” auf einer
Basis des Vektorraums, d.h. durch Angabe der Verkniipfung
za-zp = fGpzc. (3.29)

fG g heiBen Strukturkonstanten der Lie-Algebra. Sie erfiillen
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i ng = - %A’
o [RpfEL+ fELfE, + fBaffip =0 (Jacobi-Identitét).

Fiir so(3) gilt f;k = i€ijk-

3.2 Vom Konzept der Darstellung zum Drehimpuls-Operator

Bislang haben wir uns mit Rotationen als Elementen einer abstrakten (Lie-)Gruppe befasst. Zu
einer Rotation R wollen wir nun den entsprechenden Rotations-Operator D(R) untersuchen, der
auf einem quantenmechanischen Zustand die Drehung R realisiert, also den Operator finden

la) = |a)r = D(R) |a). (3.30)

Die Frage nach der konkreten Realisierung von D(R) stellen wir an dieser Stelle ausdriicklich
hintan. Im einfachsten Beispiel etwa konnte man D(R) definieren als den Operator, der den
Ortseigenzustand |x,y, z) auf den Zustand |z,y, z)r = |2/,3/, 2’ ) abbildet mit

/

x x x
yl =y |=R|y]. (3.31)
z Z z

R

Wir werden allerdings noch allgemeinere Formen des Drehoperators kennenlernen. Unabhéingig
von der konkreten Realisierung stellen wir die minimale Forderung, dass fir R3 = R; R, auch
gelten soll D(R3) = D(R1)D(Rz).

Da unser momentanes Vorgehen uns noch oft in der Physik begegnen wird, halten wir kurz inne,
um uns zu vergegenwértigen, was wir konzeptionell tun:

e Wir beginnen mit einer abstrakten Gruppe G - hier der Lie-Gruppe SO(3).

e Wir betrachten einen abstrakten Vektorraum V - hier den quantenmechanischen Hilber-
traum der Zusténde |«).

e Zu jedem g € G - hier R € SO(3) - definieren wir einen linearen Operator
D(g): V=YV, (3.32)
der die Gruppe G auf V realisiert und vertréglich mit der Gruppenstruktur ist:
D(g1 - g2) = D(g1)D(g2)- (3.33)
Insbesondere muss D(g) invertierbar sein und
Do) = D(g) " (3.34)
Definition 3.3. Ein D(g) : V — V mit obigen Eigenschaften heifit Darstellung von G, der
Vektorraum V ist der Darstellungsraum.

Das Konzept der Darstellung ist in der gesamten modernen Physik von universeller und nicht zu
iiberschitzender Wichtigkeit:
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(Lie-) Gruppe G~ <  Abstraktes Konzept/ “Idee” einer (kontinuierlichen) Operation
Darstellung D(g) < konkrete Realisierung auf physikalischem Raum

Die Frage, welche Darstellungen fiir eine gegebene Gruppe G moglich sind, beantwortet die ma-
thematische Diszplin der Darstellungstheorie.

Kehren wir zuriick zum Drehoperator. In der Quantenmechanik fordern wir Normerhalt unter
Drehungen, d.h.

D(R)' =D(R)™: unitére Darstellung. (3.35)
Tatséchlich gilt das mathematische Theorem:

Jede irreduzibleﬂ Darstellung einer kompakten Lie-Gruppe kann unitéar gewéhlt werden.

Ahnlich wie fiir die abstrakte Lie-Gruppe selbst ist es fruchtbar, zunichst die Darstellung in-
finitesimaler Gruppenelemente in einer Taylorentwicklung zu betrachten. Angewendet auf die
Drehgruppe suchen wir deshalb zunichst D(R) fiir eine infinitesimale Rotation um Achse 7 und
Winkel §¢ und entwickeln

D(it,6¢) =1 —iGiidy  mit G =G. (3.36)

Da klassisch der Drehimpuls der Erzeugende von Drehungen ist, definieren wir den quantenme-
chanischen Drehimpuls-Operator als

T=hG,  dh D, 66)=1—is¢2i (3.37)

m‘%p

bzw.

D(Ra(¢)) = e #7 (3.38)
fiir endliches ¢.
Die zentrale Einsicht ist, dass wegen der Darstellungseigenschaften die infinitesimalen Darstel-

lungsoperatoren die Kommutatorrelationen der zugrundeliegenden Lie-Algebra erfiillen. In un-
serem Fall also erfullt J; die Kommutatorrelationen der so(3)-Algebra

[Ji, J;] = iheijii. (3.39)
Unterscheide dabei
e die abstrakte Gruppe: R = e~ M it [M;, M;] = i€ My, und die

e Darstellung D(R) = e~ 9% mit [Ji, J;] = iheijiJy.

Wir werden also zunéchst Darstellungen der Lie-Algebra suchen. Bis auf interessante globale
Aspekte, die wir noch behandeln werden, ist dies bereits ausreichend, um auch die Darstellungen
der Lie-Gruppe zu finden.

3Der Bergiff der Irreduzibilitit wird noch an Beispielen erliutert werden.
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Wir betonen nochmals, dass die Kommutatorrelationen der Drehimpulses allgemein aus dem Zu-
sammenhang von Drehimpuls und Rotationen folgen, unabhéngig von der konkreten Realisierung
des Drehimpulsoperators - d.h. unabhéngig von der expliziten Darstellung. Wie schon erwéhnt
ist im einfachsten Fall der einzige Effekt der Drehung die Rotation |z,y,z) — |2/,y’,2"). Der

dazugehorige Drehimpuls heifit Bahndrehimpuls L. Klassisch ist L = 7 x p. Quantenmechanisch

ist [ = x ﬁ'bzw. L; = €ijk&jPr. Aus [Z;,p;] = thd;; findet man leicht, dass tatséchlich
[Li, L;] = iheijiLi. (3.40)

Bald werden wir noch allgemeiner Darstellungen von so(3) finden, in denen Rotationen zusitzliche
Effekte haben (Spin).

3.3 Eigenwerte und Eigenzustinde des Drehimpulses

Unabhéngig von der konkreten Realisierung der Operatoren J; als Bahndrehimpuls oder all-
gemeiner (Spin), wollen wir nun alle moglichen Darstellungen der Drehgruppe (genauer: ihrer
Lie-Algebra) klassifizieren. Hierzu suchen wir die moglichen Eigenwerte und -zusténde der Opera-
toren .J; mit Vertauschungsrelation . Da [j“ j]] = iheijkjk, konnen die J; nicht gleichzeitig

dieagonalisiert werden. Betrachten wir nun allerdings den Gesamtdrehimpuls J2 = J?2+ JZ +.J2,
stellen wir fest, dass gilt

[J2, i) =0  Vk=1,2,3, (3.41)

denn (ab jetzt lassen wir den Hut auf .J; weg)

ade + Jydy + Jodos T = Jul oy J2] + [Tas T e + Jy[ ey J2) + [Ty, J) T, (3.42)
= Jo(=ihJ,) + (=ihJ,) Ty + Jy(ihJy) + (ihJp)J, = 0. (3.43)

Das heif3t, dass J2 und Jj, gemeinsam diagonalisierbar sind. Betrachte dazu z.B. J2 und J, mit
Eigenbasis
J?|a,b) = ala,b), (3.44)
J.la,b) =bla,b). (3.45)

Um die moglichen Werte fiir a,b zu bestimmen, definieren wir die Operatoren

Jy=Ju+idy, J_=J,—iJ, mitJl=J_. (3.46)
Man findet die wichtige Relation

[Jp,J ] =2k].,  [J.,Ju] = +hJs (3.47)

und

[J%, J] = 0. (3.48)

Entscheidend fiir unser weiteres Vorgehen ist, dass
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[JZ, Ji] = +hJy (3.49)

analog zu den bekannten Relationen des harmonischen Oszillators

[N,a] = —a und [N,a'] = a' (3.50)
ist. Wie dort findet man

JoJx |a,b) = ([T, Jx] + J+J2) |a,b) = (£h 4+ b)J4 |a,b) (3.51)

Damit stellen Ji die Leiteroperatoren dar, da J; den Eigenwert von J, erhéht und J_ den
Eigenwert erniedrigt. Da [ﬁ, J+] =0, ist auch Jy |a,b) Eigenzustand von ﬁ, denn

J2Js |a,b) = JoJ? |a,b) = aJy |a,b). (3.52)

Daraus folgern wir

Jila,b) =cq |a, b+ h), J_la,b) =c_|a,b—h). (3.53)

Um a, b zu finden, gehen wir &hnlich vor wie beim harmonischen Oszillator. Zunéchst schreiben
wir

1
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P =L+ 2+ = §(J+J,+J,J+)+J§. (3.54)
Daraus sehen wir, dass J? — J? positiv-semidefinit ist, denn

1 1
LT = T2 19) = SOl T+ T ) = ST )+ 17 [9)1?) 0. (3.59)
Wir haben dabei benutzt, dass Jl = Jx. Damit ergibt sich dann umgehend
(a,b| J? — J?|a,b) = (a — b%)(a,bla,b) >0, (3.56)
was

a> b (3.57)

bedeutet. Da J; |a,b) = ¢4 |a,b+ k), muss es einen Wert by geben so dass Jy |a, byax) = 0.
Andersfalls wiirde b durch wiederholte Anwendung von .J, beliebig gro werden und a > b?
verletzen. Insbesondere ist also J_J4 |a, bypax ) = 0. Dieses Produkt kénnen wir schreiben als

J_Jp = (Jp —idy)(Jy +idy) = T2+ T2 —i(JyJy — Jpdy) = J* — J2 — hJ.. (3.58)
Daraus folgern wir

(‘TZ - Jz2 - hJZ) |a7 bmax> - 07 (359)

was zu

(@ — b2, — Bbmax) |@, bmax ) = 0 (3.60)
fithrt. Das bedeutet also
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0 = b (bmax + ). (3.61)

Ebenso muss es einen Wert byi, geben, so dass

J_ |a bain ) = 0 (3.62)

gilt. Wir argumentieren analog zu eben, dass

0=JrJ_|a,bmin) = (J2 = J2 4+ hJ.) |a, bmin ) (3.63)
= (Cl - blznin + hbmin) ‘Cl, bmin >a (364)

was dann
bmin<bmin - h) = bmax(bmax + h) mit bmax Z bmin (365)

bedeutet. Das liefert uns die Bedingung

bmax = _bmin mit bmax > 0. (366)
Dies ldsst sich auch schreiben als

bmax > b > —bmax. (3.67)

Beginnen wir nun also mit dem Zustand |a,bmpax ). Wir haben gerade gesehen, dass es einen
kleinsten Wert n € N geben muss, so dass Jntl |a, bmax ) = 0. Das bedeutet wiederum

J @, bmax ) = [@, bmin ), (3.68)
was uns mit (3.66) umgehend zu
bmax — M = bmin = —bmax (3.69)
fiihrt. Das ist gleichbedeutend mit
Do = %nh nen. (3.70)

Wir fithren nun eine neue Notation ein und definieren j = . In dieser Notation finden wir

a=h%G+1)  und b= hm, (3.71)
wobei m € {j,(j —1),...,(—j +1),—j}. Es gilt, dass entweder

27 +1 27 +1
j€EZ=meZ oder je€ ; =me 2+ . (3.72)
Wir haben damit alle méglichen Eigenzusténde |5, m) von J2 und .J, mit (j, m|j’,m’) = 855 Omm/
gefunden:

J2j.m) =K% +1) |j,m), (3.73)
gz |g,m) = hm|j,m), (3.74)
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wobei m und j die folgenden Bedingungen erfiillen miissen,

2Z +1

me{j,G—1),...,(=j+1),—j} und jez oder je 3

(3.75)

Wir wollen nun noch die Koeffizienten c in Jy|j,m) = cjim |7,m £ 1) bestimmen. Wir be-
trachten dazu

14 s m)l| = [ef P Gom + 1]j,m 4+ 1) = [ef, (3.76)
= (Gm| JLJy |j,m) = (G,m| J_Jy |j,m). (3.77)

Verwenden wir nun J_J; = J? — J2 — hJ, so kénnen wir die Gleichungskette (3 fortsetzen:

= (j,m|J* = J2 = hJ. |jom) = (j(j + 1) — m® — m)?. (3.78)

Damit haben wir die Eigenwerte cjm bis auf einen Phase, die wir zu 0 setzen, bestimmt:

lch P =130 +1) = m(m+ 1)) = B*[(j —m)(j + m+1)]. (3.79)

Wir fassen unser Ergebnis zusammen als

Jiljym) =(GFm)(GEm+1)hljmE1). (3.80)

Abschlielend ziehen wir folgendes Fazit:

e Die moglichen Eigenwerte von J? sind J(7+1) mit j € Z oder j € QZ'H

Die (2j + 1) orthogonalen Zustdnde |j,m) mit m € {—j,...,j} spannen den (25 + 1)-

dimensionalen Darstellungsraum von J auf. Man nennt diese Darstellung mit J2-Quantenzahl
j auch die (25 4+ 1)-dimensionale Darstellung.

Drehungen fithren aus diesem Raum nicht heraus, denn

J*D(R) |j,m) = j(j + )D(R) |j,m). (3.81)

({l7,m)}) besitzt keine invarianten echten Unterrdume unter D(R). Man nennt Darstellun-
gen mit dieser Eigenschaft irreduzibel, d.h. der Darstellungsraum ist nicht direkte Summe
invarianter Darstellungen.

Beachte, dass in die Klassifikation nur die Lie-Algebra-Relationen (3.39) eingehen. Wir
haben also alle Darstellungen der Lie-Algebra so(3) gefunden. Die Frage nach den Darstel-
lungen der Lie-Gruppe werden wir spéter stellen.

Nun fragen wir uns, welche Werte in der Natur realisiert sind - d.h. wir fragen: In welchen
Darstellungen transfomiert ein Teilchen?
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3.4 Bahndrehimpuls & Kugelflichenfunktionen

Wir betrachten zunichst den Bahndrehimpuls L=7x P mit Ortsraumdarstellung
(Z| Li |y = Li(F|a) = Litha(¥)  fiir (3.82)
L, = —ih(y0, — 20y), Ly = —ih(20; —20.), L.= —il(z0y —y0;). (3.83)

Nach Ubergang zu sphirischen Koordinaten

x=rsinfcos¢, y=rsinfsing, z=rcosb (3.84)
findet man
ox dy 0z
O = a—¢8 +8¢8 +3¢8 (3.85)
= —rsinésin ¢d, + rsin 6 cos $p9, (3.86)
= —y0y + 20y 87)
Damit ist
0
L,= —zha—d). (3.88)
Ahnlich finden wir
L, = —ih(—sin ¢y — cot O cos ¢p0y), (3.89)
L, = —ih(cos ¢y — cot 0sin ¢y). (3.90)

Zusammen erhalten wir daraus

1

sin? 0

. 1
L?=—-h? 24 -
8¢ + sin 6

Wir suchen nun die Wellenfunktionen zu |I,m), (Z|l,m). Da L; unabhingig von r ist, geniigt
Expansion in Kugelkoordinaten 6 und ¢:

ag(Sin 98@) . (3.91)

(0, 0ll,m) =:Y,"(0,¢). (3.92)
Aus L. |l,m) = mh|l,m) und L2 |I,m) = h2(l + 1) |I,m) folgt die Differentialgleichung

~ih0, Y™ (6, 6) = mhY{" (0, 6), [ 29 0 + 50 (sin 60) + (1 + 1)]Y;"(6,6) = 0. (3.93)

1
né
Die Struktur der Gleichung erzwingt einen Separationsansatz
Y0, ) = () xim(0). (3.94)
Damit folgt aus dem ersten Teil des DGL-Systems
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. 1
®,,(p) = Npe'™?, Ng = —. 3.95
(¢) = No »= 5= (3.95)
Eingesetzt in den zweiten Teil des DGL-Systems ergibt dies
L 00(sin00) — o 11+ 1) xum(6) = 0 (3.96)
smg’? (] Sn2 0 Xim(V) =U. .

Bevor wir die Losung von x;,, angeben, halten wir folgende wichtige Erkenntnis fest: Unter
ridumlicher Drehung um 27 muss der Eigenzustand |¥) = |r, 6, ¢) zu sich selbst zurckkommen.
Das bedeutet

eimeé = gim(et2m) = meZ. (3.97)
Fiir den Bahndrehimpuls L=7x p spielen die Darstellungen mit [ € @ also keine Rolle.
Wir 16sen nun den zweiten Teil des DGL-System mit der Variablensubstitution

E=cos = OJy=—sinbh0; (3.98)
und
Xim (0) = P (§). (3.99)
Damit erhalten wir
d d m?
—(1-&)— ) —— | P =0. 1
(F0- g +10+ 1= 12 ) Pn(©) =0 (3.100)
Losung hiervon sind die assoziierten Legendrepolynome
1 a\""
_ t 1 _e2ym2 [ 4 2 1y >
Prn(8) = 5 (1 =€) (df) -1 m>o. (3.101)
Fiir sie gilt
NARY
P (§) =(1-¢) T3 P(&), (3.102)
wobei
1 /a\
_ - (4 2 1\
die bekannten Legendre-Polynome sind. Sie sind wie folgt normiert:
1 2 (1m)!
+m)!
déP, (&) Py =0y —— 104
/51 (&) Prm(€) = du A1 —m) (3.104)
-1 —
=:|Ny |2

Insgesamt haben wir also gefunden:
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» 204+ 1 (I — |m))!
m — (_1)(m+Im])/2 im¢ — _ = mj):
Y} (0, ¢) ( ].) NlmPl\m\ (COS 9)6 s Nlm N¢NX A (l T |m|)' . (3105)
Wihlt man m = 0 so ergibt sich
20+ 1
Y20, ) = 4; Py(cosf). (3.106)
Dabei haben wir die Phase (—1)("+™)/2 5o gewsihlt, dass
(L-)"Y™(0,9) = Y, (6, ) (3.107)
gilt. Y, (0, ¢) sind die Kugelfiichenfunktionen. Sie erfiillen
L.Y™(0,¢) = imY;™(0, ¢), (3.108)
L*Y;™(0, ) = P11+ 1)Y;™ (6, ¢). (3.109)
Weiterhin gilt fiir sie
Y0, ¢) = (=1)" [V, (6, 9)]". (3.110)

Zur Verdeutlichung geben wir die Kuegelflaechenfunktionen fuer die ersten Werte an:

0. — o1 y0 1
o [ =0: = s-Orbital: Yj ==

o [ =1:=p-Orbital: Y;? = \/%COSG, Y= —,/%sin@ew’

o | =2:=d-Orbital: Y = {/72-(3cos?0 —1)...

3.5 Anwendung: Zentralpotential & Coulombpotential

3.5.1 Allgemeines zum Zentralpotential

Wir betrachten ein Teilchen im radialsymmetrischen Potential V(Z) = V(r). Der zugehorige
Hamilton-Operator ist dann

1 =«
H=—"p 3 A11

wobei M die Masse des Teilchens angibt. Aufgrund allgemeiner Prinzipien stellen wir fest:

e H 1_'7, L, sind gemeinsam diagonalisierbar. Der Grund dafiir ist, dass L Drehungen gene-
riert und Operatoren A transfomieren wie

A — (e #9L)t fe= oL (3.112)
beziehungsweise infinitesimal '

A A- %5@7[21, L. (3.113)
Damit impliziert die Invarianz unter Drehungen also

[H,L;) =0=[H, L. (3.114)
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e Die Energieeigenwerte sind entartet beziiglich der L,-Quantenzahl m: Betrachte den Ener-
gieeigenzustand |Ej ,, 1, m) mit H |Ej .1, m) = Ej |Epm, l,m). Wegen [H,Li] =0 ist

HLi|Ejm,l,m)=LiH|En,1,m) = EmLy|Em,l,m). (3.115)

Wir haben aber bereits gesehen, dass Ly die Quantenzahl m erhsht / erniedrigt. Deshalb
miissen die Energieeigenwerte unabhéngig von m sein. Umgekehrt ausgedriickt lautet dieses
Argument, dass die Entartung der Energieeigenwerte beziiglich m eine weitere Erhaltungs-
grofe jenseits von L, - hier Ly bzw. L- impliziert.

Betrachten wir nun die Darstellung von H in Kugelkoordinaten. Dazu schreiben wir zunéchst
den Impulsoperator als

. .- 1
p= —ih it V=2¢.0 +¢e—0p+ es———04. 3.116
D thV mit V =€ +€.9T 9+e¢r8m9 n ( )
Die explizite Auswertung von A = V2 ergibt:
A=2vlo 4 1L 2+ ——0p(sin00y) (3.117)
T T 2 gin29 ¢ sind ' '

Ein Vergleich mit dem Operator L% in Gleichung (3.91)) fithrt uns sofort zu
1 -

2
Aot 20— L2 11
or + TB ) (3.118)
Damit konnen wir H schreiben als
1 L2
H=_—p? 11
S s V), (3.119)
wobei
. 1
pr = —ih(0r + ;) (3.120)

der Radialimpuls ist. Die Wellenfunktionen der Energieeigenzustinde erfiillen

2 92 28 L2 1% 0,¢) = E¢(r,0 3.121
_2M<T+rT)+2Mr2+ (r)| (r,0,0) = EY(r,0, ). (3.121)

Die gleichzeitige diagonalisierbarkeit von I_:, L, und H erzwingt den Separationsansatz ¢(r, 0, ¢) =
R(r)Y;™ (8, ¢). Damit erhalten wir

n? 2 R+ 1)
[_2M (37“ + T&") T T V(T’)} R(r) = ER(r). (3.122)
Der einfacheren Notation halber definieren wir nun noch w(r) := rR(r). Damit lautet obige

Gleichung

2M dr? 2Mr?

Dies ist eine 1-dimensionale Schrodingergleichung mit effektivem Potential

2 2 2
{ B2 d hl(l+1)+v(r)]u(r)_Eu(T), (3.123)
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. 1211 + 1)
Vegt(r) =V (r) + Vaentr. (1) mit Vyentr (1) = S

abstoflendes Zentrifugalpotential

(3.124)

Bei geeignetem V' (r) existieren Bindungszustinde. Diese miissen erfiillen

o Normierbarkeit:

o0

/d?’x w(x)\?:/dsz |Ylm\2/dr 2 ‘“Ef;)'z@o, (3.125)
0

woraus folgt, dass lim, . < 5 gelten muss.

e Gutes Verhalten bei r — 0:

A (“(r)) - <A1> u(r)+ ... (Produktregel). (3.126)

r r
Es gilt AL = 63)(z). Das bedeutet, dass wenn V (r) = §(r) gilt, u(0) = 0 gelten muss.
Wenden wir uns nun der Form der asymptotischen Losung zu:

e r—20
Unter der Annahme, dass V,entr = %2 dominiert bei r — 0, wie beispielsweise fiir das
Coulomb-Potential ~ —%, ergibt sich asymptotisch fiir r — 0

B2 d* RA(I+1)
*m@ + W U(T’) =0. (3127)
Der Losungsansatz u(r) = r* fithrt zu —k(k — 1) +1(l + 1) = 0, was durch k = [ + 1 oder
k = —I erfiillt wird. Die allgemeine Losung hat also die Form

u(r) = Ar'tt 4 Br~l, (3.128)
aber u(0) = 0 erzwingt B = 0.

e " — 00
Unter der Annahme Veg(r) — 0 erhalten wir

h2 q2

~ a3t = Bulr). (3.129)

Fiir geeignete Vg der Form existieren Bindungszustinde mit E < 0, also

h? d? N

o u(r) = [Elu(r) = u(r) = V2Mle|

h

T mit kK =

—RT

Die Normierbarkeit der Wellenfunktion schrinkt die Losung ein auf u(r) = Ce
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3.5.2 Das Coulombpotential

Betrachte nun ein Teilchen im Potential eines Atomkerns

¢ Z_ 4z

Vi(r)=—- = 3.131

(r) dmeg T T ( )

Wir fithren die einheitenlose Kombination p = kr mit k = ¥ 2%6‘ ein. Damit konnen wir fiir die
Bindungszusténde (E < 0)schreiben:
4 l(l+1

( hi ) 129 _ 1] w(p) = 0 mit po = €222 (3.132)

a2 p p ||

Nun machen wir einen Ansatz fiir u(p), welches dem asymptotischen Verhalten fiir p — 0 und
p — oo Rechnung tragt

u(p) = p'*te " w(p). (3.133)

Eingesetzt in die Gleichung (3.132) ergibt sich
i
rve

Wir machen eine Potenzreihenansatz fiir die Funktion w(p),

+ol41— p)%’ + (po — 2(1 + 1))w(p) = 0. (3.134)

w(p) = Z arp”. (3.135)
k=0

Wir weisen darauf hin, dass k < 0 direkt ausgeschlossen werden kann aufgrund des Verhaltens
fiir p — 0. Wir erhalten mit diesem Ansatz die Gleichung

f:ak[k(k —D)pF 4201+ DkpP ™t — 2kp% + (po — 2(1+1))p*] = 0. (3.136)
k=0

Da die Gleichung fiir alle p gelten muss, miissen die Koeffizieten aller Ordnungen von p* separat
verschwinden. Das bedeutet

apt1((E+ 1)k +2(1+1)(k+1)) + ar(—2k + po —2(I + 1)) = 0. (3.137)
Die entspricht der Rekursionsformel
2k +1+1)—po
kE+1)(k+20+2

Wir stellen uns nun die Frage, ob die Losung normierbar ist. Betrachten wir das asymptotische
Verhalten der Reihe, welches durch ay, k — oo bestimmt wird. In diesem Limes gilt

ag+1 = ( )ak. (3.138)

Gk11 2
—_— —. 3.139
Q. - k ( )

o0
Wir kennen dieses Verhalten von €%’ = 3 %Qkpk. Aus der Forderung nach der Normierbarkeit
k=0

der Wellenfunktion folgt nun die Bedingung, dass die Reihe Y a;p* abbricht, d.h.
k=0
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IN: a,=0 Vk>N+1, N=0,1,2,... (3.140)
Aus der Rekursionsformel folgt damit
2N +1+1)—pp=0. (3.141)
Wir definieren nun die Hauptquantenzahl n := N + [ 4 1 und finden
V2M|E
po = egZi =2n mit kK = 7|| (3.142)
Bl h
Die moglichen Energieeigenwerte sind quantisiert:
—-MZ%§ 1
Das Energiespektrum ist entartet:
e Fiir gegebenes n sind alle Werte [ = 0,1,...,n — 1 moglich
e Fiir alle diese [ ist m = 1,1 —1,...,—I] moglich
Das bedeutet, dass es zu jedem FE,,
— n(n —1)
d@+1) = 2= —+n= n? (3.144)
1=0

Eigenzustinde gibt. Wir mochten dazu die folgenden beiden Anmerkungen machen:

e Die Entartung der Energien E, beziiglich der L,-Quatenzahl m konnte erwartet werden

aufgrund der Radialsymmetrie V = V (r)

e Die Entartung beziiglich ! gilt nur im speziellen Fall V(r) = —% und deutet auf eine

Symmetrie iiber SO(3) hinaus hin.

Der zweite, eben erwiihnte Punkt bedeutet, dass die so(3) Quantenzahlen I, m offenbar nicht zur
Spezifizierung des Eigenwertes von H geniigen. Folglich gibt es einen weiteren Operator O der

[H,0] =0
erfiillt. Fiir V(r) = é ist dies der Lenz-Runge- Vektor

2 1
A=—
2M
Fiir ihn kann man zeigen, dass gilt

ap

Dk

S~

('

=[S

A H] = 0.

(3.145)

(3.146)

(3.147)

Im klassischen Coulombpotential entspricht dies der Erhaltung der Hauptachsenrichtung. Aus

[Li, Aj] = ihe;jiAg,

(3.148)
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was wir in den Ubungen beweisen werden, folgt, dass A als Vektor transformiert und A, die
Entartung der Energiceigenwerte authebt. Anders ausgedriickt bedeutet dies, dass
1

i(Li + A;) (3.149)

eine so(3)xso(3) Algebra bilden, welche eine algebraische Lésung erméglicht. Wir werden in den
Ubungen néher darauf eingehen.
Wenden wir uns nun der expliziten Losung der Wellenfunktion zu:

Mit po = 2n kann die DGL fiir w(p) in die Form der Laguerre-DGL gebracht werden:

2

d s d s s _
x@LT(aB) +(s+1— x)gLr(x) + (r—s)Li(x) =0, (3.150)

wobeil wir x = 2p, s =2+ 1 und r = n + [ gesetzt haben. Die Losung diese DGL sind die
assoziterten Laguerre Polynome

dS
Li(x) = —L, 3.151
(@) = 1L (@) (3.151)
mit den Laguerre Polynomen
L,(x)=¢€" e e " (3.152)
Nun kénnen wir die engiiltige Losung notieren:
Vnim (1,0, 0) = Ru(r)Y,™ (0, 8) (3.153)
mit
Ro(r) = “Ef") = —N@2rr)le " LT (267), (3.154)
wo wir N = % und K = J\ézzsg = % benutzt haben. Dabei ist a = Mh—zg = 0.53 -
10~8cm der Bohrsche Radius. Die Energieeigenwerte sind
Mc* , 72
E,=—- 5 g (3.155)

und o = €@ o __1__
=~ hec — 137.037

ten wir mit Z =1

(Sommerfeld’sche Feinstrukturkonstante). Fiir das Wasserstoffatom erhal-
E, = —13.6eV = —1Ry. (3.156)
Die Ubergangsfrequenz zwischen zwei Energieniveaus berechnet sich somit zu

11
hwnm = Em — B, = 1Ry <_mQ + nZ) . (3.157)



KAPITEL 3. DREHIMPULS UND SPIN 78

3.6 Spin

3.6.1 Phinomenologie des Spins

Aus der Elektrodynamik wissen wir, dass ein klassisches Teilchen mit Drehimpuls Lim Magnet-
feld B die Energie

U=—jiB (3.158)
besitzt, wobei 1 das magnetische Moment
. q =
= 2McL (¢ Ladung, M Masse) (3.159)

ist. Im Stern-Gerlach-Experiment (1922) wurde dies fiir Silberatome iiberpriift, die durch ein
B-Feld B = B z €, geschickt wurden.

Die klassische Kraft, die auf ein solches Silberatom wirkt, berechnet sich zu

_ - qB .
F=-VU=—L.,¢,. 3.160
v 2Me € ( )

In der Quantenmechanik erwarten wir fiir Teilchen mit Bahndrehimpuls |I,m) die Kraft

_ 4B
- 2Me
und somit eine (2! + 1)-fache Aufspaltung des Strahls.

Die Valenzelektronen von Silber liegen in der 5s-Schale, d.h. [ = 0. Daraus folgt, dass der Strahl
ungehindert passieren sollte. Tatschlich gefunden wurde eine 2-fache Aufspaltung des Strahls,
wie man fiir einen halbzahligen Drehimpuls erwarten wiirde. Man interpretiert dieses Ergebnis
wie folgt:

F,

mh (3.161)

¢ Das 5s-Elektron besitzt einen Anteil am Gesamtdrehimpuls j, der nichts mit dem Bahn-
drehimpuls L zu tun hat.

e Dieser weitere Drehimpuls heifit Spin S und muss beschrieben werden durch die Quanten-
zahlen
[s,s.) =11/2,4£1/2). (3.162)

Offenbar sind also die halbzahligen Darstellungen der Drehimpulsalgebra in der Natur
realisiert in der Form eines “inneren Drehimpulses”.

Der Spinoperator S eriillt alle Eigenschaften eines Drehimpulses; die so(3)-Algebra ist realisiert
in der j = 1/2 Darstellung;:

S=15,], (3.163)

S,
[Si, Sj] = ihe;jr Sk, ( )
Sy =S, +iS,, (3.165)
[S., 4] = +hS,, (3.166)
[S4,5_] = 2hS.. (3.167)
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Eine mogliche Darstellung und die zugehorigen Wirkungen des Spinoperators und seiner Kom-
ponenten sind gegeben durch

5,50 = +1/2) = [1/2,1/2) = [1), (3.168)
5,5, = —1/2) = [1/2,-1/2) = |1} (3.169)
und
g2 23 g2 23
STy =m0, STy =m0 (3.170)
h —h
s.in=2m S11) = ) (3.171)
Sy ll) =hlT), S-11)="hll). (3.172)
Die Operatoren S, S_, S, kénnen in der (|1),]])) Basis durch 2 x 2-Matrizen dargestellt werden:
2SI <TS¢|l>)
7= h(<1|si|T> (1Sl (3.173)

Wir erhalten daraus die Pauli-Matrizen

Oy = ((1) é) oy = (‘2 _ol> — ((1) 01) : (3.174)

Wir fithren nun die Pauli-2-Komponenten-Notation ein:

=) w=() (79

oi. (3.176)

und

Damit konnen wir z.B. schreiben

RO T R

Definition 3.4. Die s = 1/2 Darstellung heiffit Spindarstellung. Ein Element des s = 1/2
Darstellungsraums heif§t Spinor.

3.6.2 Ontologie des Spins

Die bisherige, phéinomenologische Behandlung des Spins ist etwas adhoc. Um zu verstehen, was
Spin tatsédchlich ist, miissen wir mathematisch etwas ausholen. Spin und Bahndrehimpuls stellen
zwei unterschiedliche Darstellungsarten der Drehgruppe dar. Gegegeben sei nun eine Rotation
g € SO(3) mit Drehmatrix R, = R(7, ¢). Der Bahndrehimpuls L generiert Transformationen,
die den Eigenzustand |z, y, z) rotieren:
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i X
|(E,y, Z> g ‘xlvylv Z/>a y: - Rg Yyl - (3178)
z z

Die Wellenfunktion eines Zustands «, 9|4 (&) transformiert unter aktiven Drehungen wie
»(@) = Y(F) = Tyy(7) = $(R™'D). (3.179)

Tatséichlich ist fir R, = e~ = 1 — i3 n;M; + ... die Wirkung von R, infinitesimal

gegeben als

R'E=F— ¢ii x I. (3.180)
Damit ergibt sich
Ty(F) = (&) — ¢(ii x T) - V(&) + ... (3.181)
= (@) — QZ x V) - i@p(Z) + ... (3.182)
= (11 - %qﬁﬁ(f’x ;5)) Y(T) + ... (3.183)
Somit konnen wir schreiben
T,b(F) = e 79 Ly(3). (3.184)

Eine Abbildung ¢ : R*> — C, die unter Drehung transfomiert wie 1) — Ty, heifit skalare Funk-

tion oder Skalarfeld. Der Bahndrehimpuls L liefert eine Darstellung der Drehgruppe auf dem
Raum H(R?) der Skalarfelder.

In der Physik spielen allgemeinere Transformationsverhalten eine wichtige Role. Aus der klassi-
schen Feldtheorie kennen wir beispielsweise den Begriff des Vektorfeldes als Abbildung

, T U(Z) (3.185)
und dem Transformationsverhalten

—ip S nM;

U(Z) — U (%) := Ry(R, ' F), Ry=e 7 . (3.186)
Der Raum V = R? kann interpretiert werden als der 3-dimensionale Darstellungsraum der Dreh-
gruppe SO(3), entsprechend der Quantenzahlen j = 1, m, = +1,0,—1. Die genaue Form der
Darstellung werden wir in den Ubungen behandeln. Dies bezeichnet man als die fundamentale
oder Vektordarstellung.
Allgemeiner kénnen wir ein Feld mit Werten im Darstellungsraum Vp der Darstellung D der
Drehalgebra betrachten. Das heifit, dass wir die Darstellung D : Vp — Vp und das Feld

v:R = Vp, @ v(Z) € Vp, (3.187)
betrachten, welches wie

v(E) - v/ (F) = Dyv(R, T (3.188)
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unter Drehungen & — R,& transformiert. In diesem Sinne koénnen wir identifizieren:

Skalarfeld  « triviale Darstellung Dy =1 Vg. (3.189)
Vektorfeld « fundamentale / 3-dimensionale Darstellung Dy = Ry(= R(7, ¢)). (3.190)

Insbesondere kénnen wir Felder mit Werten im Darstellungsraum der s = 1/2 Darstellung be-
trachten, die Spinorfelder W(%). In Pauli-Notation bedeutet das

U(F) = ($+E§;> . (3.191)

Wenn g € SO(3) der Drehung R, = R(, ¢) entspricht, dann ist:

D, = 6_%¢ﬁ§ _ e-z’% i (3.192)

T . pidAM ' E
(iJrEfg) me (Ztgewﬁﬁff;) (3.193)
i L ie e woAL T
= <e—;¢ﬁszE 5) : (3.194)

. _itas . .
Die genaue Form von e™"2™? werden wir gleich behandeln.

Kehren wir aber zuniichst zuriick zur allgemeinen Darstellung Vp : Der Raum H(R3, Vp) der
Abbildungen R® — Vp kann als Tensorprodukt aufegefasst werden:

H(R* Vp) = Vp ® H(R?). (3.195)

Wir erinnern an dieser Stelle an das Tensorprodukt. Gegeben seien 2 Vektorrdume V, W mit
Basis {e;,i = 1,...dimV} und {&;,i = 1,...dimW}. Dann ist das Tensorprodukt V @ W der
Vektorraum mit dim(V ® W) = dimVdimW und Basis e; ® €;, so dass fir v = ) ve;, w =

> w;E;
J
VaWsvew=>Y vwe ®é. (3.196)
0,J
Fiir eine genauere Definition verweisen wir an dieser Stelle auf die Literatur zur linearen Algebra.
Insbesondere, wenn A : V — V und B : W — W lineare Operatoren sind, agiert

ARB: VW VoW, (A® B)(v®w) = Av® Bw (3.197)
und das Skalarprodukt auf V und W induziert ein Skalarprodukt auf V@ W,

<U1 ® ’wl"Uz X ’LU2> = <’l)1|1)2>v . <w1|w2)w. (3198)

Man kann sich leicht iiberzeugen, dass H(R?,Vp) = Vp ® H(R3). Beispielsweise kann man ein
Spinorfeld
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- 1/J+(f))
U(Z) = ~ 3.199
@ = (4 (3.199)
schreiben als
~ 1 - 0 S
v(@) = (o) @ v+ (7) o v-t@) (3.200)
WO é) und (?) den 2-dimensionalen Darstellungsraum zu s = 1/2 aufspannen. Ein Feld
v(%) € H(R?, Vp) transformiert damit wie
Ug: (&) — Uyv(), (3.201)
wobei
Uy=D, 2T, (3.202)

mit D, : Vp — Vp und Ty, : H(R?) — H(R?). Das bedeutet

Uyo(Z) = Dyv(R, ' T). (3.203)

Nun kénnen wir beantworten, was Spin ist: Der Spinoperator S ist definiert als Generator von
D,,. Infinitesimal gilt:

i i

Ug = (Lvp = ¢1715) @ (Lurs) — 7o 7L) (3.204)
= lven — %cﬁ(ﬁg@ 1y)— %qb(]lv @ L) (3.205)
=1- %qﬁﬁf (3.206)

mit dem Gesamtdrehimpulsoperator

J=S@ly+1lyoL=5+L. (3.207)

Die Notation J = L + § ist gingig, aber ungenau. Da S und L auf unterschiedlichen Réumen
wirken, ist

S@1y, 1y ®L=0und [S®1y,1y ®& =0=[S® 1y, 1y ® p| sowie (3.208)
[Si, Sj] = iheiijk und [Lz, L]] = ihEZ‘jkLk. (3209)

Die §Q—Quantenzahl s wird als Spin des Feldes bezeichnet. Man unterscheidet

Bosonische Felder Fermionische Felder
se” se(2Z2+1)/2
s = 0: Skalarfeld
s = 1/2: Spinorfeld
s = 1: Vektorfeld
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Was ist also Spin?
Teilchen haben Spin, wenn die Wellenfunktion ein nicht-triviales Transformationsverhalten im
obigen Sinne beziiglich Raumdrehungen aufweist. Dies hat kein klassisches Analogon.

Exkurs:

Im Standardmodell der Teilchenphysik wird die Materie (Elektronen, Myonen, Tauonen, Neu-
trinos, Quarks(u,d,c,s,t,b)) durch s = 1/2-Fermionen beschrieben. Die Austauschteilchen der
Wechselwirkungen sind (Photonen sowie W* Z und Gluonen) sind s = 1-Bosonen (Vektorboso-
nen). Am LHC wird fieberhaft nach dem Higgsfeld s = 0-Skalar gesucht.

3.6.3 Rechnen mit Tensorprodukten fiir Spin-1/2-Felder

e Als Basis unseres Zustandsraumes wihlen wir

1z, 1) =) l1),  171)

|Z) ®1]). (3.210)

e Damit konnen wir die Gesamtwellenfunktion schreiben als

V() = (T, T |a) [1) + (T, L a) [1) (3.211)
=i (3) ¥ (%)
=P (@) 1) +v-(@)[1) (3.212)

= @fgg) . (3.213)

e Die Normierung der Wellenfunktion erhalten wir aus
(@la) = [ dalus@F + [ dalv- @ (3.214)

wobei [ d*z|i+(7)[? die Wahrscheinlichkeit ist, ein Teilchen mit s, = +1/2h im Volumen
V' zu finden.

3.6.4 SO(3) versus SU(2)

Abschlieflend wollen wir noch auf eine wichtige mathematische Subtilitdt hinweisen, ndmlich den
Unterschied zwischen der Drehgruppe SO(3) und ihrer sogenannten doppelten Uberlagerungsgruppe
SU(2). Wir erinnern daran, dass g € SO(3) durch eine Drehachse 77 und einen Winkel 0 < o < 7
charakterisiert ist, wobei (7, = 7) und (—7, « = 7) identifiziert werden.

Betrachten wir nun die s = 1/2 Spinordarstellung

D ool _ —igis (3.215)

mit den bekannten Pauli-Matrizen. Explizit ergibt sich

cosa/2 —ingsina/2  —i(ng mg)sma/2> . (3.216)

—i(ny +ing)sina/2 cosa/2 + ingsina/2

D(iA, o) = (

Wir iiberpriifen leicht, dass D'D = 1 und det D = 1 gilt. Betrachten wir nun die Hintereinan-
derausfiihrung von 2 Drehungen um den Winkel 7 im Spinorraum, ergibt sich
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. . (-1 0
D(#, 7)D(#i, ) D(n,27r)<0 _1>. (3.217)

2 Drehungen um 180°

Da (7,27) dem Element g3y entspricht, wiirde die Darstellungseigenschaft

D(g1)D(g2) = D(g192) (3.218)

erfordern, dass

D(27) = 1. (3.219)

Das bedeutet, dass die s = 1/2 Darstellung offenbar nicht die Darstellungseigenschaft fiir endliche
Drehungen eriillt. Der Grund dafiir ist, dass unsere Konstruktion der Darstellung nur auf den
Eigenschaften der Lie-Algebra von SO(3) beruhte, d.h. wir haben Darstellungen fiir infinitesimale
Drehungen. Der Fall s = (2Z+1)/2 liefert aber keine Darstellungen der vollen Lie-Gruppe SO(3).
Vielmehr ist es so, dass wenn « den Bereich 0 < a < 27 durchliuft, D(7, «) die Gruppe

d

durchlduft. Die Pauli-Matrizen sind die Generatoren von SU(2), nicht von SO(3). Der Zusam-
menhang zwischen beiden ist folgender:

SU(2) := {U = <Cc‘ b) €C??.UWU =1,detU = 1} (3.220)

e Die Lie-Algebra von SU(2) und SO(3) sind isomorph, d.h. beide haben die Strukturkon-
stanten €.

e Der Unterschied zwischen SO(3) und SU(2) wird erst fiir endliche Rotationen sichtbar:
Vg € SO(3) gibt es 2 Elemente U und —U € SU(2), denn o und « + 27 ergeben U und
—U. Man sagt, dass SU(2) eine 2-fache Uberlagerung von SO(3) ist.

Ubrigens haben die Gruppenmannigfaltigkeiten SU(2) und SO(3) eine sehr einfache Form,

SU(2) = 83 (3.221)
SO(3) = 83/Z,. (3.222)

Dass SU(2) =2 S? findet man wie folgt: Zusammen mit det U = 1 erhélt man aus der Bedingung

Ut =01 fiir
a b
U= <C d) (3.223)

die Gleichungen ¢ = —b*, d = a* und |a|? + |b|?> = 1. Interpretieren wir nun Rea, Ima, Reb und
Imb als Koordinaten im R*, ist |a|? + |b|> = 1 die Gleichung fiir eine Kugel 53 mit Radius 1. Dass
SO(3) = §3/Z, folgt nun aus der Aussage, dass SU(2) die doppelte Uberlagerung von SO(3) ist.

Kommentare

e Die Tatsache, dass die s = 1/2 Darstellung physikalisch relevant ist, obwohl sie keine eigent-
liche Darstellung der Drehgruppe SO(3) darstellt, ist in der nicht-relativistischen Quanten-
mechanik etwas ad hoc. In der relativistischen Quantenmechanik sowie der Quantenfeld-
theorie ergibt sich dies natiirlich. Insofern ist Spin im eigentlichen Sinne ein relativistisches
Phénomen.
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e Ein beriithmtes Kuriosum ist, dass die Wellenfunktion eines Spinors durch eine Rotation
um 27 nicht auf sich selbst abgebildet wird, sondern eine Phase —1 = €™ erhilt. Erst nach
Drehungen um 47 kommen Spinoren zu sich selbst zurueck.

3.7 Addition von Drehimpulsen
Der Gesamtdrehimpuls eines Teilchens mit Spin S und Bahndrehimpuls L ist

J=8ol1+10L=5+1L, (3.224)
wobei die Tensorproduktschreibweise daran erinnert, dass S und L auf unabéngige Freiheitsgrade
wirken. Insbesondere kommutieren sie deshalb als Operatoren,

[S,L] = 0. (3.225)

Als Basis fiir allgemeine Zustéinde bietet sich die Eigenbasis von {L2, 52, L., 5.} an:

{ltm) @ls,s2)1 = {ll,s,m, )} (3.226)

Alternativ charakterisieren wir einen Zustnad durch die Quantenzahlen beziiglich des Gesamt-
drehimpulses J = L+ S. Beachte dabei, dass J wegen [J;, J;] = ifi€; i Ji; alle Eigenschaften eines
Drehimpulses besitzt. Insbesondere erfiillen

J? =12+ 5%+25L und (3.227)
J.=L.+8S. (3.228)

die su(2)-Kommutatorrelation
[J2,J.] = 0. (3.229)

Wir benétigen zusétzlich zu J? und J. 2 weitere kommutierende Operatoren zur Charakterisie-
rung eines Zustandes. L, und S, sind wegen

[J%, L] # 0 # [J%, 5. (3.230)
nicht geeignet, aber

[J2, L% =0=[J% 5%, (3.231)

was wir leicht durch explizites Nachrechnen priifen kénnen. Wir kénnen damit jeden Zustand
alternativ auch durch seine Eigenwerte beziiglich des vollstdndigen Sets

{J?,J., L% 5% (3.232)

an kommutierenden Operatoren charakterisieren. Die Eigenzusténde erfiillen die folgenden Re-
lationen

T3 dzrlys) = B2+ V)i 1, Gz 1, s), (3.233)
Jo1d gz ls) = gz 14, 5z, 1 s), (3.234)
521,41 s) = R (s + 1)s|j, j=, 1, s ), (3.235)
L21j, 4,1 s) = h2(L+ D1|j, jar 1, s). (3.236)
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Betrachten wir nun allgemeiner 2 unabhéngige Drehimpulsoperatoren fl, fg wirkend auf un-
abhéangige Freiheitsgrade. Ein Beispiel hierfiir wéren zwei verschiedene Teilchen mit ihrem jewei-
ligen Spin:

Ji =5 und Jo = S,. (3.237)
Der Gesamtdrehimpuls dieses Systems ist nun

J=R@l+1®J, (3.238)

wobei J; (J3) auf Teilchen 1 (2) wirkt. Es gibt nun 2 verschiedene Basen fiir die zuginglichen
Zusténde:

e Die Eigenbasis von {J?, J_g,le, Jo} o {lj1, 2, m1,ma)}
o Die Eigenbasis von {J%, J., J2,J3} +  {|j.m,j1,j2)}

Unser Ziel ist es nun einen expliziten Basiswechsel zwischen den beiden Eigenbasen zu finden.
D.h. wir driicken |j, m, j1,j2 ) durch |j1, j2, m1, mo ) aus und umgekehrt. Insbesondere stellen wir
uns die Frage, welche Werte sich bei gegebenen j1, jo fiir 7 und m ergeben. Allgemein muss gelten

|jamajlaj2>: Z ‘jlaj??mlam2><j1,j27m17m2|j7majl7j2>' (3239)

mi,msa

Die Koeffizienten

ij - <j1aj27m17m2|jam7jlaj2> (3240)

mimz

nennt man Clebsch-Gordan-Koeffizienten.

Wir stellen folgende zwei Behauptungen auf:

e In obiger Entwicklung (3.239)) treten nur Terme auf, die

m=mi+ mo (3.241)

geniigen.

e Der Gesamtdrehimpuls zu j; und js kann die Werte

Ji+j2 2 J = [ — J2 (3.242)

annehmen.

Beweisen wir zunéichst die erste Aussage:

Wegen J, = J,1 + J,o gilt:
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(gmygijz| J: |j1jamame) = (m1 + me)(imjijo|jijemime) = m{jmyjija|jijamima). (3.243)

Das bedeutet, dass m = my + my gilt falls CJ", 0.

Beweisen wir nun die zweite Aussage.

Seien j1, jo fest vorgegeben. Dann gibt es (2j; + 1)(2j2 + 1) Zustédnde |j1jamims ), da my und
mo die Werte j1 > my; > —j; bzw. jo > mg > —j2 annehmen konnen. Ferner haben wir
gerade gesehen, dass die Gesamt-J, Quantenzahl eines Zustandes |j1jamims ) gegeben ist durch
m = mi -+ mas.

Aber da [J2, J;.] # 0 kann [jym ) ® |jams) zu verschiedenen Werten von j beitragen. Anders
ausgedriickt: In der Entwicklung von |jijamimse) in die Basis |jmjij2) werden mehrere Werte
fiir j auftreten. Diese ergeben dann die moglichen Werte fiir den Gesamtdrehimpuls.
Bestimmen wir zunichst die méglichen Zustinde |j1j2mims), die der Gesamt-.J, Quantenzahl
m = mj + mg entsprechen (0.B.d.A. sei j; > jo):

m=mi+ mo Zustand Anzahl
J1+ 2 l71,71) ® |j2,72) 1
Ji+jg2—1 71,71 — 1) ® |72, j2) 2
lj1,71) ® |j2, 52 — 1)
J1tJj2—2 11,01 — 2) ® |j2, j2) 3

71,71 = 1) @ |2, j2 — 1)
|]17.71> & |j27]2 *2>

J1—J2 171,71 — 272) ® |j2, J2) 2j2 +1

lj1,J1) @ |J2, —J2)
Ji—J2—1 71,01 —2j2 — 1) ® |j2,J2) | 2j2+1

1,01 = 1) ® |2, —j2)
- 2 + 1

Je— 1 71, —J1) @ |j2, J2) 2j2 +1
171,242 — j1) ® |j2, —j2)
Jo—J1—1 J1, =J1) @ |j2, 52 — 1) 252

71,242 —j1 — 1) ® |j2, —J2)

—J1—J2 l71, —J1) ® |j2, —Jj2) 1

Hieraus kénnen wir die moglichen Werte fiir j bestimmen, indem wir fordern, dass das Set der
Zusténde |j1jomime ) volle Multiplets |j m, j1, j2 ) ergeben muss, wobei m insbesondere zu jedem
auftretenden j die 25 + 1 Werte j > m > —m annimmt.

Der maximale Wert fiir j ist deshalb j; 4 j2, was dem maximalen Wert von m entspricht. Das
bedeutet, dass wir insgesamt 2(j; + j2) + 1 Zustéinde der Form
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|jamaj17j2> (3244)

haben mit j = j; + jo und j > m > —j.

Betachten wir nun den Wert m = j; + jo — 1. Hierzu gibt es 2 Zustédnde. Eine Linearkombination
dieser Zusténde gehort ins Multiplet gehorig zu j = ji + j2. Die andere muss also dem Wert (j; +
jo — 1) fiir j entsprechen. Andernfalls wire dies im Widerspruch dazu, dass sich alle |j;jamims)
in volle Multiplets |j,m, j1, jo ) umgruppieren lassen. Der niichste mogliche Wert fiir j ist also
(j1 42 —1). Dies geht so weiter bis j = j; — ja2. Ab diesem Wert nimmt die Anzahl der Zusténde
in der Tabelle nicht weiter zu. D.h. fiir m = j; — jo — 1 sind alle Zustédnde bereits in Multiplets
mit j > j; — jo enthalten. Deshalb sind keine niedrigeren Werte fiir j sind moglich. Das bedeutet

J1+d2 27 = [ — el (3.245)
Fiihren wir noch einen Konsistenzcheck durch um unsere Rechnung zu bestétigen:
e Die Anzahl der Zusténde |jimy) ® |jamna) ist (251 + 1)(2j2 + 1).

e Die Anzahl der Zusténde |jmjij2) ist

J1+J2
#= > (2j+1) (3.246)
Jj=lj1—jzl
272
= 201 —ja+k)+1 (3.247)
k=0
= (22 + 1)(2(j1 — j2) + 1) + (22 + 1)242 (3.248)
=2+ 127 +1). Vv (3.249)

Nun da wir die Werte fiir j bestimmt haben, welche auf der rechten Seite der Entwicklung
(3.239) auftreten, lassen sich die Clebsch-Gordan-Koeffizienten C7™,  rekursiv bestimmen. Fiir
eine allgemeine Behandlung verweisen wir an dieser Stelle auf die Literatur, beispielsweise Saku-

rai, Kapitel 3.7. Wir beschrdnken uns auf folgende Beispiele:

2-Spin-System
Betrachte 2 Teilchen mit Spin 1/2 und Gesamtspin

S=501+125 =5, +5. (3.250)

Die Basis des Tensorproduktraumes ist dann
mem=nn, ), 1N, L) (3.251)
Fiir den Gesamtspin gibt es nun 2 Moglichkeiten:
e s=1/2+1/2=1. Dies ist ein Triplet an Zustdnden mit |1,1),|1,0) und |1,—1).
e s=1/2—-1/2=0. Dies ist ein Singlet mit |0,0).
Entwickeln wir nun die |s, s, ) in die |1] )-Basis:

b |171> = ‘T,T>7W611 Sy =81, + 82, = 1.
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e [1,0) =alTl) +b[LT).
Um a und b zu bestimmen, wirken wir mit S_ = 5;_ ® 1 + 1 ® Sy_ auf beide Seiten und
erhalten mithilffe von (3.80))

S—‘1a1>:h\f2|170>v (3252)
S M) =(S1-@1+1® S )[11) =h(l1) +[11)) (3.253)

Das bedeutet |1,0) = %(Hﬁ +11))
o [1,—1)=|[]).

© [0,0) =c|T])+d|IT).
Aus der Orthogonalitit der Zustédnde folgt

0=(0,0/1,1) und 1 = (1,1[1,1). (3.254)
Damit kénnen wir |0,0) = %(Hl) —[11)) folgern.
Spin-Bahn-Kopplung

Betrachte J = S + L. Dafiir erhalten wir die folgenden beiden moglichen Werte von j und
zugehorige Clebsch-Gordon-Entwicklung: E|

oj=l—|—1/2
. [+.+1/2, I~ 112, .
1/2 = — —1/2 1/2,1/2 _ 1/2 1/2,—-1/2
1+1/2,5.) ST 11,7 —1/2) ®[1/2,1/2) + ST 1,7 +1/2) ® [1/2,-1/2),
1 1
I+525:2—(0+3) (3.255)
e j=1-1/2
o Ji—g+12, l+j.+1/2
1 —1/2,5.) = — W|I>Jz*1/2>®\1/271/2>+ 217_1_1\17]Z+1/2>®|1/2a*1/2>,
1 1
I i>_(1—2). :
l=5202-0-3) (3.256)

Die Koeffizienten fiir |l + 1/2, j, ) lassen sich, wie im vorigen Beispiel, durch iterative Anwendung
von J_ =L_+S_ auf
[L+1/2,14+1/2)=|,1)®]1/2,1/2) (3.257)

berechnen Die Koeffizienten fiir |l — 1/2, j,) folgen aus der Orthonormalitidt der Zusténde.

4Die Zustinde auf der rechten Seite sind |j, jz,1,s) = |4, 5z )-



Kapitel 4

Weiterfiihrende Fragen und
Anwendungen

4.1 Kopplung an das elektromagnetische Feld

4.1.1 Schrodingergleichung, Pauli-Gleichung

Unser Ziel ist die Beschreibung der elektromagnetischen Wechselwirkung fiir ein quantenmecha-
nisches Teilchen. Zunéchst erinnern wir an die aus der klassischen Elektrodynamik bekannten
Felder

F=-l0i-%s, B=vVxA4 (4.1)
C

wobei ¢(Z, t) das skalare Potential und A(Z,t) das Vektorpotential ist. Die klassische Hamilton-
funktion fiir ein Teilchen mit Ladung e und Masse m im elektromagnetischen Feld ist

1 .
H= (- EA(:E, )2 + ed(, 1). (4.2)
Waéihrend wir p als kanonischen Impuls bezeichnen, heif}t
mi=mdyH =T =p— A (4.3)
c
kinetischer Impuls. Mit ihm kénnen wir schreiben
H= iy ¢ (4.4)
= — eqQ. .
2m
Quantenmechanisch werden Z und p'zu Operatoren erhoben. In der Ortsdarstellung ist p'= —ihV

und es ergibt sich die Schrodingergleichung

ho(@t) = = oA+ TG+ A+ - A 4 e (1) (4.5)
MG = "oy, 2mce 2mc? c Tt ’
Beachte dabei, dass wegen

V- A@ (& 1) = (@ (V- A1) + A(E,t) - V(1) (4.6)
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in der Coulomb-Eichung V - A(Z, t) = 0 folgt

h2 the -
me 2

ihop) = 12 4 e 1p. (4.7)

Betrachten wir nun als konkrete Anwendung das magnetische Moment. Dazu nehmen wir ein
konstantes B-Feld an, d.h. das Vektorpotential ist gegeben durch

. 1 .
A —5("><B)7 (4.8)
so dass
V xA=B. (4.9)

Damit kénnen wir den zweiten Term des obigen Hamilton-Operators schreiben als

the  -o ihe 1\ ., = =
=2 (AV) mc<2>(zxzn.v¢ (4.10)
the , =
e - =
=——VL-B 4.12
5L BY (4.12)
= *,UJBahn . Bw (413)

Damit haben wir gefunden, dass figahn = 2mCL das magnetische Moment fiir den Bahndre-
himpuls darstellt. (Dies hatten wir bei der Diskussion des Stern-Gerlach-Experiment bereits
vorweggenommen.) Man schreibt
. 1B » eh ,
IBahn = — L, up = — : Bohr’sches Magneton. (4.14)
h 2mce

Beachte:

e Fir B=F (z) ergeben sich hohere Korrekturen zum Term —jigann - Ew entsprechend der
Multipolentwicklung der Elektrodynamik.

e Der quadratische Term A? ist meistens, d.h. aufler fiir sehr grofie Feldstarken, relativ

. 2m('2
zu —fi - B vernachléssigbar.

° —“—BL B ist der Bahndrehimpuls-Beitrag zum Paramagnetismus, fniz, A? der Beitrag zum
Dlamagnetlsmus

Unsere bisherige Betrachtung beriicksichtigt nur die Orts- und Impulsfreiheitsgrade eines Teil-
chens. Wir haben allerdings festgestellt, dass Teilchen mit Spin noch weitere Freiheitsgrade be-
sitzen. Diese Freiheitsgrade verhalten sich mathematisch wie die Freiheitsgrade eines inneren
Drehimpulses. Dass diese auch physikalisch einen Drehimpuls darstellen, zeigt sich daran, dass
der Spin eine weitere Quelle des magnetischen Moments liefert,

— — — . — B3
M = UBahn + ,LLSpin mit ILLSpin = g%s. (4.15)

Dies zu fordern ist naheliegend und wird, wie eben im Stern-Gerlach-Experiment, auch experi-
mentell verifiziert. In der nicht-relativistischen Quantenmechanik ist diese Forderung allerdings
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nicht mehr als ein plausibles Postulat, das nicht weiter a priori herzuleiten ist. Insbesondere muss
der der sogenannte gyromagnetische oder Landé-Faktor g a priori nicht 1 sein und stellt in der
nicht-relativistischen Quantenmechanik einen phanomenologischen Parameter dar. Experimen-
tall beobachtet man fiir Elektronen g ~ 2.

Die relativistisch- quantenmechanische Dirac-Theorie des Spin-1/2-Teilchens gestattet die Her-
leitung dieses Spin-magnetischen Moments fiir Elektronen aus der relativistischen Version der
Schrodingergleichung, der Dirac-Gleichung. Dies ergibt zuniichst ¢ = 2, in Ubereinstimmung mit
dem Stern-Gerlach-Experiment. Die nicht-relativistische Schrodingergleichung fiir ein Spin-1/2-
Teilchen im elektromagnetischen Feld ist die Pauligleichung

B oppes by < (4@ 1)
=|-—A-"2LB A 1 —updB T 4.1
) [ 2m h + 2mc? +e¢} (7/)—> HET (U’—(fﬂ,t))7 (4.16)
Bemerkung;:

In der Quantenelektrodynamik (QED) ergeben sich hohere Korrekturen zu g, perturbativ als
Storungsreihe schreibbar als

«@ a2 a\3
92(1+2W0.32...(ﬂ) +1.18...<;> +> (4.17)
— 2.002319304718 (4.18)
62

mit der Feinstrukturkonstante o = .

Beispiel: Eine wichtige Anwendung des magnetischen Moments stellt der normale Zeeman-
Effekt dar, der die Aufhebung der Energie-Degenerierung im Wasserstoffatom beim Anlegen
eines duBeren Feldes beschreibt. Er wird in den Ubungen behandelt.

4.1.2 Eichprinzip und kovariante Ableitung

Aus der klassischen Elektrodynamik wissen wir, dass das E- und B-Feld invariant sind unter
einer Eichtransformation

Az t) — A(Z,t) = AT, t) + VAT, 1) (4.19)
BE, 1) = &/ (,1) = (7, 1) — DA, D). (4.20)

Insbesondere ist die klassische Lorentzkraft
F=S@xB)+eE (4.21)
c

eichinvariant. In der Quantenmechanik hiingt die Schrédingergleichung explizit von A und ¢ ab:

2m

[1 (fiiﬁ - %A’(X’,t)f + ed(Z, t)} Y(F,t) = i) (7, t). (4.22)
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Wir fordern, dass auch in der Quantenmechanik die Dynamik eichunabhéngig ist. Dies erzwingt
(4.23)

eine Transformation der Wellenfunktion unter (4.20)
Y(Z,t) — ¥ (, 1)

dergestalt, dass aus (4.22)) folgt
— (fﬂﬁ eyt t)>2 Fed/(T,8)| W/(,1) = ihd (&, 1) (4.24)
2w c ’ ) ) t s V). .
D.h. wir fordern, dass (4.22)) impliziert
L (—mﬁ ~CA@t) - SVA@E t))zw'(z t) = (ma —ed(Z,1) + SONT t)) W (Z,1) (4.25)
om c ) c ) ) t ) c t ’ ) .
fiir jede Wahl von A(Z,t), ¢(Z,t), A(Z,t) und (&, t). Dies ist erfiillt genau dann wenn
o + z(atA)z// = Cihdyb (4.26)
L= e o e o \2 L= e A2 .
(—mv - SA@n - EVA(x,t)) W =C (—mv - EA) b VA (4.27)
Die Losung der ersten Gleichung ist
W (E,1) = eFe AEDy(E, 1), (4.28)
denn
(mat + fatA) W' = eRAED Y, p(Z, 1). (4.29)
c
Damit gilt auch
(—iiﬁ - gm) W = eFAED (i), (4.30)
und somit ist der zweite Punkt erfiillt. Das heif3t, wir haben gezeigt, dass unter einer Eichtrans-
formation
A(E 1) — A'(Z,t) = A(Z,t) + VA, 1), (4.31)
1
W(E 1) = W (3, 1) = ene N EDy(, 1) (4.33)
(4.34)

iy i)' = H(A', ¢' ).

die Schrodingergleichung invariant ist,
ihOwp = H(A, ) &

Nun folgern wir mit der umgekehrten Logik: Wir werden zeigen, dass die Forderung nach einer

Eichinvarianz der Schrédingergleichung automatisch zur korrekten Kopplung an das elektroma-

gnetische Feld fithrt. Betrachten wir hierzu zunéchst die freie Schrédingergleichung
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1

2 —
ihow)(Z,t) = —;—mAw(f, t) = 2m(—ihv)2w(f, t). (4.35)

Die freie Schrodingergleichung ist invariant unter einer globalen Phasentransformation

V(T t) — (T, 1) = (T, 1), A € R konstant, (4.36)

also
. 1 I
ihOp) = %(—mV)Qw’. (4.37)

Dies stellt eine U(1)-Symmetrietransformation dar, wobei U(1) die Lie-Gruppe der unitédren
1 x 1-Matrizen ist,

Ul)={ceC"' =C| cle=1} (4.38)
={cel| |[d=1} (4.39)
Da )\ konstant ist, spricht man von einer globalen Symmetrie. Wir fragen uns, was passiert, wenn

wir diese globale U(1)-Symmetrie eichen, d.h. wenn wir fordern, dass die Dynamik invariant ist
unter einer ortsabhéingigen Phasentransformation

Y(Z,t) = e9MEDY(Z 1), geR. (4.40)

Im Falle eines ortsabhiingigen A = A(Z,t) spricht man von einer lokalen Symmetrie oder auch
einer Fichsymmetrie. Berechnen wir

Ol (Z,t) = e9NEN (9, 4 igd, A)ep(Z, 1) (4.41)

und

V' (Z,t) = 9N (V 4 igVA(T, )0 (T, 1). (4.42)

Die Schrédingergleichung in ihrer urspriinglichen Form ist also nicht invariant unter einer
lokalen U(1)-Symmetrie. Wir kénnen allerdings eine invariante Schrédingergleichung konstruie-
ren, indem wir - im einfachsten Fall - schlicht 0; und 0z = V ersetzen durch die Differentialope-
ratoren D; und Dz mit den Eigenschaften

(D (1)) = e EDDyy (i, ),
(Dzp(Z,1)) = e EDDp(7, ). (4.43)

Beachte, dass aus der zweiten Gleichung insbesondere folgt, dass auch
(D2(, 1)) = 9B DL(E, ). (4.44)

Wenn wir d; und 0z durch D; und Dz mit obigem Transformationsverhalten ersetzen, kénnen
wir auf beiden Seiten den sich durch eine Eichtransformation ergebenden Faktor e?9(#:t) kiirzen
und erhalten somit eine invariante Gleichung.

Konstruieren wir zunéichst D;. Aus schlielen wir, dass wir zu 0; eine Grofle addieren
miissen, die ihrerseits unter einer Eichtransformation transformiert. Das fiihrt uns auf den Ansatz
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Dt = 8t + zga(a’c’, t), (445)
wobei unter U(1)-Transformation gelten muss, dass
a(Z,t) — o (@, t) = a(Z,t) — OA(Z, 1). (4.46)
Auf die gleiche Weise erhalten wir
Dz = 0z —igh(7,t) (4.47)
mit
Bz, t) — F'(# t) = B(&,t) + VA, ). (4.48)

Die so definierten Differentialoperatoren erfiillen die Bedingung (4.43]). Die eichinvariante Schro-
dingergleichung lautet deshalb

1
ihDyp(E,t) = T(—ihDgg)Qw(f, t). (4.49)
m
Die Einfithrung der Felder a(Z,t) und ﬁ(f, t), welche lokale Freiheitsgrade darstellen, kann fiir
die Dynamik nicht folgenlos bleiben. Tatséchlich sieht man, dass (4.49) genau die Bewegung eines

geladenen Teilchens im elektromagnetischen Feld beschreibt, falls wir die folgende Identifikation
durchfiihren,

(Z,1) = A(Z,1). (4.50)

Q
I
Q
—
=B
-~
S~—
I
(@)
PSS
\.Rl
Nt
s

Fassen wir also zusammen:

e Die Kopplung an das elektromagnetische Feld folgt aus der Eichung der globalen U(1)-
Symmetrie der Schrodingergleichung. Elektromagnetismus ist eine U(1)-Eichtheorie.

e Die Groien Dy und Dz heiflen kovariante Ableitungen, weil Dy so transformiert wie 1.

Die Erkenntnis, dass die Eichung einer globalen Symmetrie zur Beschreibung einer Kraft fiihrt,
ist von iiberragender Bedeutung fiir die Formulierung der modernen Physik. Tatséchlich kénnen
alle vier Grundkriifte in der Natur aus diesem Eichprinzip gewonnen werden. Die Eichgruppen
der iibrigen drei Kréfte sind hierbei die folgenden Lie-Gruppen:

schwache Kernkraft < Eichgruppe SU(2) (4.51)
starke Kernkraft < Eichgruppe SU(3) (4.52)
Gravitation « Eichgruppe SL(2,C) (4.53)

(4.54)

Insbesondere ist die Eichgruppe des Standardmodells der Teilchenphysik, welches den Elektro-
magnetismus sowie die schwache und starke Kraft beschreibt, SU(3) x SU(2) x U(1).

Abschlieend mo6chten wir noch drei weiterfithrende Bemerkungen zu den Implikationen der
U(1)-Symmetrie des Elektromagnetismus machen:
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e Die globale U(1)-Symmetrie der freien Schrédingergleichung impliziert iiber das
Noethertheorem eine Erhaltungsgrofle - die Wahrscheinlichkeitsdichte p(Z,t), die der Kon-
tiuitétsgleichung

op=Vj (4.55)

geniigt, bzw. die Ladung efd3x p(Z,t). Daher riithrt auch der Name Noether-Ladung fiir
die Erhaltungsgrofie einer kontinuierlichen Symmetrie.

e Im klassischen Elektromagnetismus sind nur die Feldstédrken E und B beobachtbar, das
skalare Potential ¢ sowie das Vektorpotential A erscheinen nur als Hilfsgrofien zur Definition
von E und B. Quantenmechanisch ist dies nicht so. Der berithmte Aharonov-Bohm-Effekt
zeigt: Die fundamentalen physikalischen Groflen in der Quantenmechanik sind nicht E
und B sondern eichinvariante Kombinationen der Potentiale A und ¢, welche nicht mit
den lokalen Feldstirken B und E im fiir die Wellenfunktion eines Teilchens zugénglichen
Raumbereich iibereinstimmen miissen. Wir werden diesen Effekt in den Ubungen genau
besprechen.

e Aus der klassischen Elektrodynamik wissen wir, dass die elektromagnetischen Gleichun-
gen eine deutlich symmetrischere Form annehmen, wenn in der Natur ein magnetischer
Monopol existieren wiirde. Magnetische Monopole wurden bislang in der Natur aber nicht
beobachtet. Falls sie jedoch existieren sollten, so folgt in der Quantenmechanik aus der
Eichtransformation der Wellenfunktion die Quantisierung der elektrischen Elementarla-
dung in Einheiten der magnetischen Monopolladung. Dieser Dirac-Monopol-Effekt wird
z.B in Sakurai, Kapitel 2.6 besprochen.

4.2 Stationidre Storungstheorie

4.2.1 Rayleigh-Schrodinger-Stérungstheorie (nicht entartet)

Bislang haben wir, z.B. im harmonischen Oszillator oder im Coulomb-Potential, eine Reihe von
exakt losbaren dynamischen Problemen kennengelernt: Dank der hohen Symmetrie des Problems
war es moglich, die exakten Eigenvektoren und Eigenwerte des Hamiltonoperators zu bestimmen.
In realistischen Problemen ist der Hamiltonian hierfiir in der Regel zu kompliziert. In diesem Fall
existieren allerdings Naherungsmethoden, die eine approximative Losung erlauben. Das Beherr-
schen dieser Storungstheorie ist deshalb fiir konkrete Anwendungen entscheidend.

Betrachten wir einen Hamilton-Operator der Form

H = Hy + \H;. (4.56)

Dabei bezeichnet Hy einen “ungestorten” Hamilton-Operator mit (bekannter) Eigenbasis

Hy|n") = E)) |n") (4.57)

und AH; einen “kleinen” Storterm. Wir denken uns A als einen freien Parameter in der Theorie,
z.B. als eine Kopplungskonstante, die wir behandeln, als wdre sie eine freie tunebare Grofle. Fiir
kleine Werte von A geht die Dynamik dann in die durch die ungestorte Schrédingergleichung be-
schriebene tiber. Ferner behandeln wir zunéchst den Fall, dass H ein nicht-entartetes Spektrum
besitzt.

Wir sind nun daran interessiert, die Energieeigenwerte und die zugehorige Eigenbasis von H zu
finden, also
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Hn)=E,|n). (4.58)

Dafiir nutzen wir den folgenden Ansatz: Wir entwickeln |n) und F,, als Stérungsreihe in A um
EQ und |n°),

E,=E)+\E} + NE2 + ... (4.59)
In) =|n®) + X|n') + A% [n®) + ... (4.60)

Dies ist nur moglich, falls sich |n) und |n®) qualitativ nur wenig unterscheiden, denn wir behan-
deln A ja als freien Parameter mit limy_.g H = Hy. Ein solcher Ansatz ist z.B. nicht zuléssig,
wenn sich die ungestorten und gestorten Energielevels EQ und EY kreuzen (Level-crossing). Wei-
terhin konnen Bindungszustdnde nicht perturbativ aus den ungebundenen Zusténden etwa der
freien Schrodingergleichung erhalten werden. Oftmals ist die Storungsreihe nicht konvergent im
Sinne einer mathematischen Reihe in A, aber Enwicklung von F, kann in den ersten Ordnun-
gen dennoch zu einer quantitativ guten Naherung fithren. Die Konvergenzeigenschaften einer
Storungsreihe zu bestimmen ist im Allgemeinen schwer.

Obiger Ansatz ergibt

(Ho+AH)(|n)+ X [n' )+ X% [n?)+..) = (BEQ+AEL+ N EL 4. )(In° )+ A [n' )+ 22 [n?) +..).

(4.61)
Die Terme auf linker und rechter Seite der Gleichung miissen nach unsere Logik nun in jeder
Ordnung von A separat iibereinstimmen. Damit ergibt sich

Hy |n®) = Ep [n°),
Ho|n') + Hy |n°) = E) [n') + E}, [n?),
Hy|n®)+ Hy|n') = E)) |n*) + E, |n") + E |n°).

Die Normierung von |n) wird festgelegt auf

(n°ln) = 1. (4.66)
Wegen (n°n®) = 1 folgt sofort A(n°|n') + A2(n°n?) + ... = 0. Da dies gemiiB der Logik der
Storungsreihe fiir alle Werte von A gilt, erhalten wir
(n°Inty =0 = (n°n?) = ... (4.67)
Wir wollen nun E¥ und |nl> finden.

e Berechnung von E}:
Multipliziere die Gleichung (4.63]) mit (no‘. Damit folgt

(n°| Ho [n') +(n°| Hy |n°) = E} (n°n') +E}, (n°|n°) (4.68)
| ——
E9(n0|n1)=0 =0

Damit erhalten wir

El = <n0| H, |n0>.
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e Berechnung von |n')
Wir entwickeln ’n1> in der ONB {’m0>} von Hy mit

Ho|m®) = Ep, |m°), (4.70)

also [n') = 3 cp [m®) mit ¢, = (m°n'). im kontinuierlichen Fall geht diese Summe in
m#n

ein Integral iiber. Beachte, dass wegen der Normierungsbedingung (n°|n') = 0 nur iiber

m # n zu summieren ist. Multiplizieren wir nun die Gleichung (4.63]) mit (mo{7 erhalten

wir
E° (m°nt) + 0’H1 |n = EX (m°nh) +EL (m°n®) . (4.71)
W—/ —— ——
Cm Cm =0
Damit folgt
(Ey — E9)em = (m°| Hy |n), (4.72)
m0| H, |n0>

) -

da fiir n # m auch EY # E9 gilt. Wir haben damit gefunden:

0| IJ1 |n(]
g0y ™)

m

) -

m#n

(4.74)

e Berechnung von E2:
Multiplizieren wir nun Gleichung (£.64) mit (no| und erhalten daraus EZ = (m°| Hy |n')

also
Z |0|Hl’n)_ (4.75)

Insbesondere ist E2 < 0 fiir den Grundzustand. Wenn alle Ubergangselemente (m0’ H, ’n0>
vergleichbar sind, stammen die wichtigsten Beitrdge von benachbarten Levels. Man sieht
ferner, dass kein Level-crossing auftreten kann.

m#n

4.2.2 Entartete Storungstheorie

Betrachten wir nun einen Hamilton-Operator Hy mit Entartung, also

H, |n?) =E° |n?) mit (n?|m2> = Omnlij- (4.76)

Wie besipielsweise die Behandlung des Wasserstoffatoms gezeigt hat, sind viele exakt 16sbaren
Probleme entartet, denn exakte Losbarkeit verlangt in der Regel hohe Symmetrie, was, wie
wir gesehen haben, zur Degenerierung des Spektrums fithrt. Wir gehen analog zum vorherigen
Abschnitt vor und betrachten H = Hy + AH, mit Eigenbasis

En,i = Eg + AE’rlL,i + A2E2,i —+ ... (477)
Ini) = [nd) + A|ni ) + A% |nf) + ... (4.78)
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In der Regel wird der Stiterm H; die Degenerierung zumindest teilweise aufheben, was den Index
i fiir die Energie-Eigenwerte erfordert. Wir legen die Normierung wiederum auf

(ndIng) =1 (4.79)
fest. Dies erzwingt
(n¥n}) = 0. (4.80)

Eingesetzt in die Schrédingergleichung ergibt sich analog zum nicht-degenerierten Fall

Hﬂn?)—l—Hl |nll> =FE, |n >+E}L7z|n%>+E,2L7Z|nO> 4.83
4.84

Wir finden wiederum in erster Ordnung die Energiewerte
E}; = (nj| Hy|n). (4.85)

Unser Ansatz fiir [n!) lautet nun

fn11> = Z Zcmk ‘m%} + ZCSJ) |n2) (4.86)

Der erste Term summiert iiber die Basiselemente gehorig zu den Energie-Eigenwerten EC, # EY.
Der zweite Term summiert iiber die zu |n?> orthogonalen Basiselemente, welche zum selbem
ungestorten Energie-Eigenwert EO gehoren.

Die ¢ ergeben sich wie vorher durch Multiplikation von <m2| auf zZu

(my| Hy n?)

mk = 4.
Cmk EQL — Egn ( 87)
Wenden wir stattdessen <n9| auf diese Gleichung an, erhalten wir (i # j)

En(nflni) — Ep(nfln;) = —(nj| Hy |n}). (4.88)
Das bedeutet, dass als Konsistenzbedingung gelten muss

Fiir eine willkiirlich gewéhlte Basis |n?> muss 1) a priori nicht gewéhrleistet sein. In diesem
Fall muss eine neue Basis gefunden werden, welche (4.89) erfiillt. Dies zu erreichen ist immer
moglich, denn

Hy|

= E1| (4.90)

spn(|n?>) spn(|n?))

eingeschrankt auf den von {|n?>} eingesachrankten Unterraum. Das bedeutet, dass auf diesem

Unterraum Hy und H; gemeinsam diagonalisierbar sind. Wir miissen aber noch die cgf]) bestim-

men, da sie noch nicht auf obiger Gleichung folgen. Fiir ihre Herleitung verweisen wir auf Sakurai,
Kapitel 5.1. Das Ergebnis lautet dann
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i 1 0 1 0
nj m

i mstn n

Das heifit, dass E}lj in erster Ordnung bestimmbar ist wie bisher solange man sicherstellt, dass

(4.89) gilt.

4.2.3 Ritzsches Variationsverfahren

Das Ritzsche Variationsprinzip ist ein Methode der Stérungsrechnung, welche eine Abschéitzung
fir die Anderung der Grundzustandsenergie durch eine Stérung ermdaglicht, sofern wir ein gutes
qualitatives Verstédndnis fiir die Auswirkung der Stérung auf die Grundzustandswellenfunktion
besitzen. In den Ubungen zeigen wir, dass die Grundzustandsenergie Ey immer der Schranke

B, < W) (4.92)

R

geniigt, wobei |¢) ein beliebiger Zustand sei.
Das Ritzsche Variationsprinzip betrachtet nun einen Zustand |¢)(p)), der von einem Parameter
1 abhéngt, und die Grofle
V() H|Y(p
B = LUHBR) (4.93)
@)

Minimierung von E(u) liefert eine obere Schranke fiir Ej.
Dies werden wir in der Ubung zur Abschitzung der Grundzustandsenergie des Helium-Atoms
verwenden.

4.3 Relativistische Korrekturen beim Wasserstoffatom -
Feinstruktur

Als Anwendung der allgemeinen stationdren Stérungstheorie wollen wir nun die Feinstruktur des

Wasserstoffatoms betrachten. Da dies in der experimentellen Atomphysik im Detail behandelt

wird, kénnen wir uns vergelichsweise kurz fassen.

Aus der nicht-relativistischen Schrédingergleichung fiir das Wasserstoffatom mit Hamiltonian
]32 Ze?

hatten wir unter Vernachléssigung des Elektronspins die Energieeigenwerte und -eigenfunktionen
wie folgt bestimmt:

Hyn,l,m) = E, |n,l,m), (4.95)
wobei die Energieeigenwerte gegeben sind durch

Mc? 51 7Z?
Die Kernladungszahl des Wasserstoffatoms ist Z = 1.

Wir erweitern unser Modell des Wasserstoffatoms nun um folgende Terme:
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e Hinzunahme der Spin-Quantenzahlen des Elektrons erweitert die Energie-Eigenzustinde
von
[n,l,m) — |n,l,m,s,). (4.97)

Die Energieeigenwerte aufgrund von Hj sind nun 2n2-fach entartet.
e Aus der relativistischen Diracgleichung des Elektrons folgen 3 Korrekturterme zu Hy, und

wir schreiben
H=Hy+HY +H® 4+ H® (4.98)

mit den folgenden Beitréagen:
- H® beschreibt relativistische Korrekturen zur kinetischen Energie. Diese werden wir
in den Ubungen im Detail behandeln;

— H® beschreibt den sogenannten Darwin-Term aufgrund der relativistischen *Zitter-
bewegung’ des Elektrons;

— H® stellt die Spin-Bahn-Kopplung dar.

Wir konzentrieren uns hier auf

2 1do(r) z- Z
H® = %= ST it =_Z 4.99
2M?2c2 r dr m 9(r) r ( )
Heuristisch konnen wir diesen Term interpretieren als die Energie H®) = —igg aufgrund
des spin-magnetischen Moments des Elektrons im B-Feld des Protons, welches im Ruhesystem
des Elektrons um dieses rotiert. Dieses B-Feld berechnet sich klassisch zu B = —7 x %, wobei

E = —ﬁ(b = —%%(:) das E-Feld des Protons darstellt. Aus der klassischen Elektrondynamik
erinnern wir uns allerdings, dass wir dieses naive Ergebnis noch mit 2 multiplizieren miissen, denn
das Ruhesystem des Elektrons stellt kein Intertialsystem dar (Stichwort: Thomas—Préizession)[ﬂ
Natiirlich ist diese Interpretation nur heuristisch, da das Konzept einer festen Trajektorie und
somit eines Ruhesystems des Elektrons quantenmechanisch keinen Sinn machen. Das Ergebnis
folgt allerdings durch direkte Auswertung der relativistischen Dirac-Gleichung und ist
deshalb korrekt.

Wir behandeln nun H = Hy+ H®) im Rahmen der entarteten Stérungstheorie. Zuniichst miissen
wir uns fragen, ob die Bedingung fiir die Basis |n,l,m, s, ) erfiillt ist. Wegen

[H®), L] #0#[H®,S.] (4.100)

sind die |n, I, m, s, ) nicht diagonal unter H (3) und deshalb nicht fiir die Stérungsrechnung geeig-
net.
Wir miissen somit eine andere Basis der Eigenzusténde von Hy finden. Als weitere Moglichkeit
kommen die Eigenzustéinde nicht von L2, L,,S2,S,, sondern von J2,.J,,L[%, 5? in Frage mit
J =L+ S dem Gesamtdrehimpuls. Aus
| U
S.-L= 5(JQ—L2 - 5?) (4.101)
folgern wir, dass die Eigenbasis |n, j,j.,(, s) diagonal unter H®) ist. Die j-Quantenzahl nimmt
dabei die Werte j =1 £ 1/2 an. Weiterhin gilt fuer die Drehimpuls-Eingenzusténde |j, j., 1, s)
Lo 2
S LN+ 1/2, 0 ks) = [0+ 1/2)(+3/2) — 10+ 1) = s(s + D1+ 1/2,,Ls) (4102)
1Siehe z.B. Jackson, Klassische Elektrodynamik, Kapitel 11.8.




KAPITEL 4. WEITERFUHRENDE FRAGEN UND ANWENDUNGEN 102

und somit insgesamt

»y

- h2
Ll +1/2,5,,1,8) = SUI+1/2,4:08), (4.103)

2
Ll =1/2,4.,0,8) = %(_1_1) 1—1/2,5..1,5). (4.104)

Uy

Wir berechnen nun die Energiekorrektur aufgrund von H®) in erster Ordnung Stérungstheorie,

2
(3) - Ze 1 - -
AEn,lﬂ/z,jz,l,s T 9M2e2 <7Ts S L>\n7li1/2,jz,l,S> : (4.105)
(S-LYjniz1/2,5..0,0) (75,
Mithilfe von VBBad 78
1 c’a
(Znt = 33 , (4.106)
r m3n3l(l+1/2)(1+1)
was wir hier ohne Beweis nutzen, erhalten wir unter Verwendung von (4.103))
M (Za)* l fir j =1+1/2
AE®) = ¢(Za) i j=141/2. (4.107)
an3l(l+1/2)(1+1) | —1—1 firj=1-1/2
Kommentar:
Die drei Terme HM, H® HG) fiihren insgesamt zur Feinstrukturaufspaltung mit
7% (Za)? (3 n
Ap=1Ry——— (- — 4.1
e=1Ry e s (4 j—|—1/2) (4.108)

mit j = {4 1/2. Damit ergibt sich eine teilweise Aufhebung der Degenerierung. Weitere Effekte,
die Einfluss auf die Energieniveaus haben, sind

e der Lambshift (ein QED-Effekt, der die Zitterbewegung aufgrund der quantenfeldtheoreti-
schen Vakuumenergie beschreibt) sowie

e die Hyperfeinstruktur (aufgrund des kern-magnetisches Moments).

Diese Effekte werden in Vorlesungen zur Atomphysik detailliert behandelt.

4.4 Zeitabhingige Storungstheorie
4.4.1 Wechselwirkungsbild

Nun wollen wir unsere allgemeinen Betrachtungen zur Stérungstheorie ausweiten auf den Fall
einer zeitabhingige Storung V () zu einem zeitunabhiéingigen Hy. Das Standardbeispiel hierzu ist
etwa die Dynamik eines Atoms, welches sich in einem zeitlich verénderlichen elektromagnetischen
Feld befindet.

Wir nehmen an, dass V(t) zu einem Zeitpunkt ¢t = t; eingeschaltet werde, und erhalten somit
folgende Situation:

t<to: H = Hy, (4109)
t>1tg: H:H(t) :H0+V(t). (4110)
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Die Eigenzusténde fiir ¢ < ¢ sind die Eigenzustinde Hy|m) = E,, |m) und sind als solche
stationér unter der Zeitentwicklung,

|m,t) = e ot/ ) = = Bmt/h ) (4.111)

Im folgenden werden wir mit |m,t) immer |m,t) = e=*#m/"|m) meinen.

Fiir ¢ > t¢ sind die die |m) nicht mehr Eigenzustand von H; deshalb sind die |m, ) nicht mehr
stationéir unter der Zeitentwicklung von H. Aber falls V(¢) klein gegen Hj ist im Sinne der
Storungstheorie, macht es Sinn, als Basis des Zustandsraums noch immer die Eigenzusténde
{|m)} bzw. {|m,t)} von Hy zu betrachten und die zeitliche Anderung dieser Zustinde aufgrund
des eingeschalteten V' (¢) zu berechnen. Als Beispiel denken wir uns wieder das Atom im Feld
einer elektromagnetischen Welle: Anstatt die neuen, zeitabhéingigen Eigenzustinde von H(t)
zu bestimmen, rechnen wir mit den ungestérten Eigenzustdnden von Hy und berechnen die
Ubergangswahrscheinlichkeit zwischen den nun nicht mehr stationiren Zusténden.

Es stellt sich dabei als vorteilhaft heraus, die Dynamik aufgrund von V() zu isolieren durch
Ubergang ins Wechselwirkungsbild = Diracbild:

Definition 4.1. Im Wechselwirkungsbild (= Interaction picture) ist der Zustand gegeben durch

Wouthr =R gy (4.112)
—— ——
Interaction-Bild Schrédinger-Bild
Wir erhalten damit
ihd; |, t)r = —Hoe Hot/" |y t) 4 e Hot/M (Hy + V(1)) |4, 1), (4.113)
=ihd|,t)

wobel wir im letzten Schritt %, [¢,t) = H [,t) im Schrédingerbild verwendet haben. Wir
koénnen deshalb schreiben

ihdy |, )1 = Vi(t) [0, 1)1, Vi(t) = eHot/hy ()e= Hot/h, (4.114)

Wir I6sen diese dynamische Gleichung auf die folgende Weise: Im Schrodinger-Bild hatten wir
fir

ihOg [, t) = H(t) |y, t) (4.115)
die Dyson-Reihe

i, t) = 11+Z< )/dtl/dtg /dt H(ty)...H(ty) | v, t0). (4.116)

gefunden Analog 16sen wir in hier mit der Neumann-Reihe

tn—1

[, t)r = 1+Z( )/dtl/dtg /dtVt1 Vit | |9, to)r. (4.117)

In der Stérungstheorie wird diese Reihe nur bis zu endlicher Ordnung berechnet.
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4.4.2 Uberginge erster Ordnung und Goldene Regel

e—iHot/h —iEmt/h

Wir suchen die Wahrscheinlichkeit fiir einen Ubergang von |m, t) = |m) =-e |m)
in den Zustand |n,t) = e~ Hot/" |n) = e=Ent/h |n) Allgemein folgt unter Anwendung der Born-
schen Regel

P(Ubergang [1,t) — [n,t)) = |(n, t}o), ) (4.118)
mit der Ubergangsamplitude

(n, [y, t) = (n[ MM 4, t) = (n[th, 1) 1. (4.119)
Berechnung der von Neumann-Reihe zu erster Ordnung ergibt

t

1
|mm:WMm+ﬁ/Mwmwwn (4.120)
to
Ferner ist nach Annahme ‘
[¥,t0) = |m,to) = e R/ m), (4.121)
woraus folgt _
|w7t0>1 = ezHoto/ﬁ |1/}’t0> = |m> (4122)
Damit haben wir .
[, t)r = |m) +/dt’V1(t’) |m) (4.123)
to
und somit
(n,tl,t) = (nl, )1 (4.124)
t
1
= bmn + = /dt’(n\ Vi(t') |m) (4.125)
to
. t
= Omn + o7 /dt'ei(E"_EM)t//h<n| V(t') |m). (4.126)
to

Wir kénnen deshalb die Wahrscheinlichkeit fiir einen Ubergang von |m,t) in |n,¢) mit (n|m) =0
angeben als

E, — B,

- (4.127)

t
1 o
Pm,n(t) = ‘<7l,t‘w,t>|2 = Iﬁ /dt'e nm? <’I’L| V(t/) |m>|2, Wnm =
to

Als Anwendung berechnen wir den Ubergang in ein kontinuierliches Spektrum. Wir setzen ty = 0
und betrachten den einfachsten Fall fiir V' (¢) gegeben durch V (¢) = V(t) mit V = const. Damit
ergibt sich
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. t
P (t) = ﬁ|/dt’ei(E"’Em)t MM (n|V m)|? (4.128)
0
1 eiwnmt —1
—E|W|2|<n\V|m>|2 (4.129)
1 |sin(wpmt/2) |?
Wir sind interessiert an der Ubergangsrate I',,,,, = M. Diese ergibt sich zu
1 sin®(wpmt/2
o = o S ml2) oy 2 (1131)

h2 (wnm/2)%t

sin® (xt)

Die zeitliche Abhaengigkeit wird durch die Funktion=_—;~ beschrieben. Diese ist um den Wert

z2t

be z = 0 zentriert. Fiir grofles ¢ wird diese Zentrierung immer ausgesprégter. Tatséchlich kann
man durch Integration gegen eine beliebige Testfunktion zeigen, dass

.2
. sin®(xt)
tlirgo = o(x). (4.132)
Die asymptotische Ubergangsrate ist deshalb
. 27 9
thm Ton = fé(En — En)|{n|V m)|°. (4.133)

Betrachten wir nun den Ubergang in eine kontinuierliches Spektrum. Unser Ziel ist es, die Rate T’
fiir den Ubergang von |m, t) in einen kontinuierlichen Bereich von Zustinden {|n)} zu berechnen.
Aus Gleichung lesen wir ab, dass diese Rate I' im Limes t — oo nur von Null verschieden
ist, wenn E,, = E,,. Sei p(E,)dE, die Anzahl die Zustédnde im Interval (E,, E, + dE,). Die

Rate I'(|m) —

{In)} mit E, = E,,) ist

2T

= lim [ dE,p(Ep)lin = p(Em)f|<n| Vm)|?.

(4.134)

Dies bezeichnet man als “Fermis Goldene Regel”. Zu ihrer Herleitung wurde angenommen, dass

alle |n) in disem Zustandsbereich mit E,, = E,, dasselbe |(n|V |m)|? besitzen.
Verallgemeinern wir noch unsere Rechnung auf periodische Stérungen. Sei dazu

V(t) = 0(t)[Fe ™t + Fleit],

Damit erhalten wir analog zu unserer obigen Rechnung

an (t) =

2T
h

[6(Ey — By — 5o)| (0] F|m)? + 6(B, — By + )| (n] ¥ )],

(4.135)

(4.136)
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Beachte, dass die Energiedifferenz der erlaubten Ubergiinge E,, — E,, = +hw, was genau dem
Wert der Kreisfrequenz (mal /) der periodischen Stérung entspricht. Es wird also durch Fe~?
positive Energie ins System gepumpt und durch FTe?? negative. Anwendungen hierzu umfas-
sen beispielsweise Atomiibergéinge im Strahlungsfeld (Dipoliibergéinge). Wir verweisen an dieser
Stelle auf die Literatur, z.B. Schwabl 16.4.

4.5 Mess- und Interpretationsproblem

4.5.1 Dichtematrix, reiner und gemischter Zustand

Erinnern wir uns zunéchst an den axiomatischen Aufbau der Quantenmechanik, welchen man in
3 Postulaten zusammenfassen kann:

e Ein physikalischer Zustand entspricht einem Vektor |¢) € H (Hilbertraum) mit determini-
stischer Zeitentwicklung ihoy [ ) = H |1).

e Jede Messgrofie (Observable) enspricht einem hermiteschen linearen Operator A : H — H.
Der Operator ist ein book-keeping device insofern die mdoglichen Messwerte dem Eigen-
wertspektrum {a,}, A|n) = a, |n), entsprechen.

e Sei |¢p) = > ¢y |n). Die Wahrscheinlichkeit zur Messung von a,, ist geméf der Bornschen

Regel A X
P(Messung von A auf [¢) ergibt a,) = |c,|* = (9| Py |1), (4.137)

wobei P‘M der Projektor ist auf |n). Die Messung von a,, fiihrt zu einem Kollaps des
Zustandes |[¢) — |n).

Die zentrale Eigenschaft der Quantenmechanik besteht in ihrem intrinsischen Probabilismus:
Fiir eine Ensemble aus Teilchen im Zustand |1 ) ist es nicht moglich, den Zufall unsere Unkenntnis
des genauen Zustandes zuriickzufithren, wie es fiir statistischen Zufall der Fall ist.

Zur Unterscheidung des intrisisch-quantenmechanischen und es satistischen Zufalls eignet sich
die Dichtematriz p, die man auch als statistischen Operator oder Dichteoperator bezeichnet. Zu
|t)) € H definieren wir den linearen Operator

plyy =) (Yl H—H. (4.138)

Alle physikalischen Gréen kénnen mit Hilfe von pj,y bestimmt werden:

e Die Berechnung der Mittelwerte erfolgt als
(A)yy = (DI A1) =D (Wln)(n| A1) (4.139)
= (n| Alp){@n) (4.140)
=> (nlAp|n). (4.141)

Mit der Spur (“trace”) TrX = S (n|X |n) fiir {|n)} Orthonormalbasis von H liisst sich
n

dies kompakt schreiben als
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(A)sy = Tr(Apy))- (4.142)

Beachte dabei, dass die Spur basisunabhiingig ist und Tr(AB) = Tr(BA).

e Die Wahrscheinlichkeit zur Messung von a,, ist also

P(a, wird gemessen) = (¢| P, [1) = Tr(By, ) p). (4.143)

Die Dichtematrix pj;) hat folgende Eigenschaften:

o Trpjyy =1, denn Trppyy = (1)) = 1 = (V|Y);

o | plyy = Py = Trpfy, =1} denn [9) (|9) (] = [)(¥];

o pl=p.

Auch die Schrodinger-Zeitentwicklung kann als Gleichung fiir die Dichtematrix geschrieben wer-
den. Ausgehend von der Schrodingergleichung fiir den Zustand

i) = H W) baw.  —ih(e| = (| H (4.144)
berechnen wir
ih0ypiyy = h((0 [¥)) (Y| + |¥) 0 (¥]) (4.145)
=H [y) (] — [¢) (¢ H. (4.146)
Das bedeutet
ihupry = [Hopl  baw. Oy = —L[H,p]. (4.147)

h

4

Die Gleichung nennt man “von-Neumann-Gleichung”.

Wir wollen uns nun erneut der Interpretation des Zufalls zuwenden. Wir erinnern uns, dass die
Bedeutung des intrinsisch quantenmechanischen Zustandes wie folgt zu verstehen ist: Gegeben
sei ein Ensemble von Teilchen im Zustand [¢). Wir messen A N mal und erhalten N,, mal a,,
also

Ny,
P(an):th = = en|?. (4.148)

Ein solches Ensemble von Teilchen im Zustand |¢) heifit reines Ensemble bzw. Ensemble von
Teilchen in einem reinen Zustand.

Zusétzlich zum inhédrenten Zufall fiir den reinen Zustand existiert der echt statistische Zufall.
Betrachten wir dazu ein Ensemble von N Teilchen, von denen N; im Zustand |¢);) seien. Dies
bildet ein gemischtes Ensemble oder gemischten Zustand p; = NW = Wahrscheinlichkeit dass ein
Repriisentant des Ensembles im quantenmechanischen Zustand |[1); ) ist
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> pi=1 (4.149)

i

Dem Gemisch ordnet man die Dichtematrix
pG = Zpi i) (il = Zpipi (4.150)

zu. Noch immer gilt:

o (A) =Tr(Apg), denn
(A) =3 pild)wy = > pilvil Alw) (4.151)

= ZpiTr(pifl) = TT(ZPiPiA) = Tr(pcA) (4.152)

e P(a,) = Tr(]5|n>pc;)7 denn fiir |¢;) = > ¢ [n) ist

P(a,) = Z i lcn|? = Zpin(P\n)Pi) (4.153)
Y statistischer Zufall intrinsischer Zufall ¢
o Tr(pg) =1
o= o

Aber: pZ # pe sofern p; # 0 fiir mehr als ein i, denn
pe = (O _pip)>_pip;) # ra- (4.154)
i J

Insbesondere ist

TrpZ < 1. (4.155)

Dies ergibt das folgende Entscheidungskriterium zur Abgrenzung von reinen und gemischten
Zusténden:

Reiner Zustand: Trp? =1 «  gemischter Zustand: Trpz < 1. (4.156)

Die Unterscheidung zwischen reinen und gemischten Zustdnden ist extrem wichtig, denn sie
entspricht der Unterscheidung zwischen der echt quantenmechanischen Superposition und dem
klassischen Mischen von Teilchen mit bestimmten Eigenschaften in einem Ensemble:

e Die quantenmechanische Superposition von Zustinden [¢)) = > ¢, |n) fiilhrt zu einem
n

reinen Zustand
Pluy = D CnChy In)(m]. (4.157)

n,m
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e Ein statistisches Gemisch fithrt zu

b6 = paln)(n|. (4.1589)

Der Unterschied zwischen beiden ist, dass |1 ) (1| Nichtdiagonaleintriige |n)({m/| besitzt. Diese
sind verantwortlich fiir Interferenz. In statistischen Gemischen gibt es keine Interferenz zwischen
den Zusténden |n).

Betrachten wir hierzu das Beispiel eines Spin-1/2-Systems. Unser Ensemble sei gegeben durch
einen Elektronenstrahl. Der Unterschied zwischen einem reinen und gemischten Ensemble ist
dann folgender:

e Im ersten Experiment werde der Elektronenstrahl durch einen Polarisator geschickt, wel-
cher nur Elektronen durchlésst, deren Spin in « — Richtung polarisiert sei. D.h. in der Basis
[T) und |]) von S, sind hinter dem Polarisator alle Elektronen im Strahl im Superpositi-
onszustand [¢) = %(H) +|1)). Dies ein reiner Zustand. Die Dichtematrix dieses Systems

ist gegeben durch pyyy = 5 (IT)(T]+ L) {11+ 1)L+ L)1)

e Im zweiten Experiment werde der urspriingliche Strahl in 2 Strahlen gleicher Intensitét
geteilt. Der erste Strahl wird durch einen | )-Polarisator geschickt, der zweite durch einen
|| }-Polarisator. Danach werden beide Strahlen wieder zusammengefiihrt. Dies ergibt ein
statistisches Gemisch aus Elektronen, von denen 50% der Elektronen im Zustand |1) und
zu 50% im Zustand || ) sind. Fiir dieses finden wir pg = 2(|1)(T| +[1){1]).

Berechnen wir nun den Erwartungswert eines Operators /1, so wird der Unterschied zwischen
beiden deutlich:

(A = %(HIA\T) +(LIAL) + 2Re(T[ A1), (4.159)
S a—
(A)e = (AT +CUAIL). (4.160)

Abschlielend sei bemerkt, dass eine wichtige Anwendung der Dichtematrix in der Quantenstati-
stik zum Tragen kommt. Die von-Neumann Entropie

S = —kgTr(plnp) (4.161)

misst die Entropie bzw. Unsicherheit aufgrund unserer Unkenntnis des Zustandsvektors eines
gemischten Ensembles. Dies wird in der Vorlesung zur Statistischen Theoretischen Physik im
Detail behandelt werden.

4.5.2 Dichtematrix gekoppelter Systeme

Betrachten wir nun ein physikalisches Gesamtsystem S mit Subsystemen S; und Ss. Der Ge-
samthilbertraum H ist das Tensorprodukt der zu S; gehérigen Einzelhilbertriume H;,

H=H, 0 Ha (4.162)
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Seien {|1n)} eine ONB zu H; und {|2m )} eine ONB zu Hz. Ein allgemeiner normierter Zustand
von H lisst sich expandieren als

) = nznjlcnm l1n) ® [2m), ;n\cmnﬁ =1 (4.163)
’ =|1n)|2m)

Die zu diesem reinen Zustand gehorige Dichtematrix kénnen wir damit schreiben als

Ploy =D > ComCorms [In) [2m) (10| (2|, (4.164)

n,mn’,m’
Wir kénnen uns leicht davon iiberzeugen, dass es sich um einen reinen Zustand handelt, indem
wir
2

p|w> = p|w> (4165)
berechnen.
Wir kommen nun zum wichtigen Konzept der Messung nur am Teilsystem S;. Stellen wir uns
vor, wir interessieren uns in einer Messung nur fiir die Eigenschaften von System S; und wollen
die Freiheitsgrade von S nicht beriicksichtigen. Etwas préziser formuliert heifit das, dass wir

eine Observable A = fll ® 1, Amit Al : H1 — H1 messen. Ein entscheidendes Resultat ist, dass
sich der Erwartungswert von A darstellen ldsst als Spur nur iiber Subsystem S,

(A) = Try(pA,), (4.166)
mithilfe der reduzierten Dichtematriz

p=Trap= > ComCom [In)(1n']. (4.167)

n,m,n’

Beweisen wir zunéchst diese Aussage. Dazu schreiben wir

(A) = Tr(pA) = D" ComCpm Tr([1n) [2m) (10 (2m/| Ay @ 1) (4.168)

n,m,n’,m’ )

Den mit (%) gekennzeichneten Teil kénnen wir berechnen zu

() = Tr(|1n)(1n'| A; @ [2m)(2m/| 1) (4.169)
Da allgemein
Tr(01 ® O2) = Y (1n](2m| 01 ® O [1n) [2m) (4.170)
= Z 112)01 (1n] [2m )O3 |2m) (4.171)
= ;:OlTrQOQ (4.172)

gilt, vereinfachen wir dies weiter zu

(x) = Try(|In){1n'|)  Tra2(|2m)(2m']) . (4.173)

=6, fiir {|2m)} ONB
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Beachte, dass im letzten Schritt die Orthogonalitit der Basis {|2m )} eine wichtige Rolle spielt.
Damit ist die Aussage gezeigt.

Wir wissen nun also, dass wir zu einer Messung, die nur an System S; stattfindet, die reduzierte
Dichtematrix

p=Trap (4.174)

benstigen. Im Allgemeinen ist p? # p, was man durch explizite Rechnung zeigen kann. Die
Ausnahme, dass p?> = p gilt, findet man nur in dem speziellen Fall, in dem |[+)) faktorisiert
als |tp) = [11) @ |h2) ist (im Gegensatz zur allgemeineren Form |¢p) = > |¢7) ® |[¢5)). Das

bedeutet, dass wir zu Zwecken der Messung an S; unter Vernachlissigung von Sy den Zustand
effektiv durch den gemischten Zustand p = Tryp beschreiben. Diesen Punkt werden wir im
néchsten Kapitel noch weiter ausbauen.

4.5.3 Das Messproblem und einige Losungsansitze
Das Messproblem besteht- vereinfacht gesprochen - in folgendem Paradox:

¢ Quantenmechanische Systeme untergehen Superposition |1)) = > ¢, |n) und interferieren.
n

e Klassische Systeme zeigen keine Interferenz.

Wie ist also der Ubergang von der Quantenmechanik zur klassischen Welt und vor allem der
Verlust der quantenmechanischen Interferenz im Makroskopischen zu beschreiben?

Erinnern wir uns zunéchst an die sogenannte Standardinterpretation der Quantenmechanik, der
wir bislang in dieser Vorlesung gefolgt sind: Diese postuliert, dass die Messung des Wertes “a,,”
der Observablen A zum Kollaps der Wellenfunktion auf den entsprechenden Eigenzustand fiihrt,

) =3 ealn) VESE |n). (4.175)

Der nicht-deterministische Charakter der Quantenmechanik rithrt demnach genau von diesem
postulierten Sprung in der ansonsten reversiblen und unitédren Zeitentwicklung eines Zustandes
her. Wie wir gesehen haben, fithrt diese Sichtweise zu einer empirisch korrekten Beschreibung
der Naturphdnomene. Dennoch ist heutzutage weitgehend anerkannt, dass diese Interpretation
aus verschiedenen Griinden unbefriedigend ist.

FEin offensichtlicher Mangel dieser Sichtweise ist, dass nicht definiert wird, was eine “Messung”
genau ausmacht. In der Kopenhagenschen Variante der Standardinterpretation wird eine strikte
Separierung der Welt in eine quantenmechanische und eine klassische angenommen; eine Messung
sei demnach ein echt klassischer Vorgang mit entsprechenden Konsequenzen fiir ein quantenme-
chanisches System. Dem wird in modernerer Sichtweise in der Regel entgegengehalten, dass alle
Vorgénge in der Natur auf eine rein quantenmechanische Beschreibung zuriickfiihrbar sein soll-
ten, denn die gesamte Makrophysik sollte aus der Mikrophysik ohne Spriinge folgen. Es bleibt
also die Frage, was die Messung genau ausmacht, d.h. wann genau oder warum kollabiert die
Wellenfunktion - oder kollabiert sie womoglich gar nicht?

Eine Beantwortung dieser Frage erfordert zunéchst eine prézisere Formulierung des Messvor-
gangs, die 1932 durch von Neumann gegeben wurde. Betrachten wir ein System S mit Hilber-
traum H. Unser Ziel ist die Messung des Operators Og mit Eigenbasis {|s, )}. Beachte, dass S
nur dann einen definierten Wert der Observablen Og besitzt, wenn es sich in einem Eigenzustand
|sn ) befindet.
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Die Messung eines solchen Eigenzustandes erfordert, dass wir das quantenmechanische System S
an einen Messapparat (Zeiger) A mit Hilbertraum H 4 koppeln. Hierzu muss es makroskopisch
unterscheidbare Zeigerpositionen {|a, )} geben. Damit eine Messung an S durch Ablesen des
Zustandes (Zeigerposition) von A moglich ist, miissen beide verschriinkte Zustinde wie folgt
bilden: Wenn vor der Kopplung von S und A beide Systeme im Zustand |s,, ) bzw. |ag) sind,
fithrt die Kopplung zum Ubergang

|5n> ® |a0> Schrédingﬁr}evolution |Sn> ® |an> . (4176)
urspr. Zeigerzustand ablesbar

Beachte, dass diese Kopplung wie alles quantenmechanisch zu beschreiben ist und somit der

Schrodingerentwicklung geniigt. Das Ablesen von |a,, ) erlaubt den Riickschluss auf |s,, ).

Das Messproblem hat nun seinen Ursprung in der Linearitdt der Schrodingergleichung. Denn

Anwendung obiger Kopplungsregel auf den Superpositionszustand [¢) = Y ¢, |s, ) ergibt - allein
n

wegen Linearitdt der Schrodingerentwicklung -

O enlsn)) @lag) 2B D" e lsn) ® lan ). (4.177)

Das heifit, dass geméB der Schrodingerevolution das System S+.4 in einem Uberlagerungszustand
ist. Dies wird aber offensichtlich nicht beobachtet - wie im beriihmten Paradox von Schrédingers
Katze ausgeschlachtet wird.

Die Losung des Problems ist hochkontrovers und reicht von der Leugnung des Problems bis hin
zu einer volligen Umformulierung der Quantenmechanikﬂ

Dekohirenz

Beginnen wir mit einem pragmatischen Zugang zum Messproblem {iber das Phdnomen der De-
kohdrenzﬁ Die physikalische Bedeutung der Dekohérenz als solche gilt in der Literatur als un-
strittig und kann wie folgt umschrieben werden:

e Jede Messung fiithrt unweigerlich zu einer Kopplung von S und A an die Umwelt &, welche
ebenfalls quantenmechanisch beschrieben wird mithilfe des Hilbertraums He. Sei |e,, ) eine
Basis von Hg. Sei |¢)s = > ¢n |$n ). Dann muss der Messprozess ausgeweitet werden auf

die Verschriankung von S, A, £ von der Form

> enlsn) @ lag) @ leo) 5K > enlsn) @ lan) @ len). (4.178)

n

e Die Messung einer Observablen O an S und A ignoriert unweigerlich die (meisten Frei-
heitsgrade) der Umwelt. Das heifit wir messen eigentlich O = Osy 4 ® 1g an S+ A+ €.

e Das bedeutet, dass die Messung von O am System S + A effektiv durch die reduzierte
Dichtematrix pg+.4 beschrieben wird,

(0) = Trsy a(ps+a0s+.4)- (4.179)

2Einen Uberblick iiber verschiedene Ansitze bietet z.B. der Review-Artikel H. Schlosshauer “Decoherence, the
measurement problem, & interpretations of quantum mechanics” (http://arxiv.org/abs/quant-ph/0312059).
SH.D. Zeh, Heidelberg 1970; W. Zurek, 1981.
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Da wir de fakto immer die Umwelt £ ignorieren, miissen wir “for all pratical purposes” die
Physik des Systems S + A durch die reduzierte Dichtematrix pgi 4 ausdriicken.

Konkret: A priori liefert die Kopplung von S, A, H den reinen Zustand

> cnlsn)lan) len) (4.180)

mit Dichtematrix
PS+A+E = chcfn Isn) [an) [en ) (Sm| (am] (€m] . (4.181)

n,m

Die reduzierte Dichtematrix psy 4 = Treps+.a+e hingegen beschreibt einen gemischten Zustand

PS+A = chcjn s ) |an ) (sm| (am| Z<6k|en><6m|ek> ‘ (4.182)

n,m k

(emlen)

Beachte dabei, dass im allgemeinen (e,, |e, ) nicht unbedingt ~ d,,,,, sein muss. Denn die Zustéinde
|em ) sind spezielle Zusténde des Hilbertraums Hg, definiert durch die genaue Kopplung .
Diese ist natiirlich abhéngig vom konkreten untersuchten System bzw. Prozess. Explizite Modell-
rechnungen der Dekohirenzforschung zeigen hingegen, dass generisch die Kopplung von S + A
an & so ist, dass nach extrem kurzer Dekohérenzzeit t4

(emlen)(t) - nm- (4.183)
Das heif3t, dass
. ta
psra > pbia=leal*[5n) |an ) {sn| (an]. (4.184)

Die nicht-diagonalen Eintréige klingen exponentiell in ¢ ab, desto schneller, je
e grofler die Anzahl N der angekoppelten Freiheitsgrade der Umwelt £ ist und je

e stirker die physikalische Kopplung ist.

Damit ist effektiv Interferierfihigkeit verloren. Das entspricht klassischem Verhalten. Beachte
dabei, dass Dekohérenz omniprésent ist - sie kann nur durch quasi perfekte Isolation eines quan-
tenmechanischen Systems vermieden werden. Eine “Beobachtung” (z.B. Kopplung an Photonen)
reicht immer aus, um Interferierfahigkeit for all practical purposes zu unterdriicken. Gleichwohl
findet durch Dekohérenz keinerlei “Kollaps” statt - das Gesamtsystem S + A + £ bleibt zu allen
Zeiten in einem reinen Zustand; jedoch sind Interferenzen im System S + A effektiv nicht be-
obachtbar, weil dieses for all practical purposes der Dynamik eines gemischten Zustandes folgt.
Das bedeutet, dass die Unitaritdt der Zeitentwicklung erhalten bleibt und gleichzeitig effektive
Klassizitdat beobachtet wird.

Die Frage ist nun, ob die Dekohérenz das Messproblem vollig 16st. Benennen wir einige Einwénde:

e Fiir eine grofie, aber endliche Anzahl von angekoppelten Freiheitsgraden von & ist der
Ubergang zur Diagonalmatrix pgya — p5 4 hur asymptotisch fiir £ — oco. Nach endlichen
Zeiten ist die Interferierfihigkeit sehr klein, aber strenggenommen nicht null.

e Selbst wenn wir den Unterschied zwischen einem asymptotischen und einem exakt diagona-
le p5, 4 ignorieren und mit p5, 4 = |c1|?p1+|co|?*p2+. ..+ |cn oy fiir pi = [si) |as ) (si] (ai
arbeiten: Tatséchlich wird nur ein |s; ) |a; ) beobachtet. Wir fragen uns, was hieriiber ent-
scheidet. Und was “passiert” mit den anderen “Branches”? Dieses Frage bleibt in der
Dekohérenztheorie unbeantwortet.
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Vielwelten-Interpretation

Geméf der Vielwelten-Interpretation der Quantenmechanikﬁ findet kein Kollaps der Wellenfunk-
tion statt. Stattdessen sind alle Zweige [s,, ) |ay, ), d.h. alle méglichen Messausgéinge, tatséichlich
real und realisiert - jeder in einer anderen Welt. Das fiihrt zu einer stdndigen Verzweigung der Ge-
samtwellenfunktion des Universums, die alle Moglichkeiten realisiert. Unser Bewusstsein “sieht”
aber jeweils nur einen bestimmten Zweig. Demnach wire der Kollaps der Wellenfunktion nur eine
Tllusion, die darauf beruht, dass die anderen Verzweigungen dem Beobachter nicht zugénglich
sind. Der subjektiv wahrgenommene Probabilismus ergibt sich daraus, dass, dhnlich wie bei ei-
nem Galton-Brett, der Beobachter auf jedem Pfad der Wellenfunktion nach einer hinreichend
groflen Anzahl entprechend préparierter Messungen die einzelnen Abzweigungen entsprechend
oft genommen hat, jede gewichtet mit |¢,, |2. Obwohl kein Kollaps der Wellenfunktion stattfindet,
ist doch gewdhrleistet, dass bei der zweiten Messung unmittelbar nach der ersten mit Wahr-
scheinlichkeit 1 dasselbe Ergebnis gemessen wird.

Ein populérer Zugang zum Messproblem besteht also darin, mithilfe von Dekohédrenz den Verlust
der Interferierfihigkeit im Makroskopischen und mithilfe der Vielweltentheorie dann die Frage
nach der Auswahl der einzelnen Zweige in der reduzierten Dichtematrix zu erkléren.

Weitere Losungsideen zum Messproblem

Neben den eben angefithrten Ideen gibt es weitere, die versuchen das Messproblem zu l6sen. Zu
ihnen gehoren

e die dynamische Kollpastheorie: Ausgangspunkt ist die Tatsache, dass es die Linearitit der
Schrodingerevolution ist, welche erst das Messproblem entstehen lésst, siehe Gl .
Eine Moglichkeit, dies zu umgehen, besteht deshalb in einer nicht-linearen Modifikation der
Schrodingergleichung. Ein Beispiel hierfiir ist die Ghirardi- Rimini- Weber-Theorie (GRW).

e die Bohmsche Mechanik /DeBroglie-Bohm-Fiihrungswellen-Theorie: Hier wird die Wellen-
funktion als Fithrungsfeld fiir realistische Teilchentrajektorien interpretiert. Das Geschwin-
digkeitsfeld ¢ = 65 (Z,t), welches wir im Zusammenhang mit der Konituitéitsgleichung
formal aus GI. gefolgert hatten, wird hier also wortlich als Tangentiale zur Teil-
chentrajektorie interpretiert. Diese Formulierung ist manifest nichtlokal, was im Einklang
mit der bekannten Nichtlokalitdt der nicht-relativistischen Quantenmechanik steht. Ein
Nachteil dieser Formulierung ist, dass sie in konkreten Anwendungen relativ kompliziert zu
handhaben ist, und, trotz Fortschritten in der jiingeren Zeit, eine Ausweitung auf relativi-
stische Quantenmechanik nicht-trivial ist.

Zusammenfassung;:

e Die Quantenmechanik funktioniert auf praktischem Level bereits in der Standardinterpre-
tation hervorragend. Das erklirt den “Shut-up-and-calculate”-Approach vieler Physiker.

e Das Messproblem ist ein konzeptionelles, kein praktisches Problem. Aber als konzeptionelles
Problem ist es genauso ernst zu nehmen, wie wenn es ein praktisches wére.

e Alle obigen Ansiitze sind bislang empirisch dquivalent zur Standardformulierung.

Die einzige empirisch ausgeschlossene “Losung” des Messproblems ist die Beschreibung des Zu-
standes durch Hinzunahme lokale “Hidden variables”, welche die Wellenfunktion komplettieren.

4Hugh Everett, 1957
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Die Existenz solcher lokalen versteckten Variablen ist durch die Bellsche Ungleichungenﬂ ausge-
schlossen[f]

4.6 Pfadintegralformulierung und Streutheorie

Abschlieflend sei noch auf die folgenden beiden wichtigen Themenkreise hingewiesen, die spéter
unter anderem in der Quantenfeldtheorie nochmals behandelt werden. Sie kénnen aber schon im
Rahmen der Quantenmechanik verstanden werden:

e Das Feynman-Pfadintegral
In der Pfadintegralformulierung der Quantenmechanik wird der Propagator G(a',t', x,t),
definiert in GI. , durch die Summation iiber alle moglichen Wege von (z’,t¢') nach
(z,t) berechnet, salopp formuliert als

G(Sﬂl,t,,x,t) _ Z eiS[x(t)]/ﬁ' (4185)
alle Wege

Die Ersetzung der Summe durch ein Integral gibt diesem ausgesprochen niitzlichen Zugang
seinen Namen. Das Pfadintegral wird gem&f einer Sattelpunktapproximation dominiert
von den klassischen Wegen, fiir welche die Wirkung S[z(t)] stationér ist. Die klassisch
verbotenen Pfade tragen mit ensprechender Gewichtung allerdings auch bei. Im Limes
h — 0, oder besser gesagt fiir S[z(t)] > h ergibt sich klassisches Verhalten, weil die
klassisch verbotenen Pfade stark unterdriickt sind.

Eine geeignete Einfithrung in dieses Thema findet sich beispielsweise in “Principles of Quan-
tum Mechanics” von Shankar (Kapitel 8 und 21).

e Streutheorie
Hier wird die Streuung von Wellenfunktionen an einem Potential behandelt. Eines der
zentralen Ergebnisse der Streutheorie ist das optische Theorem. Eine leicht verdauliche
Einfithrung hierzu findet sich beispielsweise in Schwabl, Kapitel 16.

5Siehe z.B. J.Bell: “Speakable and Unspeakable in Quantum Mechanics”.

6 Anders als oftmals filschlicherweise behauptet ist die oben umrissene Bohmsche Mechanik hiervon nicht
betroffen, denn in dieser sind die Teilchenpositionen manifest nicht-lokal, was nicht im Widerspruch mit den
Bellschen Ungleichungen steht.
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