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Kapitel 1

Literatur,Notation

Grunlegende Werke, immer noch lesenswert:

Werner Heisenberg Die Physikalischen Prinzipien der Quantentheorie (1930)
P.A.M. Dirac The Pinciples of Quantum Mechanics (1930, 1958)

Hermann Weyl Gruppentheorie und Quantenmechanik (1928)

Johann v. Neumann Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik (1932)

Shosk sk ok skokook skook sk sk ok ok skook ok skok ok sk skok sk skokokoskokok sk kokosk

Lehrbiicher (Auswahl):
Grundsatz: Das Lehrbuch, das Thnen am besten gefillt, ist (fiir Sie) auch das beste.
Leonard I. Schiff Quantum Mechanics (Klassiker, 1955)

C. Cohen-TannoudjiB. Diu, F. Laloé Mécanique Quantique (sehr umfangreich)
W. Thirring Lehrbuch der Mathematischen Physik, Bd. 3

Quantenmechanik von Atomen und Molekiilen (mathematisch genau)
G. Grawert Quantenmechanik (vergriffen),empfohlen.

V.F. Miiller Quantenmechanik,empfohlen

F. Schwabl Quantenmechanik,empfohlen

Baym, G., Lectures on Quantum Mechanics, wird gelobt

B6hm, A. Quantum Mechanics, Springer, wird gelobt

Sakurai, J.J. Modern Quantum Mechanics wird gelobt

Gottfried, K. Quantum Mechanics, wird gelobt

Ludwig, G., Quantum Mechanics geht auf Grundsatzfragen ein
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*okx

Zur Geschichte und Interpretation (nicht fiir Vorlesung):

Espagnat, B. d’, Veiled reality.... and Conceptual Foundations of Quantum Me-
chanics

Bunge, M., Foundations of Physics
Jammer, M., The Conceptual Development of Quantum Mechanics
Omnes, R. , The Interpretation of Quantum Mechanics

Stapp, H.P., Mind Matter and Quantum Mechanics

Notation
a:aa_xa 822%7 at:%a_’:(al)aQ)af)):ﬁ; 52:62:2?:182'2:A

Operatoren durch Fettdruck gekennzeichnet: H : Hamilton-Operator.
e bezeichnet die Ladung im allgemeinen Fall, ey steht fiir die Elementarladung.

(*) bedeudet, dass die Aussage etwas vereinfacht ist.



Kapitel 2

Grundgroflen der klassischen
Physik und der Quantenphysik

Klassische Physik ‘
Reiner 7

z.B. Punkt im Phasenraum ¢ ¢

2.B. ebene e.m. Welle E, sin(kr)

gemischter
Dichte im Phasenraum

p(P, ) p=>0,[p=1

unpolarisierte ebene e.m. Welle

Funktion des Zustands f(q, p)
2B.E=11V(

Wertebereich von f(q, p)

beobachtete
Wert der Funktion f(q,p)

Funktional des gemischten Zustands:

< [>=[dqdPpp(p,q)f(q.P)

zeitliche En
Hamilton-Jakobi fur p(t), ¢(t)
atpi = -

Quantenphysik
ustand
Vektor [ > aus Hilbertraum H

Zustand
statistischer Operator
selbstadj. Operator p in H
mit tr p =1 und Eigenwerten > 0

Observable

selbstadj. Operatoren in H , A
z.B. Hamilton-Operator H,

mogliche Messwerte

Eigenwerte von A

Messwerte
Erwartungswert: < |A ¢ >
Spur
fr (pA)

twicklung
Schrodinger Bild: Schrodinger-Gl.
ihoi|yp >= |H ¢ >




Kapitel 3

Der Hilbertraum

3.1 Eigenschaften

Ein separabler, abgeschlossener, metrischer Vektorraum #H mit Elementen (Vekto-
ren) f,g.h....
1)Vektorraum: af + g ¢ H, a, ... komplexe Zahlen etc.

2)Metrisch: Es existiert ein Skalarprodukt: (f, g) mit

(f.9) = (9. f)
(f,ag + Bh) a(f,g) + B[, h)
(f, f) > 0, =0nurfir f=0 (3_1)

1A=/ (/, F)

3) abgeschlossen: Jede Cauchyfolge, d.h. || fo) — fim)|| < € fiir n,m > M hat Grenz-
wert in H.

4)  separabel(*) : Es gibt eine abzdhlbare orthonormale  Basis
€(1)s €(2)s €(3)s - - + 5 €(n)s - - - Mit (€(jy, €(ry) = djx, s0 dass fiir jedes feH gilt:

[ =200 ey mit ¢, = (€n, f).

Aus 3.1 folgt: (af |Bg) = *B ([ | g).
Beispiele:

e Komplexer n-dimensionaler Vektorraum.

e Ly(R,), die komplexwertigen (nach Lesbesgue) quadratintegrablen Funktionen

10
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o(Z) im Ry,

Skalaprodukt:(1, ¢) = [ d%x ¢*(7)H(7)

Notation in der QM:

Vektor(*) aus einem Hilbertraum bezeichnet durch Ket | >, z.B |f >.
Skalarprodukt durch < flg >.

Durch ein voS 148t sich jeder separable Hilbertraum in einen (i.A. unendlich dimen-
sionalen ) Vektorraum mit Folgen als Vektoren isomorph abbilden:

|f >= (e1,60, 00y ) Mt =<epy|f > (3.2)

3.2 Das direkte Produkt von Hilbertraumen

Seien H; und Hy zwei Hilbertrdume mit Elementen | '), |g'), ... und [f*),]|g%),.. ..
Das direkte Produkt ist ein geordnetes Paar

H =) el (3.3)

mit dem Skalarprodukt:
(flg)=("|a") (1|9 (3.4)
Der Produktraum H = H; ® Hs ist die lineare abgeschlossene Hiille dieser Produkte

3.3, grob(*) alle Linearkombinationen aus den |f') @ |f?).

eSatz: Ist ... ‘¢(n)> ... ein voS aus Hy und ... ‘¢(n)> ... ein voS aus Hy dann bildet
e ‘¢(n)> ® ‘¢(m)> ...einvoS aus H = H; ® Hs.
d.h. fiir jeden Vektor |f) € H gilt:

1f) = ;ncnm ‘¢(n)> ® ‘I/J(m)> (3.5)

mit 3., 2, < 00

eBeispiele:

o, @ Ch =Chm.

oLo(R,) ® Lo(Ry) = Lo Rn)

eSeien Y (0, ¢) die auf der Oberflache der Einheitskugel im Rs mit dem Maf d cos 6d¢

integrablen Funktionen, der £5(.S2) und ¢(r) die auf der positiven reellen Achse mit
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dem Mass rdr integrablen Funktionen, L£(Ry), dann gilt: £5(S2) @ L2(Ry) =
L2(Rs).

eDer antisymmetrische Produktraum H,,sisy C H = Hi1 @ H; ist die lineare
Hiille der antisymmetrisierten Produktvektoren %ﬂf) ®@1g) — |lg) @ |f))

eDer symmetrische Produktraum H,,,, C H = Hi ® H, ist die lineare Hiille
der symmetrisierten Produktvektoren %ﬂf) ®@lg) + lg) @ |f))-

Diese Definitionen werden sinngemaf tibertragen auf H; @ Hy ... ® Hy



Kapitel 4

Lineare Operatoren

4.1 Matrices

(Erinnerung)
a1 a12 di13
az1 g2 d23
A = (aik) = a3y 32 As33
vdots

a’I’L’)’L

hermitisch adjungierte Matrix: komplex konjugiert und transponiert

* x* *
a1y Gy a3z
* x* x*
g Gy dgzg

x* * *
Al =(a};) = | a1z ap a3

Die Einheitsmatrix ist

1 00

0 1 0
1_(5ik): 0 0 1 s
1

Zialifi

Zia%fi

|Af>: Zia&'fi

13

(4.3)

(4.4)
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In der mathematischen Literatur wird oft verwendet:
A* anstelle von AT und @ anstelle von ao*.

olis gilt wegen 3.1, 4.2, 4.4:

< fIA g >=< AT flg >=< g|ATf >~ (4.5)

eDie Zahl a heiBt Eigenwert und |f, > Eigenvektor zu A wenn

A fu>=alfa> (4.6)

Eine Matrix U heifit unitar, wenn

U~ =U' (4.7)
Es gilt wegen 4.5 und 4.7:
<U fIU g >=< flg > (4.8)
(verallgemeinerte Drehung).
Ist [e(1) >, ... |em) > ein vollstindiges Orhonormalsystem (voS), dann auch [U ey >

,|U €(n) >-

Eine Matrix A heiflt hermitisch (symmetrisch, selbstadjungiert), wenn

A=Al (4.9)

Satz: Wenn A hermitisch, dann existiert eine unitdre Matrix U, so dass
UTAU = diagonal (4.10)

mit reellen Diagonalelementen (Eigenwerten). Diese Eigenwerte sind die Losungen
der ,,Sékulargleichung”
|A —z1]| =0 (4.11)

||A]| ist die Determinante von A.

Die Spur einer Matrix ist die Summe der Diagonalelemente:
tr (A) = Za,n' (412)
=1

Es gilt
tr (UTAU) = tr (AUUY) = tr (A) (4.13)

wenn U unitar.
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4.2 Lineare Operatoren im Hilbertraum

Linearer Operator: Lineare Abbildungsvorschrift A eines Elementes |f >€ Dy C H
nach ¢ >€ H.
lg >=|Af > |A(af + Bg) >=alAf > +8|Ag > . (4.14)

oAl zu A adjungierter Operator:

<Alflg>=< flAg>, <Aflg>=<f|Alg>. (4.15)
| f > ist Eigenvektor zum Operator A mit dem Eigenwert a wenn

A f>=alf>. (4.16)

e Selbstadjungierter (hermitischer, symmetrischer (*)) Operator:
AT=A (4.17)

und Definitionsbereiche stimmen iiberein.

Die Observablen in der QM sind selbstadjungierte Operatoren. Die Eigenvektoren
eines selbstadjungierten Operators bilden ein vollstandiges System(*).

eFrwartungswert: < f|Af > Es gilt:
< fIAf >=< Alf|f >=< f|ATf > (4.18)

d.h. fiir einen selbstadjungierten Operator sind Erwartungs- und Eigenwerte reell.

e Unitarer Operator U:
U'U=UU"=1 (4.19)

Unitdre Operatoren erhalten das Skalarprodukt. Sie bilden eine orthonormale Basis
in eine andere ab (Koordinatentransformation):

< U6(7;)|Ue(k) >= 6(7;)|UTU€(1¢) >=< 6(7;)|e(k) > (4.20)
e Projektionsoperator P:
P:=P (4.21)

Ist der Bildraum eindimensional, d.h. gebildet durch die vielfachen eines Vektors
le > mit ||e|]| =1, dann ist
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P.= e ><¢|

mit P.|f >=|e >< e|f >.

16

(4.22)

Ist |g >= ale > +|hy > mit < e|lh L>= 0, dann gilt: P.|g >= |e >< ¢|g >= ale >

olst {...e() ...} irgendein beliebiges voS, so gilt:
1= Z |6(Z') >< e(i)|
eDie Spur eines Operators ist definiert durch:
tr(A) =2 <ewlAep >

wobei {...e@) ...} ein beliebiges voS ist.
Die Spur ist unabhéngig von der speziellen Wahl des voS.

Bew: Sei {...¢(,,...} ={...Ue()...} ein anderes voS. Es gilt:

Z < U€(¢)|AU€(Z~) > = Z < €(¢)|UTAU€(¢) >

3

(4.23)

(4.24)

= Z < e(i)|UTe(k) >< e(k)|Ae(m) >< e(m)|Ue(Z~) >

i, k,m

= Z < e(k)|Ae(m) > e(m)|U€(Z’) > e(i)|UTe(k) >

i, k,m

= Z < e(k)|Ae(m) >< e(m)|UUTe(k) >

k,m

= Z < E(k)|Ae(k) >
k

eDas Produkt von Operatoren AB ist die Abbildungsvorschrift:

/) = AB|f) = A[Bf) = [AB/])

eDer Kommutator ist:

[A,B] = AB — BA

eDie Funktion eines Operators F'(A) konnen wir auf zwei Weisen definieren:

1) allgemein: Hat die Funktion F(z) die Potenzreihenentwicklung

1 n

(4.28)
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so definieren wir F(A) als:

F(A) =) %FHA“ (4.29)

n

2) Fir einen Eigenvektor ¢, > mit A = a,|¢, > gilt:

F(A>|¢n >= F(an>|¢n > (430)

Hat der Operator ein voS von Eigenvektoren, wie z.B. ein selbstadjungierter Ope-
rator, dann gilt fiir jeden Vektor |g >= 3. ¢;|¢; > und wir haben:

F(A)lg >=3_c;F(a;)|6; > (4.31)

4.3 Direktes Produkt von Operatoren

Sei A, ein linearer Operator in H; und A, ein linearer Operator in H,, dann ist

(Ara A1) @ [12) = A ) @ [Asf?) (4.32)
Fiir einen beliebigen Vektor |f) € H, @ Ha gilt (3.5)
1) = HZT;L Com |B(m)) @ [¥m) ) (4.33)
und damit:
(A1 @ Ay)|f) = ;n Com | A1) @ |Atim)) (4.34)

oA, lasst sich in H; ® H;, einbetten als A; ® 1,. Fiir A; ® 1, + 1; ® A, schreiben
wir Physiker meist A; + A,.
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Aufbau der Quantenmechanik

5.1

Die Postulate der Quantenmechanik

Observable Die Observablen werden beschrieben durch selbstadjungierte
Operatoren A = AT,

Zustidnde Zustande werden beschrieben durch selbstadjungierte Operatoren
p mit positiven Eigenwerten und tr p = 1, den statistischen Operator
(Dichtematrix).

Messwerte Die Mittelwerte von Messungen einer Funktion F' von Observa-
blen sind
< F(A)>= tr (pF(A)) (5.1)

Dynamik Die zeitliche Entwicklung des Erwartungswertes eines Zustands sind
gegeben durch:

<A> ()= tr UpU/A = tr pUAU, (5.2)

mit dem unitéren Zeitentwicklungs-Operator
U, = exp(—iHt/h) (5.3)

Der selbstadjungierte Operator H heiflit Hamiltonoperator. Er enspricht der
Observablen ,,Energie”.

Korrespondenz Die den klassischen Groflen ,,0rt” und ,.kanonischer Impuls”
entsprechenden Variablen P; und Q, erfiillen in kartesischen Koordinaten die
Vertauschungsrelationen :

[Pj7 Qk] = _ih(sﬂﬂv [PﬁPk] = 07 [Qj7 Qk] =0 (54>

18
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5.2 Der statistische Operator

Der statistische Operator ist selbstadjungiert, daher existiert ein voS von Eigenvek-
toren ... ‘r(n)> .. .. Der statistische Operator ldsst sich schreiben als:

T(n)> <T(n)

(5.5)

P:an

mit w, >0, >, w,=1.

Wir konnen die Zeitentwicklung in 5.2 entweder zum Zustand oder zum Operator

schlagen.
Schrodingerbild:

p. = U,pU] (5.6)
Heisenbergbild:

A, = UlAU, (5.7)

Durch Differenzieren von 5.6 nach ¢ erhalten wir die von-Neumann-Gleichung:

ihOip, = Hp, — p,H = [H, p] (5.8)

Beispiele:
System mit fester Teichenzahl in Warmebad T

1 H ) H
p= Zexp(—ﬁ) mit 7 = tr (exp(—ﬁ) (5.9)

5.3 Der reine Zustand

Ein besonders wichtiger Zustand ist der ,,reine Zustand”, ein Projektionsoperator
auf einen eindimensionalen Unterraum von H der durch den Einheitsvektor |f >
aufgespannt wird, d.h. in 5.5 tritt nur ein Term auf.

p=|f><[] (5.10)
5.10 beschreibt tatsachlich einen statistischen Operator:
trp = > <eplf >< fleg >= 32 < flegy >< elf >
j J

= < flf>=1 (5.11)
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pif >=|f><flf>=1|f> (5.12)
alle anderen Eigenwerte 0.

Fiir den Mittelwert der Messungen bei einem reinen Zustand gilt:

<A> = tr([f><flA>)= Z<e |f >< flAeg
= 2 < JlAey >< e(j)|f >=< [IAf> (5.13)

d.h. fiir reinen Zustand: Mittelwert = Erwartungswert.

I. A. gilt: Die Werte der Einzelmessungen schwanken um den Mittelwert
<A>=< fIAf >.

< (A=< A>1)f >

<(A—<A>1)fl[[A-<A>1)f>>0

= <A’>4+<A>-2<A><A> dh
<AP>—-<A>? >0

= 0 nurfir A|f >=<A>|f>
d.h. |f > ist Eigenvektor zu A (5.14)

Sei {...]¢¢) >} ein voS von Eigenvektoren von A :  Ald;) >= aj|d) >, sei
|f >= 3, ¢j|og) >. Dann gilt nach 4.30:

< fIF(A)f >= Zc ck<<f) |F Z|CJ| F(aj). (5.15)

eDaraus folgt:

Bei einer Einzelmessung sind die einzelnen Messwerte die Eigenwerte von A. Die
Wahrscheinlichkeit, bei einer Einzelmessung den Eigenwert a; zu finden, ist gegeben

durch

=l¢l* =< dplf > I? (5.16)
wobel Aldg) >= ajlég) >
eUnmittelbar nach der Messung mit dem Ergebnis a; wissen wir, dass der Zustand
durch ‘(ﬁ(j)> beschrieben wird. D.h. die Messung ist eine Projektion auf den Zustand
<f>(j)>-

el'ir den reinen Zustand gilt die allgemeine zeitliche Entwicklung nach 5.6:

po=|fe >< fil = 7P f < f M (5.17)

d.h. |
|fi >= |e7 /R f > (5.18)
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Ist | f > Figenvektor zu H , H|f >= FE|f >, so gilt nach 4.30:

|fi >=|e”FURf > (5.19)

Differenzieren wir 5.18 nach ¢, erhalten wir die Schrédingergleichung;:

mit der Anfangsbedingung: fy >= |f >.

5.4 Kommutatoren und Poisson Klammern

Sei p(p, q) eine Dichteverteilung im Phasenraum der klassischen Mechanik. Es gilt:

Oip(p,q) = Opp(p,q)0ip + 9yp(p, q)0iq
= —0,p(p,q)0,H(p,q) + 0yp(p,q)0,H(p,q) = {H,p}  (5.21)

wobei {.} die Poissonklammer ist.

Aus mehreren Griinden (z.B. Antisymmetrie, Invarianz unter kanonischen Transfor-
mationen) wurden Heisenberg u.a. dazu gefithrt, beim Ubergang von der klassischen
Mechanik zur Quantenmechanik zu fordern:

(15 %[.] (5.22)

Daraus folgen die v.Neumann Gleichung 5.8 (und damit die Schrédingergleichung
5.18) und die Vertauschungsrelationen 5.4.

Die kanonische Quantisierung 5.22 ist wichtig fiir die Quantisierung von Feldern
(z.B. dem elektromagnetischen Feld).



Kapitel 6

Zwei-Zustandsysteme

6.1 Der NH; Maser

Wir reduzieren das N Hj auf zwei orthonormale Zusténde: |u), das N-Atom iiber der
Hj-Ebene, und |d), das N-Atom unter der Ebene (s. Fig. 22.1). Der Hamiltonope-
rator ist eine hermitische 2x2-Matrix. Die Dynamik ist fiir die beiden Falle gleich,
d.h. H ist symmetrisch unter der Vertauschung von |u) und |d). D.h. wenn

= (y ) m-(7) .1)

H:(I/]; ‘Qf) (6.2)

mit £, W reell. Die Eigenwerte bestimmen wir aus

dann

|H— M| =0 (6.3)
und erhalten: A, = £ £ W Wir bezeichnen die beiden Energieeigenwerte mit
Ey=FE+W, FEy=F—-W (6.4)
und die zugehorigen Eigenvektoren mit |1), |2}, d.h.
Hii)=FE i), 1=1,2 (6.5)

Man findet leicht:

m-(1) B ) (6:)
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N
He. He._
"_/________:\_‘ .’_/_____;____\_'
H H H ~ H
N
|u> [d>

Abbildung 6.1: Beim Ammoniak-Molekiil kann sich das N-Atom iiber der H3;-Ebene
befinden, |u) oder darunter, |d)

und daraus: !

vy = (0 +120),1d) = =5 (1) = 12)) (6.7)
Sei |f(t)) ein zeitabhidngiger Zustand mit |f(0)) = |u), d.h. nach 5.18 und 4.30

erhalten wir:

Sl
O

(1) = exp(=iHL/B) Ju) = —= exp(=iEt/)(e™ 1) + HV ) (65)

Fiir den Erwartungswert gilt:
1
<H>=(f(O) |Hf0) = 5(FE+W) (1D +(E-W)(@2]|2))=F  (6.9)
Die Wahrscheinlichkeit, dass sich |f(¢)) im Zustand |u) befindet, ist nach 5.16 gege-
ben durch:
Ly i Wt 2
[ L) [P = 5[ [ 1) + ™ (u [2))]" = cos®(Wi/h) - (6.10)
analog:
(| F(1)) P = sin*(Wi/h). (6.11)

Richtig: Eine Messung zur Zeit ¢ ergibt mit der Wahrscheinlichkeit cos*(Wt/k)
den Messwert: ,,N-Atom oben” und mit der Wahrscheinlichkeit sin®(Wt/h) den

Messwert: ,,N-Atom unten”.
Falsch: Das N-Atom schwingt mit einer Frequenz W/(27h) durch die H-Ebene.

Wenn W > 0, dann ist der energetisch giinstigere Grundzustand [2) = 1/v/2(|u) —
|d)). Ist W sehr klein, dann ist auch die Energiedifferenz F; — E; sehr klein. Damit
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lassen sich kleine Energiedifferenzen ,,mafichneidern”. Ist W winzig, dann reicht
eine geringe Wechselwirkung mit der Umgebung aus, den Zustand [|2) in [1) zu
heben, und umgekehrt wird der Ubergang auch sehr leicht induziert. Daher geht der
Phasenzusammenhang sehr bald verloren (Dekohdrenz, H.D. Zeh), und der Zustand
ist micht mehr rein, sondern muss durch einen statistischen Operator beschrieben
werden.

6.2 Das allgemeine Zweizustandsystem. Pauli
Matrizes

Der allgemeine Hamiltonoperator fiir ein Zweizustandsystem ist gegeben durch:

hll h*
H = 21 6.12
( hor hay ) (6.12)
wobei h;; und hyy reell sind. Wir konnen diesen mit Hilfe der Einheitsmatrix und
der Pauli-Matrices zerlegen:

h ha: hii —h
H-= Ml‘l‘RehmG] —I—Imh210'2—|— u

mit den 3 Pauli-Matrices:

(1) () e (bh)

Die PM haben viele schéne Eigenschaften, die wir im Lauf der Vorlesung kennen
lernen werden.

6.3 Der Spin %

Achtung hier noch nicht korrigierter Vorzeichenfehler!

Elektronen treten in zwei Zustanden auf, wir nennen diese Freiheitsgrade Spin. Ohne
Berticksichtigung der anderen Freiheitsgrade (Translation !) bildet ein Elektron einen
Zustand im 2-dimensionalen Raum, d.h. der Hamilton-Operator hat die Form 6.13.

Der Spin wechselwirkt mit dem Magnetfeld. Durch Experimente motiviert setzen wir
fiir die Wechselwirkung an (Herleitung in relativistischer Quantenmechanik durch

Dirac-Gleichung):
H= (-0 Buow — (~p) o (6.15)
k



KAPITEL 6. ZWEI-ZUSTANDSYSTEME 25

mit reeller Konstanten p.

Sei B Feld in 3-Richtung, dann nach 6.14

i = o ) ) (6.16)

Man findet fiir die Energieeigenwerte £, und E_ der Eigenvektoren von o3

+ = (o) H=(1) (617)

Ey = ehB/(2mc) E_ = —eohB/(2mc) (6.18)

d.h.
p = eoh/(2mc) (6.19)

Zeitliches Verhalten

[x(4)) mit |x(0)) = cos(8/2) |+) +sin(8/2) | =) (6.20)

X(1)) = exp(—iuBost/h)(cos(0/2) |+) + sin(0/2) |-) )
= cos(0/2) |eT#BYIL) 4 sin(0/2) | BT ) (6.21)

Erwartungswert von A:

(x(t) [ Ax(1))
(COS(0/2> <e_i“Bt/h-|—‘ + sin(6/2) <e+i“Bt/h—‘ )A

(cos(@/Z) \e“th/h—{—> + sin(60/2) \e+i“5t/h—>)

<A> (1)

= cos? g <+ | A+> + sin? g <— | A—)

+  cos g sin ge"'%“m/ﬁ (+ | A=) + cos gsin ge_%“m/ﬁ (— | A5.22)

Dabei haben wir benutzt: (af | Bg) = o*B ([ | 9).
< o3 > (1) : Dazu rechnet man leicht nach:
und daraus folgt:

(+los+)=1; (—|os—)=—-1 (+]os—)=0 (—|os+)=0 (6.24)
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und wir erhalten mit 6.22:

0 0
<os3>(l)= cos? 5~ sin? 5 = cos f (6.25)
Kein Zufall denn allgemein gilt:
1. Allgemein
Wenn [A,H] =0, dann auch [A,exp[—:Ht/h]=0 (6.26)

(Reihenentwicklung)
2. Allgemein:

(exp (—iHt/h)f |Aexp(—iHt/h)g) = (f|exp(+iHt/h)A exp(—iHt/h)g)
= (f | Aexp(+iHt/h)exp (—iHi/h)g)
= (fIAf) 6.27)

Daraus folgt der wichtige Satz:

eWenn A nicht explizit von der Zeit abhéngt und wenn [A,H| = 0, dann ist der
Erwartungswert < A > beziiglich jedes Zustands zeitunabhéngig. (Vgl. mit Pois-
sonklammer in klassischer Mechanik)

Zuriick zum Spin:
Da H = pBes; gilt natirlich [o5, H] = 0.

o< oy > (t). Dazu rechnet man leicht nach:

o1 l+) = ) (6.25)
und daraus folgt:
(+lo+)=0; (=]o1=)=0; (+]e1—-)=1 (=]o1t+)=1 (6.29)
Damit und 6.22:
s ) = con i Lot oo g L
— 92sin 0 cos(2uBt/h) (6.30)

Die Kreisfrequenz wgy = 2uB/h kann man (im Prinzip zumindest) messen und es
gilt:
B
woM = 60— (631)

mc
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Abbildung 6.2: Klassischer magnetischer Dipol im Magnetfeld

wobei ¢ die Elementarladung (;0) und m die (invariante) Masse des Elektrons ist,

d.h. ,
p= 2 (6.32)

2me

in Ubereinstimmung mit 6.19
eEinschub: Die Larmor Prizession eines klassischen Kreisels

Ein Kreisel mit dem Drehimpuls S habe das magnetische Moment M = ’yg. Er habe zur 3-
Achse den Winkel 6 und befinde sich in einem Magnetfeld B = (0,0, B). Das Drehmoment
N = [M x B] bringt den Kreisel zur Prézession nach

— —,

9,5 = y[S x B] (6.33)

um die 3-Achse (s. Figur 6.2) mit der Larmorfrequenz wy, = . Die 3-Komponente des
Drehimpulses S3 = |.S| cosf bleibt konstant, die 1-Komponente oszilliert mit der Larmor-
frequenz wry,:

Sy = | S| sin B cos(wp,t) (6.34)

Wir setzen nun die klassische Physik mit der Quantenphysik korrepondenzmafBig
in Verbindung, indem wir die klassischen Observablen durch Operatoren ersetzen,
aber die Funktionszusammenhéange beibehalten:
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klassiche Physik Quantenmechanik
H=M.B |H=M.B=uéd.B(&@=/{0,0,,03})
dh. M = ué
wr, = 7|B] wom = 2p/Ti| B
d.h. v =2u/h
S =1/yM S = h/(2u)M
d.h. S =1g

eSubtilitat der QM: Nach der Zeit T' = 27 Jwy, = :—g ist der klassiche Kreisel wieder
in seine Ausgangslage zuriickgekehrt, aber man sieht sofort aus 6.21, dass nach der
Zeit T = 2w Jwopy = 27k )/ (2uB) der Zustand |x (7)) = — |x(0)) ist. Irrelevant fiir

Einteilchen-Zustande, aber wichtig fiir Interferenzexperimente.

6.4 Messungen an Spin % Systemen

. . : 2
Mit S2 = %ﬁal, 7 = ],2,3 gllt H= #Z?:l SZBZ

Inhomogenes Magnetfeld erlaubt Separation der Zustdnde von M und damit S
(Stern-Gerlach)

ercine Zustande:

. 1
Sei |x) = ( 0 ) d.h. Sz]x) = 3% [x).

Dann wird bei einer Einzelmessung der Observablen S3 mit der Wahrscheinlichkeit 1
der Wert %h gemessen, und es ist < Sz >= %h und der Erwartungswert < S§; >= 0.

Zur Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten bei Einzelmessungen von S; entwickle
nach Eigenzustanden von Sy, s. 5.16.

o = o5(1) sl =t

) = 25( 1) s =i (6.35)

Bei einer Einzelmessung der Observablen S; an |x) wird mit der Wahrscheinlichkeit
| (¢4 | x) |? = § der Wert +1h gemessen und mit der Wahrscheinlichkeit | (€ | x) |* =
+ der Wert —2h.

2

Hat diese Messung +1%i ergeben, ist der Zustand in [¢;) und eine Einzelmessung

der Observablen S; wird mit der Wahrscheinlichkeit 1 den Wert 1A ergeben. Aber



KAPITEL 6. ZWEI-ZUSTANDSYSTEME 29

eine Finzelmessung von S; unmittelbar nach der vorigen Messung von S; ergibt

mit gleicher Wahrscheinlichkeit % den Wert -|-%FL und —%h.

Die Trennung in zu messendes Objekt und Messaperatur ist natiirlich willkiirlich, aber
SEHR bequem, in den meisten Fillen zumindest praktisch notwendig.

e Allgemeiner Spin % Zustand: p = al + Y0, Pio; mit a, P; reell.

. o+ %Pg P1 — ZPQ
p= ( P +iP, a—1py) (6.36)
Aus tr p =1 folgt: o = 1, aus positiven Eigenwerten folgt: v PP I
Man rechnet nach, direkt oder mit:
tr ag; = 0, tr (O’JO']C> = 25]]{) (637)
o

Man kann in einfachen Féllen nachrechnen, sonst sehr gut abschédtzen: Durch Wech-
selwirkung mit der Umwelt (z.B. St68en mit den Restgasmolekiilen im Atomstrahl)
verschwinden die Diagonalelemente (*) (Dekohérenz).

Messprozess besser durch statistischen Operator beschrieben:

: 1 s .
Ausgangszustand sei [£;) = % ( 1 ) < 8y >= 1h, d.h. der zugehérige statistische

Operator ist
11

Im Magnetfeld in 3-Richtung tritt bald Dekohérenz ein, die Diagonalelemente ver-
schwinden: p(() — %1. Wenn wir schliellich S5 zu —I—%h messen, d.h. der statistische

Operator ist iibergegangen in ( (1) g ), so bleibt immer noch das Rétsel, was ge-

Deutungen: Kopenhagen, Vielwelten, consistent histories ...
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Zweiteilchensysteme 1

7.1 Der Satz von Spin und Statistik

Wird ein Teilchen im Hilbertraum H;, das andere im H; beschrieben, dann das
Zweiteilchensystem im Hy ®@ H,.

In der relativistischen Quantenfeldtheorie in 4 Raumzeitdimensionen kann man den
Satz von Spin und Statistik herleiten:

eMehrere gleiche Teilchen mit halbzahligem Spin werden durch Zustdnde in einem
antisymmetrischen Produktraum, Honsisym = (H1 @ Ha ® . .. Hy)antisym. beschrieben
(Fermi-Dirac),

solche mit ganzzahligem Spin in einem symmetrischen Hgym = (H1QH2@. .. Hp ) sym.
(Bose-Einstein).(siehe 3.2).

Dieses Theorem ist die Basis des Pauli-Prinzips.

7.2 2 Spin % Teilchen

Teilchen 1 im H; mit voS |£;), Teilchen 2 im H; mit voS |+3), dann der Zweiteil-
chenzustand im H; ® H; mit dem 2 x 2 voS |47) & |£2). Sind die Teilchen gleich,
z.B. zwei Elektronen, dann ist H; = H, und wir haben H = H; @ H,.

Wir fiuhren ein das voS in H:

[+ =l =) =), [+-)=hel-), [-H=[-)el+ (7.1

Koénnen wir die anderen Freiheitsgrade tatsichlich vernachldssigen (sehr starke An-

30
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nahme), gilt nach sect. 1, dass nur der antisymm. Anteil, also

1

0) 7

(=) = [=4) ) € Hantisym (7.2)

ein moglicher Zustand ist.

eKonsequenz: Messen wir an einem Teilsystem den Spin zu %ﬁ, dann sind wir sicher,
dass eine Messung am anderen System den Messwert —%ﬁ ergeben wird (Einstein,
Podolski, Rosen; Verschriankung, Entanglement). Denn nach der Messung wird nur
der Term in 7.2 iibrig bleiben, bei dem ein Teilsystem im |+) Zustand ist und daher
das andere notwendigerweise im |—) Zustand ist.
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Der Orts und Impulsraum

8.1 Der Ortsraum

Wir gehen jetzt in die speziellen Hilbertraume, die zur Beschreibung von Vorgangen
im ,,Raum” besonders angemessen sind. Wir nutzen besonders Kap. 5.1 (5). Ei-
ne besondere Rolle spielt der Hilbertraum der komplexwertigen quadratintegrablen
Funktionen von d reellen Argumenten: L5( Ry) mit den Elementen ¢ () : ¢ : Ry — C
mit dem Skalarprodukt:

(616) = [ d'a (@) o(@) (8.1)
T=(x1...24)

Besonders wichtig: d=1: lineare Modelle, d=3: Einteilchen, d=6: Zwei Teilchen . ...

Zusammenfassung:
Abstrakter HR Orts-Raum
H L2(Ry)
) A P € Lo(Ra)

Qy |¢> $k¢(f)
< Qp >= (¥ | Q) [ d7ap* (Z)ap (7)
P ()(7)
Wabhrscheinlichkeitsdichte im Ortsraum

[P;,Q,] = %dx1 (%50 2 0(F) = $0(7)
Py [)) At
(Q;, Q] =0 (zjap — apa;)P(Z) =0
[P;, Py =0 ~ (5 ey — a5 V(F) = 0
H= 245, P +V(Q) — 3 i e + V()

32
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eSelbstadjungiertheit von P und Q.

(¥ 1 Qu) = (Que [¥) (82)
im Ortsraum:
/dd$¢( “rp(x /d z(zpp(z))P(x) (8.3)
da z; reell.
(Y [Prp) = (Pt [) (8.4)
im Ortsraum:
[ ey o) = [ aaCowe)yie) (8.5)

nach partieller Integration und da Oberﬂachenterme:().

8.2 Der Impulsraum

Wir konnen auch von einer Beschreibung im Impulsraum ausgehen:

Abstrakter H R Impuls-Raum
Py %/N)> Pki)(ﬁ)
<P >= (¢ |[P)) S d' b (7)prd (7)
FH
VVahrschein]ich]\ei‘rqdich‘re im Impulsraum
[P;, Q] = Hd;1 [pi, =50 10(P) = F580(P)
[P;,Pi] =0 (pipx — pepi)(p) = 0
[Qja Q] =0 _EZ(%% - %%)'@Z’(ﬁ) =0
Q; lv) ‘h_ v (p)
H=5, P +V(Qy) 2 i pﬁV@%)

8.3 Ubergang zwischen Orts und Impulsraum

Wir erweitern die Definition der Fouriertransformation aus Aufgabe H3 in trivialer
Weise durch

exp(—ik.7) = H;l:l exp(—ikjz;)

auf d Dimensionen:

~Ao— . . _ 1
$E) = F@ = — [

-

d’z exp(—ik.Z)y(Z) (8.6)
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mit der inversen Transformation:

I NI
0@ = FUErA = —= [,

d'k exp(+ik. 7)) (k) (8.7)

H7 wird dann mit 8.6:

=,

HTa 5 FLo-g(@):F] = it Flo(@) )
- 0

HTb = Flejp(7); K] = i~ F[o(F); K (8.8)
J
(8.9)
Wir suchen eine Abbildung von:
W@ € L(R) = () € La(Ra)
mit
h o e
i 0, (7) — i (P)
J -~
(2 — ih—1(
(8.10)
Aus 8.9 folgt: ) _
P(p) = Fl(Z); k] mit k= p/h (8.11)
ist die gewiinschte Abbildung.
D.h. . -
T d —ip.T -
Y(p) = \/ﬂd . d®z exp (—h )¢(T) (8.12)
mit der Umkehrung:
- 1 , T N T
P(T) = \/ﬂd . d'k exp(+ik.Z) (k)
1 d’p AN
= \/ﬂd . o exp( - )¢(p /h) (8.13)

Wir konnen also im Orts- oder Impulsraum arbeiten, der Ubergang ist einfach durch
eine Fouriertransformation zu erreichen. Man wahlt das bequemere.
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8.4 Einige niitzliche Bemerkungen zur Fourier-
transformation

olst (%) € L3(Ry), dann auch 1;(]?) € L2(Ry)

e Theorem von Fourier und Plancherel: Die Fouriertransformation ist eine unitéire(*)
Transformation.

(| 8)= (| ) (8.14)

e GaubBfunktion

d*z exp ( — (5517;02) = ()\27T)d/2 (8.15)

Ry
fiir o beliebig komplex und ReA? > 0.
e, Zauberformel(*)”

d's exp (—i(k —d).7)) = (2r)"6(k — @) (8.16)

Ry

So wie sie hier steht nicht mathematisch streng, kann aber in der Theorie der Dis-
tributionen begriindet werden.
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Der harmonische Oszillator

9.1 Der 1-dimensionale harmonische Oszillator

Hamiltonoperator aus Hamiltonfunktion:

1

H = %P2 + %mwQQ2 mit w=1/D/m

4

Wir definieren:

1

mwh

o= Fa bl

A

H=1P" +Q)hw

2

Aus [P,Q] = —if, [P,P]=[Q.Q] =0 folgt
[P,Ql=-i [P,P]=[Q,Q]=0

Wir fithren ein die Leiteroperatoren:

1 jal Jpal 1 A A
A:ﬁ (Q +iP) AT:7§ (Q —iP)

sowie

N=AA
Es gilt (mit 9.4)

H = hw(N + 1)

sowie

[A,AT] =1

36

9.2)

(9.3)

(9.4)
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Es gilt:
(b |NG) = (A |AD) > 0 (9.9)

Sei |1,) normierter Eigenvektor zu N mit Eigenwert v.

Nl)=vi); () =1 (9.10)

aus 9.9 folgt: alle Eigenwerte von N sind nicht-negativ.

Lemma:
Aly) =V [$ua) (9.11)
Beweis:
Norm: (A, |Av,) = (¢, |ATAY,) = v
Eigenvektor:

NA|p,) = ATAA,)
= ([AT7A]+AAT)A|¢D>
= (=14 AN)|s,) mit 9.8
= (=1+v)|Ay,) mit 9.10. (9.12)

Daraus folgt:

A™,) = \Jo(v = 1) (v —n+ 1) o) (9.13)
n kann beliebig grofl werden. Aber alle Eigenwerte nicht-negativ! Ausweg: Die Pro-
zedur 9.13 bricht ab; dies geschieht, wenn alle Eigenwerte von N ganzzahlig; dann

A1) = \/n(n —1)...(n = 1) [haonor) = 0 (9.14)

und wir konnen nicht mehr tiefer steigen. D.h. es gibt mindestens ein |¢)g) zum
Eigenwert 0 mit

Spater werden wir zeigen, dass es im Orts- oder Impulsraum genau ein |¢g) gibt.

Aus [1o) konnen alle Eigenzustdnde konstruiert werden, denn es ist:

(AN o) = vfr(n — 1) ... 1 [th) (9.16)

wie man analog 9.13 zeigt.
Aus diesem und 9.7 folgt:
Die Eigenwerte des Hamiltonoperators des harmonischen Oszillators sind
E, = hw(n + ]5) (9.17)

und die Eigenvektoren kénnen aus dem ,,Grundzustand” |¢g) (s. 9.15) durch 9.16
erzeugt werden.
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9.2 Darstellung im Ortsraum. Eindeutigkeit des
Grundzustandes

Nach 9.15 sowie

0 = A|¢0>
1 A .
= 7§(Q+zP)|¢o>

h  /mw

= 5o (5e+ %P) [¢0) (9.18)

2mw

Daraus folgt im Ortsraum:

L(%T n (%)%(x) —0 (9.19)

2mw

Loésung durch Separation der Variablen:

i)
%200 = —%/xdm (9.20)
tolx) = Cexp - %:ﬂ) (9.21)

Aus Normierung [ dz [tho(2)|> = 1 (s. Ubung) folgt:

(9.22)

mw)1/4

O:(ﬁ

d.h. der Grundzustand ist im Ortsraum eindeutig. Aus dem Grundzustand kénnen
wir mit 9.16 alle angeregten Zustinde ¢, (z) konstruieren, z.B. [th;) = AT |14g)

ole) = e (P~ Dyy(a)
2mw wy 1/4 mw .
= 4/ > I(ﬁ) / exp(— o7 " ) (9.23)

Der n-te Zustand ist direkt gegeben durch die Hermite-Polynome H, (x):

Allgemein gilt in der Ortsdarstellung:

wm

) = () = Nan(@ r)exp(= 2T 17) (9.24)
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]
No= 15 (%)1/4 (9.25)

H,(¢) sind die Hermite-Polynome, z. B. gegeben durch:

mit

1
exp(—s® + 2sf) = Z ﬁHn(f)s” (9.26)
Die Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators bilden ein voS im £3(R), d.h. fur
jedes f(z) € L3(R) gilt:
n=0

mit -
fo= [ devu(@)f(2) (9.25)

Ist ein Anfangszustand ¢(z,0) gegeben, so ist die zeitliche Entwicklung im Potential
des harmonischen Oszillators gegeben nach 5.18:

oz, t) = i e_i(n"'l/z)wtcn;bn(;v) (9.29)
n=0

en= [ dou(2)é(z,0) (9:30)

Ist ¢(z,0) = (%)1/4 exp ( — 2= (x — a)z), d.h. um «a verschobener Grundzustand,
dann kann 9.29 analytisch berechnet werden und: (Schiff, IV.14):
|, 1)]* = (%) 2 exp ( — %(T — acos (.ut)2> (9.31)

d.h. Maximum der Aufenthaltsdichte oszilliert mit klassischer Frequenz.

9.3 Anwendung: Polarisierbarkeit

Harmonischer Oszillator im elektrischen Feld. Hamiltonfunktion:

1 D

H=—"p"+ ¢’ +¢F 9.32
5P +50 tekq (9.32)

wobei e die Ladung ist. H-Operator in Ortsdarstellung:
~i* 9> D
H = — 4 -2°+¢eF
2m Ox? i 2" Tebe
h? 9> D 2 E?

(9.33)
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Setze ' = v + eF /D, dann Losungen: ¢,(z') = ¢, (z + eF /D) mit Eigenwerten
E, = (n-l— )ch _ g8

2D

,,Dipolmoment” (1, | eQu)y,):

/ dz'n(a")extpn / dt'pu(z')e(z’ — eE/D)pn(z') = —€*E/D  (9.34)

da 7 da'",(z")a" P, (") =0 (Ubung)

9.4 Matrixdarstellung von Operatoren

9.4.1 Allgemeines zur Matrixdarstellung

Hilbertraum H mit voS {...|¢,) ...} und s.a. Operator B.

REDNRCAVIEY (9.35)
l9) =B|f) = kaqik | /) B |ox) (9.36)
(D1 ]9) = Z<¢z | Bow) (¢ | ) (9.37)
(0 | 1) (61 19)
|f) = (b2 | f) lg) = (b2 | 9) (9.38)

bilden eine Komponentendarstellung von |f) |g) im ,,Hilbertschen Folgenraum”.

Die Matrix
(&1 | Blgr) (&1 | Blea)
{(¢1 |Blox)} = | (¢2|Blo1) (¢2|Blga) --- (9.39)

ist die Matrixdarstellung des Operators B. Es gelten die gew6hnlichen Rechenregeln
wie fir endliche Matrices. Insbesondere ist so die Spur eines jeden linearen Operators
definiert:

tr (B) = (dx | Blox) (9.40)

k

wobei die Spur unabhéngig von der Wahl des voS ist.
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9.4.2 Matrixdarstellung durch Eigenzustinde des harmoni-
schen Oszillators

Wir betrachten speziell das voS der Eigenzusténde des harmonischen Oszillators,
|¥n)-

Die Matrixdarstellung 9.39 des Hamiltonoperators des harmonischen Oszillators ist
natiirlich besonders einfach:

(i [H|ipr) = (k + 5)hwdp (9.41)

Die Darstellung des Impulsoperators ist ebenfalls recht einfach: Aus 9.5:

P = —i,/%h (A — A (9.42)

(o 1Py = —it) ™ (| (A~ ADJw)
= —i me (n | Vipioa) — (o [ VIF Ty )

. h
= gy (V16r1—1 — VI + 185141)

0 1 0 0
mwh | —1 0 V2 o0 ..
o | 0 2 0 V3 ..

In der Ortsdarstellung gilt dann:

£ (0) = Tl (0 [P [ da' il () (9.49

9.5 Der 3-dimensionale harmonische Oszillator

Am anschaulichsten im Ortsraum:

H=—> —+— > z;=Y H® (9.44)
oz} 2 ’
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wobei H®) der Hamiltonoperator eines eindimensionalen harmonischen Oszillators
in k—Richtung ist. D.h. allgemeiner Eigenzustand:

1/]71177127713 (f> = 1/]711('I1>¢n2 ($2>¢n3 (I3) (945)

mit den vertrauten Eigenfunktionen des eindimensionalen harmonischen Oszillators.

S 3 S
H¢n1,n2,n3 ($> = (nl +ng+n3+ §>hw¢n17n2yn3($> (946)

Der Grundzustand ist wieder eindeutig, aber es gibt 3 linear unabhéngige Figen-
zustande zu F = (1 + %)hw (Welche ?)

Im abstrakten Hilbertraum:

Sei 'HB’CHm der Hamiltonoperator des 3-dimensionalen harmonischen Osuzillators,
H'%™ der Hamiltonoperator des 1-dimensionalen harmonischen Oszillators, der im
Raum H wirke. Dann wirkt H** im H Q H @ H , es ist

und die Figenzustande sind

|77Z)n1,n2,n3> = |77Z)n1> ® |77Z)n2> ® |?7!)n3> (948)



Kapitel 10

Verallgemeinerte Eigenzustande

10.1 Das freie Teilchen in 1 Dimension

Allgemein:
1

H = 2—P2 in H (10.1)
m
in der Ortsdarstellung:
_—h* o
* 7 om 0z

Eigenfunktion von H, zum Eigenwert F£:

L(R) (10.2)

K2 k2

2m

mit Eigenwert I/ =

Y(z) ist auch Eigenfunktion zum Impulsoperator mit Eigenwert p = hk:

hao 1 . 1.
P,(1) = - ——¢* = hk——=e'™ 10.4
i rv il (10-4)
Problem: |
() = Eem ¢ L2(R) (10.5)
demn (o) = .
Aber: wir kénnen ,,Wellenpakete” bilden:
6(o) = [ ki) = = F(b (k) (10.6)
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(s. 8.6f). Wegen 8.14 gilt: Wenn Iz(k) normierbar, dann auch ¢ (z) und die Norm ist
gleich.

Wir sehen also noch eine niitzliche Eigenschaft der Fouriertransformation: Sie ist eine
Entwicklung nach Eigenfunktionen des Impulses und damit auch der Eigenfunktio-
nen des freien Hamiltonoperators 10.2. Damit gilt fir die zeitliche Entwicklung eines
Wellenpaketes:

1
V2T
242

1 oo . . A

Das GauBsche Integral ist analytisch ausfithrbar, s. 8.15.

eikx

exp(—iHL{/h)i(x) = [ dkexp(~iHL1/h)(k)

(10.7)

e Analogie zur Wellenoptik:

Wellenoptik Quantenmechanik
Ebene Welle: | ,,Impulseigenfunktion”
thkr—iwt thkr—iwt
€ €
mit
E2R?
w = c|k|2/e(k) w = E/712= i
A= m )\Broglie - m - W

Phénomene wie in der Wellenoptik, aber mit besonderer Dispersion. Dekohérenz
kann wichtig werden, deshalb keine Interferenz makroskopischer Objekte.

10.2 Verallgemeinerte Eigenzustinde,

Gel’fandsches Raumtripel

Wir bezeichnen eine nicht normierbare Eigenfunktion als verallgemeinerten Eigen-
zustand.

Gefahrlich, denn bei der Ableitung der Eigenwerte vom h.O. spielte die Normierbar-
keit eine grofie Rolle (z.B. 9.9, 9.12). Wenn wir exponentiell ansteigende Eigenfunk-
tionen zulassen, findet man beim harmonischen Oszillator eine Eigenfunktion fir
jedes F'! Eine mathematisch saubere Beschreibung, die Vorhersagen erlaubt, bildet
das Gel’fandsche Raumtripel.

Se1 § der Raum der unendlich oft differenzierbaren und schneller als jede Potenz

abfallenden Funktionen. e™*" € S, aber 1/(10 + 2*) ¢ S. Es gilt S C Lo(R) (dicht).
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S’ ist der Raum der auf § stetigen Funktionale. Distributionen, verallgemeinerte
Funktionen.

schlicht (****): T'(z) € §’ wenn [dx T*(z)p(z) < co mit ¢(z) € S.

Natiirlich ist jeder normierbare Eigenzustand (z) auch ein verallgemeinerter, da

obige Bedingung erfiillt ist. D.h.

SCLy(R)CS. (10.8)
(Gelfand’sches Raumtripel).
eBeispiele:
\/%e“” €8, 6(x—a)€S aber e ¢ 8.

Lasst sich leicht auf Ry iibertragen.

eDie Menge der Eigenwerte eines Operators, sowohl derer zu den normierbaren als
auch zu den verallgemeinerten Eigenfunktionen, heiit Spektrum des Operators.

Satze(*):

eJeder selbstadjungierte Operator B, der in £3(R,;) wirkt, hat ein vollstandiges
System von verallgemeinerten Eigenzustianden aus §’. Diese sind orthogonal aufein-
ander, wenn sich die Eigenwerte unterscheiden. Sind die Eigenzustdnde normierbar,
dann ist der zugehorige Eigenwert ein isolierter Punkt (diskreter Spektralpunkt), ist
der (verallgemeinerte) Eigenzustand nicht normierbar, dann liegt der Eigenwert in
einem Kontinuum (kontinuierliches Spektrum).

¢Gibt es zu einem Eigenwert 2 oder mehrere Eigenzustnde, dann kénnen diese or-
thogonalisiert werden.

o7 wei selbstadjungierte Operatoren A, B haben genau dann ein gemeinsames ver-
allgemeinertes voS, wenn sie vertauschen, d.h. [A, B] = 0.

ABd]a = Abadja :aabadja
BAY, = Bay, = bya,t,

fiir alle Zustédnde aus dem verallgemeinerten voS und damit fiir den ganzen Hilber-
traum.

eBeispiele

Harmonischer Oszillator: F, = (n + %)ﬁw, diskretes Spektrum mit normierbaren
Eigenzustanden, die ein voS bilden.

Impulsoperator: Eigenwerte p = hk, k € R. Kontinuierliches Spektrum, nicht
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normierbare Eigenzustande

1 thkx
V2
| VRN p P
d o) e = Sk — k) == — & 10.9
/ x<\/27re ) \/27re ( ) (ﬁ h> ( )
nach 8.16.
Hamiltonoperator des freien Teilchen in 1 Dimension:
—h* ?
— 10.1
2m Ox? (10.10)
hat zu £ > 0 die 2 verallgemeinerten Eigenzustéande
b 1
Tﬁeﬂ”x mit ki = i%\/:sz (10.11)

10.3 Einschub: Einige Regeln zum Rechnen mit
verallgemeinerten Funktionen (gemifligten
Distributionen)

Jede Ableitung einer geméBigten Distribution ist wieder eine geméBigte Distribution,
es gelten die gewShnlichen Differentiations-Regeln.

Bsp:
0:0(x —a)=46(x —a) (10.12)

wobei:

/d.L(p(.L)(S(.L —a) = ¢(a); P(z)é(z—a)=¢(a)é(z —a)
S(z—a) = Sla—z); S(bz—a)= %5(50 —afb)  (10.13)

/ dr $(2)0,6(x — a) = —Bph(z)
(Formal: Partielle Integration)

(10.14)

r=a

Die Fourier-Transformierte einer gemafigten Distribution ist wieder eine geméaBigte
Distribution.

Fle7* 2) = V218(x — a) (10.15)
vergleiche Zauberformel 8.16.
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10.4 Teilchen 1m 1-dimensionalen Raum mit
stiickweise konstantem Potential

Wir betrachten ein Stufenpotential:
V(z)=0(x)Vo+0(—2)Vi, Vo,VieR (10.16)

Wir suchen Eigenfunktionen zum Hamiltonoperator

i P
1 . . 2m(E — Vj
r < 0: L@E’[<:E> = 9(—:6) — (Rlezkjr + Lle—zkmc) k; = %
1 . : 2m(E = Vp)
r > 0: ¢E,H($) = 0($> 5= (Rnezkur + Lne—zkux) ke = -
(10.18)

eSatz: Damit o5 1(z) + g 11(x) eine verallgemeinerte Eigendistribution zu H, auf
ganz R ist, muss gelten:

H, (¢p,1(2) + ¢r(z)) = B(Ypi(z) + ¥p()) (10.19)

auch an der Sprungstelle z = 0 im Sinne der Distributionen.

Aquivalent: Damit ¢p (x) + g, 11(z) eine verallgemeinerte Eigendistribution zu H,
auf ganz R ist, muss Y5 1(z) + ¥r 7(x) an der Stelle = 0 stetig differenzierbar
sein.

Die Aquivalenz zeigt man mit Hilfe der folgenden Beziehungen (Produktregel fiir
Differentiation im Sinne der Distributionen):

0 0

a—xﬂ(m —a)f(z) = fla)d(zx —a)+0(z — a)a—xf(r)

82 , a 82
@Q(x—a)f(m) = f(a)d (:c—a)+5(x—a)a—mf(:v)+9($—a)wf(m)

(10.20)

wobei benutzt wurde: 6(z — a)f(z) = é(z — a) f(a).
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10.5 Reflexion und Transmission an der Potenti-
alstufe

Wir betrachten ein Wellenpaket
1 oo "
o) = o= [ dbdp (R (10.21)

bei dem 1Z>p0(k) sehr eng um einen festen Wert po/fi verteilt ist. ¢ (z) ist ,,fast”
ein Eigenzustand zu P (sehr geringe Schwankung) und normierbar. Wir hatten
|¢0(2)|? schon als Aufenthalts-Wahrscheinlichkeitsdichte interpretiert. |¢0(2)|? ist die
Wahrscheinlichkeit, das Teilchen am Orte = zu finden. Den Wahrscheinlichkeitsstrom
konnen wir definieren als (s. auch Ubung):

_ Qm/dl« ;a—:c;b Y ab(z) + () ;a—xab( r)
~ po/mli(x)[? (10.22)

da o (Fa:¢(2)) & po/mip(z).
J(z) gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit das durch ¢ (z) be-

schriebene Tellchen die Stelle z passiert (und dort z.B. einen Zihler ansprechen
lasst), analog zum elektromagnetischen Strom j = pd.

eDamit konnen wir interpretieren:

et k> 0 Grenzwert eines nach rechts laufenden Wellenpakets,

e~ k> 0 Grenzwert eines nach links laufenden Wellenpakets.

Wir starten von 10.17 mit V; = 0.

Versuchsaufbau (Randbedingungen): Potentialstufe (z.B. Metalloberflache) bei « =
0. Von links nach rechts eingeschossener Strahl von Teilchen mit der Dichte 1 und
der Energie ' > Vi: Wir erwarten u.U. einen reflektierten, d.h. von rechts nach links
laufenden Strahl, dessen Dichte wir berechnen wollen. Im Gebiet 2 > 0 stellen wir
sicher, dass kein Strahl von links nach rechts lauft (Abschirmung), und wir wollen
die Dichte oder die Stromdichte des transmittierten Strahls berechnen.

Klassisch erwarten wir: wenn FE > Vg, dann kein reflektierter, nur transmittierter

Strahl.

2
H, = 5 0 + Vo(x) (10.23)

Wir suchen den verallgemeinerten Eigenzustand ¢g(z) mit
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Ansatz: ¢Yg(z) = g (z) + ¢¥g (x) mit

Y () = 9(—:6)( explikrz] + R exp[—iklgv])

Yuai(z) = 0(x)T explikix] (10.25)

mit 10.18:
thQ—E- k —1\/2 E -V, 10.26
. I — ) 17 = 7 m( - O) ( . )

sind Losungen von 10.17 mit den Randbedingungen des Versuchsaufbaus.

Wir wollen R, T berechnen. Es gilt:

O:¥p () = —6(z)(1+ R)+ 0(—x)ik1( expltkrz] — R exp[—ikm])
Ox¥mai(z) = 0(x)T + iki0(x)T explikrz] (10.27)
und
g (z) = —0.0(x)(1+ R) — 8(x)ik;(1 — R)

+ (9(—;c)(ik1)2( expltkiz] + R exp[—iklgv])
az¢E7[[($) = ax(S(I)T + Zk'H(S(x)TZkH + (zkH)ZH(,x)T eXp[ikjjx] (10.28)

Wir setzen in 10.17 ein und sortieren:
-
( - ﬂaﬁ‘ + Q(I)VO) (Yr1(x) + ¥r(z))
h?

= (8335(36)(—1 — R+ T)+8(x)( —iki(1 — R) + ik T)

+9(—$)(ik1)2< exp[tkiz] + R exp[—ikpc])

2
+(2k11)*0(x)T explikriz] — —?G(x)VOT exp[iknzc])
= B(pi(z)+vp(r)) (10.29)
Daraus:
. . 2 5 . 2m
L+ R=T; iki(1 —R)=1ikT; ki=kj+ E—QG(:E)VO (10.30)
3. Gleichung wegen 10.18 automatisch erfiillt.
Aus den beiden ersten folgt:
ky —k 2k
p=L1""1. 7 ! (10.31)

ok 4k :kz-l-kn
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Die einfallende Stromdichte ist: ﬁmﬁ,
die reflektierte Stromdichte ist: 2| R|?,

die transmittierte Stromdichte ist: %ﬂjﬁ

Aus der Erhaltung des Wahrscheinlichkeitsstromes muss folgen:

kr ., Rek , k
i+ == 2L (10.32)
m m m

wie man auch leicht nachrechnet.

o Grenzfille:

Vo = oo ,kip —ioo ¢ |T|> = 0,|R]* — 1, klassisch verstandlich.

Vo = —oo, ki —+ o0 ¢ |T|* — 0,|R|* — 1, klassisch nicht versténdlich.

Daraus allgemein: Wenn das Potential bei zg einen unendlichen Sprung macht, muss
die Wellenfunktion dort verschwinden. Typisches Wellenphdnomen, vgl. Optik.

10.6 Potentialwall: Tunneleffekt und gebundene

Zustande
V(z) = Vi0(—z) + Vob(2)8(a — z) + VrO(z — a). (10.33)

In allen 3 Gebieten getrennt: ebene Wellen Losungen vom Typ 10.18. Stetig diffe-
renzierbar angeschlossen bei = 0 und = = a.

Finfachheitshalber: Vi, = Vz = 0.

eStreuung: Wir betrachten Teilchenstrahl von links, d.h wir tibernehmen ¢ g r(x) fir
x < 0, vom Typ ¢g (x) fir 0 < < @ aber mit krr und T exp[ikrz] fir « > a. 5
freie Koeffizienten, inhomogenes System mit 4 Unbekannten, 16sbar, eindeutig durch

Normierung, einfallende Welle hat Dichte 1. S. Ubung

eGebundene Zustande: Es sei V) < 0. Dann kann es auch Eigenzustiande mit E < 0
geben.

D.h im AuBengebiet

\oOmE \/2m|E
ky =+ %” = +i h|| (10.34)

Da exponentiell ansteigende Losungen nicht zugelassen (¢ S’), haben wir:

\/2m|K \/2m|E
YE(z) = 0(—z)exp] | |:c]' | |:n] (10.35)

h ’ h

mrr(r) = 0(z — a)exp[—

d.h. ¥g(z) ist normierbar, sei auf 1 normiert.
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Daraus: F > Vy, denn E = (¢ |Hog) > Vo (Y | ¥r)

Diskrete Energiewerte: 4 Konstanten frei, 4 Anschlussbedingungen. Homogenes Sy-
stem mit 4 Unbekannten, d.h. nur l6sbar, wenn Determinante verschwindet.

Wir betrachten der Einfachheit halber nur den Fall, dass Vj sehr groB, (Grenze
Vo — —o0). Wir setzen Eg = E — Vp, dann ist kg 1 = /2mFEg/h und wir haben:

LbE’[[(x) == Zl eXp[Z.kE’IICC] —I— ZQ exp[—ikE’Hx] (1036)

In der Grenze Vy — —oo gilt ¥5 11(0) = g 7(a) = 0 und damit erhdlt man, aus
Rechnung oder durch Skizze:

™

Y () =N, Sin(ngaj) n=12 ... (10.37)
d.h.
, hir?
Egn,=(n+1) oar M= 0,1,2... (10.38)

Der Grundzustand und die geraden angeregten Zustande sind symmetrisch zur Mitte
des Potentials, die ungeraden antisymmetrisch.

eHaben wir ganz allgemein ein Potential, das fiir + — £oo gentigend schnell ver-
schwindet, so sind fiir + — foo die verallgemeinerten Eigenzustiande wieder Uber-
lagerungen von ein- und auslaufenden ebenen Wellen

Yp(x) = Ay explikp, 1z] + Ay exp|—ikg 1] (10.39)
mit kr = v2mE /h.

Die experimentell vorliegende Situation wird durch die Randbedingunen genauso
wie im Modellfall berticksichtigt, z.B. Ay = 0 fiir grofle positive z. Man kann auf
diese Weise z.B. die Lésungen numerisch bestimmen. Ist das Potential in gewissen
Abschnitten negativ, kann es auch normierbare Figenzustdande mit diskreten Figen-
werten £ < 0 geben.



Kapitel 11

Teilchen im Zentralpotential 1

11.1 Drehimpuls und kinetische Energie

In der klassischen Mechanik war es durch die Erhaltung des Drehimpulses moglich,
das 3-dimensionale Problem auf ein eindimensionales zurtickzufithren. Etwas analo-
ges geht auch in der Quantenmechanik.

Klassische Mechanik:
Drehimpuls I erhalten, { Ly, H} = 0. Es gilt: p* = ri?l_j? + p?
Quantenmechanik:

Wir erhalten den Drehimpulsoperator nach dem Korrespondenzprinzip aus dem Dre-
himpuls der klassischen Mechanik, L = [Z X p] bzw.Ly = 31, €kimTipm als:

3

Lk = Z 6k1lePm (111)

Im=1

Selbstadjungiert: LI = (Q,P; — Q,P,)" = (P1Q} — PIQl) =1,

eAus den kanonischen Vertauschungsrelationen (5.1.5) folgt:

L, P’ =0 (11.2)

Bew.

[Lk7 Z Pi] = Z tklm[QlPﬂw P’)2’L]

nim

nim

52
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Genauso folgt .
Ly, Q% =0 (11.4)

Daraus folgt wieder [Ly, V(QQ)] = 0 und damit fiir radialsymmetrische Hamilton-
operatoren:

H= o B'1V((? (11.5)
Ly, H] = 0 (11.6)

"
Dies erlaubt uns, nach gemeinsamen voS von Eigenfunktionen von L und H zu
suchen.

eBeziehung zwischen P2 und L2

Z LkLk = Z eklmeknrQZPanPr
k

klmnr
- Z(QleQle_QleQmPl)
Im
= Q’P’—(Q.P)*+iQ.P (11.7)
d.h.
D 2 eSS S P\ QP
P :$<L +(Q.P)*—inQ.P) (11.8)

Im Ortsraum fithren wir die sphéarischen Polarkoordinaten (r, 1, ¢) ein und wir ha-
ben:

QQ 2; P’2—>—ﬁ262;

— T
QP — v = lro, (11.9)

l i
Der Hamiltonoperator im Ortsraum hat damit die Form:

r 2
L.

2

h? 2
H, = (@2 +0,) +

" 2m

+V(r) (11.10)

2mr

Wegen 11.4 wirkt der Operator L, nicht auf die Radialkoordinate r, sondern nur
auf die Winkelkoordinaten ¢ und ¢.

Bevor wir diesen Hamiltonoperator weiter diskutieren, diskutieren wir die Eigen-
schaften der Drehimpulsoperatoren L.
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Der Drehimpuls

12.1 Die Vertauschungsrelationen

Wir hatten den Operator der Observablen Drehimpuls aus dem Korrespondenzprin-

zip erhalten 11.1.
3

Ly = Y, mQPn (12.1)

Im=1

Aus den kanonischen Vertauschungsrelationen folgt:

3
[Li, L] = i Y €hnmLim (12.2)
m=1
d.h. [Ly, Ly] = ihL3 etc. zyklisch.
Bew.
a) zu Fuf:

[L17 L2] = [(Q2P3 - Q3P2)7 (Q3P1 - Q1P3)]
= [Q2P37 QBPI] - [Q2P37 Q1P3] - [Q3P27 QBPl] + [Q3P27 Q1P3]
— —ihQ,P; +ihQ,P;
= iiLs (12.3)
etc. zyklisch.

b) mit € Tensor

[Lk,Ln] = Z 6klm6n7‘s[Q[P’m? QTPS]

Imrs

o4
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= Z 6klm6nrs(Q1PmQrPs — QrPsQle>

Imrs

— Z 6]cl'm67”““5((211:)7)1(QT]-:)S - QTQ[Pst> + Zh(sleer)

Imrs

- Z eklmenrs(QleQrPs - Q[PmQrPs - ihéerIPs + ZhéleTPm)

imrs

= ih(Q,P, - Q,P)) (124)
Die letzte Zeile lasst sich wieder durch einen e-Tensor ausdricken und wir erhalten
das Ergebnis 12.2
Aus 12.2 folgt:

3
L%, Ly =0; mit L*=> L} (12.5)
n=1

eEine alternative, geometrische Herleitung von 12.2 geht iiber die Darstellungsei-
genschaften des Drehimpulses:

Eine Drehung & (d.h. Drehung um Achse & mit Winkel || hat auf eine Funktion
des Lo(R3) die Wirkung:

1) = [() = expl 1 5.T)(7) (126)

wobei 7' der gedrehte Vektor 7 ist. (s.z.B. Schwabl, 5.1). Daher verschwinden auch
die Kommutatoren der Form [A,L;], wenn A drehinvariant ist (s. 11.2,11.4,12.5).

12.2 Konsequenzen der Vertauschungsrelationen.
Das Spektrum des Drehimpulses

Wir betrachten selbstadjungierte Operatoren J mit den Vertauschungsrelationen
der Struktur :

ka - 7Z€knm m (]27)

d.h.

A

[jl,jz]:ij;g; [32,33] :LJl, [33,31] :ij (]28)
Ly /h erfiillen z.B. diese Relationen.

eAus den Vertauschungsrelationen 12.2 folgt, dass wir nicht gleichzeitig ein voS von

<
Eigenfunktionen von zwei verschiedenen Komponenten von J finden kénnen, und

dass gilt (s. Ubung 5):

A A

(AF)(ATy) > L(ATy) (12.9)
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Aus 12.7 folgt:
(32,3, =0 (12.10)

~ )
mit J2=y3_J

n=1%n
d.h. wir kénnen ein gemeinsames voS zu J ? und einer Komponente, etwa J3 finden.

Ahnlich wie beim harmonischen Oszillator folgt aus den Vertauschungsrelationen:

¢;”> und die Eigenwerte

S
eSatz: Die gemeinsamen Eigenvektoren von J? und Ja,

erfiillen:
I*ler) = GG +1)|67); Jsler) =mler);
27 ganz ,m=—3,—7+1,...,9—1,7. (12.11)
Bew: ) ) )
Ji=J, 1+, (12.12)
Es gilt:
(32,35 =0;  [J5,34]) = 43, (12.13)
J2=J 0, 43535 +1); I2=00_+3,(J5-1) (12.14)

Sei |¢Y) normierter Eigenzustand:

Iy = Meh) s Faloh) = plat). (12.15)
(Jogh |Tadh) = (4 [TeTedhl) = A —p(p £1) > 0 (12.16)
nach 12.14.
Joldh) = A= p(p £ 1)]eh); T20u6h) = Mu(gh) (12.17)
denn A A A A A A
Jodp |68) = (Fods £33 [6h) = (n £ 1) [4) (12.18)

Wie beim h.O. miissen die Leitern abbrechen,d.h. es gibt 7 und p mit

A=pE+1); A=pp—1); p—p ganz (12.19)

daraus folgt:

p=—p=—j; 2jganz; A=j(j+1) (12.20)

Im folgenden schreiben wir ‘qb§”> anstelle ‘¢?(j+1)>.



KAPITEL 12. DER DREHIMPULS 57

Kennen wir ‘¢;1>, kénnen wir daraus alle anderen ‘cp;”> gewinnen durch Anwendung

von J4 nach 12.17. Es gilt:

To|ey =0 J-j¢7) = (12.21)
Da Eigenzustande zu verschiedenen Eigenwerten orthogonal, gilt:
(O [95) = GG me (12.22)

12.3 Der Bahndrehimpuls in der Ortsdarstellung

In der Ortsdarstellung in Polarkoordinaten:
xy=rsindcosp w9 =rsindsing x3=rcos (12.23)

folgt aus 12.1 und der Kettenregel:

h h
Li = ——cospctgdd, — —sing 0y
i i
L, = —zsinapctgﬂ&p%-zlcosnpaﬁ
i i
D
L3 - —_&p
i
Q: - 1 aﬁ(sinﬂaﬁ)—(ia )2 (12.24)
sin 1 singd 7

Sei Y/™(4, ) eine Eigenfunktion zu L, dann

Y0, ) = f(9)exp(imp) (12.25)

Da Y™ (d,¢) = Y"(J, ¢ + 2m) folgt: m ist ganzzahlig. Daraus auch j ist ganzzahlig,

gemeinhin mit [ bezeichnet.

Die gemeinsamen Eigenzustande von L’ und L; in der Ortsdarstellung, also auf der
Einheitkugel im Rj, heiflen Kugelfunktionen (spherical harmonics).

2
Y, 0); LY™(0,¢) = I+ DAY (9, 0); La¥"(d,) = mhY™ (4, ¢) (12.26)

eBei weitem wichtigste Eigenschaft: Die Y, (1, ) bilden ein voS auf der Einheitkugel
im Rs, d.h.
T 2m * ,
/ sin ﬂdﬁ/ dﬂo (S/I’m<19a 9‘9)) Yl'm (197 5‘9) = 51,1'5m,m’ (1227)
0 0

vgl. 12.22,
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und fiir jedes quadratintegrable

F@EZ]) = F(0,9),4(F) = g(r, 0, )
gilt:

f0,g) = 35 @ ,¢)

=0 m=~1

Gr0,e) = 3% dm(r)Vr(0,9)

=0 m=—1

Einige weitere Eigenschaften:

- , 20+ 1
ViM(0,9) = fin(D) explimeli  VE(0,) = | = Picosd)

Y}_m(ﬂv 99) = (_1)mY}m(197 9‘9)*

1
Yy = /—
0 4T
/3
Y = 4—(;0819
m
PR E
1= g, s expliy]
vt o= isir119ex [—ip]
1 = S pl—p

Oft niutzlich in Integralen, weil 12.27 angewandt werden kann:

c = cVanYy

[4
T3 = rCosv = ?WTYIO
/8
xy = rsindcosp °r %Y_ Yl)
3

a8

(12.28)

(12.29)

(12.30)

(12.31)

(12.32)
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Teilchen im zentralsym. Potential

I1

13.1 Hamiltonoperator im Zentralsymmetrischen
Potential

Nach 11.10:

Hy(r, 9, ¢) = (— 2%(63 + %@) + 5 1 2]32 + V(r))';/)(r, J, ) (13.1)

mr

Wir suchen (verallgemeinerte) Eigenzustande:
Hy(r, 0, ¢) = E¢(r, 9, ¢) (13.2)

Wir separieren die Variablen durch den Ansatz:
u(r
wir.ig) = Ly ) (13.3)

Dies ist moglich, da [Lg, H] = 0, und wir erhalten damit:

h /2

W) m (B2
H r Yl (19799) - (_Qm(ar+;ar)+2

0+ 1)+ V) o,

mr?
u(r) s rm
= E—=Y"(,¢) (13.4)
und daraus mit Produktregel:
R’ R’
R — 2 — ¢
( Qma,, + QmTQZ(Z +1)+ V(r))u(r) FEu(r) (13.5)

39
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ea)r — 0
Es gehe r2V(r) — 0. Ansatz: u(r) = Ar?, dann

AXAN — 1)7“)‘_2 + Al(l + 1)7“)‘_2 = O(TA_Q) (13.6)
Losungen: A =1+ 1 und A = -/

1) [ >1,dann nur A =1+ 1, sonst ¢ € §’, denn [ r?dr(r) * ¢(r) muss existieren.

2) 1 = 0, dann im Prinzip A = 0 und A = 1 moglich. Aber fir A = 0 gilt ¢(r) = A'/r
und V7?1 = —476(2),

also stets:
u(r) oc Pt (13.7)
eb) r — oo Es gehe V(r) — 0, etwa mindestens wie 1/r. Bleibt:
ﬁ2
—5—0u(r) = (E+0(1/r))u(r) (13.8)
d.h.
u(r) = Aexplikr] + Bexp[—ikr] (13.9)

mit k = 2mE /h.
1) Wenn E > 0: ¢ € &'

2) Wenn E < 0: ¢ € 8" nur wenn B = 0. Dies wird nur fiir spezielle Werte von £
der Fall sein. Isolierte Eigenwerte.

Numerisches Verfahren zur Bestimmung der Eigenwerte: Lose numerisch und schaue,
ob B verschwindet. Praktisch recht einfach.

13.2 Eigenwerte und Eigenfunktionen fiir das
Coulomb Potential

Wir betrachten
—Zel
Vi(r) = (13.10)

r

und interessieren uns fiir die gebundenen Zustinde: £ < 0. Definiere:

B —QmE' o _Zegfc_ 2m Zeg (]3]])
K= p=rr po=— =\ :
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Dann wird 13.5:

0? l(l + 1) Po
Ansatz:
u(p) = pTe™ > agp” (13.13)
k

hat das asymptotische Verhalten 13.9, 13.7 Einsetzen in 13.12 und Koeffizientenver-
gleich ergibt:

20k +1+1)—po
(k+1)(k+20+2)
Wenn die Reihe nicht abbricht, dann geht die Potenzreihe in 13.13 fiir p — oo wie

e*?, d.h. u(p) ~ e’ wie nach 13.9 zu erwarten.

Reihe bricht ab bei £ = N wenn

apy1 = ar (13.14)

po=2(N+1+1); N=0,1,2,... (13.15)

Dann normierbarer Zustand mit Eigenwert:

2m7Ze; mZ%e]

B, = —
peh? 2h%n?

mitn=N+[+1 (13.16)

Die endliche Potenzreihe in 13.13 ist durch 13.14 und die Normierung (bis auf eine
Phase) eindeutig festgelegt und stellt sich als ein Laguerre-Polynom heraus. Die-
se haben viele schone Figenschaften, s. Literatur. Die normierte Eigenlosung zum
Eigenwert F,, hat die Form:

¢nlm<raﬂ’¢> = Rnl(ﬂylm(r‘gﬂo) (13'17>

mit

u(r n—1—(2k)2\"*
Ru(r) = (r) = —(( Q(n](n -I]->l’)('2)3) ) (26r) L2 (2k7) exp[—#r] (13.18)

Bohrscher Radius:

h2 hc _ e2
a=—p=—3—m0529 10710m. «o=;2~1/137(13.19)
mei  mcia
Damit p (Zeo)? 72
€o 2 2
=—; F,=-— =— — 13.20
" 2an? e o ( )
Lilfll(x) sind die verallgemeinerten Laguerre-Polynome.
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Die Zustande ¥, (1,9, ¢) sind orthonormiert.

Niedrigste Wellenfunktionen:

n=1; [ =0 K-Schale, S-Orbital
7\ 3/2 VA
= - - 2
Rio 2(a) exp[——] (13.21)
n=2; [=0 L-Schale, S-Orbital
Z\3/2 Zr VAL
Ry = 2(2—0) (1- 2a)exp[—2—a] (13.22)
[ = L-Schale, P-Orbital
L o Z\3/2Zr
- = 13.2
R \/§<2a> P exp] a,] (13.23)
n=3 [= M-Schale, S-Orbital
7\ 3/2 27 2(Z7")2 VAL
20 = 2(— 1 — — - 13.24
fiso (3a) (1= 5g + S ) ol=5) - (1324)
[ = M-Schale, P-Orbital
42 3/2 AS Zr
= - - _ 9
He 9 (3a) ( a )(1 6a) expl 3a] (13.25)
[ = M-Schale, D-Orbital
W2 T\3)2,71\2 VA
= 57 /=\2, — -5 2
R3y 27\/5(3a) (a) exp| Ba] (13- 6)
(13.27)

Grofler Nachteil der gegenwirtigen Behandlung: Wir verstehen nicht, warum die

99

angeregten Zustande nicht ,stationar”’ sind, sondern z.B. unter Aussendung eines

Photons in den Grundzustand zerfallen. Ankopplung an das quantisierte Strahlungs-

feld!
Diskussion der Spektren, ,,Rydbergatome” etc s. Exphys.

13.3 Hohe Entartung, Lenz’scher Vektor

Dass die Eigenwerte nicht vom Eigenwert m von Lz abhéngen, ist nach 13.5 offen-
sichtlich und gilt fiir jedes zentralsymmetrische Potential.

Weniger evident ist die ,,Entartung” in [, eine Spezialitdt des Coulomb-Potentials.
Sie kann zuriickgefithrt werden auf einen weiteren Operator, der mit H und L’
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vertauscht, das Operatoraquivalent zum ,,L.enz’schen” Vektor.

K AT
F, = — (PLL, — PL) — =22Q. 13.28

Aus L; und F; lassen sich wieder Auf- und Absteige-Operatoren innerhalb eines

,,oupermultiplett” mit festem n konstruieren, s. z.B Miiller, 3.4.2 .

Zu jedem festen n gibt es n [-Werte, [ = 0,1,2,...n—1, zu jedem festen [ (2141) m-
Werte, m = —I, —l+1,...,1—1,[, also insgesamt n* (zueinander orthonormalisierte)
Eigenfunktionen.

13.4 Das Zweikorperproblem

Analog wie in der klassischen Mechanik. Zerlegung in Schwerpunktskoordinaten und
Relativkoordinaten.

Hi und H,. Zustandsraume fiir Kern und Elektron. Atom im Hi ® He.
Operatoren: Pg, Qg, P., Q..
Hamiltonoperator des Atoms:

1 — 1 d - —
Pr?+ P.’+V(Q, — Q). (13.29)

2my 2m,

Da Operatoren, die in Hx wirken, mit denen, die in H. wirken, vertauschen, gilt
wie in der klassichen Mechanik:

2;@1{ Pr?+ Q;LGPQ = mﬁc 24 %Pﬁ 2 (13.30)
mit . ) ) . ] . )
Po=Px+P; P.=- (mxP. — m.P) (13.31)
und S
po= (13.32)
Wir gehen in den Ortsraum:
7= R, — Fi; o= m(mf + ). (13.33)

Dann folgt aus den Vertauschungsrelationen fiir den Ortsraum:

P, =-V,, Puo=-Ve (13.34)
3
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Der Hamiltonoperator zerfallt in 2 Teile, einen freien, der auf die Schwerpunktsko-
ordinaten Z¢ wirkt, H, und einen mit Potential, der auf die Relativkoordinaten Z,

wirkt, H".

H = H +H"

GRS
T 2(metmr)
h* -
H = —ﬁvTuV(@) (13.35)

Eigenfunktion zum Eigenwert F = E¢ + F,, Produktansatz:

mit | a2
Yo(fe) = (g) explike. 7] (13.37)

mit |E(v| = \/Q(me + my)FE¢/h und

(- %ﬁr V(@) (@) = Bt (d) (13.38)

d.h. auf bekannte Probleme zuriickgefiihrt.

Im H-Atom ist die reduzierte Masse des Proton-Elektron Systems p ~ m.(1 —
0.5/940), im Deuterium p & m.(1 — 0.5/1880).



Kapitel 14

Teilchen im elektromagnet. Feld

14.1 Der Hamiltonoperator, Eichinvarianz

Das elektromagnetische Feld wird beschrieben durch Potentiale: ¢(Z,¢) und %Y(f, 1)
mit

— — — — 1 —
B =[V x A]; E=-V¢—--0;A (14.1)
c
Die Hamiltonfunktion fiir ein Teilchen mit Ladung e in diesem Feld:

H= L(‘*— SX)Q +ed (14.2)

wobei p’ der kanonische Impuls ist.

Deswegen setzen wir fiir den Hamiltonoperator an:

1 = e 2 2 o
H = %(P - EA(QJ)) +e9(Q, 1) (14.3)
In der Ortsdarstellung:
H(A¢) = - (29 - SA(7,0)" + coli 1 (14.4)
( 7@)_2m K _C Z, equv) '

Problem: In klassischer E’dynamik sind die Potentiale nur Hilfsgroflen, die umge-
eichten Potentiale

. o 1
A= A-VA; ¢ =+ -0 (14.5)

andern die beobachtbaren Felder nicht, aber hier treten sie direkt im Hamiltonope-
rator und damit auch in der Schréodingergleichung auf.

65
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Aber: Die Fichtransformation 14.5 kann durch eine entsprechende Phasentransfor-
mation der Wellenfunktion aufgefangen werden.

Es gilt aber:

eDie Schrodingergleichung

ihopp = H(A, )y (14.6)
mit dem Hamiltonoperator 14.4 behilt bei einer Umeichung der Potentiale 14.5 und
der Wellenfunktion:

Y/(7,1) = exp[~ - A(@ (1) (14.7)
ihre Form, d.h. .
ihdp)' = H(A", ¢')y' (14.8)
Bew.
(Eﬁ ~ Ay = (Eﬁ — S(A- V) expl—CA (7, O] (# 1)
c 7 c ’ ’
_ exp[_EA(f,f)](% ~ SA)p(E, 1) (14.9)
z 1 C
und damit
(Eﬁ —SA) = expl—EA(, )] (% - ZA) p(. 1) (14.10)
7 c he ’ l c ’ ’
genauso '
ihdp)' = exp[—;—e/\(f, 1)]ihdp) (14.11)
. C
d.h.
(iho, — (A", "))y = exp[_;—iA(z,t)] (ih0, — H(A,6)) > = 0 (14.12)

Man kann auch umgekehrt vorgehen: Bei einem elektrisch geladenen Teilchen &ndern
sich die beobachtbaren Grofen nicht, wenn ,,global umgeeicht” wird, ¢ — expliea]y,
a € R. Bei ausgedehntem System bedingt dies einen ,,Fernparallesismus” (H. Weyl).
Sein Vorschlag: Fordere ,,lokale Eichinvarianz” 14.7, dann muss es ein Feld A geben,
das wie in 14.3 im Hamiltonoperator steht, und das nach 14.5 umgeeicht wird.

Beispiele: Elektrodynamik, Elektroschwache Theorie, QCD, ART.

14.2 Effekte von A im magnetfeldfreien Raum.
Der Bohm-Aharonov Effekt.

Der Effekt von A macht sich immer bemerkbar, wenn das Gebiet nicht einfach
zusammenhéangend ist.
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Abbildung 14.1: Schematischer Versuchsaufbau zum Bohm-Aharonov Effekt

Betrachte Spule entlang der x3-Achse, unendlich lang mit Radius Rs. In ihr konstan-
tes Magnetfeld (0,0, B), auflerhalb der Spule B = 0. Aber A muss # 0 auflerhalb
der Spule sein: Betrachte Linienintegral iiber Kreis mit Radius R > R¢ in @1, x5
Ebene:

]{ A(#(s))d5 = /F [V x Aldedes (14.13)

mit F: 2] 4+ 25 < R? nach Satz von Stokes.

-,

Da B = [ﬁ x A] gilt also

}{/T(f’(s))ds”: / Bdeidey = by % 0 (14.14)
F
Hatte der Weg die Spule nicht umschlossen, wére das Resultat 0 gewesen.

eBohm-Aharonov Effekt. Versuchsaufbau: s. Figur 14.1 Es sei ¢;(Z,t) eine Losung
der Schrédingergleichung, die einen Elektronenstrahl entlang des Pfades I beschreibt.
Wird das Feld eingeschaltet dndert sich ¥y zu ¢15.

Beh: )
Yrp(7) = exp[%/\[(f)]d)l(f) (14.15)

Ar(7) = /1 oy Al )0 (14.16)
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wobei das Linienintegral entlang des Pfades I von Zy nach & zu nehmen ist (oder in

dessen Nachbarschaft).

Bew:
v / A (5))ds = A (14.17)
(vgl. Mechanik, Potential aus Kraftfeld).
(B9 - £ 3(@) explLSA(#)](D
i c he
ho €, e o
= (Y- LA@)ewly [ A )
1€ = h o =
= exp[h—A[(;v)]—,V';/J[(;v) (14.18)
c i
d.h. A-term hebt sich weg. Es folgt
he €= I =2
(3V-SA@) eXp[_A,< D)lr = exp[_A,< DY) (14.19)

Wenn 7 Lésung der SG ohne Feld, dann ;g mit Feld. Genauso fiir II, mit dem
Pfad T durch 11 ersetzt.

Das Interferenzexperiment sei nun so ausgerichtet, dass an der Stelle ¥ der Phasen-
unterschied 7 sei, also Ausléschung. Nun schalte B-Feld ein. I und II bekommen die
zusétzlichen Phasen, und die neue Phasendifferenz ist:

CNHE) — EAp(@) = £ f A#(s))ds = 2 / Bda,dz, (14.20)
z C . C

da der aus I und 1T zusammengesetzte geschlossene Pfad die Spule umschlieft.
D.h. Interferenzmuster wird geandert !

Sehr empfindlich auf winzige Anderungen des Magnetfelds, da Finheit Z—OC = 0.6610"7
g cm?.

Prinzip angewandt bei SQUID (Superconducting Quantum Interference Device)

14.3 Elimination des Potentials

Wir kénnen das Potential immer eliminieren, z.B. in der ,,Koordinateneichung”

(”E'/_( =0, A’(O) = 0). Fiir ein statisches Feld gilt:

/)\d)\ (Az) x 7] (14.21)
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wie man explizit nachrechnet. Zusammenhang nicht lokal, d.h. um das Potential an
der Stelle ¥ zu berechnen, muss ich B auf dem ganzen Strahl von 0 nach & kennen.

Ist das Magnetfeld konstant, dann 14.21 besonders einfach:
A(#) = LB x 7] (14.22)

Damit wird nun 14.4 (mit ¢ = 0) :

H = 2;(EV——[B><;U])2
- E}n( hEV? — 2?%([§xf],ﬁ)+(zc) BxdP)  (14.23)

wobei wir V[B x 7] = >k €110 Brzp = 0 ausgenutzt haben. Es gilt:

A .= o o h h = .., = Lo
;([B x 7], V) = ?Zejle];v;ﬁl = z_'(B’ [ x V])=(B.L) (14.24)
Tkl
und damit
Ho g e (éﬁ)+1—(i)2|[§x 7|2 (14.25)
 9m O2me 2m \2¢ o '

Wir konnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit die 3-Achse in die B- Richtung
legen, B = (0,0, B). Dann:

H=——V2— - (BLsy)+—

2m 2me 2m

R €2
(%) B*(2} + 22) (14.26)
Unter Laborbedingungen ist im Atom oft ; ( ) |[§ x Z]|* « =|B|h und damit

%
vernachlassigbar. Ausnahmen: Wenn < I >= 0 (Diamagnetismus) oder Felder sehr
stark.

14.4 Ankopplung von Spin % Teilchen an das Ma-
gnetfeld

In 6.3 hatten wir gesehen, dass die 2 Zustédnde, in denen sich das Elektron befinden
kann, zu einer Kopplung an das Magnetfeld fithren mit dem Hamiltonoperator:

eh

2mgce

oo

H=-_¢. (14.27)
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und dass durch Vergleich mit der ,,Prazession der Erwartungswerte” der Spinope-
rator, der einem Drehimpuls entspricht, mit

—

S=lho (14.28)

zu identifizieren ist. Tatsdchlich rechnet man leicht nach, dass das so definierte S
die Drehimpuls-Vertauschungsrelationen erfiillt:

[Sj,S] = ih Y €jtmSm (14.29)

Damit ldsst sich mit 6.19 der Hamiltonoperator fiir ein Elektron im (anndhernd)

konstanten Magnetfeld B= (0,0, B) schreiben als:
B =, € 1

H=——V'— —B(L; +¢.53) + %(

2m 2me

i)QBQ(:z:f +a2) (14.30)
mit g. = 2.

Nutzlose Versuche: Finde Ladungsverteilung von Elektron, die g, = 2 klassich ergibt.
Erfolg: Relativistische Gleichung fiir Elektron (Dirac-Gleichung) ergibt ¢g. = 2.

ABER: fir ein Proton im Magnetfeld erwarten wir auch 14.30 mit e = ¢, = +eg
und m = m,. Stimmt nicht! g, = 2.8¢.. Proton nicht ,,elementar”.

Die GroBe £ heifit Magneton. Fiir m = m. Bohrsches Magneton pp, fiir m = m,

Kernmagneton px.

Wenn wir den diamagnetischen Term
I seN2 2 1L jeN2_5 4 . o
%(%> B (.’L‘l +'L'2> = %<%) B 7 SIn '19 (]43])
vernachlassigen, erhalten wir fiir ein Elektron im Zentralpotential und Magnetfeld :

H(B):(_ h? 1

2myg mor

2 = e
(02 + ;a,) +5- Lt V(r)) + 5 B(Ls +9.85) (14.32)

mgC

Dieser Hamiltonoperator vertauscht mit L , S, L3, S5 (Masse mq um Verwechslung
mit Eigenwert von Lz zu vermeiden).

Ist Rpim(r)Y,™ (9, ¢) Eigenzustand ohne Magnetfeld:

H(B>‘ 0 RE,l,m}/}m |X$> = E RE,l,m}/}m |Xs> (1433)

B=

mit dem Spinor S; |ys) = s|x,), s = £3; dann gilt natiirlich:

m € m
H(B) RrumYi™ xa) = (H(B)|,_,+ 5 2 B(La+0:55)) BrimdT™ [XG)
= (E+ B(m + g.5)) RemY" IXs) (14.34)

mocC
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d.h. immer noch Eigenzustand, aber Entartung aufgehoben. Erwartete Aufspal-
tung. Recht gut fir ziemlich grole Magnetfelder. Es fehlt aber noch die Spin-
Bahnkopplung.



Kapitel 15

Stationire Storungstheorie

Nur wenige Probleme der Quantenmechanik lassen sich exakt 16sen. Darunter sind
z. B. der harmonische Oszillator, das Coulombproblem oder Kastenpotentiale. Of-
fensichtlich sind die exakt losbaren Probleme gut geeignet, um die Grundlagen zu
studieren, weshalb sie auch in der Vorlesung einen breiten Raum einnehmen. In den
meisten praktischen Anwendungen der Quantenmechanik hat man es aber mit Pro-
blemen zu tun, die nicht exakt losbar sind. Wie in fast allen Gebieten der Physik ist
es daher wichtig, gute Ndherungsverfahren zu entwickeln, um auch solche Probleme
behandeln zu kénnen. Eines der wichtigsten Naherungsverfahren der Quantenme-
chanik ist die Stérungstheorie.

Die Storungstheorie eignet sich fiir Probleme, die einem exakt 16sbaren Problem
in gewisser Weise &hnlich sind. (Wir werden noch sehen, was ,dhnlich in diesem
Zusammenhang genau bedeutet.) Die exakt 16sbaren Probleme sind also nicht etwa
unwichtig, weil sie in der Praxis selten vorkommen. Im Gegenteil: die Anwendung
der Storungstheorie setzt voraus, daff eine exakte Losung fiir ein (mehr oder weniger)
ahnliches Problem bekannt ist. Damit gewinnen die exakt 16sbaren Probleme sogar
an Bedeutung.

Wir wollen also Probleme betrachten, deren Hamiltonoperator geschrieben werden
kann als

H=H,+W, (15.1)

wobeil Hy der Hamiltonoperator eines exakt losbaren Problems ist, d. h. sowohl die
Energieeigenwerte als auch die zugehorigen Figenfunktionen seien explizit bekannt.
Der Hamiltonoperator W beschreibt dann die Stérung. Damit das Verfahren funk-
tionieren kann, muf offenbar W in einem gewissen Sinn klein gegeniiber dem un-
gestorten Hamiltonoperator Hy sein. Wie wir sehen werden, bedeutet dies préazise
gesprochen, daB die Matrixelemente der Storung W (viel) kleiner sein miissen als
die Differenzen der Eigenwerte des ungestorten Hamiltonoperators Hy.

72
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Wir werden im Rahmen der stationdren Storungstheorie nur solche Probleme be-
trachten, bei denen W (und Hy) nicht explizit zeitabhéngig ist. (Der gegenteilige
Fall ist Gegenstand der sog. zeitabhdngigen Storungstheorie, s. spéter.) Wir wollen
weiter annehmen, daB Hy ein diskretes Energiespektrum hat, was bei gebundenen
Zustanden sicher der Fall ist.

Es wird sich als niitzlich erweisen, die Stérung in unserer Rechnung ,,an— und ab-
schalten® zu kénnen. Da die Stérung klein sein soll, macht es natuerlich Sinn, die Ei-
genwerte und Eigenfunktionen von H in eine Potenzreihe zu entwickeln. Die Stérung
W selbst ist aber ein Operator, kann also nicht als kleiner Parameter verwendet
werden. Um dieses Problem zu 16sen, konnen wir einen Parameter einfithren. Wir
schreiben also statt (15.1)

H=H,+ \W, (15.2)

worin wir dann A zwischen 0 und 1 variieren konnen. Fiir A = 0 erhalten wir den
ungestorten Hamiltonoperator Hy, fiir A = 1 den gestorten. Dies ermoglicht uns, die
Eigenwerte und Eigenfunktionen von H in Potenzen von A zu entwickeln. Am Ende
setzen wir dann A = 1 und erhalten die Eigenwerte und Eigenfunktionen fiir H.

Wie wir sehen werden, miissen wir unterscheiden, ob das Spektrum von Hy Ent-
artung aufweist oder nicht. Zunéchst behandeln wir den Fall, daf§ keine Entartung
vorliegt.

15.1 Storungstheorie ohne Entartung

Wir nehmen also an, dafl die Eigenwerte von Hy nicht entartet sind. Genauer be-
trachtet, reicht es aus anzunehmen, dafl dasjenige Energieniveau nicht entartet ist,
dessen Verschiebung wir berechnen wollen.

Zunichst die Ausgangslage: Der ungestérte Hamiltonoperator Hy habe normierte
Eigenzustande |px) mit diskreten, nicht entarteten' Eigenwerten ey,

Ho [or) = ek [x) (15.3)

die uns alle bekannt sein sollen. Die Eigenzustande des vollen Hamiltonoperators
seien mit |¢,) bezeichnet, die zugehorigen Eigenwerte mit E,,,

H[n) = (Ho + AW) [ibn) = En [¢00) (15.4)

wobei A € [0,1]. Der Operator W soll selbstadjungiert sein. Offenbar hangt hier
einiges von A ab, so daBl wir eigentlich schreiben sollten

H(\) [n(2)) = (Ho + AW) [0 (X)) = En(A) [n(X)) - (15.5)

"Damit sind die Eigenzustinde |¢x) automatisch orthogonal zueinander. (Warum?)
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Wir werden aber im folgenden wieder die einfachere Notation verwenden.

Fir A = 0 wollen wir aus H den ungestérten Operator Hy erhalten, deshalb ist

[0,) = |@n)  fir  A=0. (15.6)

Die ungestorten Eigenzustande |¢,) bilden ein vollstdndiges System, in das wir die
exakten Eigenzustande [¢,) entwickeln:

[0n) = D 1ok @k | ¥n) = Y chn ln) (15.7)

worin wir (g | 1,) mit ¢, bezeichnen. Wir nehmen nun weiter an, daB die Energieei-
genwerte £, () und die Entwicklungskoeffizienten ¢,,,,(A) analytisch von A abhédngen
und also in Potenzreihen in A entwickelt werden konnen:

E, = Z A B O L AEMD £ N2E® ... (15.8)
Cmn = Z )\“ = c + /\c( ) + /\265,%% + - (15.9)

Wie wir gesehen haben, ist fiir A = 0 gerade |¢,) = |¢,), also

E®) =¢, (15.10)

n

Weiter ergibt sich fiir die Entwicklung von |¢,)

V) = 2 cinlir) = szckn EREDIRD PN (15.11)
Iz k

k

Der Plan ist jetzt, in die Figenwertgleichung fiir H
(Ho + AW) [¢h) = E, |thn) (15.12)

die Potenzreihen einzusetzen,

(Ho + A\W) (Z MZC,M lok) ) = (Z ME;LM)) (Z Ay |¢k>) (15.13)
W v k
und einen Koeffizientenvergleich durchzufiithren. Fiir die linke Seite erhalten wir
(Ho +AW) 3037 el lon) =
k

STAST A HG o) + S0 A ST AW )
u k 1 k
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> chmen o)
k
(S bl + W o))
k k

2 (S elterlion) + S AIWlen) )+ (1510
k k
und fiir die rechte Seite von (15.13)
Euln) = (B +MED +MED +..) x
(Sl 42 Sl + 2 Tl + )
k k
= 0) zk:c |80]C

) (Eff’) Tl o) + BD Y Y m>)
k k
it (Egm S e o) + EO Y e ) 4 EO S ) m>)
k k k

L | (15.15)

Fiir die Koeffizienten von A haben wir also

Zﬁmé‘k |or) = Zﬁm |ox) = ijcgi)é‘n |ok) (15.16)
wobei wir (15.10) verwendet haben. Hieraus
chn ) ler) = (15.17)
Von links (¢,,| anwenden:
3 cll(e = n) (g lipn) = 0 (15.18)
O (e —e,)=0 (15.19)

Der Ausdruck in Klammern ist ungleich Null fiir m # n, also
0 =0 fir m#n. (15.20)

Aber fiir A = 0 ist offenbar ¢,, = ¢©

nn’

A =c,,(A=0)=1 (15.21)
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Also

O =5 (15.22)

mn

Weiter fiir den néchsten Koeffizientenvergleich (die Terme mit A')
EQ Y il lon) + B Y e o) = Yo clenlon) + X Wler)  (15.23)
k k k k
Mit (15.10) und (15.22)

en D e o) + EW ) = S cl)er on) + W ) (15.24)
k k

Anwenden von (p,| ergibt

encl) + B = e, 4+ (pn | Wey) (15.25)
Damit
EM = (o, |[We,) (15.26)

Wendet man andererseits auf (15.24) (p,,| mit m # n an, so findet man

enclt) = lem + (om | Ween) (15.27)
also
m | Wy
= 7@9 [Ween) fir m#n (15.28)
En — Em

Nebenbemerkung: Die ¢{f) sind durch die Gleichung (15.13) fiir s > 1 nicht bestimmt,
und wir kénnen sie gleich Null setzen. Diese Bedingung wird aber im weiteren nicht
gebraucht.

Fiir die Terme mit A\? erhalten wir schlieBlich

chn ox) + B chn ox) + B chn o) = 3 ePer [or) + 37 W o)
k k

(15.29)
Wir benutzen (15.10) und wenden (p,,| an:
enc® 4 EWc) 4 p&) = (@) 4 Zc,m en | W) (15.30)
Mit (15.26) also
(e [Win) + B = 3 e (pn | Wip) + ) (00 | Wep) (15.31)

k#n
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ED =3 ) (0, | W) (15.32)
k#n

wobei nach (15.28)
1y _ (or [Wen)  (pn |Wep)®

A= = 15.33
Cin €n — Ex En — €k ( )
Also
2
E7(12) _ Z |<99n |W5‘9k>| (]5.34)
k£n  En T Ek

Bis hierher haben wir die ersten drei Terme in der Potenzreihe fiir die exakten
Energieeigenwerte und die beiden ersten Terme in der Potenzreihe fiir die exakten
Eigenzustéande (bzw. deren Entwicklung nach ungestorten Eigenzustanden) des Ha-
miltonoperators H gefunden. Nach dem gleichen Prinzip lassen sich iterativ auch
die hoheren Terme bestimmen. Fiir praktische Anwendungen ist Stérungstheorie
aber gerade dann besonders niitzlich, wenn schon wenige Terme eine gute Naherung
darstellen. (Leider ist dies dem Problem nur selten anzusehen.)

Wir wollen nun sehen, was wir aus den hergeleiteten Formeln lernen kénnen.

e Die Formel fiir die Energieverschiebung in erster Ordnung,
ED = (00 | W) (15.35)

ist sehr wichtig. In Worten besagt sie: Die Energieverschiebung eines gegebenen
Zustands in erster Naherung ist gerade der Erwartungswert der Stérung in
diesem Zustand.

Wenn es sich bei der Storung um ein Potential handelt, W = W(Z), so hat die
Energieverschiebung in erster Ordnung dasselbe Vorzeichen wie die Storung.
Es ist

EM = /d% DWW (D)p(). (15.36)

Demzufolge erhélt man eine grofle Energieverschiebung nur dann, wenn die
Storung und die Wahrscheinlichkeitsdichte gleichzeitig (d.h. am selben Ort)
grof} sind.

e An der Formel (15.34) fiir die zweite Ordnung sieht man, daf} fiir die Konver-
genz der Storungsreihe auch die Nichtdiagonalelemente der Storung W (viel)
kleiner sein miissen als die Energiedifferenzen im Nenner.

e Ist |p,) der Grundzustand, so ist der Nenner in E?) immer negativ (siche
(15.34)), und damit E(?) selber: Der Beitrag der zweiten Ordnung zur Ener-
gieverschiebung des Grundzustands ist immer negativ.
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e Wenn die Matrixelemente von W etwa die gleiche GroBie haben (in der Praxis
wird man das eher vermuten als wissen), so wirken sich die néherliegenden
Niveaus starker in der Energieverschiebung 2. Ordnung aus, wie man leicht an
den Energienennern in (15.34) erkennt. Um die Energieverschiebung in 2. Ord-
nung abzuschétzen, wird man daher zunachst die Beitriage der ndherliegenden

Niveaus in (15.34) betrachten.

e Aus (15.34 1aBt sich weiter folgendes ablesen: Falls ein Niveau k stark zur
Energieverschiebung in zweiter Ordnung und damit in (15.34) beitragt (d. h.
es liegt nahe am Niveau n oder (@, | Wey) ist groBl), und liegt das Niveau k
oberhalb des Niveaus n — es gilt also ¢, > ¢, — so wird das Niveau n nach
unten verschoben. Liegt hingegen das Niveau k unterhalb des Niveaus n —
ek < €p, so wird das Niveau n nach oben verschoben. Dies bezeichnet man als
die gegenseitige AbstoBung der Niveaus in 2. Ordnung Storungstheorie.

e Die in den Ausdriicken fiir ¢{!) und E(?) auftretenden Energienenner sind von
Null verschieden, da wir angenommen hatten, dal das Niveau n nicht entar-
tet ist, fir das wir die Korrektur berechnen wollen. Diese Energienenner ver-
schwinden auch dann nicht, wenn eines der anderen Niveaus £k in der Summe
entartet ist. Auch in diesem Fall bleibt die Herleitung giiltig.

Wichtig ist auch zu beachten, da die in Stérungstheorie erhaltenen Naherungen fir
die exakten Eigenzusténde |t,,) im allgemeinen nicht automatisch normiert sind.

15.2 Storungstheorie mit Entartung

Wenn ein Energieeigenwert von Hy entartet ist, kénnen wir mit obiger Methode
nicht die Energieverschiebung berechnen. Dies erkennt man leicht an obiger Herlei-
tung, insbesondere an den Energienennern, die in diesem Fall Null werden kénnen.
Bei sehr vielen Problemen der Quantenmechanik tritt aber Entartung auf, es ist
daher sehr wichtig, auch diesen Fall behandeln zu kénnen. Meist ist die Ursache der
Entartung eine zusitzlichen Symmetrie, die durch die Storung W ganz oder teil-
weise aufgehoben werden kann. Fiir den Fall der Entartung wollen wir uns darauf
beschrianken, die Energieverschiebung in 1. Ordnung Stérungstheorie zu berechnen.
Prinzipiell kann dies aber zu beliebiger Ordnung durchgefithrt werden.

Statt eines Eigenzustands |p,) von Hy mit dem Eigenwert ¢,, haben wir jetzt meh-
rere solche Eigenzustande mit demselben Eigenwert ¢,,. Wenn dieses Niveau g,-fach
entartet ist, haben wir also g, linear unabhangige solche Zustande, die wir jetzt mit
|1 ) bezeichnen wollen, wobei 7 € {1,...,g,}. Wie man leicht sieht, sind dann auch
alle Linearkombinationen dieser ) Eigenzustinde von Hy. Wir erinnern uns, daf
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es die zentrale Annahme der Stérungstheorie war, dafl die Eigenzustinde von H
analytisch aus denen von Hy hervorgehen (Entwicklung in Potenzreihen in A, siehe
oben). Die Entartung kann aber durch die Stérung ganz oder teilweise aufgehoben
werden. Damit ist aber unmittelbar klar, dafl nicht alle der Linearkombinationen der
o) analytisch mit den exakten Eigenzustinden von H zusammenhingen kénnen.
Wir miissen vielmehr gerade solche Linearkombinationen finden, aus denen die exak-
ten Eigenzustdnde bei Einschalten der Stérung hervorgehen. Umgekehrt betrachtet
suchen wir also diejenigen Linearkombinationen der |¢%), die sich aus den Eigen-
zustanden von H im Grenzwert A — 0 ergeben. Diese sind gerade solche Zustande,
in denen die Stérung diagonal ist. Wir werden deshalb gerade die Stérung im Ent-
artungsraum diagonalisieren miissen.

Wir wollen jetzt die Eigenzusténde von Hy so wéihlen, daf sie ein Orthonormalsy-
stem bilden, insbesondere fiir die Eigenzustinde, die zu einem entarteten Eigenwert

gehoren. Also

wobei 4,7 € {1,...,9,}. (Es konnen ein oder mehrere Niveaus entartet sein.) Wir
erwarten natiirlich auch mehrere Eigenzustinde [¢!) (mit ¢ € {1,...,g,}). Das

Vorgehen ist dann zunéchst analog wie im nicht—entarteten Fall, wir ersetzen aber
im Ansatz fir die exakten Eigenzustinde zu H die Eigenzustande |p,) durch eine
Linearkombination der |¢%),

|L,9n> — Zaz |L,9n> . (15.38)

Wir werden dann geeignete Koeffizienten «; finden miissen. Zuerst kénnen wir wie
im nicht—entarteten Fall finden

BEO) =¢,, (15.39)

n

denn dies folgte gerade aus der Analytizitit in X. Auch fiir £()) kénnen wir zunschst
analog vorgehen. Im nicht—entarteten Fall hatten wir Gleichung (15.24) gefunden.
Die entsprechende Gleichung, die man mit der Ersetzung (15.38) jetzt findet, ist

an

Ik _
endoch) D ap el ) + EOY o

k =1 =1

)
(15.40)
Durch Projektion mittels (@7 | findet man (man beachte, da hier wie im nicht-

(1)

entarteten Fall die Terme mit ¢;,] herausfallen)

> oyl

k3

i (1) Ik
S‘on> - chn‘sk Z Qs
A ;

1p=1

. gn
P+ WY o
=1

W) = EMa; . (15.41)
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Diese Projektion ist fir jedes 7 € {1,...,g,} moglich, so daB (15.41) ein System
von g, Gleichungen ist. Dieses Gleichungssystem stellt ein endlich—dimensionales
(némlich g,-dimensionales) Eigenwertproblem fiir die Energieverschiebungen E()
in 1. Ordnung dar. Die linke Seite des Gleichungssystems ist durch die Koeffizi-
entenmatrix Wi = (p) |We!) gegeben, deren Eintriige die Matrixelemente der
Stérung W im Entartungsraum sind. Die Losungen (also die Eigenwerte E(!) und
Eigenvektoren @ = (a4, ..., a,,)) findet man also durch diagonalisieren der Koeffi-
zientenmatrix. Dies hatten wir oben bereits vorausgesehen: Um die Energieverschie-
bung in 1. Ordnung Stérungstheorie mit Entartung zu finden, muff man die Stérung
im Entartungsraum diagonalisieren.

Die Sache ist einfacher zu durchschauen fiir ein einfaches Beispiel: Bei 2-facher Ent-
artung erhalten wir aus (15.41) wieder mit der Notation Wj; = (! | W)
Whor + Wipay = E
Waan + Waay = E

Wy, (15.42)
Was, (15.43)
woraus sich zwei (i.a. verschiedene) Eigenwerte E(!) ergeben.

Die Parameter «; kénnen allgemein so normiert werden, daf
>l =1 (15.44)

Wir kénnen dann auch die Eigenzustande von H in 0. Ordnung bestimmen. Statt
der ¢g,, die wir ohne Entartung hatten, finden wir jetzt

©0) _ 5;mozz-, (1545)

;
Chn =
wobei i € {1,...,g,}, wobei wir in der Entwicklung der exakten Eigenzustédnde von
H nach denen von Hy jetzt natiirlich auch alle entarteten Zustdande beriicksichtigen

miussen:

o) (15.46)

k

Man kann auch bei Entartung héhere Ordnungen in der Stérung bestimmen, wir
wollen es aber hier mit der 1. Ordnung bewenden lassen.

15.3 Beispiele

Fiir Beispiele siehe die Ubungen.
Ohne Entartung:

P 24: endliche Kernausdehnung und atomare Energieniveaus
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P 30: anharmonischer Oszillator
P 37: Potentialtopf mit Stérung. Beimischung anderer Zustande in 1. Ordnung

Mit Entartung:

P 29: Zeeman-Effekt fiir Teilchen ohne Spin. Hier wird die Entartung durch die
Storung vollstandig aufgehoben, und die Stérung ist bereits diagonal im Entar-
tungsraum in der betrachteten Basis der 1, .

H 32: Alkali-Atome. Stérung wieder bereits diagonal im Entartungsraum

H 35: Linearer Stark-Effekt. Entartung wird teilweise aufgehoben



Kapitel 16

Kopplung von Drehimpulsen

16.1 Die Spin-Bahn-Kopplung

Aus der bereits erwéhnten Dirac-Gleichung fiir ein Spin } Teilchen im elektroma-
gnetischen Potential V(r) = e¢(r) folgt in niedrigster relativistischer Nédherung ein
Zustatzterm, die Spin-Bahn-Kopplung:

' tslov

2mic? T r (r)

Hps = (16.1)

wobei das Produkt ein direktes Skalarprodukt ist (s. 4.3)
LS = Y L, ® S
k
LSf(r.0,¢)|x) = b (L f(r 9, 9)) (Sk X)) (16.2)
Diese Wechselwirkung lasst sich verstehen:

Elektron sieht elektrisches Feld £ = —V¢ = —(2/r)0,¢. Im Ruhesytem des Elek-
trons erzeugt dies ein Magnetfeld B= —mLUC[ﬁX E] Dies wirkt mit dem Spin:

" B§=_° 7 7).8-0,¢ = ——L.S-8,V (16.3)
mocC M€ MyC r mgc r

nach Ersetzung durch Operatoren. Bis auf Faktor 2 obiges Resultat. Fehlt Thomas-
Prézession, da kein Inertialsystem. Gleichung nichtrelativistisch nicht exakt 16sbar,

Storungstheorie.

Der Faktor L.S ldsst sich am einfachsten im Rahmen des Gesamtdrehimpulses be-

handeln.

82
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16.2 Der Gesamtdrehimpuls

Da die S; und Ly in verschiedenen Raumen operieren, kommutieren sie. Da die S, die
Vertauschungsrelationen des Drehimpulses erfiillen, erfiillen auch die Komponenetn
des Gesamtdrehimpulses:

J=Lo1+18S=L+S (16.4)

wie wir kurz schreiben, die Vertauschungsrelationen des Drehimpulses. D.h. Eigen-
werte von J? sind j(j + 1)k*, die Eigenwerte von Js, jsh sind ganze oder halbe
Vielfache von h mit

Seien |¢]") Eigenfunktionen des Bahndrehimpulses, d.h. in der Ortsdarstellung Ku-

gelfunktionen, die Spinoren |x,), s = £4 Eigenfunktionen zum Spin 1.

eMan zeigt leicht:
14+1/2 ,
‘¢1+1;2> = ‘¢§> ‘X1/2> (16.6)
ist Eigenzustand zum Gesamtdrehimpuls ,,7 =1 + %” mit hochstem j3, d.h.
T 14+1/2 Y p +1/2 .
K ‘%+1;z> = (5 + 1R’ ‘L/JZH;Z% j=1+3
1+1/2 | IH1/2
J3‘¢z+1;2> = ]h‘¢z+1;2> (16.7)
Zum Beweis (j = J/h etc.):

1)(Ls+ S5) |67 [xa) = m 167) [xazz) + [61) s [xa/2) = (m + ) |67)
d.h. insbesondere obige Gleichung fiir Js.

2)Nach 12.17 gilt:

Xs)

Jafel) = ViG+D =il D)

j* - F3, 450,41 (16.8)
j+ WIZIHQ = (i‘+ ‘¢§>) ‘X1/2> + ‘¢§> é;+ ‘X1/2> =0 (16.9)

und .
32 |eitin) = (L+1/2)(0+3/2) [4517) - (16.10)

Die Zustande ‘ ,jj_l/2> .Js < [+ 1/2 erhalten wir durch Anwendung der Absteigeope-

ratoren J_ = L_ 4+ S_.
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Beispiel:
|y = a2 — 20— 172 [
= (£—|¢§>)‘X1/2> ‘¢z> ‘X1/2>
= I+ D) =11 =1)[¢") [xiy2)
+[61) V172312 = 1/2(=1/2) |[x212) (16.11)
daraus

‘@Z)ll;i;g = \/W(\/_‘¢ > ‘X1/2> + ‘¢§> ‘X—1/2>> (16.12)

Der Zustand ‘LZJZZ:;;;> ist der Zustand der auf ‘¢§;H§> senkrecht steht:

-2\ 1 RPN N

‘¢l—1/2> VG ( ‘991 > X1/2> + \/ﬂ‘¢1> ‘)&—1/2>) (16.13)
Phasenkonvention willkiirlich aber standardisiert.

Einen Zustand zum Gesamtdrehimpuls kleiner als / — £ kann es nicht geben: Wir
haben 2 linear unabhangige Spinoren und (2/ + 1) unabhingige Bahndrehimpulsei-
genzustande, also insgesamt 2(2[ + 1). Wir haben 2([ + %) + 1 Zustande zu j = [ + %
und 2(/ — %) +lzuj=1- % Dies schopft 2(20 4 1) aus.

Es gibt also zwei Eigenzustande ‘1/)5“> zu J? und Js, einen mit j =1+ % und einen
mit j = [ — 1. Dies geben wir im ket an: |/, %;j,j3>; 16.12 hat j = [ + 1, 16.13 hat

j:l—%. Es gilt:

jQ la%a]]?> = ](]'I'l)hz 72a] ]3>

EQ ]agaya 3> - ](]_I'])EQ ]727j773>

o .. 3 ..

S2|1,4:4,4s) = Zh 15,75

3|1, %:5,55) = gahi |, %:5.55) (16.14)
und wir fassen 16.12 und 16.13 zusammen:

[a %7]7]'3> = Z<la m; 27 a] _7'3> |¢l > |Xs~> (1615>

m,s

wobei 3 =1 + % und die Werte fiir j3 < j durch weitere Anwendung der Absteige-
operatoren auf 16.12 bzw. 16.13 erhalten werden.
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Die Entwicklungskoeffizienten (I, n; %,s;_j,j3> sind die Clebsch-Gordan Koeffizien-
ten. Die Summe ist tatsdchlich eine einfache Summe, da

(l,m; %,s;j,j3> # 0 nur fir m+ s = j3 (16.16)
Fir die Clebsch-Gordan Koeflizienten gibt es analytische Ausdriicke. Sie sind auch
tabelliert,z.B. in Mathematica: ClebschGordan[{j1,m1},{j2,m2}.{j3,m3}].

16.3 Kopplung beliebiger Drehimpulse

m2
J2

Aus den Drehimpulseigenzustéanden: ‘ ;71”> ,
lassen sich die Gesamtdrehimpulszustande

Wn> mit [j1 —Jo| £J < g1+ 52 und mo=my 4 my (16.17)
konstruieren. Die Entwicklungskoeffizienten sind die Clebsch-Gordon Koeffizienten.
715 25 I3, ) = Z (J1,m1; J2, ma; 3, m3) ‘¢x1> ‘¢22> (16.18)

myi,mz

Sie sind Wurzeln rationaler Zahlen.



Kapitel 17

Das H-Atom mit rel. Kor.

17.1 H-Atom mit Spin-Bahn-Kopplung

Wir gehen aus von dem Hamiltonoperator fiir ein Teilchen im elektrostatischen

Potential V(r) = e®(r). Mit Spinbahnkopplung (15.1) ist

1

H = HO-I— SL BV( ) (17.1)

mit

2 2
H, = 2m0(8 + 8) Sy L + V(r) (17.2)
Da |

S.L= 5(32—172—§2) (17.3)

gilt:

¢17.1 vertauscht mit den Operatoren:
J2, L% S?% J,

aber nicht mit Lj, S3. Wir kénnen daher gleichzeitige Eigenzustande zu diesen Ope-

ratoren und zu 17.1 finden. Diese bezeichnen wir mit |n, 1,1, j, js):
H|n,l,.5.55) = Eul|nil3.5,5s)
I 0,14, 4,5s) = 3G+ |n, 1L, 5, js)
L2003, 5,45y = 101+ DR |15, 5.5s)
S?|n,I, 15,],]'3> = %(% + 1)i* |n, 1, 5,],]3>
Jsln, 1,4 g,ds) = dsh|n,l.3.5.55) (17.4)
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Nichtrelativistisch konnen wir das Problem auch fir das Coulompotential nicht exakt
16sen und wir benédtigen die Stérungstheorie. Wir starten mit Eigenzusténden von

17.2. Diese haben die Form:
Ru(r)Y" (0, 0)xs = Ru(r) |9]") |X5) (17.5)

Den Zustand |rL [, 1 7075 _]3> zerlegen wir zundchst in r-Anteil und Drehimpulsanteil:

w05,y a) = Ru(r) |1, 34,5 ) (17.6)
mit
HoR,./(r \ Lijgs) = EORu(r)|l, 14, s)
I 0,0, 455.4s) = (G + DA% |n, 1,455, )
I? ,L,z,Q,] jay = U+ DR |n, 1L, 5.5
S?n,1,4:5.4s) = %7’3 n, 1,414, js)
Js|n, 1 kg, gs) = dshl|n,l 4:5.ds) (17.7)

(s.16.14). Nach 17.3 gilt:

2

Lo . ey
LS|l 4:5.5s) = an(T)?(](J +1) =l +1) = 23+ 1)

Damit erhalten wir fiir die Verschiebung durch die Spin-Bahn-Kopplung in erster
Ordnung Stérungstheorie:

1

= =1 o
An,j,l - <n 1725] ]3‘ (WSL;arV(T)) nala%7]7.73>
= LEQ( G+ —=1(14+1)—3(3+ 1)) /oo (r2dT|R l(r)|2la V(F/X)9)
2mac? 2 0 " ro '
Fiir das Coulomb-Potential ist
Ze: 1 Zel
__te 1 _Z% 17.1
V(r) s T@,V(T) 3 (17.10)
und damit:
1 h*Zel 00 51
Dosi = 5z (GG +1) =1 +1) = 33 +1>)/0 (dr | Ru(r)*~) - (17.11)

Das Integral iiber r ldsst sich analytisch ausfithren, die Singularitat bei r = 0 spielt
keine Rolle, da |R,i(r)]? o< r? und der Koeffizient fiir [ = 0 verschwindet.
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Die Aufspaltung zwischen den verschiedenen j-Werten zum gleichen [ wird durch
diese Formel ganz gut beschrieben, doch die Formel ergibt eine viel zu grofle Auf-
spaltung zwischen den gleichen Werten von j zu verschiedenem [. D.h. 17.1 ist eine
schlechte Beschreibung des Wasserstoffatoms. Grund: Es fehlen noch andere relati-
vistische Korrekturen, z.B. gilt ja:

1 . 1
E:moc2-|——2 T

mo 8m3c?

B+ ... (17.12)

17.2 Das Spektrum der Dirac-Gleichung

Wir geben hier nur das Resultat fiir das Spektrum der korrekten relativistischen

Gleichung, der Dirac-Gleichung wieder (Dirac 1928):

—-1/2
Z2 2
En; = moc? (1+ . .a 2)
(n=d =3+ + 17 - 2%

7%a? Z4at 374t
= 2 1 — _ ) 6
o ( on? (241 | sl (a >)

(17.13)

17.3 Hyperfeinstruktur

Die Hyperfeinwechselwirkung ist wegen der Kernspin-Resonanzmethode eine der
wichtigsten Anwendungen der Spinphysik.

Der Kern hat auch ein magnetisches Moment, das proportional zum Kernspin I ist:

L Zeogi -
M= 259K g (17.14)

2myc

der ein Magnetfeld erzeugt. Ist der Kern am Ursprung, so ist das resultierende
Magnetfeld:
8’/T - 3Mf 1 —

B = ?M(S(f) +— 7 — T—M (17.15)
Der resultierende Hamiltonoperator ist:
Hy,, = —S.B (17.16)
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Fiir den wichtigen Spezialfall [ = 0 erhdlt man in 1. Ordnung Stérungstheorie nach
Integration tiber die Raumkoordinaten:

4 " 2.2 Z 4 oL
(Hyy,), = 22cric 7o) g g (1717

3m]'{n3

Fihren wir den Gesamtspin

F=S+1 (17.18)
ein, so konnen wir den Erwartungswert in evidenter Notation wieder ausdriicken:

SI=1F?-8§?-T1? (17.19)

=

S0y = 2(P(P+ 1)~ M2+ )~ 14 1) (17.20)
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H-Atom im Magnetfeld

Da 17.1 nicht mit Lz kommutiert, missen wir den Einfluss des Magnetfeldes auch
bei Vernachlassigung des diamagnetischen Terms stérungstheoretisch behandeln.

18.1 schwaches Magnetfeld

Wir starten also von den Losungen von 17.1 R, (r) \l, %;j,j3>, und damit wird die

Verschiebung durch B = (0,0, B) gegeben durch:

A :—i@,%;j,jg\(L3+gss)|l,%;j,j3>/0°°r2dr|1%nz(r>l2 (18.1)

‘7-7175;.7-7.7-3 2m0C

Wir setzen ein 16.14 und erhalten:

eB N N . . (o0} 9
j,l,%;j,js - _Qmocggg,a’m;15’8;‘7’]3><l’ml5]5"‘;/;~7’-73>(m+-q“;)h(sm,m’(ss,s'(sm,js_s/o r2dr|
1
b =2 2 : Y
— _2m0c/0 r dT|Rnl(T')| ZI <l,m; %,s;]7]3> <]3 + (g _ 1)S)ﬁ
S:_E
Summation iiber die CG ergibt:
_ 27 +1. [, )
il MBBQ[ + 1]3/0 redr| Ry (r)] (18.3)

D.h. fir
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1S, j:1/2,
25, j=1/2,
2P, j=1/2,
2P, j=3/2,

H-ATOM IM MAGNETFELD

A =pp B2j;
A =pup B 23
A:/,LBB§]3
A:,LLBB%];:,
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clebsch2.nb

In[4]:= Sinplify[CebschGordan[{l, j3-1/2}, {1/2, 1/2}, {l +1/2, j3}1"2%x(j3+1/2) +
Cl ebschGordan[{l, j3+1/2}, {1/2, -1/2}, {l +1/2, j3}]1"2%(j3-1/2)]

2 (-1)* 03 i3 (141

Qut4] = 1+21

In[5]:= Sinplify[CebschGordan[{l, j3-1/2}, {1/2, 1/2}, {l -1/2, j3}1"2%(j3+1/2) +
ClebschGordan[{l, j3+1/2}, {1/2, -1/2}, {I -1/2, j3}]1"2%(j3-1/2)]

j3lI

+21

Qut[5] = -12-
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Wird das Magnetfeld so grofl, dass die Aufspaltung vergleichbar mit der durch
die Spin-Bahnkopplung ist, dann muss man beriicksichtigen, dass Zustande mit
verschiedenem j aber gleichem [ mischen, d.h (n = 2, [ = 1, j = 1/2) mit
(n=2,1=1, 5 =3/2), und wir miissen die resultierende Matrix diagonalisie-
ren. Einfacher wird es fiir grofle Magnetfelder, wenn die Spinbahnkopplung als eine
Storung zum Magnetfeld betrachtet werden kann.

18.2 Starkes Feld

Das Magnetfeld sei stark, aber nicht so stark, dass der diamagnetische Term wichtig
wird. Ist der Einfluss des Magnetfeldes starker als die Spin-Bahnkopplung, ist es
besser mit der Basis |¢]") |xs) zu starten und die Spin-Bahnkopplung als schwache
Storung zu betrachten. Wir erhalten dann:

/ —
An,l,m,s —

eB " ) . |
27”7'0C< ! X/s |(L3 +QSS)¢1 Xs)/o Izdr|Rnl(,>|Z

= ILLBB(m—I—gs)/O r2dr| R (r)|? (18.4)

Dazu kommen noch Verschiebungen durch die Spin-Bahn-Kopplung, die in dieser
Néherung unabhdngig vom Magnetfeld sind.
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Diskrete Symmetrieen

19.1 Raumspiegelung

Parititsoperator:

Es gilt:
P =P, P’=1

Die moglichen Eigenwerte von P sind +1. (s. Ubungen)
Sei Hy = —2V2 4+ V(r)

2m T

dann

Bew:

PHy(7) = (— h—mﬁi,, + V(rp))lb(fp)

2
= (T V) ()
HPU(E) = (- 5 V24 V) i)

oeWir konnen also gemeinsame Eigenvektoren zu Hy und P finden.

Schon getan, denn

PY"(0,¢) = V' (r = 7+ ) = (=1)! V" (0, 9)

94

(19.1)

(19.2)

(19.3)

(19.4)

(19.5)

(19.6)
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eSatz: Sei P |ip) = P |¢p), P |¢p) =P |¢pp) und P P =— | P? =1
Dann: (¢p | ¢p)=0.
Bew.

(60| Yr)=(¢p|P'P P Pyp)=(Pop|P P Pip)=—P(dp| vp)

(19.7)
Beispiel: = K r r T
P P!
P o7 Pay xY T
Py 7 xYp @ xp T 9

i (Pl p)
K ir 1 ri r T ir
1 1 ro ri 1 1 V/ rooTl

i r T

1 T + -6 0

9 S

_>

(& (&
N 7
Z
L
(o (0



L 19.

SY
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zeitst.nb

In[10]:= pp[t_]1: Plot[Sin[x t]1*"2/x"2/t, {Xx, 0, 10}, PlotRange All]

In[11]:= pp[1]
1

0.8

0.6+

0.4+

10

Qut[11] G aphi cs

In[12]:

pp[10]
10

10

N F
N
(o]
(]

Qut[12]= G aphics
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Al-Kr

Na,Mg

H,He <R>











































