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S 46 Erdmagnetfeld in Heidelberg (optional, +5 Punkte)

Das Magnetfeld der Erde kann an deren Oberfliche in guter Ndherung durch das Feld ei-
nes im Erdmittelpunkt lokalisierten magnetischen Dipols beschrieben werden. Wie grofs
ist die Inklination ¢ (d. h. der Winkel zwischen Erdmagnetfeld und lokaler Horizontalebe-
ne) in Heidelberg? Nehmen sie dazu vereinfachend an, dass die magnetische Breite mit
der geographischen Breite iibereinstimmt. Letztere betriagt fiir Heidelberg g = 49,4°.
Hinweis: Beachten Sie, dass die geographische Breite beziiglich des Aquators gemessen
wird, d.h. am Aquator ist 5 = 0, am Nordpol 8 = 90°.

S 47 Zur retardierten Green-Funktion der Wellengleichung

(optional, +5 Punkte)
Wir betrachten die inhomogene Wellengleichung O (x,t) = f(«,t) und wollen ihre
retardierte Green-Funktion aus wenigen Annahmen herleiten.
Fiir eine Green-Funktion G(x,t) der inhomogenen Wellengleichung gilt

OG(w,t) = 6P (@)i(t), (1)
so dass ¢(z,t) = [d®2’ [dt G(x —x',t — ') f(2',t') eine spezielle Lésung der inhomo-

genen Wellengleichung ist.

(a) Wir fordern fiir die gesuchte Funktion Gie; Kausalitdt (wir wollen die retardierte
Green-Funktion bestimmen) und Rotationssymmetrie in &. Welche Bedingungen
an Gret(x,t) ergeben sich daraus?

(b) Betrachten Sie nun zunéchst Gl. (1) fiir & # 0 und zeigen Sie, dass Gret(x,t) =
g(r — ct)/r mit einer beliebigen Funktion g(&) die allgemeine mit den in (a) erhal-
tenen Bedingungen vertragliche Losung ist.

(c) Betrachten Sie nun die volle Gl. (1). Zeigen Sie, dass g(§) = 4= 0(£) gilt und folgern
Sie, dass Gret(x,t) = 75 6(r — ct).
P 48 Langenkontraktion am Nordpol (+3 Punkte)

Der Weihnachtsmann hat zu Weihnachten einen neuen Schlitten mit der stattlichen
Lénge von 10m geschenkt bekommen. Seine Garage ist aber nur 5m lang. (Er wollte



seine Garage rechtzeitig zu Weihnachten auf die erforderliche Linge umbauen lassen,
der Handwerker ist aber nie aufgetaucht.) Deshalb weist er Knecht Ruprecht an, mit
v = @c auf die Garage zuzusteuern. Der Schlitten sei ja dann nur noch 5m lang, so
dass er in die Garage passe. Er werde dann schnell das Garagentor schliefsen. Knecht
Ruprecht ist allerdings ein dngstlicher Typ und weist seinen Chef darauf hin, dass die
Garage nur noch 2,5m lang sei, wenn sie mit v = @c auf den Schlitten zukomme. Der
Schlitten konne da wohl nicht hineinpassen, so dass der Weihnachtsmann das Tor gar
nicht schlieffen kénne, weil noch 7,5 m Schlitten herausragen wiirden. Wer von den beiden

hat mehr Ahnung von Relativitédtstheorie und warum?

S 49 Lorentz-Transformation elektromagnetischer Felder (7 Punkte)

Zeigen Sie, dass die longitudinalen und transversalen Anteile der Felder E' und B’ in
einem Inertialsystem I’, das sich mit der der Geschwindigkeit v relativ zum System I
bewegt, von den entsprechenden Komponenten in I abhéngen gemaf

Ej=EB  wd  Bj=B, (2)

E,=vE, +8xB) wd B, =~B.,-BxE), (3)
wobei wie tiblich v = /1 —v2/¢? und B8 = v/c.

Hinweis: Es reicht aus, einen Boost in z-Richtung zu betrachten. Untersuchen Sie dann
die Lorentz-Transformation des Feldstarketensors F*, d.h.

FIM = AF A7, PP = A, P (A7), (4)

worin

0 -E, —-FE, —L.

E, 0 -B, By (5)
E, B, 0 -B, |’

E., -B, B, 0

FH = QP AY — 9" Al =

und betrachten Sie die einzelnen Komponenten von F'*V.

S 50 Dualer Feldstdrketensor (4 Punkte)
Wir wollen den zum Feldstérketensor F** dualen Tensor F** betrachten.
(a) Konstruieren Sie explizit den dualen Feldstirketensor F* = %e‘“’p"Fpg, worin
e"P? der total antisymmetrische Tensor mit €?1?3 = +1 ist.

Hinweis: Wegen der Antisymmetrie von e tragen zu jedem nichtverschwinden-
den Element von F*¥ nur zwei Elemente aus F*¥ bei.

(b) Was bedeutet die Gleichung 9, F** = 0 fiir die Felder E und B?



S 51 Invarianten des elektromagnetischen Feldes (4 Punkte)

Berechnen Sie die lorentzinvarianten Ausdriicke F*"F),,, und F M F,,. Folgern Sie aus
der Invarianz dieser beiden Grofien:

e Sind die Betrdge von E und B in einem Inertialsystem gleich, so sind sie es in
jedem Inertialsystem.

e Stehen F und B in einem Inertialsystem senkrecht aufeinander, so gilt dies in
jedem Inertialsystem.

S 52 Elektromagnetische Dualitat und magnetische Monopole

(optional, +12 Punkte)
In dieser Aufgabe wollen wir einige Auswirkungen der hypothetischen Existenz von ma-
gnetischen Monopolen untersuchen. Dazu fiihren wir in die Maxwell-Gleichungen ma-
gnetische Ladungs- und Stromdichten ein:

1 0B 4
div E = 4mpe rotE+787:—£jm7
c Ot c (6)
10E 4
div B = 4mpy,, rotB— - =
c Ot c

(a) Leiten Sie die Kontinuitétsgleichung fiir magnetische Ladungs- und Stromdichten
her.

(b) Verallgemeinern Sie die Dualitédtstransformation mit Drehwinkel § aus Aufg. 41 so,
dass die modifizierten Maxwell-Gleichungen (6) invariant sind, indem Sie gleich-
zeitig die Ladungs- und Stromdichten in geeigneter Weise transformieren.

(c) Nehmen Sie fiir diese Teilaufgabe an, dass alle Teilchen im Universum ein konstan-
tes Verhéltnis von magnetischer zu elektrischer Ladung haben, so dass pm = Kpe
und j,, = KJ, mit K € R. Zeigen Sie, dass man dann durch eine Dualitédtstrans-
formation mit geeignetem @ stets p/, = 0 und 5/, = 0 erreichen kann. Was wiirde
also diese Annahme fiir die Existenz von magnetischen Monopolen bedeuten?

(d) Betrachten Sie einen magnetischen Monopol der Stérke g, der am Ursprung ruht.

(i) Bestimmen Sie mit Hilfe des Gauischen Satzes sein magnetisches Feld B, und
berechnen Sie den magnetischen Fluss durch eine Kugel um den Ursprung.
Folgern Sie, dass nicht B, = rot A mit einem iiberall reguléren (d.h. nicht
singuldren) Vektorpotential A gelten kann.

(ii) Wir folgen im Weiteren einem Vorschlag von P.A.M. Dirac. Dazu stellen wir
den Monopol als Ende einer unendlich diinnen und unendlich langen Spu-
le dar, die vom Ursprung entlang der negativen z-Achse bis ins Unendliche
reicht. Argumentieren Sie, dass das Feld dieses Solenoids durch

B = g f—g +4mg 0(—2)0(2)d(y)es (7)



gegeben ist. Vergleichen Sie B, mit By, . Zeigen Sie, dass fiir By, iiberall
div By, = 0. Es gibt also ein Vektorpotential Ay mit rot Agyp = Bgol.

(iii) Die Linie, entlang derer wir das gedachte Solenoid legen, nennt man Dirac-
String. Entnehmen Sie Gleichung (7), dass der Dirac-String einen magneti-
schen Fluss gleich dem, der vom Monopol ausgeht, fiihrt. Driicken Sie das
magnetische Feld B, des Monopols durch das Vektorpotential Ay, und den
Beitrag des Dirac-Strings aus.

Sie konnen unter Ausnutzung der Kugelsymmetrie das Vektorpotential Agg
bestimmen und kénnen in Kugelkoordinaten (r, ¢, ) z. B. finden:

r  sind e (8)

Wie erwartet ist dieses Vektorpotential singuldr, ndmlich auf der negativen
z-Achse, entlang des Dirac-Strings.

1—cosd
Asol(w) = g e

Bemerkung: Die Lage des Dirac-Strings im Raum kann man durch Eichtransfor-
mationen verdndern. Aus der Forderung, dass der Dirac-String unbeobachtbar sein
soll, hat Dirac im Rahmen der Quantenmechanik die Beziehung 2 = § mit n € N
hergeleitet, die die Quantisierung der elektrischen Ladung impliziert, falls mindes-
tens ein magnetisch geladenes Teilchen existiert.

S 53 Doppler-Effekt und extrasolare Planeten (5 Punkte)

Ein Stern sende in der zur Erde zeigenden 1-Richtung eine linear polarisierte ebene
elektromagnetische Welle aus, die wir auf der Erde empfangen, die sich mit der Ge-
schwindigkeit v = vej relativ zum Ruhesystem des Sterns von ihm wegbewegt.

(a) Berechnen Sie die Doppler-Verschiebung der Frequenz v/ /v und die Lichtgeschwin-
digkeit ¢/ im Ruhesystem der Erde

(i) mittels einer Galilei-Transformation.

(ii) mittels einer Lorentz-Transformation.

(b) Extrasolare Planeten kreisen mit ihrem Stern um den gemeinsamen Schwerpunkt.
Dadurch bewegt sich der Stern periodisch, was sich in einer Doppler-Verschiebung
des von ihm ausgesandten Lichts bemerkbar macht. Fast alle bisher bekannten ex-
trasolaren Planeten wurden durch die Beobachtung dieser Verschiebung gefunden.
Derzeit kann man bei Sternen relative Verschiebungen A /A — 1 der Wellenlédngen
von Absorptionslinien im sichtbaren Bereich mit einer Genauigkeit von 10~% und
besser messen. Wie schnell bewegt sich ein Stern, dessen sichtbares Licht um diesen
Betrag verschoben ist?

Frohe Weihnachten!




