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P 20 Zeitumkehroperator fiir Teilchen mit Spin 1/2 (8 Punkte)

Wir betrachten Spin-1/2-Teilchen. Der Hamiltonoperator sei (mit S=¢ /2) gegeben
durch H= —ZA + V(&) + W(Z) L - S. Der Zeitumkehroperator 7 ist fiir Spinoren

2m

¥ definiert durch
TY(Z,t) = —io)™ (T, —t1) . (1)

Zeigen Sie:
(a) 0} = —090409 in der Standarddarstellung der Pauli-Matrizen.
(b) Der Zeitumkehroperator 7 : ¢ — 1/ ist antiunitér.

(c) Bestimmen Sie 7.

(d) Es gilt
TP = —PT (2)
TX = XT (3)
TL = -LT (4)
7S = -ST (5)
[H,T] = 0. (6)

Hinweis: Wenden Sie diese Produkte von Operatoren auf einen Spinor ¢ an.

(e) Falls (%, t) eine Losung der Schrodingergleichung ist, so ist auch ¢/ (Z,t) =
T(%,t) eine Losung.

(f) Falls ¢p Losung der stationdren Schrodingergleichung zum Eigenwert E ist, so
ist ¥}, = T1p ebenfalls Losung mit dem selben Eigenwert. (Hinweis: Benutzen
Sie z.B. daB [H,7] = 0.) Es gilt (¢g|¢;) = 0, d.h. die beiden Zustédnde sind
orthogonal. Dies bezeichnet man als Kramersche Entartung.
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S 21 Lorentz-Transformationen (12 Punkte)

Wir betrachten den R? mit den Koordinaten 2° = ¢t, 2! = z, 22 = y, 2° = 2, zusam-

mengefafit im kontravarianten 4-Vektor z* (u = 0, 1,2, 3), und einem Skalarprodukt
a-b=a,b = g,0a"b", worin (g,,) = diag(l, -1, —1, —1). Diesen Raum bezeichnet
man als Minkowski-Raum.

Als homogene Lorentz-Gruppe bezeichnet man die linearen Transformationen

at — a'" = A*,a”, die das Skalarprodukt invariant lassen, d. h.

(Aa) - (Ab) = (A, a))(A*0Y) =a-b. (7)

(a) Wir untersuchen zunéchst Lorentz-Transformationen, bei denen der zeitartige
Basisvektor ey = (1,0,0,0) auf sich selbst abgebildet wird, Aey = €. Argu-
mentieren Sie, daf} sich jede solche Transformation schreiben l&3t als

A, = (RPFY" (8)
wobei k € {1,2},
1000
0
R = 0 . (9)
0

mit R € SO(3), und P die Matrix der Raumspiegelung ist.

(b) Geben Sie P und P? in Matrixdarstellung an und zeigen Sie, daf fiir die Matrix
T der Zeitspiegelung gilt 7 = —P.

Im folgenden wollen wir Lorentz-Boosts betrachten, die gegeben sind durch

v —yv/c 0 0 )
—yvfe 0 0 B v*\ 2
Ay = 0 0o 10 |’ 7_(1_5 ' (10)
0 0 01

(c) Geben Sie t’ und 2’ explizit an. Zeigen Sie, daf§ det A = 1 und bestimmen Sie
(A™H)",.

(d) Zeigen Sie, dafl man obige Transformation erhélt als

A, = [exp(wKL)])" ) (11)
w = Artanh (%) (12)
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als Rapiditéat bezeichnet wird und

0 -1 00

-1 0 00
B

0O 0 00

die Erzeugende der Boosts in z-Richtung ist. Wie lassen sich cosh w und sinh w
mit v und v/c in Verbindung bringen? Wie sehen die Generatoren fiir Boosts
in y- und z-Richtung aus?

(e) Zeigen Sie, daB fiir zwei aufeinanderfolgende Boosts in z-Richtung die Ra-
piditat additiv ist. Leiten Sie daraus die relativistische Additionsformel fiir
Geschwindigkeiten her.

(f) Zeigen Sie, dafl die Transformation fiir einen Lorentz-Boost im nichtrelativis-
tischen Grenzfall in eine Galilei-Transformation iibergeht.

Man kann zeigen, daf} sich jede homogene Lorentz-Transformation schreiben 148t als
A = sign(A%) Ap (D) R(§) P, (14)

worin wieder k € {1,2}, R({) eine Drehung mit Drehvektor ¢ ist (siehe (9)), und
Ap(J) ein Boost in Richtung o mit Rapiditét |d| ist.

(g) Driicken Sie diese Formel in Worten aus. Wieviele Erzeugende hat demzufolge
die homogene Lorentz-Gruppe?

Weitere Informationen unter:
http://www.thphys.uni-heidelberg.de/~ewerz/qm2-0708.html



