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6. UBUNG ZUR QUANTENMECHANIK

Abgabe der Hausiibungen: 6. Juni vor der Vorlesung
Besprechung der Présenziibungen: 1. Juni

Die Klausur findet am 11. Juni um 11.00 Uhr s.t. im grofen Horsaal, Philosophenweg
12 statt. Dauer: 120 Minuten. Als Hilfsmittel diirfen Sie ein selbstbeschriebenes Blatt
(DIN A4) mitbringen.

P 20 Drehimpulsalgebra (3 Punkte)

Die Komponenten des Drehimpulsoperators L sind definiert durch Ly = €1m QP
wobei iiber doppelt auftretende Indizes summiert wird. Es gilt [Ly, L;] = iheg,Li,.

—2

(a) Zeigen Sie {Lk,L } =0.

Hinweis: Beachten Sie einen geeigneten fritheren Hinweis.
(b) Berechnen Sie (L% + Lg) Y.

(c) Seien A,B zwei selbstadjungierte Operatoren mit [A, B] = 0. Sei weiter ein
vollstandiges System von Eigenzustédnden von A gegeben durch [),), die zu-
gehorigen Eigenwerte seien a,. Wir nehmen der Einfachheit halber an, daf
das Spektrum von A nicht entartet ist, d.h. a,, # a,, fir n # m. Betrachten
Sie die Matrixelemente von [A,B] und schlieen Sie, dafl B diagonal in der
Basis |t,) ist. Zeigen Sie, daf§ die [¢,) auch Eigenzustiande von B sind. (Hin-
weis: Ergénzen Sie im Ausdruck B |¢;) zwei vollstindige Systeme.) Welche
Anwendung hat dies im Falle der Drehimpulsoperatoren?

H 21 Herleitung der Pauli-Matrizen (5 Punkte)
Wir wollen die bekannte Form der Pauli-Matrizen fiir den Drehimpuls j = 1/2 aus
den allgemeinen Eigenschaften des Drehimpulsoperators J herleiten. Wir betrachten

die Zustande ’gzﬁ}">, die Eigenzustidnde zu J ? und J3 sind,

Flomy = G +op2|er) (1)
Js|oy) = mhler) . (2)
Fiir die Operatoren J4 = J; £14J5 gilt
Iolor) = JG—m)G+m+1)h ey (3)
I_|or) = JG+m)G—m+1)h|er). (4)
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Fiir den Drehimpuls j = 1/2 kann m die Werte —1/2 und +1/2 annehmen. Wir

identifizieren
-() k() e

Fiir den Fall j = 1/2 schreibt man iiberlicherweise J = S = L. Leiten Sie aus den
obigen Bedingungen (2) — (4) die explizite Darstellung der Pauli-Matrizen o; her.

¢
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H 22 Kohirenter Zustand im harmonischen Oszillator (5 Punkte)

Die normierten Energieeigenzustéinde des eindimensionalen harmonischen Oszilla-
tors seien |¢,) mit n € IN. Fiir ¢ € C sei ein Zustand gegeben durch

el

2
@) = ¢~ = exp (cAT) [¢) , (6)
wobei wir die Operatoren aus Aufg. H 14 verwenden.!

(a) Zeigen Sie, dafl |¢) normiert ist, d.h. (¢ | ¢) = 1.

(b) Zeigen Sie, daB die Wahrscheinlichkeiten |(1, | ¢)|* einer Poisson-Verteilung
folgen:

n

N™ _
[ |9)° = —e™. (8)
n!
Welchen Wert hat N? Welche Wahrscheinlichkeit gibt | (1, | ¢)|* an?

(c) Zeigen Sie, daB |¢) ein Eigenzustand zum Absteigeoperator A ist und bestim-
men Sie den zugehorigen Eigenwert.

Zur Bedeutung: Der Zustand |¢) ist ein sog. kohdrenter Zustand. Solche Zusténde
spielen u. a. in der Quantenoptik eine wichtige Rolle, z. B. bei Lasern.

H 23 Sphirischer Potentialtopf (5 Punkte)
Wir wollen den dreidimensionalen sphérischen Potentialtopf unendlicher Tiefe un-
tersuchen. Das Potential ist also mit R > 0

L. [0 fir|l@ <R
V(m)—{ 0o fiir R < |]. (9)

Wir wollen im folgenden Energieeigenwerte £ > 0 und zugehérige Eigenfunktionen
bestimmen.

(a) Geben Sie den Hamiltonoperator fiir die Bewegung eines Teilchens der Masse
m in diesem Potentialtopf an.

'Beachten Sie, da8
(A1) ) = vl ) - (7)
(Diese Formel enthielt in Aufg. H 14 einen Druckfehler.)
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(b)

Setzen Sie die Losung im Ortraum unter Verwendung von Kugelkoordinaten
an als

U(r,d,¢) = filr)Y," (0, ¢). (10)

Sei k? = QH—@E . Zeigen Sie, dal der obige Ansatz eine Losung der Energieeigen-
wertgleichung ist, falls g;(z) = fi(r/k) der Differentialgleichung

2 2d 1(1+1)

dz?2  zdz 22

+ 1] q(z) =0 (11)

geniigt. Diese Differentialgleichung ist als (sphérische) Besselsche Differenti-
algleichung bekannt. Thre Losungen sind die (sphérischen) Bessel-Funktionen
Ji(z) und Neumann—Funktionen n;(z).

Zeigen Sie, daf§ die Funktionen

_ sin z cos z
Jo(z) = . und no(z) = . (12)

Losungen der Differentialgleichung (11) fiir [ = 0 sind.

(optional) (+ 2 Punkte)
Zeigen Sie, dafl jo im Ursprung regulér ist und dafl ny im Ursprung nicht
regular ist. Warum muf} die Losung ng bei unserem Problem ausgeschlossen
werden?

Finden Sie die moglichen Energiewerte E fiir den Fall [ = 0. Verwenden sie
hierbei ausschliellich die Losung jp.

Hinweis: Beachten Sie, dafi Wellenfunktionen an unendlich hohen Potential-
schwellen verschwinden miissen.

(optional) (+ 3 Punkte)
Zeigen Sie, dafl

) = o) —melz)  wd m() = ) ) (19

die Differentialgleichung (11) fiir [ = 1 lésen. Zeigen Sie, dafl j; im Gegensatz
zu np reguldr im Ursprung ist. Finden Sie fiir [ = 1 eine Bedingung fiir die
moglichen Energieeigenwerte.

Weitere Informationen unter:
http://www.thphys.uni-heidelberg.de/~ewerz/qmueb01.html
http://www.thphys.uni-heidelberg.de/~dosch/qm01.html



