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P 29 Zeeman-Effekt fiir Teilchen ohne Spin (3 Punkte)

Wir wollen das Wasserstoff-Atom in einem konstanten Magnetfeld B betrachten.
Der Hamiltonoperator hat die Form
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Der dritte Term tragt zum Paramagnetismus des Atoms bei, der letzte zum Dia-
magnetismus. Wir wollen das Magnetfeld in z-Richtung wéihlen, B = (0,0, B). Fiir
schwache Magnetfelder kann der quadratische (diamagnetische) Term vernachlissigt
werden.

(a) Schétzen Sie das Verhéltnis des quadratischen und des linearen Terms in B
ab. Hinweis: Nehmen Sie an, daf || etwa dem Bohrschen Radius a entspricht,
und setzen Sie (Lg) ~ h.

(b) Wir wollen nun den Fall schwacher Magnetfelder untersuchen, den sog. (nor-
malen) Zeeman-Effekt. Wir vernachléssigen also den quadratischen Term in
B. Zeigen Sie, daff die bekannten Eigenzustéinde v,,;,, des Coulomb—Problems
auch Eigenzustdnde zu H sind und geben Sie das Energiespektrum an.

Bemerkung: Der Zeeman—FEffekt ist ein Beispiel fiir Storungstheorie mit Entartung.
Durch die Storung wird die Entartung der Zusténde mit verschiedener magnetischer
Quantenzahl m vollstéindig aufgehoben. Die Entartung stellt beim Zeeman-Effekt
kein zusétzliches Problem dar, da die Storung beziiglich der Eigenzustiande ,,,,, des
ungestorten Coulomb—-Potentials bereits diagonal ist.

H 30 Aharonov-Bohm-Effekt (5 Punkte)

Elektronen aus einer Quelle bei 7 treffen auf eine Doppelspaltanordnung, hinter
der ein Schirm aufgestellt ist. Zwischen den beiden Spalten ist sei eine (unendlich
lange) Spule parallel zu den Spalten angebracht, die ein Magnetfeld erzeugt, das
auf das Innere der Spule beschrankt ist. Die Spule sei derart abgeschirmt, daf} die
Elektronen nicht in das Magnetfeld eindringen kénnen.
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Der Hamiltonoperator fiir die Bewegung eines Elektrons im konstanten Magnetfeld
B ist
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wobei —e( die Elektronladung und A ein Vektorpotential fiir B ist, d, h. B=VxA.
Zeigen Sie zunéchst, daf§ das Vektorpotential (A € R)
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das Magnetfeld obiger Versuchsanordnung beschreibt. Zeigen Sie weiter, dafl

on(@) = oxp (=42 "0 ) ol (@)
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eine Losung der Schrodingergleichung mit Magnetfeld ist, wenn () eine Losung

der Schrodingergleichung ohne Feld ist. Zeigen Sie mit Hilfe der Ergebnisse der

Aufgabe H 28, daf} sich das Interferenzmuster auf dem Schirm &ndert, wenn das

Magnetfeld in der Spule ein- bzw. ausgeschaltet wird.

H 31 Anharmonischer Oszillator (5 Punkte)

Der eindimensionale anharmonische Oszillator ist gegeben durch den Hamiltonope-
rator s
he d I 5,
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worin W (z) ein Polynom in x ist.
(a) Berechnen Sie fiir den speziellen Fall (C' € R, D € R;)
W(z) = Cx® + Dx* (6)

die Energieverschiebung der Niveaus des harmonischen Oszillators in Stérungs-
theorie 1. Ordnung. Bleibt das Spektrum unter Einflul der Stoérung dquidi-
stant?

Hinweis: Driicken Sie die Stérung mit Hilfe der Auf- und Absteigeoperatoren
AT und A aus. Beachten Sie, daB der Erwartungswert eines Produkts dieser
Operatoren in einem reinen Zustand des ungestérten harmonischen Oszilla-
tors nur dann nicht verschwindet, wenn in dem Produkt gleich viele Auf- und
Absteigeoperatoren auftreten.

(b) (optional) (+3 Punkte)
Betrachten Sie den harmonischen Oszillator

Ho:———+§mw x (7)



mit der kleinen Stérung (e < 1)
1
W =W(z) = §emw2x2 . (8)

Geben Sie zunéchst die exakte Losung an und entwickeln sie die Energieeigen-
werte in eine Potenzreihe in €. Berechnen Sie dann die Energieverschiebung in
Storungstheorie bis zur 2. Ordnung und vergleichen Sie mit dem ersten Ergeb-
nis.

Hinweis: Beachten Sie, dafl in 2. Ordnung nur zwei andere Niveaus zur Ener-
gieverschiebung des n-ten Niveaus beitragen (welche?).

H 32 Alkali-Atome (5 Punkte)

In einem Alkali-Atom wird die Kernladung durch die Elektronen gefiillter Schalen
abgeschirmt, so dafl das effektive Potential fiir das Leuchtelektron die Form
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hat, wobei x eine monoton fallende Funktion ist mit x(r) > 0, x(0) = 1 und x(o0) =
0. Ein moglicher Ansatz fiir diese Abschirmfunktion ist z. B. x(r) = exp(—r/a). Im
folgenden wollen wir den Spin des Elektrons vernachléssigen.

(a) Geben Sie die Ausdriicke fiir die Energie des Leuchtelektrons mit der Haupt-
quantenzahl n > 1 in Storungstheorie 1. Ordnung an, indem Sie die Abwei-

chung vom Coulombpotential als Stérung betrachten. (Hier ist keine Rechnung
erforderlich.)

(b) Zeigen Sie, dal die Stérung (d.h. die Energieverschiebung) diagonal in den
Quantenzahlen [ und m ist.

(¢) Argumentieren Sie, dal der Zustand mit [ = 0 am tiefsten und daf der Zu-
stand mit [ = n — 1 am hochsten liegt. Betrachten Sie hierzu die Stérung in

erster Ordnung. (Es ist keine Rechnung erforderlich, eine Skizze kann dagegen
helfen.)

(d) Bestimmen Sie das Verhalten der exakten Losung am Ursprung,.

(e) (optional) (+6 Punkte)
Schétzen Sie fiir das Leuchtelektron des Natrium—Atoms die Aufspaltung zwi-
schen der s-Welle und der p-Welle des Grundzustands ab. Benutzen Sie hierzu
in der Storung x(r) = exp(—r/a). (Es bietet sich an, fiir die hier auftretenden
Integrale z. B. Mathematica oder Maple zu benutzen.)

Weitere Informationen unter:
http://www.thphys.uni-heidelberg.de/~ewerz/qmueb01.html
http://www.thphys.uni-heidelberg.de/~dosch/qm01.html



