Allgemeine Relativitatstheorie

Sommersemester 2007

Blatt 4
Besprechung;:
am 14.05., 16:15 im neuen Hérsaal, Philosophenweg 12 und
am 16.05., 11:15 im groflen Horsaal, Philosophenweg 12

1. In der Vorlesung wurde gezeigt, dafl sich die Wirkung eines Teilchens im Gravitationsfeld

als
1

S = 3 /dT (7]’%2 — nm2)

schreiben ldsst. Hierzu wurde eine unabhingige Metrik ds? = ~,,d7? auf der Bahn-
kurve einfithrt. Es ist n = /—7,-.

e Zeige dafl diese Wirkung unter einer Reparametrisierung 7 — 7/(7) invariant ist.

e Setze m = 0 und ermittle durch Variation der Wirkung die Bewegungsgleichung
eines masselosen Teilchens im Gravitationsfeld.

2. Der Kriimmungstensor

e Benutze die auf dem letzten Blatt (Aufgabe 4) berechneten Christoffelsymbole um
den Kriimmungstensor einer zweidimensionalen Sphére zu berechnen.

e Welche Kriimmung ergibt sich (ohne zu rechnen) aus der Metrik
ds® = dr® + r’d0? + r*sin 0*d¢* 7

3. Betrachte zwei Vektoren o, 6* € T,M und infinitesimale Translationen in deren Rich-
tungen: ¥ — z#+eat und x* — xt+ed*. Um zwei sukzessive Translationen ausfithren zu
konnen, mufl der zur zweiten Translation gehorende Vektor entlang der ersten Translati-
on parallel transportiert werden. Welcher Bedingung mufl der Zusammenhang geniigen,
damit die Reihenfolge ohne Bedeutung fiir das Ergebniss ist?

4. Berechne den Paralleltransport eines Vektoren entlang einer infinitesimal kleinen Schlei-
fe. Es empfiehlt sich die Schleife entlang zweier Koordinatenachsen zu wéhlen, so dafl
der Weg in vier Teile zerlegt ist. Wir bezeichnen die beiden Richtungen mit 2! und 2.
Entlang eines Weges in Richtung z! gilt

dv*
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= 0"

Die Differenz Av* zwischen dem urspriinglichen und dem um die Schleife transportierten
Vektor ldsst sich nun als Summe von vier Integralen schreiben. Im Limes einer infini-
tesimal kleinen Schleife entwickle man zwei der Integranden so, daf sich die Integrale
paarweise zusammenfassen lassen. Des weiteren kann man die Integrale als Produkt aus



Integrand und Lénge des Integrationsweges ndhern. Benutzt man nun fiir die auftreten-
den Ableitungen von v* noch einmal die Gleichung fiir den Paralleltransport, erhélt man
Av¥ als

AvY = 6162R12# Yor.

Hier bezeichnen 6, und &, die Ausdehnung der Schleife in z! und z? Richtung. Es
wird also in gekriimmten Mannigfaltigkeiten ein Vektor durch Paralleltransport um ei-
ne Schleife linear auf einen anderen Vektoren abgebildet. Die geometrische Bedeutung
des Kriimmungstensoren ist es, diese Abbildung zu generieren. Betrachtet man nun die
Menge aller Abbildungen welche von Schleifen induziert werden, gelangt man zur sogen-
nanten Holonomiegruppe.



