Quantenmechanik

Vorlesungsnotizen zum Kurs von A. Hebecker, Sommersemester 2018 und 2019

Diese Vorlesung wird besonders stark durch die Biicher [113] und die Skripte , beeinflusst
werden. Es gibt natiirlich eine sehr grofie Zahl verschiedenartiger, ausgezeichneter Lehrbiicher
(z.B. und fiir tiefere mathematische Aspekte [15H18]), die ich zum Teil auch benutzen
werde. Es wird leider nicht immer moglich sein, auf die beste Herleitung und das beste wei-

terfithrende Buch zu einem gewissen Thema zu verweisen. Bitte suchen Sie selbst mit!
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1 Materiewellen und Schroédingergleichung

1.1 Motivation

Die Quantenmechanik ist experimentell motiviert. Mir ist kein {iberzeugendes theoretisches Ar-
gument bekannt, aus dem sie (gegeben z.B. ein gutes Verstandnis der klassischen Mechanik und
Feldtheorie) abgeleitet werden konnte.

Dass etwas mit dem rein klassichen Weltbild ‘nicht stimmt’ kann man aber durchaus theore-
tisch argumentieren: Nehmen wir dazu die Gleichverteilung der Energie im thermodynamischen
Gleichgewicht auf alle Freiheitsgrade eines Systems an und betrachten einen evakuierten Hohl-
raum. Dessen Freiheitsgrade sind die darin anregbaren stehenden elektromagnetischen Wellen.
Davon gibt es (bei sehr kurzen Wellenlédngen) unendlich viele. Demnach wiirde der Hohlraum
bei Kontakt mit einem Wérmebad pro Freiheitsgrad £7/2 und somit unendlich viel Energie
aufnehmen (UV Katastrophe). Natiirlich kann man dem ausweichen, indem man die Gleich-
verteilungsannahme anzweifelt und man lernt auch nicht, wie die Theorie zu modifizieren ist.

Ein anderes Problem der rein klassichen Physik ist die divergierende Selbstenergie bzw.
Selbstwechselwirkung des Elektrons (self-force, radiation-reaction, Abraham-Lorentz for-
ce). Dieses Problem hat zwei Aspekte: Einerseits die oben angesprochene Divergenz (der Masse),
die auftritt, wenn man von einer kontnuierlichen Ladungsverteilung ausgeht und diese auf einen
Punkt konzentriert. Andererseits das Auftreten von Akausalem Verhalten und ‘Runaway soluti-
ons’, die in etwa einer Beschleunigung des Elektrons durch sein eigenes Feld entsprechen. Einige
Bemerkungen dazu finden sich in [19}20] (siche auch http://www.feynmanlectures.caltech.
edu/II 28.html und https://en.wikipedia.org/wiki/Abraham-Lorentz force). Es sind
dies allerdings Probleme der klassichen Feldtheorie, nicht der klassischen Mechanik.

Aber, wie schon gesagt, die obigen Versuche der theoretischen Motivation sind sekundér
gegeniiber der direkten experimentellen Evidenz. Einige dieser historisch wichtigen experimen-
tellen Befunde waren:

(1) Quantisierung (der Energie) des Lichts gemaf}
FE=hw, (1.1)

wie sie z.B. aus dem photoelektrischen Effekt folgt.
(2) Die Stabilitdt und Energiequantisierung des H-Atoms.
(3) Das Stern-Gerlach-Experiment (Spin-Quantisierung).
(4) Das Doppelspalt-Experiment.

Wir wollen nun moglichst einfach und anschaulich zu den zentralen theoretischen Ideen
gelangen und anschieend die Theorie selbstkonsistent entwickeln (natiirlich auch mit Blick auf
die experimentelle Anwendung).

Dazu wollen wir uns £ = hw (was sich als zentral erweisen wird) merken, aber von den
Photonen Abstand nehmen. Diese sind die Quanten des elektromagnetischen Feldes und ein
echtes Verstdndnis wiirde dessen Quantisierung (also die Entwicklung der Quantenfeldtheorie)
erfordern. Das ist uns im Moment zu kompliziert. Stattdessen betrachten wir nichtrelativistische
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(Punkt-)Teilchen, speziell das Doppelspaltexperiment.

1.2 Materiewellen

Der Befund des Doppelspaltexperiments sollte vertraut sein: Teilchenstrahlen interferieren wie
Wellen, insbesondere auch (oder gerade dann) wenn die Intensitdt so klein ist, dass zu jedem
gegebenen Zeitpunkt nur ein Elektron in der Anordnung ist (Abb. .

<
SN <

(Cass. ?uau{ (V?q gl'a[y /)

Abbildung 1: Doppelspaltexperiment.

Sie sollten sich jetzt erinnern, wie das Doppelspaltexperiment mit (klassischem) Licht oder
Wasserwellen mathematisch beschrieben wird. Das iibertragen wir auf unsere zu entwickelnde
Theorie und lernen somit:

(1) Teilchen werden durch Wellen beschrieben:

(T, 1) ~ FT=D) (1.2)

(2) Das Superpositionsprinzip gilt: ges. = 11 + 2.

(3) Die Intensitiatskurve auf dem Schirm entspricht der Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teil-
chens, welche demnach (damit unsere Wellen-Interpretation funktioniert) durch das Betragsqua-
drat der Amplitude gegeben ist:

Aufenthaltswahrscheinlichkeit ~ [4(%,t)|*. (1.3)

Klarerweise ist der experimentelle Input eigentlich detaillierter, als wir es hier darstellen.
Man konnte z.B. rein qualitativ ein dhnliches Bild erhalten, wenn man in der letzten Formel |¢|*
mit a # 2 schreiben wiirde. Aber das ist nicht, was die Daten sagen. Man kénnte auch versuchen,
mit einer reellen (Sinus-)Welle zu arbeiten. Aber dann géibe es Stellen entlang der Ausbreitungs-
richtung des Strahls, an denen der Sinus verschwindet und wo demnach das Teilchen nie sein
kann. Das ist zumindest unschén. Wir behaupten hier nicht, (1) bis (3) in einem mathematischen
Sinne abgeleitet zu haben — wir haben aber eine sehr einfache und iiberzeugende Motivation.

Wir akzeptieren die obigen Schlussfolgerungen aus dem Doppelspaltexperiment, nehmen
noch £ = hw hinzu und argumentieren jetzt als Theoretiker: Zunéchst bemerken wir, dass
die drei Parameter p (der Impuls) des Teilchens den 4 Parametern & und w der Welle ge-
geniiberstehen. Wir erwarten, dass sich dies mathematisch durch Funktionen ¥ = k(p) und
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w = w(p) darstellen ldsst. AuBerdem wird man i.A. die erste Beziehung auch zu p = p(k) in-

vertieren konnen. Damit lieBe sich dann auch w = w(p(k)) bzw. w = w(k) (Dispersionsrelation)
schreiben. Die genauen Formeln wollen wir jetzt herleiten.

Dazu beschreiben wir ein Teilchen, welches raumlich lokalisiert ist, als Wellenpaket:
(T, 1) = / &k fr, (k) eFm= B0 (1.4)

Hier ist fz, eine Funktion, die bei ko ihr Maximum hat und davon entfernt schnell abfillt (z.B.
eine 3d GauB-Kurve). Dann ist ¢ bei ¢t = 0 die Fourier-Transformiert von f und somit ebenfalls
eine Gauf-Kurve, beschreibt also ein lokalisiertes Teilchen mit Impuls ungeféhr gleich k.

Die Geschwindigkeit, mit der sich das Wellenpaket (also das Teilchen) bewegt, ist die Grup-
pengeschwindigkeit

U= VECL) . (15)
Des Weiteren haben wir 5 .
p
“Th T 2mh (1.6)
Wir nehmen p = p(k) an und rechnen:
Pi _ 20w _ 0w b _ b Op (1.7)
Es muss also dp;/0k; = d;;h und somit B
p = hk (1.8)
gelten. Die Dispersionsrelation ist
h —
=—%k . 1.9
W= (1.9)

Jetzt kommen wir zur einzelnen, unendlich ausgedehnten Welle,
(T, t) ~ Tt (1.10)
zuriick und stellen fest, dass sie offensichtlich die Differentialgleichung
—ihV (T, t) = py (T, t) (1.11)

erfiillt. Genaugenommen sind dies natiirlich 3 Gleichungen:

—ihaa (T, t) = p (T, 1), (1.12)

fiir i = 1,2, 3.

Zur Vereinfachung wollen wir uns fiir den Moment eine eindimensionale Welt vorstellen, in
der es nur eine Koordinate x gibt, so dass

Y(x,t) ~ ekt (1.13)



und

—iﬁ% U(z,t) =pi(x,t). (1.14)

Dies ist eine Eigenwertgleichung analog zu
Mijyj = >\y] s (115)

wobei 7,7 € {1,--- ,n} und 7 ein Eigenvektor der Matrix (des Operators) M zum Eigenwert A
ist. Allerdings ist unserem Fall der Operator ein Differentialoperator und der Vektorraum ist der
Raum von Funktionen . Diese mathemtische Struktur werden wir noch viel genauer diskutieren.

Im Moment merken wir uns, dass der Operator —ihd/Jdx sehr eng mit dem Impuls p zu-
sammenzuhingen scheint, zumindest fiir eine ebene Welle (bzw. ein Teilchen in einem Zustand,
der einer ebenen Welle entspricht). In 3 Dimensionen hingt —ihV auf ebendiese Weise mit p
zusaminen.

1.3 Schrodingergleichung

Die oben hergeleitete Differentialgleichung ist zwar interessant, aber sie beinhaltet keine Zeita-
bleitungen. Im Gegensatz zu den zentralen Differentialgleichungen der klassichen Mechanik und
Feldtheorie, erlaubt sie also keine Vorhersage der Zeitentwicklung.

Allerdings erfiillt die ebene Welle (wir bleiben zunéchst in einer Dimension) natiirlich noch
eine andere, interessantere Differentialgleichung: die Wellengleichung

0 h? 0?
ih— - ) 1.1
Wir haben hier schlicht die Dispersionsrelation
th.Q p2
hw = 5 oder auch E = o (1.17)

durch die passenden Differentialoperatoren ausgedriickt. Dabei haben wir, aufgrund des wellen-
typischen Faktors exp(—iwt), die Kreisfrequenz w durch eine Zeitableitung gewonnen.

Wir kénnen dies leicht verallgemeinern, indem wir zulassen, dass unsere Welle/Teilchen auf
ihrem Weg durch einen Bereich mit nichtverschwindendem Potential kommt (Abb. [2). Wenn
wir unsere obigen Uberlegungen im Bereich mit V' = 0 voraussetzen, dann wird unser Teilchen
im Bereich mit V' > 0 die kleinere kinetische Energie £ — V und damit auch ein entsprechend
kleineres p bzw. k haben. Dem in der obigen Differentialgleichung Rechnung zu tragen ist einfach:
Wir wollen physikalisch die Ersetzung

2 2
=L 5  E=L jv@ (1.18)

2m 2m
durchfiithren. Dadurch wird sichergestellt, dass in Bereichen mit groflerem V' der Impuls p bzw. die
Wellenzahl k kleiner wird. Im Kontext unserer Differentialgleichung entspricht dies der Ersetzung
h* 02 n* 9



In 3 Dimensionen folgt damit unser zentrales Resultat, die Schrodingergleichung:

L0 - - -
Zhaw(%t) = (—% V* + V(a:)) V(T t) . (1.20)
4EY,
e A = X
_— I
Wette mid w, bk, helle it w, L,

Abbildung 2: Welle in langsam variierendem Potential.

Zusammen mit der Interpretation von |¢(7, ¢)|? als Aufenthaltswahrscheinlichkeit am Ort T
zur Zeit t, ist damit eigentlich alles Grundsétzliche gesagt: Der Rest ist mathematische Formali-
sierung (Hilbertraum etc.), Anwendung (Oszillator, H-Atom und vieles mehr), sowie Verallgemei-
nerungen (Teilchen mit Spin, mehrere Teilchen etc.). Aber es wére falsch, das zu unterschétzen:
Die vollig neue Struktur der obigen Gleichung (im Vergleich zur klassischen Theorie) birgt sehr
viel Interessantes.

Am Rande sei bemerkt, dass unsere Herleitung des V' (z)-Terms nicht vollig iiberzeugend war,
weil wir z.B. von ebenen Wellen gesprochen, aber dann verschiedene Wellenzahlen in verschie-
denen Raumbereichen zugelassen haben. Man kann das viel besser machen, indem man Wellen-
pakete in einem langsam verédnderlichen Potential untersucht. Dies fithrt zu einer interessanten
Beziehung zwischen dem Fermatschen Prinzip (Licht nimmt immer den extremalen Weg) und
dem Wirkungsprinzip der klassichen Mechanik (siehe z.B. [2]). Die Schrodingergleichung folgt
so zumindest technisch aus dem Prinzip der kleinsten Wirkung. Aber wir wollen das hier nicht
weiter ausfithren. Schlussendlich ist die Schrédingergleichung das grundlegendere Prinzip und
die klassiche Mechanik folgt in einem gewissen Limes (wie wir spiter noch genauer verstehen
werden).

Zum Abschluss dieses Unterkapitels geben wir noch eine zum tieferen Verstindnis sehr
niitzliche, andere Schreibweise fiir die Schrodingergleichung an:

~2
L0 e . vy b
zhadz(x, t)=Hy(T,t), wobei H= 5 + V() (1.21)

und
p=—ihV. (1.22)

Hier haben wir die bereits erwdhnte besondere Beziehung zwischen p und dem Differential-
operator —ifiV formalisiert, in dem wir den zu 7 gehorigen Differentialoperator p (eigentlich 3
Differentialoperatoren) definiert haben. Damit haben wir einen Differentialoperator fiir die kine-
tische Energie und einen (allerdings ‘nullter Ordnung’) fiir die potentielle Energie. Die Summe
ist ein Differentialoperator fiir die Energie, der sogenannte Hamilton-Operator H. Wir werden
den ‘hat’ immer als Notation fiir Operatoren benutzen.

Wir wir sehen, definiert der Hamilton-Operator die zeitliche Entwicklung der Wellenfunktion.
Das ist die Schrodinger-Gleichung.



1.4 Die neue Weltsicht der Quantenmechanik

Wir wollen bereits jetzt ein paar erste zaghafte Schritte zur Formalisierung und konzeptionellen
Klarung gehen. Wir erinnern daran, dass ein physikalischer Zustand in der klassichen Hamilton-
Mechanik durch einen Punkt im Phasenraum (2n Koordinaten) gegeben war. Die zeitliche Ent-
wicklung folgt einem System von i.A. nichtlinearen, gewohnlichen Differentialgleichungen 1. Ord-
nung. Letztere werden durch die Hamilton-Funktion definiert.

Jetzt wird der Zustand durch eine Funktion (die Schréodinger-Wellenfunktion v (z, t) mit fes-
tem ¢) auf dem Konfigurationsraum (nicht dem Phasenraum!) beschrieben[l| Die Zeitentwicklung
folgt diesmal aus einer linearen (allerdings partiellen) Differentialgleichung. Das entscheidende
Objekt, das diese Gleichung definiert, ist der aus der Hamilton-Funktion folgende Hamilton-
Operator. Im Moment folgt er einfach durch die Ersetzung p — —ihd/0z. Das dem zugrunde
liegende tiefere Konzept lernen wir spéter.

Aufgrund der Linearitéit der Schrodinger-Gleichung, sind Summen von Loésungen und Pro-
dukte mit komplexen Zahlen wieder Losungen. Es macht also Sinn, die Lineare Struktur des
Raumes der Wellenfunktionen zu betonen. Dazu konzentrieren wir uns zunédchst auf die Zustéande,
wir schreiben also

(1) R—=C, x— Y(z,t), (1.23)
oder vielleicht etwas eleganter

P R—=C, o ¢(x) = (x,t). (1.24)

Wir betrachten den Vektorraum H der Funktionen );:
Y €H. (1.25)

Das “H’ steht natiirlich fiir Hilbert-Raum, aber mit der genauen Definition warten wir noch. Im
Moment sind es einfach die (‘erlaubten’) Wellenfunktionen (immer bei festem ¢), die offensichtlich
die Vektorraum-Axiome erfiillen. Wir denken uns diese als komplexe Vektoren in einem unend-
lichdimensionalen Raum. Man kann das sehr konkret machen, indem man sich x diskretisiert
vorstellt:

Zum Beispiel betrachte man ein Teilchen, dass auf einem Kreis lduft, welcher durch x €
(0, 27 R) parametrisiert ist. Dann diskretisiere man, indem man nur die z-Werte {zg, z1,- -+ , 2y}
betrachtet, mit zo = xy = 2rR und ;47 — x; = 27 R/N. Unsere Wellenfunktion wird nun zu
einem (sogar endlichdimensionalen) komplexen Vektor, ¢ = {¢(x1),-- ,¥(xy)}. Jetzt konnen
wir Ableitungen durch Differenzenquotienten erzetzen und damit H explizit als einen Matrix-
Operator auf diesem Raum definieren. Die Zeitentwicklung ist dann nichts anderes als die Bewe-
gung (aufgrund einer linearen Differentialgleichung) eines Vektors. Dies gilt natiirlich auch fiir
den technisch komplizierteren Fall des ‘Vektors” ¢)(z) im unendlichdimensionalen Raum Lo (R).
Konzeptionell bleibt alles sehr einfach!

Wir gehen nun einen entscheidenden neuen Schritt, indem wir auf H ein (komplexes)
Skalarprodukt definieren:

HxH - C . (Wx)m / " dz gt (@)x(e) = (Wl - (1.26)

'Wir schreiben alles fiir d = 1, aber die Zahl der Raumdimensionen ist hier beliebig wihlbar.



Hier haben wir das Zeitargument zur Vereinfachung unterdriickt. Die sogenannte ‘bra’ (fiir (1|)
und ‘ket’ ((fiir |x)) Notation, abgeleitet vom englischen ‘bracket’ = Klammer, ist im Moment nur
eine Kurzform fiir das oben definierte Skalarprodukt.

Wir wollen, ohne uns jetzt schon in zu viel Mathematik zu verstricken, betonen, dass dieses
Skalarprodukt die grundlegende lineare Struktur von H respektiert: Es ist eine Sesquilinearform
(eine Verallgemeinerung von Bilinearform) auf H:

(Yloaxs +aaxe) = o (Ylx1) + a2(Y|xe), ajp € C, (1.27)
(a1 +agha [x) = af{ilxa) + ag(ialx) . (1.28)

Man sagt auch, dass das Skalarprodukt antilinear bzgl. des ersten und linear bzgl. des zweiten
Arguments ist. Dies ergibt sich in unserem speziellen Fall natiirlich aus der in enthaltenen
komplexen Konjugation. Allgemeiner gesprochen (mit Blick auf anders definierte Skalarprodukte
auf komplexen Vektorrdumen) ist die Sesquilinearitéit notwendig, damit die fiir jeden Vektor in
‘H durch

11l =V (&l¥) (1.29)

definierte Norm reell sein kann.

Wir warten mit der prézisen Definition von H bis wir genug Beispiele haben, um Details zu
wiirdigen. Klar ist jetzt schon, dass wir nicht alle Funktionen sondern nur die quadratintegra-
blen zulassen. Man schreibt auch ¢ € Ly(R).

Physikalisch sind das eben eingefiihrte Skalarprodukt und die damit definierte Norm von
iiberragender Bedeutung. Sie ermdglichen es uns, die eingangs gemachte Annahme, dass |¢(x)|?
die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilchens am Ort = charakterisiert, zu formalisieren. Dazu
wollen wir zunéchst grundséitzlich festlegen, dass physikalische Zusténde stets durch (auf Eins)
normierte Wellenfunktionen dargestellt werden:

Vv eEH mit ||| =1 (bzw. (Y|yp)=1). (1.30)
Falls uns jemand einen nicht normierten Zustand ¢ € H gibt, so konnen wir diesen jederzeit
durch Multiplikation mit einer passenden Zahl normieren. Explizit ist z.B.

()
Y = T (131)

automatisch auf Eins normiert, wie man leicht nachrechnen kann.

Nach obigen Vorbemerkungen definieren wir jetzt die zu einem normierten Zustand
gehdrende Wahrscheinlichkeitsdichte

pla) = ¢ (z) P(x) (1.32)
fiir die Position des Teilchens auf der z-Achse. Wir stellen fest, dass die Normierungsbedingung
||¢]| = 1 gerade dem zweiten Kolmogorov-Axionf]| entspricht:

/ e p(a) = /_ " dr v (2)0(a) (1.33)

—00 [e.e]

2Nur als sehr grobe Erinnerung an / Vorgriff auf eine detailliertere Diskussion der Wahrscheinlichkeitsrechnung;:
Seien A Untermengen der Gesamtmenge M (bei uns ist M = R), so sind die Kolmogorov-Axiome

(1) w(4) > 0,

(2) w(M) =1,

(3) fiir disjunkte 4; (i € I) gilt: w(U; A;) = >, w(A;).
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Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auffinden des Teilchens im Intervall [a, b],

b b
w(ot)) = [ depo) = [ dzlo@)P, (1.34)

ist natiirlich stets kleiner oder gleich Eins, wie es sein muss.

Die Bedeutung des Skalarproduktes geht noch viel weiter: Gegeben einen beliebigen Zustand
1, wollen wir wissen , wie grof3 die Wahrscheinlickeit dafiir ist, das Teilchen in einem sehr kleinen
Intervall [a,a + Aa] zu finden. Die Antwort ist natiirlich ein Spezialfall der obigen Formel, aber
es ist niitzlich, sie anders zu schreiben. Dazu definieren wir eine Wellenfunktion y dadurch, dass

1

xT) =
0= Vx
und anderenfalls x(z) = 0. Dieser Zustand beschreibt ein bei a lokalisiertes Teilchen (Abb. [3).
Wir berechnen nun

00 a+Aa T
o) = [ ot = [ de U = VBav(a), (136)

falls z € [a,a+ Aa, (1.35)

sowie

[(x|)|* = Aali(a)]*. (1.37)

Letzteres entspricht aber gerade der nach (1.34) berechneten Wahrscheinlichkeit, ein durch
charakterisiertes Teilchen im Intervall [a, a+Aa] zu finden. Damit haben wir eine erste Motivation
fiir die Giiltigkeit der sogenannten Bornschen Regel:

AL

H -
a G+da

Abbildung 3: Allgemeine (1) und eng lokalisierte (x) Wellenfunktion.

Sei ein physikalisches System in einem Zustand ¥ € ‘H gegeben und sei x € H ein anderer
moglicher Zustand. Dann ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, das System im Zustand y zu finden,
durch w = |(x|¥)|* gegeben.

Man mache sich klar, was fiir eine gewaltige Abweichung vom der klassischen Intuition bzgl.
des Begriffs eines physikalischen Zustandes das mit sich bringt!

Bevor wir dieses sehr grundlegende Unterkapitel abschlieen und mehr ins Detail gehen, noch
ein paar Worte zur Notation. Die fiir das Skalarprodukt schon eingefiihrte Bra-Ket-Schreibweise
lasst sich noch viel universeller einsetzen: Um Zusténde 1, x € H zu bezeichnen, werden wir in
Zukunft oft

), Ix) € H (1.38)
schreiben. Des Weiteren bezeichnen wir mit
(W, (x| € H (1.39)

11



Elemente des Dualraums, also lineare Funktionale auf . Wir meinen damit z.B. fiir (4| das
lineare Funktional, welches durch die Wirkung von 1 auf x gemiss ((1.26)) definiert ist. Die schon
benutzte Notation

who = @l () (1.40)

ist damit sehr intuitiv: Sie beschreibt die mathematisch natiirliche Art, aus einem Element von
H* und einem Element von H durch Anwendung eine komplexe Zahl zu gewinnen.

1.5 Wahrscheinlichkeitsstromdichte

Im letzten Unterkapitel haben wir statt ¢(z,t) nur ¥ (z) geschrieben, da wir uns fir die
Wahrscheinlichkeits-Interpretation der Wellenfunktion zu einem festen Zeitpunkt interessiert
haben. Aber natiirlich ist auch die der Schrodinger-Gleichung gehorchende Zeitentwicklung von
Y(x,t) und damit der Wahrscheinlichkeitsdichte p(x,t) interessant. Wir wollen in diesem Ab-
schnitt auch wieder explixit im R? arbeiten: x — 7. Es gilt also

p(T, 1) = (T, 1) Y(T, 1), (1.41)

so dass

w(V,t) = /V & p(T, 1) (1.42)

die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, das Teilchen zum Zeitpunkt ¢ im Volumen V' C R? zu finden.

Wir fragen nun nach der zeitlichen Anderung der Wahrscheinlichkeitsdichte:

%p(f, t) = (%¢*(T, t)) (T, t) + (T, 1) (%w(f, t)) = (T, 1) <%¢(E, t)) +ec (1.43)

Die hier auftretende Zeitableitung von ¢ kénnen wir mit der Schrodingergleichung berechnen,

9 (T,t) = L V2 + V(@) | ¥t (1.44)
ot T = ih 2m v Tt '
so dass folgt
0 I L B 7 . _ih

Wir haben hier benutzt, dass V reell ist. Des Weiteren konnen wir umschreiben:
0 ih

0 = 5 |V VY) = (V) (V9) | + ce. (1.46)

Der zweite Term in der Klammer ist aber reell, was zusammen mit dem expliziten imaginédren
Vorfaktor einen rein imagindren Beitrag ergibt. Dieser fillt nach Addition des komplex konju-

gierten Terms weg. Wir haben also
90 = s v (v (ve) - V()] (1.47)
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Dies konnen wir als Kontinuitétsgleichung (vgl. Hydrodynamik) auffassen,

P :
5" +V.-7=0, wobei  j = %[(V@b*)@b - @/)*(Vd})] : (1.48)

die Wahrscheinlichkeitsstromdichte ist.

Damit ist intuitiv sofort klar, dass die Gesamtwahrscheinlichkeit, so wie die Gesamtmasse
einer stromenden Fliissigkeit, erhalten ist. Formal folgt dies durch Integration der Kontinuitéts-
Gleichung iiber den gesamten Raum und Anwendung des Gaufischen Satzes. (Wir miissen dabei
annehmen, dass ¥ im Unendlichen hinreichend schnell abfillt, so dass wir den Oberflachenterm
vernachlédssigen kénnen.) Natiirlich erwarten wir das auch physikalisch, da die Wahrscheinlich-
keit, das Teilchen irgendwo zu finden, stets Eins belieben muss.

Technisch haben wir bewiesen, dass die Zeitentwicklung des Vektors [|¢) € H geméiB
Schrodinger-Gleichung die Norm dieses Vektors (denn genau das war ja die Gesamtwahrschein-
lichkeit) nicht veréndert.

Es sei noch erwahnt, dass man p und 7 im Fall eines geladenen Teilchens als Ladungs und
Stromdichte auffassen kann, was den obigen Erhaltungssatz auf ein noch fundamentaleres Niveau
hebt. SchlieBich ist fiir die Intuition noch niitzlich, den Fall einer ebenen Welle zu betrachten.
Es gilt dann ¢ ~ exp(ikT) und somit Vi) = ikep. Daraus folgt

___1ih =
7= 5 2(=ik) "y =

2m

3 =

p="7p, (1.49)

wie man auch naiv erwarten wiirde.

1.6 Erwartungswerte von Observablen

Was schon vielfach erwéhnt bzw. angedeutet wurde, soll jetzt noch einmal ganz klar gesagt wer-
den: In der Quantenmechanik ist in vielen Féllen die exakte Vorraussage eines Messergebnisses
nicht moglich - nur statistische oder Wahrscheinlichkeitsaussagen konnen gemacht werden. Unser
intuitives Standardbeispiel ist der Detektionsort des Teilchens auf dem Schirm des Doppelspalt-
experiments. Allgemeiner wollen wir schlicht von dem Ort z eines Teilchens in einer Dimension
sprechen. Nehmen wir zur Vereinfachung an, der Ort sei diskret, es gébe also nur eine gewisse
Zahl von Punkten z; (i =1,--- , N), an denen das Teilchen sein kénnte.

Wir bereiten das Teilchen viele Male exakt gleich vor (z.B. mit dem Durchgang durch den
Doppelspalt) und sehen dann nach, wo es ist. Der Mittelwert des Ortes bei einer solchen
Messreihe ist, wie Sie schon wissen,

>oimi
wobei n; die Zahl der Versuche ist, bei denen wir den Ort z; gefunden haben. (Achtung, der
Strich in T steht hier fiir Mittelwert, nicht fiir Vektor.) Der Erwartungswert ist

(x) = Zwﬂm wobei Zwi =1 (1.51)

(1.50)

T =
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die Normierung der Wahrscheinlichkeiten beschreibt. Der Mittelwert sehr groler Messreihen wird
diesen Erwartungswert immer besser reproduzieren.

Die Quantenmechanik kann uns nicht den einzelnen Versuchs-Ausgang sondern nur die Wahr-
scheinlichkeiten w; liefern. In unserem diskreten Spielzeugmodell wire dies

w; = |]? (1.52)

wobei 1) = {41, ,Yn}T € H = CV die Wellenfunktion ist. Da ihr Argument i (iquivalent
zu den Positionen x;) nur endlich viele Werte annehmen kann, ist dies schlicht ein auf Eins
normierter komplexer Vektor:

D vii=1. (1.53)
Der Erwartungswert des Ortes ist im Spielzeugmodell
() = inwi = Zxﬂ/)f% (1.54)
oder, im jetzt offensichtlichen Kontinuumsfalls,

(x) = /dxxp(x) = /dx@b*(x)x@b(:v). (1.55)

In der letzten Formel haben wir x in die Mitte geschrieben, da wir folgende sehr wichtige
Interpretation dieser Formel geben wollen:

() = (W2 [¥). (1.56)

Hierbei ist Z ein (sehr einfacher) Operator: Er ordnet der komplexen Funktion ¢ durch Mul-
tiplikation mit der reellen Funktion (der Identitdt) f (f(z) = x)) eine neue komplexe Funktion
zZu:

zl) :R—C, z = xp(T) . (1.57)
Der Operator z ist ein linearer Operator auf H:
T:H—=-H, |) — z[) . (1.58)

Mit unserer Bra-Ket Notation ist jetzt klar, dass

Wi = [ do(v@) (w0@) = [ dov @ v() (1.59)

gilt, wie eingangs behauptet.

Ab sofort werden wir versuchen, die in (|1.55]) benutzte Schreibweise (x) fir den Erwartungs-
wert einer physikalischen, reellen Variablen zu vermeiden. Unsere neue Denk- und Sprechweise
wird sein:

Der Observablen ‘Ort’ wird in der Quantenmechanik ein gewisser linearer Operator auf
‘H zugeordnet. Der Erwartungswert der Ortsmessung ist durch

(&) = (&)y = (Y[2]¢) (1.60)
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gegeben. Der erste Ausdruck ist hierbei wiederum ungenau und sollte vermieden werden. Im
zweiten Ausdruck wird durch den Index klargemacht, in welchem Zustand der Erwartungswert
berechnet werden soll. Der rechts stehende Ausdruck ist schliesslich bereits eine eindeutige Re-
chenvorschrift. (Dazu miissen wir natiirlich wissen, was die Bra-Ket-Notation bedeutet und wie
das Skalarprodukt auf H definiert ist.)

Der Ubergang zum R? macht keine Probleme:
Wlit) = [ dov @z ut). (1.61)

Wir miissen uns nur stets im Klaren sein, dass wir es hier mit drei unabhéngigen Operatoren
(Multiplikation mit z!, mit #? und mit %) und demnach mit drei Gleichungen zu tun haben.

Den Operator zur Observable Impuls kenne wir schon:
p= —ihV. (1.62)

Wir hoffen jetzt natiirlich, dass
(YplY) (1.63)

wenn wir fiir [¢)) eine ebene Welle mit Wellenvektor & nehmen, gerade hk sein wird. Aber dies
ist leider nicht so einfach, weil eine ebene Welle nicht normierbar ist (das Integral von 1*9 iiber
den ganze Raum divergiert). Die Komplikation ist jedoch gering, da wir auch gut mit einem
Wellenpaket arbeiten kénnen:

W(T) = / &k f(k) ™ . (1.64)
Hier sei f eine im Unendlichen schnelle abfallende Funktion mit scharfem Maximum bei ko sei.

Wir iiberzeugen uns zuniichst, dass ¢ normierbar ist:
W) = [ dav @@ (1.65)

= / P / Pk f*(k)e ™ / dPq (7)™ (1.66)

— [k [ @ ®r@ [@senrr (1.67)

= [ [#ar®mi@ e sa-T (1.68)

_ (27r)3/d3lc|f(E)|2. (1.69)

Dies kann, wenn f passend gewéhlt ist, offensichtlich normiert auf Eins normiert werden. Wir
nehmen ab sofort an, dass dies geschehen ist.

Nun wiederholen wir die Rechnung fiir (¢|p|e)). Dies ist aber duBerst einfach, da —ihV bei
der Wirkung auf die Exponential-Funktion schlicht einen Faktor —ifi(ig) = hg erzeugt. Nach der
0-Funktions-Integration finden wir also

W@W%#%P/fM%WBFE%M%P/fwﬂﬁfz%m (1.70)
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Hier haben wir im zweiten Schritt benutzt, dass |f @)]2 nur in der Nihe von kg signifikant von
Null verschieden ist. Das hat uns erlaubt, & durch kg zu ersetzen. Im letzten Schritt haben wir

von der angenommenen Normierung gebrauch gemacht.

Damit haben wir also bestétigt, dass —tAV zur physikalischen Observablen Impuls gehort.
Wie am Anfang schon erwédhnt, ist damit auch klar, dass

~2
A p ~
H=—+V 1.71
Pv, (1.71)
also der Hamilton-Operator, zur Observablen Energie gehort. Die Wirkung von V/(Z) ist, wie

schon bei z!', % und 23, schlicht die Multiplikation mit der reellen Funktion V(7).

2 Das 2-Zustands-System und andere endlich-dimen-
sionale Modelle

Mit dem ersten Kapitel sind wir aus mathematischer Sicht ohne jede Vorbereitung ins kalte
Wasser gesprungen: Der von uns als physiklisch interessant erkannte Raum von Funktionen
(x) ist (selbst im eindimensionalen Fall) kompliziert. Das gilt auch fiir seine verschiedenen
Unterrdume (z.B. der normierbaren Funktionen). Wir haben dennoch so angefangen, weil unsere
Intuition fiir die klassiche Bewegung eines Teilchens in einer Dimension besonders gut entwickelt
ist. Demnach ist der fundamentale Schritt von der klassichen Position z und dem Impuls p
zur Wellenfunktion ¢(z) (und damit der Wahrscheinlichkeitsdichte p(z) = |1 (z)|?) besonders
beeindruckend. Aber die Observablen (die Operatoren & and p = —ihV) sowie die durch H
definierte Dynamik sind sicherlich noch sehr unintuitiv. Bevor uns dem weiter zuwenden (und
das werden wir in grofem Detail tun!), wollen wir ein anderes System einfiithren. Der Vorteil ist
seine enorme Einfachheit, der Nachteil ist, dass es kein klassiches Pendent hat. Wir werden es
benutzen, um die Intuition fiir Hilbert-Raume, Operatoren, die Schrodinger-Gleichung und den
Messprozess in der Quantenmechanik zu entwickeln.

2.1 2- und mehr-Zustands-Systeme

Wir betrachten ein physikalische System, welches nur zwei linear unabhingigd®| Zustéinde hat.
Ein Art, sich so etwas vorzustellen, ist unser ‘diskretisierter’ eindimensionaler Raum aus Ab-

schnitt [LGk
= {1, 9} e H=C. (2.1)
Ein Vorschlag zur Anschauung wére vielleicht auch, an ein Teilchen in einer Doppelmulde

(Abb. zu denken, wobei wir nur die Information behalten, in welcher der beiden Mulden
es ist (nicht, ob es dort ruht, oszilliert etc.).

Das populédrste und praktisch interessanteste solche System ist jedoch das eines Teilchens
mit Spin. Das Problem ist hier, dass Spin ein relativ kompliziertes Konzept ist und erst spét

3Warum dieser mathemtische Begriff hier auftaucht wird sehr bald klar werden.
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Zusladote 1 £ 2

v

Abbildung 4: Doppelmulde als Modell fiir ein 2-Zustands-System. Der Hilbert-Raum besteht hier
nur aus Linearkombinationen der zwei gestrichelt skizzierten Funktionen.

==

in unserer Vorlesung iiberzeugend eingefiihrt werden kann. Wir wollen den Begriff dennoch hier
schon benutzen. Wir machen dabei mathematisch keinen Fehler - es ist nur etwas ad hoc.

Also: Gewisse Teilchen haben einen inneren Freiheitsgrad, der nichttrivial unter rdumlichen
Drehungen transformiert. Sie kennen schon die zwei Polarisationen des Photons. Dies ist natiirlich
fiir uns nicht optimal, weil es keinen nichtrelativistischen Limes gibt. Die Rotation eines kleinen
Balls um eine gewisse Achse ist sehr anschaulich, aber hier nicht perfekt, da der Ball verschieden
schnell rotieren und die Drehachse in verschiedene Richtungen zeigen kann. Dieser Fall ist schlicht
‘zu klassisch’. Das eigentlich gute Beispiel ist ein neutrales Teilchen, z.B. Atom (mit Spin 1/2 -
aber das kénnen Sie jetzt noch nicht verstehen). Wir wollen die vertikale Achse auszeichnen und
nur den Drehmimpuls (Spin) entlang dieser Achse betrachten. Der angekiindigte ad hoc Fakt
ist, dass dieses System fiir Spin-1/2-Teilchen nur zwei linear unabébhéngige Zusténde hat. Wir
nennen diese ‘Spin Up’ und ‘Spin Down’, so dass

) =al 1)+ 511 eH (2.2)

der allgemeine Zustand ist. Wir kénnen diesen Raum natiirlich mit C? identifizieren:
AD+BY e {afeC (2.3)

Wir kénnen uns noch mehr dieser sogenannten 2-Zustands-System iiberlegen, aber sie sind al-
le d4quivelent. Mathematisch liegt das daran, dass alle N-dimensionalen komplexen Vektorraume
isomorph sind (fiir fest gewihltes N). Die im Hamilton-Operator H kodierte Dynamik kann
natiirlich sehr verschieden sein. Im ersten Fall kann dies das ‘“Tunneln’ von einer Mulde zur an-
deren, im zweiten die Beeinflussung des Teilchens durch Magnetfelder etc. sein. (Rufen Sie sich
das vermutlich aus der Experimentalphysik bekannte Stern-Gerlach-Experiment ins Gedéchtnis,
aber sehen sie von den vielen nichttrivialen technischen Details ab.)

Der Ubergang zu Mehr-Zustands-Systemen ist offensichtlich: Es gébe z.B. drei (wie auch
immer geartete) linear unabhéngige Zusténde, |1), |2), und |3). Dann sind die abstrakte und die
C3-Beschreibung des allgemeinen Zustands

) =all) +8I1)+93) & {aB9} €C (2.4)

Schliellich sei noch angemerkt, dass mit einer fiir viele Zwecke ausreichenden Prézision das
kompliziertere System eines Teilchens im Ortsraum in unserem Satz von Modellen enthalten ist:
Man denke sich den Ortsraum einfach sehr grof§ aber endlich (z.B. mit hohen Potentialbarrieren
am Rand oder z € S') und sehr fein diskretisiert. Dann ist zwar obiges n sehr grof}, aber es
bleibt prinzipiell bei dem Zustandsraum C".
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2.2 Endlichdimensionale komplexe Vektorrdume mit Skalarprodukt

Man koénnte auch endlichdimensionale Hilbertraume sagen, aber ich wollte zumindest in der
Uberschrift vorsichtig sein, weil manche Autoren mit Hilbertraum immer etwas unendlich-
dimensionales (z.B. einen Funktionen-Raum) meinen. Im Folgenden werde ich den Begriff Hil-
bertraum aber, wie in der Physik {iblich, auch im endlichdimensionalen Fall benutzen.

Ziel dieses Kapitels soll es sein, einige (meist schon gut bekannte) Begriffe und Fakten zu-
sammenzustellen.

Der erste Begriff ist der des Vektorraums V. Der relevante Korper ist fiir uns in der
Quantenmechanik immer C. Die Axiome werde ich nicht wiederholen - bitte schlagen Sie diese
nach. Was eine Basis ist, sollte auch bekannt sein. Der Vektorraum heifit endlichdimensional,
wenn es eine endliche Basis gibt. Die Zahl der Basis-Elemente heifit Dimension von V. Dies macht
natiirlich nur Sinn, weil jede Basis die gleiche Zahl von Elementen hat. Jedes V der Dimension
N ist zu CV isomorph. Wie man dies mittels Zerlegung in die Basis zeigt, wurde oben schon
gesagt.

Die quantenmechanische Interpretation erfordert ein positiv definites Skalarprodukt. Wenn
dieses vorliegt, wollen wir von #H (fiir Hilbertraum) sprechen. Das Skalarprodukt ist eine Abbil-
dung

HxH=C, {¢xp= @), (2.5)
welche im ersten Argument antilinear und im zweiten linear (siehe oben) und hermitisch ist:
W)™ = ) - (2.6)
Letzteres impliziert, dass (¢|¢) reell ist. Positiv definit heifit, dass
@) 20 und  @Pl) =0 < [¢) =0, (2.7)

Wir erinnern daran, dass die Null in einem Vektrorraum eindeutig ist.

Dies sind genau die Eigenschaften, die wir in der Quantenmechanik brauchen werden, so dass
wir jetzt definieren: Ein endlichdimensionaler Hilbertraum[ist ein Vektorraum iiber C
mit positiv definitem Skalarprodukt.

Es gibt in solchen Réumen Orthonormalbasen. (Mittels Gram-Schmidt-Verfahren kann man
aus einer gegebenen Basis eine Orthonomalbasis konstruieren.) Eine solche Basis erfiillt

(eilej) = 0y (2.8)
Man priift leicht nach, dass fiir eine orthonormale Basis und mit

W) =¢'les)  ete. (2.9)

das Skalarprodukt ausgedriickt durch die Komponenten dem kanonischen Skalarprodukt auf CV
entspricht:

W) = ¢""x 0y = ¢" - X (2.10)

4Wie schon erwiahnt, manche Autoren reservieren den Begriff Hilbertraum ausschlieflich fiir unendlichdimen-
sionale Raume. In der Physik ist unsere Definition und Sprechweise aber sehr verbreitet.
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Wie schon erwéhnt, ist es bequem, auch die Notation
(Y] € H* (2.11)

zu benutzen. Der Dualraum H* ist der Raum der Linearen Funktionale auf H. Das Objekt (x|
definiert eine solche Abbildung durch

W :H — C, x) = (Wlx)- (2.12)

Es ist also per Definition Element des Dualraums. Wie auch im Reellen ist es bequem, den Dual-
raum im Fall von CV (mit kanonischem Skalarprodukt) mit den Zeilenvektoren zu identifizieren.

Wir sollten vielleicht noch bemerken, dass es zwar zu jedem endlichdimensionalen Vektor-
raum einen Dualraum von gleicher Dimension gibt, aber es gibt im Allgemeinen keine kanonische
Abbildung ‘H — H*. Wenn es allerdings ein Skalarprodukt gibt, dann gibt es auch eine solche
kanonische Abbildung: |¢)) — (¢].

Ein niitzlicher Fakt ist die Schwarzsche Ungleichung:

(Dol < [T (2.13)

Sie besagt etwas, was fiir reelle Vektoren anschaulich véllig klar ist: Der Betrag des Skalarpro-
duktes ist kleiner oder gleich dem Produkt der Betrédge der Vektoren. Der allgemeine Beweis
beruht auf einer sehr einfachen Idee, aufbauend auf der Erfahrung mit reellen Vektoren: Die
Ungleichung gilt, weil die Vektoren i.A. nicht parallel sind. Ein Mafl dafiir ist, dass z.B. die
Projektion von [¢) auf die |x)-Richtung nicht mit |¢) {ibereinstimmt. Also schreiben wir die
Differenz zwischen |¢) und dieser Projektion hin,

x) (x|¥)

)= Tl

(2.14)

und analysieren die (natiirlich korrekte!) Aussage, dass ihr Betragsquadrat nicht negativ ist:

(<w| - M) <|¢) - M) > 0. (2.15)

(xIx) (xIx)
Daraus folgt durch Ausmultiplizieren

) (Wlx)

W) = (xx)

>0, (2.16)

und daraus durch Umstellen und Wurzelziehen die Schwarzsche Ungleichung.

Ein weiterer niitzlicher Fakt ist die Dreiecksungleichung;:

19+ Xl < 1l + Il (2.17)

was wiederum vollig der reellen Anschauung entspricht. Der Beweis besteht im Ausmultiplizieren
von

19+ X1 = (W + xlv+x), (2.18)
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dem Benutzen von
(WIx) + (x[¥) = 2Re (¥[x) < 2[(¥[x)], (2.19)

und der Anwendung der Schwarzschen Ungleichung. Die Durchfithrung iiberlassen wir den
Ubungen.

Bitte beachten Sie, dass obige Beweise die endliche Dimension von H nicht benutzt haben -
die Ungleichungen gelten also auch in ‘echten’ Hilbert-Raumen.

Schlielich wollen wir noch an den Begriff des linearen Operators auf einem Vektorraum
erinnern: Ein Operator ist eine lineare Abbildung

A:H—=H, |¢Y)— AlY). (2.20)

Wichtig ist, dass die Menge solcher Operatoren selbst ein Vektorraum ist (weil man Operato-
ren addieren und mit Zahlen multiplizieren kann). Dariiberhinaus ist sie sogar eine Algebra,
weil man Operatoren auch Multiplizieren kann und dabei wieder einen Operator bekommt. Die
Multiplikation ist durch Hintereinanderausfithrung definiert:

(AB): [¢) = A(Bl)). (2.21)

Es ist klar, dass die Multiplikation bzgl. der beiden Argumente linear ist, wie es nach Definition
einer Algebra auch sein muss.

Operatoren konnen im endlichdimensionalen Fall mit Matrizen identifiziert werden. Dies ist
klar, weil endlichdimensionale Vektorrdume mit C" indentifiziert werden kénnen, und lineare
Operatoren auf CV Matrizen sind.

2.3 Erste Schritte zur Physik des Zwei-Zustands-Systems

Bevor wir den Formalismus weiterentwickeln, wollen erste physikalische Anwendungen bespre-
chen. Wir werden dabei vom Spin-Up/Spin-Down System sprechen, aber jeder darf sich ein
Zwei-Zustands-System seiner Wahl vorstellen - sie sind mathematisch alle gleich.

Wir erinnern an unsere Erfahrung mit der Wahrscheinlichkeitsdichte |1 (z)|? des Teilchens.
Wenn z diskret wird, haben wir keine Wahrscheinlichkeitsdichte sondern einen diskreten Satz
von Wahrscheinlichkeiten |¢;|?. Im Fall von N = 2 ist

)y =al ) +8l1),  wr=lol’, w, =8, (2.22)

wobei wir die Basis als orthonormal definieren wollen ((1]1) = (J |{) = 1 und (1]}) = 0). Die
Bedingung, dass sich die Wahrscheinlichkeiten zu Eins addieren entspricht gerade der Normierung

von |).

Die naheliegende Messgrofie oder Observable ist natiirlich der Spin. Sagen wir, wir messen
+1/2 falls der Zustand [f) vorliegt und —1/2 bei [|). Welchen Operator S kénnten wir wéhlen,
so dass (¥|S|¢), wie im Wellenfunktions-Fall, den richtigen Erwartungswert reproduziert? Die
Wahl ist sehr naheliegend: Wir benutzen die Komponenten-Schreibweise

w=(%) (223)



und definieren

5= ( 162 _?/2 ) | (2.24)

(WISw) = (", 8") ( FR ) < ; ) = 2l — 18P = Juy - 2wy (2.25)

ist. Der letzte Ausruck beschreibt, wie gefordert, den Erwartungswert einer Spin-Messung bei
der mit der Wahrscheinlichkeit wy der Wert 1/2 und mit der Wahrscheinlichkeit w; der Wert
—1/2 gefunden wird. Also ist S der zum Spin gehorige Operator und wir haben ein weiteres,
sehr einfaches Beispiel fiir die wichtige Grundregel, dass der Operator ‘zwischen Bra und Ket
eines Zustands |¢)) den Erwartungswert der Messung in diesem Zustand liefert.

Man rechnet sofort nach, dass

Wichtig ist auch, wie der Zustand nach der Messung aussieht. Im urspriinglichen Beispiel
eines Teilchens ist uns klar, dass das Teilchen unmittelbar nach der Detektion an dem Ort ist,
wo es detektiert wurde (z.B. in dem Szintillator, der einen Lichtblitz abgestrahlt hat). Aus der
Wellenfunktion ¢ (z) ist also (wenn wir vom Normierungsproblem absehen) so etwas wie §(x —x)
geworden, wobei xy den Ort des betreffenden Szintillators bezeichnet.

Hier heifit dies, dass nach der Spin-Messung im Fall des Ergebnisses +1/2 anschiefend mit
Sicherheit der Zustand [1) vorliegt, im Fall von —1/2 mit Sicherheit ||). Wir lernen also: In
der Quantenmechanik beeinflufit der Messprozess zwingenderweise das System. Ge-
nauer gesagt, die Messung entspricht einer Projektion auf den zum Messwert gehdérenden
Eigenvektor des relevanten Operators.

Letzteres Bedarf der Erlauterung: Ein Operator A hat einen Eigenvektor |a) zum Eigenwert
a falls
Ala) = ala) (2.26)

gilt. Demnach hat also S zwei Eigenvektoren zu den Eigenwerten +1/2:

1 1
s =35, S =-5. (2.27)
Vor der Messung haben wir |¢)) = a|t) + S|}), nach der Messung entweder [1) oder |/).

Dies wird noch klarer, wenn wir den Begriff des Projektionsoperators oder Projektors
einfiihren: Ein Operator P heifit Projektor, falls P? = P gilt. Ein einfaches Beispiel ist der
auf reelle 3-Vektoren wirkende Operator

Py = (2.28)

O O =

0
1
0

o O O

welcher offensichtlich auf die z-y-Ebene projeziert. Die Bedingung P? = P sagt aus, dass noch-
maliges Projezieren nichts mehr dndert: Der Vektor ist schon in der z-y-Ebene und bleibt dann
unverandert.

Wir kénnen nun S als Linearkombination der Projektoren auf den Up- und den Down-
Zustand schreiben: . . . )
10 0 0\ _
5—5(0 0)—5(0 1>:§PT—§P¢. (2.29)
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So eine Zerlegung gibt es fiir jede Observable (ggf. natiirlich mit mehr Projektoren - einer fiir jedes
mogliche Messergebnis bzw. jeden Eigenwert. Eine Messung mit Resultat +1/2 beeinflufit die
) so, wie die Wirkung von Py bzw. P|. Dabei ist natiirlich zu beachten, dass man anschlieBend
neu normieren muss, weil sich durch das Nullsetzen z.B. des Down-Anteils die Norm verdndert
hat:

vy =alty+ Bl})  — Messung mit Ausgang +1/2 —  «| 1) (2.30)
— Normierung — | 1). (2.31)

Man spricht in diesem Zusammenhang auch vom Kollaps der Wellenfunktion (auf die Kom-
ponente, die dem Messergebnis entspricht). Es ist hierin, im Gegensatz zu dem, was gelegentlich
gesagt wird, nichts mysterioses: Der Messprozess beinhaltet selbst eine oft sehr nichttriviale
Dynamik, von der man abstrahiert, und stattdessen mit den sehr viel einfacheren Projektions-
operatoren arbeitet. Das Neu-Normieren wird erforderlich, weil wir durch Kenntnis des Messer-
gebnisses den Anteil |3]? der Gesamtwahrscheinlichkeit eliminiert haben. Was iibrigbleibt, muss
jetzt wieder auf Wahrscheinlichkeit Eins normiert werden [’

Erwéhnenswert ist noch eine sehr naheliegende andere Schreibweise fiir Projektoren auf einen
bestimmten, auf Eins normierten Vektor:

Py = [¢) (] (2.32)
Machen wir uns zunichts klar, wie P, als Operator aufzufassen ist:
Py |x) = [¥) () - (2.33)
Priifen wir, dass P, ein Projektor ist:
Pilx) = Py (19)(@x)) = [0) (@10} (@x) = [¥)(d1x) = Pulx) - (2.34)

Diese Vorarbeiten erlauben uns eine sehr schone und intuitive Darstellung fiir eine Observable
im Fall, dass ihre Eigenvektoren und Eigenwerte bekannt sind:

1 1
S = S = S (2:35)

Benutzen Sie diese Schreibweise, um (1|S|¢)) zu berechnen - das ist ausgesprochen bequem!

Betrachten wir nun gleich noch eine weitere Observable, den Energie- oder Hamilton-
Operator. Wir haben bisher die Dynamik unseres Systems noch nicht spezifiziert - wir haben
alle Freiheit und wollen diese jetzt nutzen: Wir wéhlen den Hamilton-Operator

H= ( EOT Eoi ) : (2.36)

Mit anderen Worten, wir legen fest, dass der Spin-Up- und dem Spin-Down-Zustand jeweils ge-
wisse, feste Energien haben, die verschienden sein kénnen. (Technisch realisiert man das z.B.

SWer zurecht trotzdem etwas unzufrieden ist, weil er gerne in ein und derselben Analyse sehen wiirde, was mit
dem |[})-Anteil der Wellenfunktion passiert, der muss sich gedulden. Wir kommen dazu, wenn wir spéter genauer
iiber Messprozess, Dekohérenz, sowie tiber die verschiedenen sogenannten ‘Interpretationen’ der QM sprechen.
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durch ein passendes Magnetfeld.) Es sollte klar sein, dass man H mit den gleichen Projektions-
operatoren schreiben kann wie S. Nur die zugehorigen Eigenwerte sind andere.

Wir konnen nun die Schrodinger-Gleichung,

L d
th—[¥(1)) = H[p(2)) , (2.37)
sofort 16sen, indem wir den vollig allgemeinen Ansatz

[¥(t)) = a®)) + BN (2.38)

machen. (Wir haben in der Schrodinger-Gleichung keine partielle Ableitung geschrieben, da hier
t die einzige Variable ist. Ebenso verzichten wir auf das ‘hat’-Symbol, wenn es aufler Frage steht,
dass H ein Operator ist.)

Es folgt .
in(alt) + BI)) = Evalt) + ELBN) - (2.39)

bzw. wegen der linearen Unabhédngigkeit der beiden Basis-Vektoren
ihi = Eya und  ihB = E,f. (2.40)

Die Losungen sind natiirlich Exponential-Funktionen, die Exponenten liest man ohne Miihe ab.
Wir fassen gleich beide Losungen zusammen:

() = a(0)e P/ 1) + B(0)e /ML) (2.41)

Dabei erkennen wir unser grundlegendes Postulat £ = hw bzw. w = E/h wieder. Wir sehen,
dass jeder der beiden Energie-Eigenzustiande nur seine Phase verdndert. Die Phase rotiert um so
schneller, je gréBer die Energie ist. Mehr passiert nicht - insbesondere bleiben die durch |a|? und
|8]? gegebenen Wahrscheinlichkeiten fiir jeden der beiden Anteile gleich. Noch eindringlicher:
Wenn man mit einem bestimmten Energie-Eigenzustand (z.B. [1)) startet, dann bleibt dieser in
der Zeitentwicklung erhalten. Nur seine Phase rotiert.

Die Ubertragung auf einen N-dimensionalen Hilbert-Raum ist offensichtlich, so lange wir
eine Basis {[i)} von Eigenvektoren von H kennen:

h(t)) = Z a;(0) e By wobei  H|i) = Eili). (2.42)

Die Quantendynamik ist in diesem Sinne von erstaunlicher Einfachheit - nur die Phasen der
Energie-FEigenvektoren drehen sich. Die Schwierigkeit wird darin bestehen, eine solche Basis zu
finden und einen gegebenen Anfangs-Vektor in diese zu zerlegen.

2.4 Adjungierte und Hermitesche Operatoren
Es ist jetzt Zeit, wieder einiges von dem gelernten zu formalisieren. In diesem Abschnitt ist

wichtig, dass H endlichdimensional ist. Sonst wéren zentrale Aspekte von dem, was jetzt folgt,
wesentlich komplizierter.
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Betrachten wir einen linearen Operator A : H — H, wobei H ein Hilbertraum ist. Wir
definieren den zu A adjungierten Operator Af durch

(ATglx) = (¥]Ax). (2.43)
Hier benutzen wir die Bra-Ket-Notation nur zur Darstellung des Skalarproduktes. Wir meinen
also links das Produkt von Af|t)) mit |y) und rechts das Produkt von [t/) mit A|y).

Nochmal in Worten: Zu jedem A gibt es eine Operator Af, so dass die Wirkung von A auf
den rechten Vektor im Skalarprodukt ersetzt werden kann durch die Wirkung von A" auf den
linken Vektor im Skalarprodukt.

Uberzugen wir uns zunichst, dass tatsichlich einen Operator AT auf H definiert: Die
rechte Seite definiert offensichtlich ein lineares Funktional auf Vektoren |x). Also definiert
sie ein Element von H*. Da nun aber H* zu H auf eine kanonische Weise isomorph ist, definiert
sie einen Vektor Af|¢)).

Eine dquivalente Art, den adjungierten Operator zu definieren, ist die folgende: Wir definieren
zunéchst eine Wirkung von beliebigen Operatoren auf Bra-Vektoren von rechts:

A: H — H", (W] — (PlA. (2.44)
Dabei ist (1|A € H* durch
WA:H=C, |x) = (YAX) (2.45)

definiert. Dies ermdglicht uns, Skalarprodukte mit Operatoren beliebig zu klammern:

(©[Alx) = (@I(Alx) = (L1A)[x) - (2.46)
Wir definieren nun A" als den Operator, welcher folgende Aussage wahr macht:
Ay =1x) & @A = (. (2.47)

In Worten: Die Wirkung mit A von links auf H entspricht der Wirkung mit A" von rechts auf
H* (gegeben unseren kanonischen Isomorphismus).

Jetzt tibersetzen wir das ganze in Matrix-Sprache, wobei wir eine Orthonormalbasis |e;) = |i)
benutzen. Dazu erinnern wir zunéchts daran, wie man einen Vektor [¢) in diese Basis zerlegt:

v) = Zwm’) . (2.48)

Wir behaupten, dass man die so definierten Komponenten geméaf

Ui = (i) (249

berechnen kann. Dazu miissen wir z.B. nachrechnen, dass ([2.48)) aus (2.49) folgt. Dazu wiederum
geniigt es, (2.48) fiir die Projektion auf jedes Element der dualen Basis zu priifen:

Links: (j|¢)  Rechts: <j|Zwimzzmj:%:gw% (2.50)
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was zu beweisen war.

Damit entspricht jeder Operator A der Matrix
Aij = (ilAl7) - (2.51)

Um dass zu zeigen, bestimmen wir die Komponenten von A|):
(iAW) = A i) =) Ayt (252)
J J

Der letzte Ausdruck beschreibt nun aber gerade die Matrixmultiplikation von A;; mit dem Spal-
tenvektor {1y, ,¥n}T.

Jetzt werten wir ([2.43)) fiir Basiselemente, |¢)) = |I) und |x) = |k), aus. Es gilt zunéchst
Al = (ANywyli) = (AN)i0u518) = (AN)ali) (2.53)

Wir habe oben zur Abkiirzung die Einsteinschen Summenkonvention benutzt und werden dies
auch weiterhin tun. Die linke Seite von (2.43)) lautet damit

((A)ax)" (i1 = (AN - (2.54)
Die rechte Seite ist einfach
(k|A|l) = A . (2.55)

Wir sehen, dass die Matrizen zu A und A" durch vertauschen der Indizes und komplexe Konju-
gation ineinadern iibergehen, also
Wenn wir gleichzeitig mit Matrizen und Operatoren arbeiten wollen, dann ist es bequem, die

Operatoren mit einen ‘Hut’ zu versehen und die zugehorige Matrix durch das gleiche Symbol
ohne Hut zu bezeichnen.

Es gilt dann: Wenn AT der zu A adjungierte Operator ist, so erfiillen die zugehorigen
Matrizen
Al = (ATY = (AHT . (2.57)

Man sagt auch, dass A" die zu A adjungierte (oder hermitesch konjugierte oder auch her-
mitesch transponierte Matrix ist. Wir werden in Zukunft das Symbol T sowohl fiir den ab-
strakten adjungierten Operator als auch fiir die adjungierte Matrix benutzen. Die Aquivalenz
des Adjungierens zum Adjungieren von Matrizen impliziert natiirlich sofort (fﬂ)T = A.

Auch (2.47) impliziert, dass die Matrix zum adjungierten Operator schlicht die hermitesch
transponierte Matriz ist. Priifen Sie dies selbst nach, indem Sie wie oben eine Orthonormalbasis
benutzen.

Ein Operator A auf einem endlichdimensionalen Hilbertraum heifit hermitesch, wenn
Af=A (2.58)
gilt. Er entspricht damit einer hermiteschen Matrix, also einer Matrix, welche

(AT = A (2.59)
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erfiillt. Solche Operatoren werden fiir uns im Folgenden eine zentrale Rolle spielen, weil fiir her-
mitesche Operatoren stets reelle Erwartungswerte haben. Unsere Observablen werden
also stets aus dieser Operatorklasse kommen.

Bevor wir die Realitdt der Erwartungswerte beweisen, wollen wir einen anderen sehr
niitzlichen Fakt herleiten:

(Al = (@]AT]x) . (2.60)
Dazu benutzen wir die zweite Definition des adjungierten Operators, also die beiden Gleichungen
(2.47)), und mutliplizieren jeweils mit (p| bzw. |p). Es folgt

(plAl) = (plx)  und  (]AT]p) = (x|p). (2.61)

Da die rechten Seiten zueinander komplex konjugiert sind, gilt dies auch fiir die linken Seiten,
also

(plA[p)* = (V] A"|p). (2.62)
Nach Umbenennung p <> y ist dies gerade die gewiinschte Aussage aus Gl. (2.60)).
Wenn nun A hermitesch und |¢)) = |x) ist, so folgt

(YlAl)" = (PlAl¢) . (2.63)

Die ist aber gerade die Behauptung, dass hermitesche Operatoren reelle Erwartungswerte (und
damit natiirlich auch reelle Eigenwerte) haben.

Die obige Rechnung wird besonders anschaulich, wenn man mit Matrizen arbeitet. Dazu
seien jetzt 1) und y (ohne Bra bzw. Ket) Spalten-Vektoren. Auflerdem wollen wir stets (fiir
beliebige (n x m) Matrizen) die notation M*T = MT benutzen. Es gilt dann

WA = WTAY)" = (WTAX)T = xTATY = (x|AT]¥) (2.64)

wie schon in (2.62)) gezeigt.

2.5 Eigenwerte, Diagonalisierbarkeit, unitire Operatoren

Wir waren im letzten Abschnitt sehr ausfiihrlich, obwohl ein Grofiteil des gesagten natiirlich
schon aus der Linearen Algebra bzw. Theorie /11 bekannt sein sollte. Wichtig war fiir uns die
Gewohnung an die Bra-Ket-Schreibweise. Wenn man den Ubergang zwischen dieser abstrakten
Notation und gewdhnlichen komplexen Matrizen bzw. Vektoren einmal gewohnt ist, kann man
sich mehr und mehr schlicht auf elementare Algebra berufen. Das wollen wir im Folgenden auch
tun.

Wir erinnern uns: |¢)) heifit Eigenvektor zu A zum Eigenwert ), falls

Ay = NY)  bzw. Ay = M (2.65)

giltff] Beliebige Operatoren koénnen Eigenwerte und Eigenvektoren haben. Einen Eigenvektor
findet man immer, wie gleich klar werden wird. Fiir uns entscheidend ist, dass hermitesche

6Wir haben den Eigenwert hier nicht, wie sonst iiblich, mit v bezeichnet, weil wir dieses Symbol auch schon
fiir den CN-Vektor und dessen Elemente verwenden.
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Operatoren stets eine Basis aus Eigenvektoren haben, in der sie demnach als Matrix
diagonal sind. Der Ubergang zu dieser Basis wird durch eine unitire Transformation
bzw. unitire Matrix realisiert.

Die Herleitung obiger Aussage war Gegenstand des Kapitels 3.3 der Theorie IT (und ist
vermutlich noch besser aus der linearen Algebra bekannt). Wir erinnern deshalb nur kurz an die
Beweisidee. Sei H unser hermitescher Operator und H die entsprechende Matrix. Die Gleichung

det(H — A1) =0, (2.66)

deren linke Seite man auch als charakteristisches Polynom (in der Variablen \) bezeichnet, hat
stets eine Losung A;. Die Gleichung

(H=M1)z=0 (2.67)

hat demnach stets einen Losungs-Vektor x1, der dann ein Eigenvektor zu A; ist. Unter Ausnut-
zung der Hermitizitdt von H zeigt man, dass das Orthogonale Komplement von x; durch H auf
sich selbst abgebildet wird. H ist auf diesem Unterraum wieder hermitesch und wir kénnen unser
Argument wiederholen. Dann finden wir noch einen Eigenwert, Eigenvektor, usw. usf. Am Ende
haben wir eine Basis von Eigenvektoren zu Eigenwerten );, die wir normieren und mit

{1A) } (2.68)

bezeichnen wollen.

Die obige Herleitung liefert automatisch auch, dass die Eigenvektoren alle orthogonal sind.
Trotzdem ist es sinnvoll, auch unabhéngig davon beweisen zu konnen, dass Eigenvektoren
hermitescher Operatoren zu verschiedenen Eigenwerten stets orthogonal sind. Man
sieht dies, weil

0 = (a1|Olaz) — (a1|Olaz) = (a1|Oaz) — (a1|Olaz) = ({a2|Olar))* — (a1|Olas) (2.69)
= ((az]ar)a1)” — (a1]az)azy = aj(ai|az) — (a1]az)az = (a1 — az){ai]az),

so dass fiir a; — as # 0 die Orthogonalitét folgt.

Wir wollen nun noch iiber den Basiswechsel zwischen urspriinglicher Basis und Eigenvektor-
basis sprechen. Dazu zerlegen wir letztere in unsere urspriingliche Basis:

[Ai) = 17)Uji- (2.70)

Es gilt
0ij = (NilAg) = UskIYUy = UiUsy = U Uy = (UTD)s;. (2.71)

Dies definiert aber gerade eine unitiare Matrix: U ist unitér, falls
Ur=u"". (2.72)
Wir benutzen die gleiche Definition fiir einen unitdren Operator:

Ut=u-'. (2.73)



Wir haben gesehen, dass man eine unitdren Matrix zum Wechsel zwischen Orthonormalbasen
benutzen kann.

Die entscheidende Eigenschaft unitérer Operatoren ist ihre Kompaitibilitdt mit dem Skalar-
produkt: o -
({Up|Ux) = ([UTU ) = (®lx) - (2.74)
Als Spezialfall gilt insbesondere: Die Anwendung eines unitidren Operators 148t die Norm von
Vektoren unverédndert.

Wir wollen den obigen Basis-Wechsel auch noch in abstrakter Operator-Sprache formulieren.
Dazu berechnen wir geméf (2.70) die k-te Komponente von |\;):

(1A))k = (k|N:) = Upi = Upabi = Upa(|3))1 - (2.75)

In Operator-Sprache implizirt dies A
) = Ui, (2.76)

so dass wir sagen konnen, der Operator U iiberfithrt unsere Ausgangs-Basis in die Eigenwert-
Basis. Die Elemente von H in dieser neuen Basis sind

(NH X)) = Adig (2.77)

H ist also diagonal. Umgekehrt gilt natiirlich auch: Jeder Operator, der in irgendeiner Basis
diagonal mit reellen Eigenwerten ist, ist hermitesch.

Diese besondere Beziehung zwischen Hermitizitdt und Realitéit der Eigenwerte (und damit
aller Erwartungswerte) gibt uns Anlass, hermiteschen Operatoren physikalisch eine ganz zentrale
Rolle zuzuordnen:

Wir postulieren: Jeder physiklischen Observablen ist ein hermitescher Operator
zuzuordnen — jeder hermitesche Operator definiert eine Observable.

Das Obige trifft natiirlich speziell auf den Hamilton-Operator zu, welcher der Observablen
Energie entspricht. Er ist also hermitesch und damit stets diagonalisierbar. Falls er nicht explizit
von der Zeit abhéngt (was, wie in der Mechanik, oft der Fall sein wird), so kann man also eine
fiir alle Zeiten giiltige Eigenvektorbasis finden. In dieser Basis besteht die gesamte Dynamik, wie
weiter oben hergeleitet, nur in der Phasen-Rotation der Summanden, welche einen Zustand in
der Eigenvektorbasis darstellen. Diese duflerst einfache Dynamik ist also fast vollig allgemein.

Zuriick zur allgemeinen Observablen O (die jetzt, wie gesagt, hermitesch ist) und einem
beliebigen Zustand [i): Wie gerade beim Hamiltonian diskutiert, konnen wir [¢) stets als

) = viloy) (2.78)

schreiben, wobei |o;) die Eigenvektoren von O zu den Eigenwerten o; sind. Der Erwartungswert
von O ist dann

(1h|Ol) = Z¢ (04]Ol0;)1 Z ;%05 . (2.79)

Die Wahrscheinlichkeiten sind zu den emzelnen Messwerten o; sind |¢;]?. Falls man ein gewisses

0; gefunden hat, dann ist der Zustand nach der Messung der entsprechende Eigenzustand |o;).
Die Operation der Messung entspricht der Wirkung des Projektors

P, =0;){04| (2.80)
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wobei in der obigen Formel nicht {iber ¢ summiert wird.

Erwéhnenswert ist noch der Spezialfall, dass zwei oder mehr Eigenwerte degeneriert sind.
Dass heift, es gibt mehrere linear unabhéngige Eigenvektoren zum gleichen Eigenwert. Unsere
obige Diagonalisierungsprozedur liefert dann zwar auch eine Eigenvektor-Basis, aber diese ist
nicht eindeutig. Es gibt, z.B. im einfachsten Fall doppelter Degeneriertheit, einen zweidimensio-
nalen Unterraum in welchem jeder Vektor ein Eigenvektor ist. Wir illustrieren das am Besipiel
des Operators

aq 0 0
A= 0 a 0 |, (2.81)
0 0 a9

mit a; = ag. Beliebige unitire Transformationen im 2-3-Unterraum werden die Diagonalform
nicht dndern, da A auf diesen Unterraum als a1 wirkt.

2.6 Zeitentwicklung mit konstantem H

Jetzt wollen wir uns wieder der Physik zuwenden, noch nicht konkreten Beispiel-Systemen, son-
dern zunéchst einem quantenmechanischen System im Allgemeinen. Die grundlegende Aufgabe
in der theoretischen Physik besteht in der Berechnung der Zeitentwicklung bei gegebenen An-
fangsbedingungen. In unserem Fall ist dies das Losen der Schrodingergleichung,

L d
ih— [9(8)) = HIp(?)) . (2.82)

Wir haben in den letzten Kapiteln gelernt, dass man es hier im endlichdimensionalen Fall bei
|4(t)) schlicht mit einem zeitabhéngigen komplexen Vektor und bei H mit einer hermiteschen
Matrix zu tun hat. Den unendlichdimensionalen Fall (z.B. Funktionen (7, t)) wollen wir uns im
Moment als durch grofie, endlichdimensionale Systeme genéhert denken. (Mit tieferer Mathema-
tik kann man das Folgende aber auch direkt im unendlichdimensionalen Fall begriinden.)

Wir haben die obige zeitabhiingige Schrodinger-Gleichung in (2.42)) schon gelost, wobei
wir die Diagonalisierbarkeit von H angenommen hatten. Mit einer geringfiigigen Anderung der
Notation wiederholen wir unser Ergebnis (mit Summenkonvention):

[0(t)) = wi(t) i) = ¢i(0) e */Ma) . (2.83)

Hier sind v; die Komponenten von |¢) in der Eigenbasis von H und E; die entsprechenden
Eigenwerte. Da wir jetzt wissen, dass H stets diagonalisierbar ist, sind wir fertig.

Wegen der Wichtigkeit des Ergebnisses, wollen wir das Gleiche nochmal etwas anders sagen:
Wir machen den Produktansatz

) = f()]x) (2.84)
fiir [1), wobei |x) zeitunabhéngig sei. Einsetzten in die zeitabhéngige Schrodingergleichung liefert
ih f(£) [x) = F(£) H|x) - (2.85)

Wenn nun |y) ein Eigenvektor zu H zum Eigenwert £ ist, dann folgt
i F(0) 1) = £() El) (2.56)
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bzw.

ih f(t) = E f(1) und somit f(t) = f(0) e tBUM, (2.87)

Die dabei benutzte entscheidende Aussage, dass |y) ein Eigenvektor zu H ist,
Hlx) = Elx), (2.88)

bezeichnet man als zeitunabhingige Schrodingergleichung. Diese muss man 16sen, um alle
Eigenvektoren und Eigenwerte zu bestimmen. Die oben schon hingeschriebene allgemeine Losung
der zeitabhéngigen Schrodingergleichung ist eine Superposition von Losungen vom Typ f(t)|x).

Es ist oft niitzlich, die Losungen der Schrodingergleichung mit Hilfe des sogenannten Zeit-
entwicklungsoperators U(t) zu beschreiben. Dazu fassen wir |¢(t)) als Spaltenvektor auf,

(1) = () = Walt) ealt), )" (2.89)

und formulieren unsere oben gefundene Losung als
Y(t) = U(t)y(0) wobei U(t) = diag(e Frt/h e=ibat/h .y (2.90)
In der Eigenvektorbasis von H ist der Zeitentwicklungsoperator also schlicht eine Diagonalmatrix

aus den Phasenfaktoren zu den einzelnen Energieeigenvektoren.

Es gilt weiterhin
Ut)=e " wobei  H = diag(E1, Es,---). (2.91)

Die Exponentialfunktion eines Operators (einer Matrix) ist hier wie iiblich iiber die Taylor-Reihe
definiert. Die Richtigkeit der Aussage U = e *#¥/" folgt, weil beim Ausmultiplizieren der Terme
in der Taylor-Reihe immer erster Eigenwert auf ersten Eigenwert trifft, zweiter Eigenwert auf
zweiten Eigenwert usw. Rechnen Sie das mit 2 x 2- Matrizen nach, wenn es nicht offensichtlich
ist.

Entscheidend ist nun, dass das, was man in einer bestimmten Basis gezeigt hat, immer
auch ganz allgemein gilt. Wir haben also, jetzt ganz abstrakt mit Hilbertraum-Operatoren, die
Schrédinger-Gleichung gelost —

W) =U@)0), mit  Ut)=e " (2.92)

— zumindest fiir Hamilton-Operatoren, die nicht explizit von der Zeit abhidngen. Wichtig ist,
was wir mit der Bezeichnung U schon angedeutet haben, dass die Zeitentwicklung unitér ist,
U(t)" = U(t)~!. Dies impliziert, dass sich die Norm von [¢) nicht #ndert und somit die Summe
der Wahrscheinlichkeiten Eins bleibt. Die Unitaritdt einer Diagonalmatrix aus Phasenfaktoren
ist offensichtlich.

2.7 Zeitentwicklung allgemein

Aber nichts spricht dagegen, auch den Fall zeitabhidngiger Hamilton-Operatoren, H = H(t),
zuzulassen. Wir erwarten, dass es immer noch einen unitédren Zeitentwicklungsoperator geben
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wird. Wir bezeichnen diesen jetzt besser mit U = U(t, ), da es uns nicht mehr freisteht, to = 0
zu setzten. Schliellich ist die Dynamik jetzt zu jedem Zeitpunkt anders.

Wir machen also den Ansatz

[0 (£)) = U(t, to)[¢ (o)), (2.93)
wobei U(t, t) = 1 fiir jedes t. Wir setzen in die Schrodingergleichung ein,
L d
i Ut )l (to)) = H() ULt (1)) (2.94)
und sehen, dass U die Gleichung
d
iha Ul(t,to) = H(t)U(t, to) (2.95)

erfiillen muss. Unser altes Ergebnis, e~ *7(=%)/2 155t dies, falls H zeitunabhingig ist. In diesem

Fall miissen wir die Taylor-Reihe der Exponentialfunktion einfach ausschreiben und Term fiir
Term ableiten. Die Rechnung ist vollig analog zur Rechnung mit Zahlen, weil nur der Operator
H vorkommt, und der kommutiert natiirlich mit sich selbst. Genau an dieser Stelle geht aber
etwas schief, wenn wir H (t) zulassen.

Ein Weg, sich an die Losung heranzutasten, besteht darin, das Zeitinterval in viele kleine
Abschnitte der Lange A zu zerlegen und anzunehmen, dass sich H(t) innerhalb eines solchen
Abschnitts nicht stark dndert. Dann gilt dort die alte, zeitunabhingige Dynamik und wir haben

U(t, to) ~ e*iH(th)A . e*iH(ﬁQ#’?A)A efiH(t0+A)A e*iH(to)A , (296)

wobei wir im Moment /& = 1 setzen um Schreibarbeit zu sparen (das kann man durch passende
Wahl der Einheiten stets erreichen). Falls jedes H(t') mit jedem H(t") vertauscht, diirfen wir
rechnen, wie mit Zahlen. Dann wire

Ult,ty) =~ exp ( —GH(t— A)A 4 —iH(tg+ A)A — z‘H(tO)A>

~ exp (—i /t:dt’H(t’)) . (2.97)

Dies ist i.A. zwar falsch, aber der Fehler 143t sich leicht beheben, in dem wir schreiben

Ult,to) = T exp (—i / t dt’H(t’)) , (2.98)

to

wobei T' der sogenannte Zeitordnungsoperator ist. Dies bedeutet, dass in allem, was rechts
von T steht, beliebige Produkte von H(t1), H(ts), H(t3) etc. so zu ordnen sind, dass spétere
Zeiten weiter links stehen. Das entspricht genau dem, was wir hatten, bevor wir die vielen
Intervall-Entwicklungen zusammengefasst haben.

Wir erkliren T' gleich genauer und beweisen bei der Gelegenheit auch die bisher eher geratene
als hergeleitete Losung. Dazu schreiben wir nach Taylor

o0 an gt t t
Ultt) =1+ U, mit U, = 2 /dtl/ dt2-~~/ it T H (1) Hty) - H(t,)
n=1 to to to

n!
(2.99)
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In jedem U, integrieren wir iiber ein einen n-dimensionalen Wiirfel, der durch {¢,--- ,t,} pa-
rametrisiert ist. In diesem Wiirfel gibt es einen Unterraum, in welchem t; > t5 > --- > t,, gilt.
Natiirlich gibt es auch andere Unterrdume mit anderer Zeitordnung, z.B. to > t; > t3 > t4 >

- > t,. Es gibt so viele solcher Unterrdume wie Permutationen, also n!. Natiirlich trigt aus
Symmetriegriinden (der Integrand ist wegen 7' in den Argumenten symmetrisch) jeder Unter-
raum gleich zu U, bei (vgl. Fig. . Wir koénnen also den Faktor 1/n! weglassen und uns auf den
ersten Unterraum beschrénken. Das ist bequem, weil in diesem Unterraum 7' unnotig wird — die
Reihenfolge stimmt ohnehin:

t t1 to tn—1
U, = (—z)n/ dtl/ dtg/ dtg.--/ dt, H(t) Hits) - H(t,). (2.100)
to to to to

Damit haben wir die U,, und damit U(t,to) sauber definiert. Die Darstellung von U(t,t,) als
Reihe der so definierten U,, heifit Dyson-Reihe.

Abbildung 5: Aufteilung in des Integrationsbereichs in Teile mit verschiedener Zeitordnung im
Fall n = 2.

Man rechnet nun mit dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung nach (¢;-Integral
weglassen und ¢; = ¢ setzen), dass

%Un - /d@/ di - /ton dtn H(t) H(t) - H(tn) (2.101)
= —iH(t) (—z’)”_l/t dt, /tt1 dtQ.../tn 2dtn—1 H(t) - Hty 1) = —iH(t) Uy,

Im letzten Schritt wird benutzt, dass man die Integrationsvariablen geméaf to — t1, t3 — t5 etc.
umbenennen darf. Damit das auch fiir n = 0 und n = 1 gilt, miissen wir Uy = 1 und U_; =0
definieren.

Nunmehr berechnet man

—Uttg ZdtUn—— ZUnl——zH ZUM_—@H Z; W= —iH(U(t, 1),

(2.102)
was (nach Wiedereinfithrung von A durch H — H/h) genau die gewiinschte Differentialgleichung
ist.

2.8 Postulate der Quantenmechanik

Wir wollen das Folgende eher als Zusammenfassung des bisher Gelernten denn als ernsthaften
Versuch einer Axiomatik betrachten. Wir folgen hier in etwa Schwabl, aber es gibt auch viele
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andere Versionen und Formulierungen dieser Postulate oder Axiome in der Literatur. Das Ganze
ist also eher eine ‘Axiomatik’ im Sinne des Physikers als des Mathematikers.

(1) Der Zustand eines physiklischen Systems ist vollstdndig durch einen Hilbertraumvektor |¢) €
H bestimmt.

(2) Jeder physikalischen Observablen ist ein hermitescher Operator A zugeordnet und umge-
kehrt. Die Eigenwerte sind die moglichen Messergebnisse.

(3.a) Gegeben einen Zustand |[¢)), ist die Wahrscheinlichkeit, das System im Zustand |x) zu
finden, durch

w(®, x) = (W) (2.103)
gegeben (Bornsche Regel).

(3.b) Der Erwartungswert einer Messung von A ist

(A4) = (¥[AlY) . (2.104)
Wird der Eigenwert A; gemessen, so geht das System in den entsprechenden Eigenzustand {iber
(Kollaps der Wellenfunktion).

(4) Die Zeitentwicklung wird durch einen unitéren Zeitentwicklungsoperator U(t, ty) beschrieben.
(Alternativ: Die Zeitentwicklung gehorcht der Schrodinger-Gleichung.)

Man kann sich iiberlegen, dass man (mit geringfiigiger Umformulierung) entweder (3.a) oder
(3.b) weglassen kann - sie sagen in etwa das Gleiche. Wir wollen uns mit dieser moglichen
Einsparung nicht befassen. Wenn wir uns der obigen Axiome in vollem Umfang bedienen und
auf die detaillierteren Erklarungen der obigen Kapitel berufen diirfen, dann sollte jetzt zumindest
im Prinzip klar sein, was Quantenmechanik bedeutet. Aber interessant und wirklich verstandlich
wird das Ganze natiirlich erst durch die vielen nichttrivialen Beispiele, die jetzt folgen.

3 Der harmonische Oszillator

3.1 Vorbemerkungen

Wir wollen uns zunéchst dem Teilchen in einer Dimension zuwenden. Wir wissen schon, dass
der Hilbertraum hier die quadratintegrablen Funktionen v (z) enthéilt und unendlichdimensional
ist. Wir ignorieren im Moment die damit einhergehenden mathematischen Schwierigkeiten und
rechnen einfach drauflos. Unsere beiden entscheidenden Observablen sind wobei , was fiir Mul-
tiplikation mit z steht, und p = —ihd/dz. Machen wir uns klar, dass diese wirklich hermitesch
sind

(Wlpy) = / dr ()" (—ihd/dz)x(z) = / da {(ihd /de)(x) () (3.1)
- / di {(—ihd/deyd (@)} x(@) = (BUl) (3.2)

Hier haben wir im zweiten Schritt partiell integriert. Wenn wir uns an die Definition (Afy|y) =
(1| Ax) erinnern, sehen wir, dass p! = p gilt. Die entsprechende ‘Rechnung’ fiir 4 iiberlassen wir
dem Leser.
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Der Hamilton-Operator ist (erst allgemein, dann fiir den Oszillator)

~2 A2
2 p . p k .o
H=— =5—+5 :
5 TV (@) =5+ 537, (3.3)
was nach obiger Diskussion natiirlich auch hermitesch ist. (Die fiir Matrizen offensichtliche Re-
chenregel (AB)" = BTAT gilt auch fiir Operatoren im Allgemeinen.) Die klassische Losung hat
bekanntermaflen die Kreisfrequenz w = /k/m, und es ist iiblich, diese statt der Federkonstanten
k zu benutzen.

Unser Ziel ist also die Bestimmung der Eigenwerte und Eigenfunktionen von

=5 5 (3.4)

bestimmen. Um dies moglichst elegant zu tun, definiert man sich aus den relevanten Konstanten
h, m und w GroBlen mit der Dimension von Impuls, Ort und Energie,

po = Vhwm , xg = \/h/wm und hw , (3.5)

und ‘misst” Impuls und Ort in diesen Einheiten:

~

T=p/po, E=i/x0. (3.6)

Der Hamilton-Operator erhélt die einfache Form

H= m%(ﬁué?). (3.7)

3.2 Algebraische Losung

Wie wir noch genauer verstehen werden, spielen die sogenannten kanonischen Vertauschungs-
relationen zwischen Orts und Impulsoperator eine entscheidende Rolle in der Quantenmechanik:

[z,p| = 2p —pt = x(—ihd/dx) — (—ihd/dx)x (3.8)
= a(—ihd/dx) — {—ih + x(—ihd/dz)} = ih.

In unseren neuen Operatoren ausgedriickt wird dies noch einfacher: [é , 7] = i. Das Wort ‘alge-
braisch’” in unserer Uberschift bedeutet nun, dass man von den Operatoren nur diese Vertau-
schungsrelationen braucht und dann (rein algebraisch) das Eigenwertproblem lésen kann.

Wir definieren
a=(E+ir)/V2  ( woraus folgt, dass al = (€ —in)/V2 ) (3.9)
Man kann dies leicht nach é , 7 auflosen:
E=(a+ad)/V2, #=(a—adl)/iv2. (3.10)
Wir berechnen die Kommutatorrelation fiir ¢ und af:
la,al] = % E+in, é—in] = (R4 -[64)) =1, (3.11)

34



und driicken H durch a, a' aus:
- 1 1
#242 = 5((1 +ah)? — 5(@ —a"? =ad' +a'a =[a,a'] + 2aTa = 2a'a + 1, (3.12)

und somit ) .
H = hw (aTa+§>Ehw<N+§) : (3.13)

Im letzten Schritt haben wir den Besetzungszahloperator N = aTg definiert. Wenn es uns
gelingt, diesen zu diagonalisieren, dann haben wir offensichtlich auch H diagonalisiert.

Wir machen nun eine entscheidende Annahme (die wir spéter priifen werden): Es gébe eine
Vektor, der von a auf die Null abgebildet (‘vernichtet’) wird. Wir nennen diesen Vektor |0), so
dass

al0) = 0. (3.14)
O.B.d.A. sein (0]|0) = 1. Des Weiteren definieren wir
In) = (a")"0) /v, , (3.15)

wobei wir die reellen Faktoren «, so wihlen, dass (n|n) = 1.

Offensichtlich gilt
a'ln) = (a")""10) /e = ()" 110} /v 1 - (g1 /arn) = [+ 1) (g /) (3.16)
Das heifit, a' fiihrt uns von n zu n + 1, man nennt a' deshalb den Aufsteiger (oder Erzeuger).

Etwas interessanter ist die Berechnung der Wirkung von a:

aln) = a(a")"|0)/ay, . (3.17)

Dazu rechnen wir, unter vielfacher Ausnutzung von aa' = a'a + 1,
ala)” = ad'(a")" = ala(a")" + (a")"! (3.18)
(aN2a(a)" 2 +2(a")" = = (a")a + n(a")" . (3.19)

Wir haben hier schlicht a schrittweise nach rechts geschoben, wobei wir bei jedem Schritt einen
extra Term (a')"~! bekommen haben. Das Endergebnis ist, nochmal in einer Zeile zusammen-
gefasst,

a(a"™ =n(a"" ™ + (a")"a. (3.20)
Da nun aber per Annahme a|0) = 0 ist, folgt aus (3.17)
aln) = n(a")"710)/ay = n(a")"0) /a1 - (n-1/an) = |n = 1) n(on-1/aw). (3.21)

Wir kénnen also a als Absteiger (oder Vernichter) bezeichnen. Zusammen nennt man a und af
auch Leiteroperatoren.

AuBerdem konnen wir leicht feststellen, dass unsere |n) Eigenvektoren zu N sind. Dazu
brauchen wir uns um die Normierung nicht zu kiimmern und rechnen mit der beim Absteiger
erlernten Methode

N(a')"[0) = a'a(a)"|0) = af (n(a")""" + (a)"a)|0) = n (a")"[0). (3.22)
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Es gilt also
N|n) = n|n) . (3.23)

Jetzt kitmmern wir uns um die Normierung, indem wir die Norm von af|n) berechnen. Einerseits
haben wir

la'[n)|* = (nlaa’|n) = (n] (1 + a'a) |n) = (n|(1 + N)[n) = (1 +n). (3.24)
Andererseits wissen wir, dass
lat ) |* = [ + 1) (1 /) |* = (@1 /). (3.25)
Da die Ausdriicke rechts gleich sein miissen, erhalten wir die Rekursionsrelation
= (n+1)az. (3.26)

Man errét leicht die Losung

a, = Vn!. (3.27)

Zusammenfassend haben wir die normierte Basis

tyn 1
In) = (\a/l' |0) mit Eigenwerten E, = hw (n + 5) (3.28)
n!

beziiglich H gefunden. Es gilt a|0) = 0 sowie a'|n) ~ |n 4 1) und a|n) ~ |n — 1). Die hierbei
auftretenden Normierungsfaktoren sind oben berechnet worden. Die Orthogonalitdt der Basis
folgt aus der Hermitizitdt von H, ist aber auch leicht explizit nachzupriifen.

3.3 Hermite-Polynome

Um die Wellenfunktionen explizit zu berechnen, ist es bequem zunéchst bei é und 7 zu bleiben
und auch entsprechend normierte klassiche Variablen £ und 7 einzufiithren. Wir schreiben also

¥ =9(€) und

az%(éjtiﬁ):%(ﬁjtdig) , afz%@—m):%(g—d%). (3.29)

Kiimmern wir uns zunéchst um die Grundzustands-Wellenfunktion |0). Wir miissen

(5 ¥ %) bol€) = 0 (3.30)

l6sen, was mit Separation der Variablen sofort gelingt:
%(5) = e &/ (3 31)
l/4 ) )

Wir haben hier bereits auf Eins normiert, was der Differentialgleichung natiirlich egal ist, die
Quantenmechanik aber fordert. Wir haben hier insbesondere unsere oben gemachte Annahme
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gerechtfertigt, dass es einen Vektor gibt, der von a vernichtet wird. Damit haben wir auch sofort
alle angeregten Zustidnde, und zwar auch gleich mit richtiger Normierung:

(CLT)TL 1 d " _£2/9
Vn(§) = W%(f) = o (5 - d_f) et (3.32)

Klarerweise sind das auch alles Gaufl-Kurven, aber mit Polynomen als Vorfaktor. Das kann
man manifest machen, indem man die sogenannten Hermite-Polynome einfiihrt,

dTL
H,(€) = (—1)" —e ¢ (3.33)
agr
Um unser Resultat in diese umzuschreiben, geht man wie folgt vor. Zunéchst iiberzeugt man
sich, dass
2 d 2 d
—£2/2 2y g2 4
e (§ y §> e T (3.34)
gilt, wobei beide Seiten als Differentialoperatoren anzusehen sind. Dann nimmt man davon die
n-te Potenz und findet g p
R (e =) &= (1) 3.35
A (R (3.35)
Das setzen wir in die Definition der Hermite-Polynome ein und finden
_ £ d\" —€2/2
H(§) =" 6—— ] e (3.36)
dg
sowie schlieflich )
_¢2

wl/4y/2nn)

SchlieBlich kehren wir noch zu unserer physikalischen Variablen x = £xq zuriick,
1
wl/4/2nnlz,

wobei wir auch im Vorfaktor ein 1/,/z¢ einfiihren mussten, um die Normierung auf Eins auch in
der Variablen = zu erhalten (d§ = dx/x).

Un(z) = e PR H, (1) 30) (3.38)

In Fig. [6]ist eine der hoheren Moden illustriert. Man sieht deutlich, dass sich das Teilchen in
der Ndhe der Umkehrpunkte mit hoherer Wahrscheinlichkeit authélt als im Zentrum. Das ist auch
anschaulich klar, weil es dort bei der klassichen Bewegung langsamer wird. Vollig nichttrivial ist,
dass es uns ganz ohne Analysis gelungen ist, eine (abzéhlbar unendliche) Orthonormalbasis fiir
den Raum der quadratintegrablen komplexen Funktionen auf R zu finden. Wir haben hier ein
quantenmechanisches Beispiel, in dem alles fast so einfach ist, wie im Fall endlichdimensionaler
Matrizen.

Die zentralen physikalischen Lehren sind fiir uns die Diskretheit des Spektrums und die
immer schlechter werdende Lokalisierung im Zentrum bei starker Anregung. Letzteres entspricht
der intuitiven Erwartung. Aber auch die hoheren Moden kénnen nicht zu sehr hohem Potential
vordringen - dort siegt der Abfall des exponentiellen Faktors iiber das Polynom.
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Abbildung 6: Illustration einer der htheren Moden (aus Wikipedia).

Als SchluBkommentar wollen wir noch erwdhnen, wie man ohne die algebraische Idee der
Leiteroperatoren zum Ziel kommt. Wir wollen die Differentialgleichung

d2
(d_§2 _ 2) b= e (3.39)

l6sen. Bei sehr grofflem ¢ vereinfacht sich das zu ¢” — £2¢) = 0. Wieder unter der Annahme von
sehr grofiem ¢ wird das angenéhert (‘asymptotisch’) durch e~¢°/2 gelsst. Wir machen den Ansatz
H(£)e ¢/? und leiten (nunmehr ohne Niherung) eine Differentialgleichung fiir den Vorfaktor H
her (die hermitesche Differentialgleichung). Diese wird mit einem Potenzreihenansatz gelost, der
zu einer Rekursionsformel fiir die Koeffizienten der Reihe fiihrt. Damit die Losung normierbar
bleibt, muss die Reihe abbrechen. Das geschieht nur fiir bestimmte Werte von € und fiihrt so-
mit zur Energie-Quantisierung. Man findet natiirlich die Hermite-Polynome und die uns schon
bekannten Wellenfunktionen (siche z.B. Wess [4]).

3.4 Kohirente Zustiande

Unsere bisherige Beschreibung des harmonischen Oszillators ist typisch fiir die Quantenmecha-
nik: Wir haben ein Diskretuum von Energieeigenzustidnden gefunden, kennen deren jeweilige
Wellenfunktion (z-Abhingigkeit) und Zeitentwicklung (e~*##*/") und kénnnen damit prinzipiell
jede physikalische Frage beantworten. Aber wir sind sehr weit entfernt von der Oszillationsbe-
wegung des klassischen Teilchens, welche ja in Grenzfall grofSer Anregung zumindest angendhert
enthalten sein muss. Dies lasst sich aber gerade im Fall des Oszillators besonders einfach beheben:

Betrachten die sogenannten kohdrenten Zustéinde (die Namensgebung wird sehr bald klar
werden), welche als Eigenzustinde des Absteigers a definiert sind,

alz) = z|z) . (3.40)
Wir behaupten zunéchst, dass Zusténde vom Typ (z € C)

|2) ~ |0} (3.41)
diese Forderung erfiillen. In der Tat haben wir gelernt, dass

a(a)™ = n(a"" ™ + (a")a. (3.42)
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Man kann sich diese algebraische Relation veranschaulichen, indem man sagt, dass a auf eine
Potenz (und damit auf jede Potenzreihe) so wirkt, wie ein Ableitungsoperator:

8 n n— n 8
Damit ist sofort klar (aber priifen Sie es auch Term fiir Term nach!), dass
ac® = ze™ 4 eq. (3.44)

Wegen a|0) = 0 folgt
a (em*|o>) S (em*\m) , (3.45)
was zu beweisen war.

Die Wellenfunktion v, (z) dieser Zusténde ist leicht zu bestimmen. Dazu benutzen wir unsere
dimensionslose Variable £ und erinnern uns, an den Ausdruck fiir a als Differentialoperator und
die Grundzustands-Wellenfunktion:

Vaao(€) = (5 ; d%) Go©) =0, (&)~ e, (3.46)

Dies verallgemeinert sich sofort zu

V2(a — 2)1).(€) = (& —V2z+ d%) (6) =0, 1 (f) ~e EVEI2 (3.47)

Es kommt also zu einer Verschiebung der Gauffunktion ~ Rez und zu einer zusétzlichen z-
abhingigen Phase.

Die Normierung ist sehr leicht mit algebraischen Methoden zu bestimmen. Wir bemerken,

dass
e |0) = 2> |0) (3.48)

weil a auf |z) so wirkt, wie die Multiplikation mit z. Demnach gilt
f z - - 2
e 0)1 = (0] () e'0) = (0leFee'[o) = e (0le' o) = ¢ =7 (3.49)

Hier haben wir im vorletzten Schritt benutzt, dass a|0) = 0 und somit (0]a’ = 0. Wir kennen
jetzt also auch die normierten kohérenten Zusténde,

|2) = e 12207 0) (3.50)

Starten wir mit solch einem Zustand bei t = 0, so kénnen wir den zeitentwickelten Zustand

o0 T n
—iHt/h N\ _ _—|2[2/2 —iHt/h (za')
e 2) = e Zoe 1) (3.51)
sofort bestimmen, indem wir uns erinnern, dass
1
H (a")"|0) = hw (n - 5) (ah)™]0). (3.52)
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Also gilt
e \n & —iwt T\n
e—th/h|Z> _ o le?2 Ze—iwt/Qe—iwnt (za') 0) = o wt/2,=122/2 Z (ze”'al) 0) . (3.53)

a
n! n!

Es kommt also zu einer Phasenrotation aufgrund der Nullpunktsenergie hw/2 sowie zusétzlich
zu einer Phasenrotation der Variablen z mit e=*?. Dies konnen wir wie folgt besonders kompakt
schreiben:

eTHUR| ) = 72| (1)) 2(t) = ze ™, (3.54)

Schliellich wollen wir die zeitliche Entwicklung der xz-Abhéngigkeit bestimmen. Wie wir aus
(13.54]) sehen, kénnen wir die Phase von z in eine Umdefinition von t absorbieren. Dann ist

2(t) = |z| (cos(wt) + isin(wt)) . (3.55)
AuBerdem sind uns Normierung und Gesamtphase von 1 unwichtig, so dass wir
1
0,0) ~ taofo) ~ exp |56~ VB0 (3.50
~ exp —5{5 — V2|2 cos(wt)} + |z|* sin®(wt) + 1{5 — V2|7 cos(wt)} V2|2 sin(wt)
sowie

[, (t, z)[* ~ exp [—(5 — \/§|z| Cos(wt))Q} (3.57)

finden. Im letzten Ausdruck haben wir alle {&-unabhéngigen Faktoren weggelassen. Wie man
sieht, haben wir es mit einem kohérenten (nicht zerflieBendes) Wellenpaket zu tun, dass mit der
Amplitude v/2 |z| um den Ursprung oszilliert. Wie Sie schon wissen und wie wir noch im Detail
sehen werden, ist dies sehr verschieden vom Verhalten eines solchen Wellenpakets ohne Potential.

Man kann sich leicht iiberzeugen, dass auch der Erwartungswert des Impulses entsprechen-
de Osrzillationen ausfiihrt. Dies ist grob gesagt das ‘beste klassiche Verhalten’, dass wir beim
Oszillator erreichen kénnen.

4 Weitere eindimensionale Systeme

4.1 Das freie Teilchen auf der S!

Auf den ersten Blick gibt es ein viel einfacheres System, als der oben geloste harmonische Oszil-
lator: das freie Teilchen in einer Dimension. Der Hilbertraum ist der gleiche, wie oben, und dem
Hamilton-Operator fehlt der Potentialterm:

H=p*/2m  mit p=—ihd/dx. (4.1)

Aber schon auf den zweiten Blick offenbahrt sich ein ernstes Problem: Die Eigenfunktionen
sowohl zu p und demnach auch zu H kennen wir schon,

p) = ™", (4.2)
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und diese sind nicht normierbar. Vermutlich kennen Sie auch schon (aufgrund der in Theorie
3 besprochenen Fourier-Transformation) die Losung: Man normiert ‘auf 6-Funktion’ und ver-
meidet alle (meist auch physikalisch sinnlose) Fragen, die eine normierte Energie-Eigenfunktion
erfordern.

Wir werden dies auch gleich tun, wollen aber vorher noch ein anderes System ansprechen,
dass duBerst ahnlich ist, aber kein Normierungsproblem kennt: Das freie Teilchen auf der S*. Es
ist auch als ‘starrer Rotator’ bekannt, weil man die Position auf der S! als Winkelvariable eines
Korpers auf einer Achse interpretieren kann.

Wir parametrisieren die S* durch x € [—L/2,L/2]. Der Hilbertraum sind die Funktionen
auf diesem Intervall mit ‘periodischen Randbedingungen’. Das heifit, ¢)(z) und alle Ableitungen
stimmen bei —L/2 und L/2 iiberein. Aquivalenterweise konnen wir iiber periodische Funktionen
auf R sprechen: ¢(x) = ¢ (z + L). Wir interpetieren aber nur den Bereich x € [—L/2,L/2]
physikalisch und normieren auch entsprechend:

L2
(W) = / dz(z) X (z). (4.3)

—L/2

Die Eigenfunktionen von p und H sind natiirlich immer noch die Exponentialfunktionen, aber
es sind jetzt nicht mehr alle Werte von p bzw. k = p/h zugelassen: Wegen der Periodizitat gilt
k =2mn/L mit n € Z. Es ist fiir uns im Moment bequemer, mit der Wellenzahl k statt mit p zu
arbeiten, so dass wir

kp) = e®® /L mit  k, = 2mn/L (4.4)
schreiben.

Das Schone an diesem System ist, dass wir sofort sehen, dass es sich um eine Orthonormal-
basis unseres Hilbertraums handelt: Das ist Schlicht die zentrale Aussage der Fourier-Analyse
auf einem Intervall:

(kn|km) = Opm (4.5)

sowie
L2

W)=l wnd b= ()= [ ds

2 RN
Zusammenfassend sehen wir, dass die Situation dhnlich pefekt ist, wie beim harmonischen Os-
zillator: Wir haben eine unendlich abzdhlbare Basis von Eigenvektoren und das (bis auf den
Null-Eigenwert) doppelt degenerierte Spektrum

(). (4.6)

E, = p2/2m = k2 /2m = (27h)’*n?/(2mL?) . (4.7)

Interessanterweise ist der Operator & nicht definiert: Wenn v (z) periodisch ist, so gilt das fiir
x1p(x) nicht mehr. Trotzdem gibt es entsprechende Observable, z.B. cos(2mnz /L) etc. — periodi-
sche Funktionen von & bilden H auf sich selbst ab.

4.2 Das freie Teilchen

Natiirlich war das obige fiir uns nur eine Voriibung: Unser Hauptinteresse gilt dem freien Teilchen
auf R. Ein Weg dahin besteht darin, von obigen Beispiel auszugehen und den Grenzwert L — oo
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zu nehmen. Dabei ist es bequem, die Normierung der Basis zu dndern:
ko) — |k) = [k )V = e (4.8)

Wir nennen die Komponenten in dieser Basis statt 1, jetzt 1y:

L)2

= (k) = / da =% (2) = o v/T, (4.9)

—L/2

wobel k£ aber immer noch diskret ist. Aulerdem wollen wir statt iiber n iiber die diskrete Variable
k, summieren und dies dann durch ein Integral annéhern:

Ak dk
) = walkn) = D57 dalka) = [ ol (4.10)
n kn

Im letzten Schritt haben wir ¢,v/L = v, und |k,)v/L = |k) ersetzt. Damit haben wir schon in
(4.9) die Fourier-Transformation auf R (fir L — oo) und in (4.10) die Umkehrtransformation.

SchlieBlich priifen wir noch, was aus unserer Orthonormierung wird:
(k|K'Y = Op L. (4.11)

Dies ist offensichtlich Null falls & # &’ und sehr grof falls £ = &’. Um die Normierung im Limes
L — oo zu verstehen, summieren wir nach Riemann iiber &’ und multiplizieren jeden Term mit

Ak =27/L:
(AR K = S~ 285,001 = 27 (4.12)
Z Z L

k' n'

Wir haben also bei im Grenzfall

/dk' (k|K')y =27 bzw. (k|K')y =276(k — k). (4.13)

Das Obige war natiirlich nichts weiter als eine ‘Physiker-Herleitung’ der Fourier-Trans-
formation auf R. Unsere Konventionen zur Fourier-Transformation sind

h
=
=
Il

1;(14;) =y, = /dx U(z)e (4.14)

FUO) = [ 5 ime (1.15)

Der Zweck unserer Diskussion war, zu zeigen, wie es zu der nicht-normierbaren bzw. nur ‘auf
0-Funktion’ normierbaren Basis aus Exponentialfunktionen kommt. Wir fassen die entscheiden-
den Formeln jetzt auch nochmal in Bra-Ket-Notation zusammen, wobei wir der Vollstandigkeit
halber diesmal Impulse statt Wellenzahlen benutzen:

Die Energie- und Impuls-Eigenbasis ist

p) = e?h, (4.16)
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mit
(plp') = /d:v V() () = /dx el =p)z/h — h/dy W' =Ply — 2hdo(p —p'). (4.17)

Wir kénnen jede Wellenfunktion in diese Basis zerlegen:

W)= [omile) mit v, = (o) = [ dre ). (4.18)

Diese Basis ist allerdings selbst nicht aus H, da nicht quadratintegrabel. Das Spektrum ist
kontinuierlich:

E(p) =p*/(2m). (4.19)

Die Eigenfunktionen sind links oder rechtslaufende Wellen, die man natiirlich auch zu stehenden
Wellen kombinieren kann, z.B. e#*® + e~ = 2 cos(kx).

4.3 Heisenberg-Algebra und Translations-Symmetrie

Symmetrien werden spéter noch sehr wichtig werden, aber hier ist ein guter Ort fiir ein paar
erste Worte zu diesem Thema. Alle von uns bisher diskutierten Systeme hatten einen zeitun-
abhéngigen Hamilton-Operator dessen Energie-Eigenzustinde demnach von der Dynamik (bis
auf die Phase) nicht verdndert wurden. Das ist das quantenmechanische Analogon zur aus Zeit-
translationsinvarianz folgenden Energieerhaltung.

Das freie Teilchen hat zusétzlich Translationsinvarianz (in z), was dem Nichtauftreten von
2 in ‘H entspricht. Bevor wir diese quantenmechanisch genauer Formulieren, ein paar Worte zu
Operatoralgebra:

Die Observablen bilden als Operatoren einen Vektorraum, konnen aber zusétzlich noch multi-
pliziert werden (wobei die Multiplikation die Linearitét respektiert). Dies nennt man eine Algebra
— ein sehr wichtiges, abstraktes Konzept, unabhéingig von der konkreten Operator-Realisierung.

Wir definieren also eine (abstrakte) Algebra als Vektorraum V mit einer Abbildung (Mul-
tiplikation)

VxV = V, (4.20)

welche in jedem der beiden Argumente linear (also bilinear) ist. Eine wichtige Unterklasse sind

die assoziativen Algebren, fiir die zuséatzlich (ab)c = a(be) gilt. Operator und Matrix-Algebren
haben natiirlich diese Eigenschaft.

Eine grofler Satz von abstrakten Beispielen sind die sogenannten freien Algebren, die wir
hier am Beispiel der freien Algebra iiber den beiden Elementen a, b definieren also

V; = Span(a, b, a*, ab, ba, b*,a*,a®b, - - - ). (4.21)

Es ist also der Vektorraum aller Linearkombinationen von Monomen aus a and b. Analog kann
man freie Algebren auf der Grundlage beliebig vieler Elemente, z.B. aq, - - - , a,, bauen. Multipli-
kation geschieht durch Nebeneinanderschreiben, also z.B. ab - ab = abab.
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Fiir uns wird es niitzlich sein, ein Eins-Element hinzuzunehmen (wobei wir es zur Einfachheit
beim Namen V} belassen), also

V; = Span(1, a, b, a*, ab, ba, v*, a*, a’b, - - - ) . (4.22)

Die Multiplikationsregel mit 1 ist die naheliegende: 1 -v =v -1 = v fiir jedes v € V4.

Jetzt machen wir (was wieder eine ganz allgemeine Methode ist) die Algebra interessanter,
indem wir eine Aquivalenzrelation ausmodden, also

V=V~ (4.23)
Konkret wollen wir fordern, dass
V1 ~ Uy (v12 € V5) (4.24)
falls sie sich mittels (moglicherweise vielfacher) Anwendung der Relation oder Beziehung
ab —ba =ih1l (4.25)
indeinander umrechnen lassen. Es gilt also z.B.
ab~ih1+ba, a®b~ aih+ aba ~ 2aih+ba*, etc. (4.26)

Die so entstandene Algebra besteht also aus allen Linearkombinationen aus 1 und beliebigen
Monomen aus a, b, wobei mittels der Relation (4.25) umgeformt werden darf.

Man schreibt dies iiblicherweise mit ¢ — # und b — p und nennt es die Heisenberg-
Algebra. Wir reden also von zwei abstrakten Elementen z und p sowie allen Monomen daraus,
wobei mit der Relation

[Z,p] = ih. (4.27)

umgeformt werden darf.lZ] (Wir haben nur mit der Notation a,b angefangen, um deutlich zu
machen, dass die Basis-Elemente oder Generatoren & und p a priori nichts mit den Bekannten
Operatoren auf Ly(R) zu tun haben.)

Eine konkrete Realisierung einer Algebra durch Operatoren heifit Darstellung. Wir wollen
dazu die Algebra der Operatoren auf H durch A(#) bezeichnen. Eine Darstellung ist dann eine
lineare Abbildung R (fiir ‘Representation’)

V = A(H), (A(H) = Operatoren auf H) (4.28)

welche die Multiplikation respektiert, also R(vive) = R(v1)R(v2) (ein Algebra-Homomorphis-
mus). Die fiir uns entscheidende Darstellung ist die auf L?(R), definiert durch

p — —ihd/dx und T — . (4.29)

7Oft meint man mit Heisenberg-Algebra auch nur den 3-dimensionalen Unterraum, den 1, # und p aufspannen.
Dann darf man natiirlich nicht multiplizieren, sonst verldsst man diesen Raum. Man darf aber Kommutatoren
bilden. Wir wollen diesen Unterraum als Heisenberg-Lie- Algebra bezeichnen. Ein anderer Name fiir die gréfiere
Algebra, die wir Heisenberg-Algebra nennen (also mit Potenzen von & etc.) ist Weyl-Algebra.
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Im gegeben Fall ist diese Darstellung eindeutig (Stone-von-Neumann-Theorem). Wegen dieser
Eindeutigkeit folgt praktisch die gesamte Quantenmechanik des Teilchens auf der Geraden ei-
gentlich aus der algebraischen Relation [Z,p] = ih.

Der Vollsténdigkeit halber sei erwéhnt, dass die h6herdimensionale Version
natiirlich nicht zuféllig sondern aufgrund des Grundprinzips der kanonischen Quantisierung
die Form der entsprechenden Poisson-Klammern hat. Dazu spéter mehr.

Wir bleiben der Kiirze halber in einer Dimension und bemerken, dass es neben der |p)-Basis
auch die Eigenvektor-Basis zu 2 gibt:

lz) = 60(2' — ). (4.31)

wir haben hier das Notations-Problem, dass x sowohl als Lokalisierungs-Ort der d-Funktion als
auch als Argument gebraucht wird. Wir haben das Argument deshalb x’ genannt. Man iiberzeugt
sich leicht, dass

zlx) = 2'6(a’ — x) = 20(2" — x) = x|z, (4.32)
und (Normierung auf §-Funktion)
(x|y) = /d:v'é(m’ —x)d(z' —y)=d(x—vy). (4.33)
AuBlerdem gilt
v(e) = (alv) = [ '8’ 2)ula). (439

die Werte der Wellenfunktion sind also die Koeffizienten der Zerlegung des abstrakten Hilber-
traumvektors |¢) in die |z)-Basis. Die Fourier-Transformation ist also nur der Wechsel zwischen
|z)-Basis und |p)-Basis. Die Matrix dieses Basis-Wechsels ist natiirlich die e-Funktion:

(z|p) = P/, (4.35)

Wir werden gleich noch eine weitere einfache aber wichtige Relation brauchen: den allge-
meinen Ausdruck fiir die Eins in einer beliebigen Basis. Zunéchst im endlichdimensionalen Fall:

1= Z |i)(il . (4.36)

Dies ist anschaulich klar, da wir auf alle Achsen Projezieren und die sich so ergebenden Vektoren
dann wieder zusammensetzen. Es ist natiirlich auch leicht zu beweisen. Im Fall unserer beiden
kontnuierlichen Basen haben wir dementsprechend

1= [dola)ial= [ Sl (1.37)

was ebenso leicht nachzupriifen ist.

Wir behaupten nun, dass der Impuls, dessen Erhaltung ja klassich mit der Translationsin-
varianz zusammenhéngt, die Translationen auch als Operator erzeugt. Dies ist ganz im Sinne
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dessen, was wir in der Hamilton-Mechanik {iber die Wirkung der Erhaltungsgréfien auf dem
Phasenraum gelernt haben. Die Rechnung fithren wir zur Vereinfachung mit A = 1 durch:

—ib dp/ s dp, i i dp/ o
ipe — P —ipe|,/ / —_ P —ip'e|, ./ ip's PV —ip! (xte€) |,/
e " |z) / 5-¢ 1)) / 5 ¢ e / 5, ¢ )
dp',
= g|p>(p |z +e€) =]z +e). (4.38)

Das Schone an dieser Herleitung ist, dass sie fast komplett algebraisch ist und eigentlich nur auf
der am Anfang stehenden kanonischen Vertauschungsrelation (so wie deren Darstellung mittels
x und d/dz) beruht.

Natiirlich ist auch etwas Anschauung, am besten linearisiert in € (was bisher noch nicht klein
war) gut:

ePy(z) ~ (1 + i(—ied/dm))@b(x) — (z) + e () ~ (x +e) . (4.39)

Man kann auch ohne die obige Orgie in Bras und Kets auf den Fall endlicher € schlieffen, weil
endliche Translationen aus vielen kleinen zusammengesetzt werden konnen.

Zum Abschlufl wollen wir das ganze noch mathematisch Formulieren: Die Translationen
bilden eine (zugegebenermaflen sehr einfache) Lie-Gruppe: R. Diese Gruppe wirkt auf #H in
einer Weise, die die Norm respektiert. Man spricht von einer unitiaren Darstellung. Wie wir
schon bei der Zeitentwicklung gelernt haben, ist exp(ipe) unitér, weil p hermitesch ist. Mit der
Darstellung der Gruppe geht eine Darstellung der Lie-Algebra (‘infinitesimale Transformationen
minus Eins’) einher. In unserem Fall gibt es nur einen Generator: p. Die Erhaltungsgroen sind
Observable, die entsprechenden Operatoren bilden eine Darstellung der Lie-Algebra
der zugehorigen Symmetrie-Gruppe. Diese Logik wird sich im Fall der Drehgruppe auf
interessantere Weise wiederholen.

Wir wollen an dieser Stelle den in Theorie I in einem ‘fortgeschrittenen Kommentar’ schon
erwiahnten Begriff der Darstellung nochmals prézise fassen: Eine Darstellung einer Gruppe G
mit Elementen ¢ ist eine Abbildung g — D(g) in den Raum linearer Operatoren auf einem
Vektorraum V. Dabei muss die Gruppenmultiplikation respektiert werden: D(g)D(h) = D(gh).
Man sagt auch, eine Darstellung ist ein Gruppen-Homomorphismus G — GL(V).

Der Begriff der Darstellung iibertrégt sich in naheliegender Weise auf abstrakte Algebren
(Vektorrdume mit Multiplikation) und Lie-Algebren. Im letzten Fall wird die Lie-Klammer auf
den Kommutator von Operatoren abgebildet.

4.4 ZerflieBendes Wellenpaket

Wir wollen eine einfache dynamische Frage beantworten: Was geschieht mit einem z.B. bei x = 0
lokalisierten Teilchen? Dazu starten wir mit

Y(z,0) = (a/m) !/ e/, (4.40)

einem sogenannten Gaufischen Wellenpaket der Breite 1/4/a. Wir fragen nach ¢ (z,t).
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Dies ist eine perfekte Ubungsaufgabe (die auch als solche gestellt werden wird), deren Er-
gebnis aber so lehrreich und wichtig ist, dass wir sie zumindest kurz in der Vorlesung besprechen
wollen. Die Losungsidee liegt nahe: Wir schreiben

14(0)) = %W@ mit ¢k:/dxe—fkf¢(x,0) (4.41)

und folgern
_ dk —iEgt/h __ dk —ihk?t/2m
V() = | 5 vulke = [ 5 ¥ne k). (4.42)

Die Fourier-Koeflizienten zur Zeit ¢ sind also
@bk(t) _ ¢k6—ihk2t/2m’ (443)

und wir erhalten die Wellenfunktion durch Umkehrung der Fourier-Transformation:
dk ,
U(z,t) = %@Z)k(t) etk (4.44)

Man muss also nur Fourier-transformieren, multiplizieren mit dem Phasenfaktor der Zeitent-
wicklung und wieder (Riick-)Fourier-Transformieren. Man braucht im ersten Schritt die Formel

/dxea‘”2+5x: e e (4.45)

Diese leitet man durch quadratische Ergédnzung und anschlieSfende Variablensubstitution her.
Wichtig ist, dass dies auch erlaubt ist, wenn a und g komplex werden: Man kann das entweder
durch analytische Fortsetzung des reellen Ergebnisses rechtfertigen oder, besser, durch Deforma-
tion des Integrationswegs ins Komplexe (siehe Funktionentheorie).

Das Zwischenergebnis
by = () Vi1 (4.46)

ist an sich sehr interessant: Es zeigt, dass die Fourier-Transformation einer Gaulkurve wieder
eine GauBkurve ist, und zwar mit inverser Breite. Je enger wir also unser Teilchen urspriinglich
lokalisiert haben, desto hohere &k (bzw. Impulse p) tragen in der Zerlegung in die Eigenvektoren
|k) bei.

Schliefllich finden wir

 (a/m) e [ ar?/2
d}(x’t)_\/lJriath/m p< 1—|—iath/m) (4.47)

(. 1) = (a/m) exp ( ar ) . (4.48)

B V1 + a2t2h?/m? 1+ a2t2h2/m?

Wir sehen, dass die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eine immer breiter werdende Gauflkurve ist.
Bei grofien Zeiten wiichst die Breite mit einer Geschwindigkeit ~ hiy/a/m, also um so schneller,
je enger wir am Anfang lokalisiert hatten.

und
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4.5 Die Heisenbergsche Unschirferelation

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass es schwierig zu sein scheint, einen Zustand mit
prézise definiertem x zu konstruieren, ohne dass gleichzeitig die Definiertheit von p sehr schlecht
wird. Wir haben dies schlicht als Eigenschaft der Fourier-Transformation erlebt: enge Gaulkurve
wird zu breiter Gaulkurve. Dies war eine erste Begegnung mit der Unschérferelation, die wir
nun (gleich fiir zwei allgemeine Observable A und B statt z und p) formulieren wollen.

Wir wollen uns fiir den Rest dieses Abschnits auf einen beliebigen aber fest gewéhlten Zu-
stand |¢) einschranken. Wir schreiben zur Kiirze A statt A etc. und definieren

A= (WAlY) =(A)  sowie B = (¥|Bly) = (B). (4.49)

Die Abweichung von A vom Erwartungswert A wird durch (A — A) gemessen, aber der Er-
wartungswert davon ist per Defintion Null und somit kein Maf} fiir die Unbestimmtheit oder
Unschérfe von A. Ein solches Maf liefert bekannterweise der Erwartungswert des Quadrats,

(A—A)?) = (AA)?, (4.50)
was man auch als Varianz bezeichnet (bzw. die Wurzel daraus als Standardabweichung oder
Unschérfe). Wir wollen die Varianz von A (immer im Zustand [¢)) etwas anders schreiben:

2

(A4 = (Wl(A = A)(A - D)) = |(A-A)w)| (451)

Hier haben wir im letzten Schritt benutzt, dass A hermitesch ist. Die Unschérfen von A und B
sind also die Normen der Vektoren

[a) = (A= A)) und  |vp) =(B-B)v). (4.52)

Die zentrale Behauptung der Unschérferelation ist nun eine untere Schranke an das Produkt
dieser beiden Unschérfen — wird eine kleiner, so muss die andere zwingend grofler werden. Wenn
man so eine Schranke sucht, dann drangt sich die Schwarzsche Ungleichung

[ [ 1em)] = Kwates)] (4.53)
geradezu auf. Wir lesen daraus ab, dass
(AA)(AB) = [{¢altp)] (4.54)

und miissen demnach nur noch den Betrag des rechts stehende Skalarprodukts nach unten ein-
schranken. Dazu rechnen wir

(Yalt's) = (WI(A = A)(B — B)l) = (V|ABJ) — AB. (4.55)

Die néchste Idee ist, den Betrag dieser komplexen Zahl nach Pythagoras durch den Betrag ihres
Imaginérteils nach unten einzuschrénken:

(alt) > [ (61ABI) - AB] - cc.| = 5| (614BIW) - (wlABIvY

= 2| (wlABIY) — ({BAR) | = 5|4, B)| (456)
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Damit haben wir die Heisenbergsche Unschirferelation
1
(AA)AB) > [34.5) (4.57

hergeleitet. Im Fall von x und p liefert dies natiirlich eine besonders méchtige, zustandsu-
nabhingige Schranke, weil der rechts stehende Kommutator gerade eine Zahl und damit in

keinem Zustand Null ist:
AxAp > h/2. (4.58)

Gauflkurven saturieren diese Ungleichung.

Allgemeiner lésst sich dazu folgendes sagen: Wenn zwei Observable gleichzeitig diagonalisier-
bar sind, dann verschwindet ihr Kommutator (offensichtlicherweise - Diagonalmatrizen kommu-
tieren immer). In diesem Fall gibt es eine ganze Basis von Zusténden, in denen beide Observable
scharf definierte Werte haben. Die Unschérferelation macht keine Aussage.

Bemerkenswert ist noch, dass das Verschwinden des Kommutators (zumindest im endlichdi-
mensionalen Fall) hinreichend fiir die gleichzeitige Diagnolasierbarkeit ist. Das ist ein einfacher
Fakt aus der linearen Algebra, den wir hier nicht beweisen (siehe z.B. [5]). Man spricht hier von
kompatiblen Observablen.

Falls der Kommutator nicht verschwindet, dann macht die Unschérferelation eine Aussage
iitber das Produkt der Unschérfen in Zusténden, in denen der Erwartunsgwert dieses Kommu-
tators nicht Null ist. Im Fall sogenannter kanonisch konjugierter Variablen (dazu spéter mehr)
sind das alle Zusténde, weil der Kommutator 7 ist.

4.6 Der Potentialtopf

Ein besonders einfaches aber schones und lehreiches Kapitel ist das der stiickweise konstanten
Potentiale. Wir beginnen mit dem Potentialtopf (Abb. 7)) und schreiben die zeitunabhéngige
Schrodingergleichung auf:

h? d?
—_ =F . 4.
s+ V()| (2) = B(a) (459
Dies stellen wir um zu
V' =—2m/R*)(E - V). (4.60)
Wir konzentrieren uns zunéchst auf den Fall 0 < EF < V und haben somit
Bereich LI: " = k%) , Bereich I:  ¢" = —k%*, (4.61)
wobei
k= (1/h)\/2m(Vy — E) und k= (1/h)V2mE. (4.62)

Die Losungen sind offenkundig,

¢I — A[CMC—FB[@_’W
¢]] = A[[ COS(II{ZZL') +BH sm(k:x) (463)

RX —RT
Yo = Ame™ + Bye )
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Abbildung 7: Potentialtopf.

wobei wir cos /sin statt e*** gewihlt haben, weil das in diesem speziellen Fall bequemer ist.

Aber was machen wir an den Anschlussstellen?

Dazu wollen wir uns vom konkreten Fall trennen und allgemeiner eine Differentialgleichung

der Form
"= a(x) (4.64)

betrachten, bei der o an einer gewissen Stelle, zur Einfachheit z.B. bei x = 0, springt. Wir
integrieren die Gleichung und lassen € klein werden:

/ dz ¢ (x) =/ dro(z)p(z) = ¥'(e) —¢'(—€) = a(0-)1(0-)e + a(01)1h(01)e ~ €. (4.65)
Hier haben wir angenommen, dass a und v zumindest wohldefinierte linke und rechte Grenz-
werte bei x = 0 haben. Im Limes ¢ — 0 folgt, dass der linke und rechte Grenzwert von 1’
iibereinstimmen, ¢/’ also stetig ist.

Formalerer Einschub: Man kénnte obiger Herleitung widersprechen, indem man bemerkt,
dass wir ja links 9" integrieren, es also definiert sein muss. Damit ist klar, dass ¢’ differenzierbar
und also stetig ist. Wir hitten unser Resultat also bereits als Annahme hineingesteckt. Die Kritik,
wenn auch formal begriindet, macht obige Herleitung aber nicht nutzlos. Man muss sie, wenn
man sauberer arbeiten will, nur préaziser durchfithren: Dazu fingt man mit einer ‘geglétteten’
Stufenfunktion fiir (z) an und nimmt erst am Ende den Grenzwert hin zu einer echten Stufe (mit
Unstetigkeit der Funktion und divergenter erster Ableitung). Solange die Stufe noch ‘gegléttet’
ist, kann man obige Rechnung problemlos durchfiihren. Das Resultst sagt nicht einfach: v’ ist
stetig. Es sagt: Im Grenziibergang von gegliatteter zu echter Stufe in «, geht die Funktion )’
auch gegen eine gewisse Grenzfunktion v/, und diese ist stetig. Der praktische Nutzen ist, dass
man von nun an immer gleich mit der echten Stufe rechnen kann und nicht jedes Mal einen
Grenziibergang von einer glatten, stufenartigen Funktion zu einem echten Stufen-Grenzwert
machen muss. (Einschub endet.)

Damit konnen wir die sechs Koeffizienten A und B bestimmen. Zunichst bemerken wir,
dass wir O.B.d.A. nur reelle Losungen und somit nur reelle Koeffizienten betrachten kénnen. In
der Tat: unsere Gleichung ist reell und wir konnen jede komplexe Losung in Thren Real- und
Imaginarteil zerlegen, was jeweils Losungen sein werden.

Als néchstes bemerken wir, dass B = Ay = 0 damit die Losung im Unendlichen nicht diver-
giert. (Das wére wesentlich schlimmer als eine ins Unendliche laufende oder von dort kommende
Welle - wir konnten das nicht interpretieren.) Damit haben wir 242 = 4 Anschlussbedingungen,

Yi(—=a) = Yp(—a), Yi(=a) =vy(=a), Yula)=vma), ¥ya)=y(a). (4.66)
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Dies sind dann naiv 4 Gleichungen fiir 6 — 2 = 4 Unbekannte und man wére fertig. Doch das ist
ein voreiliger Schluss. Die globale Normierung ist namlich wegen der Homogenitét der Gleichung
und der Bedingungen nicht relevant und kann nicht bestimmt werden. Zum Beispiel konnte man
schlicht Ay = 1 setzen und dann nach Losungen suchen. Man hat also de facto 4 Gleichungen
fiir nur 3 Unbekannte und wird nur bei diskreten Energien Losungen finden. Auf diese Art
kommt es auch im Potentialtopf, so wie schon beim Oszillator, zur Energiequantisierung.

Wir iiberlassen die Rechnung dem Leser bzw. den Ubungsgruppen (es ist praktisch, sich gera-
de und ungerade Losungen getrennt anzusehen - dann ist die Analyse einfacher) und préisentieren
hier nur den Grenzfall V; — oo. In diesem Grenzfall hat man £ — oo und somit

Vi(—a—0)/Pr(—a—0) ~ ke " /eT" ~ kK — 0. (4.67)

Wir haben hier B; = 0 benutzt. Falls ¢ und v’ endlich bleiben (was wir annehmen und was sich
im Nachhinein auch als richtig erweisen wird), dann muss also ¢¥;(—a — 0) = 0 gelten. Wegen
der Stetigkeit folgt dann auch ¥ y(—a + 0) = 0. Ein analoges Argument liefert ¢;;(a — 0) = 0.
Damit haben wir die Losung:

Yy = Ap cos(kx) + By sin(kx) , (4.68)

mit den Randbedingungen ¢ (—a) = ¥ y(a) = 0.

Das hétte man eigentlich auch erraten kénnen: Bei Vj — oo wird das Potential aulerhalb des
Topfes jegliches Eindringen des Teilchens (und damit der Wellenfunktion) in den Bereich aufler-
halb [—a, a] verhindern. Zum expliziten Auffinden des Spektrums ist es bequem, sich klarzuma-
chen, dass wir getrennt nach symmetrischen und antisymmetrischen Losungen (bzgl. x+ — —z)
suchen koénnen. In der Tat, gibt uns jemand eine beliebige Losung 1, so konnen wir diese geméaf

1

b(a) = 5| (6(@) +v(=2)) + (Ux) - ¥(-2)) (4.60)

sofort als Summe einer symmetrischen und einer antisymmetrischen schreiben. Das liegt daran,
dass unsere Differentialgleichung symmetrisch ist, also mit ¢ (z) immer auch ¥ (—z) zur Losung
hat.

Da Cosinus und Sinus symmetrisch bzw. antisymmetrisch sind, miissen wir jetzt nur noch
alle Cosinus- und Sinus-Funktionen finden, die bei a verschwinden (vgl. Abb.[§). Diese sind

@/ﬁ[n(x) = (1/v/a) cos((2n + 1)7z/2a) mit n=20,1,2--- (4.70)

Vi o (x) = (1/+/a) sin((nmz/a) mit n=123,--- (4.71)

Das entsprechende diskrete Energiespektrum ergibt sich aus den zu diesen Losungen gehérenden
k-Werten (gleich fiir beide Losungsserien zusammen):

k; = jm/(2a) = E; = E2R°[2m = j*n®h?/(8ma®),  j=1,2,---. (4.72)

Diese Losungen bilden eine Basis, aber natiirlich nur auf dem Intervall [—a, a] und nicht, wie
beim Ostzillator, auf R.
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Abbildung 8: Einige Losungen im unendlich tiefen Potentialtopf.
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Abbildung 9: Grundzustand im endlich tiefen Potentialtopf.

Es sollte jetzt auch klar sein, was in einem sehr tiefen aber endlichen Topf passiert: Der
Koeffezient des Exponential-Teils wird immer noch sehr klein, aber nicht exakt Null sein. Es
kommt zu einem geringfiigigen Eindringen in den klassich verbotenen Bereich (Abb. @

Beim endlichen Topf gibt es natiirlich auch noch Losungen im Energiebereich £ > 1}, den
wir bisher ausgeschlossen hatten. Dort oszillieren die Losungen in allen drei x-Bereichen. Das
Energiespektrum ist nicht diskret sondern kontinuierlich - die physikalische Situation &hnelt mehr
der des freien als des gebundenen Teilchens. Im Gegensatz zum freien Teilchen hat jedoch z.B.
eine von links kommende Welle eine endliche Wahrscheinlichkeit, am Potentialtopf reflektiert zu
werden (klassich wiirde man immer ein Hindurchlaufen erwarten). Wir besprechen das hier nicht
genauer, weil es analog zum nun folgendem Beispiel der Potentialschwelle ist.

4.7 Tunneln am Beispiel der Potentialschwelle

Formal ist alles so wie beim Potentialtopf, nur dass jetzt V(z) = Vj fiir € [—a,a] und Null
auBerhalb (Abb. [10). Wir konzentrieren uns auf den Fall 0 < E < Vp, so dass der Schwellenbereich
klassisch unzugénglich ist. Wir haben

Bereich III:  ¢" = —k*) , Bereich I: 9" = k%1, (4.73)
wobei, wie oben,
k= (1/h)V2mE und k= (1/h)\/2m((Vy — E). (4.74)

Die Losungen sind offenkundig,

1/” — Ajeikx—i—B]C_ikz
wﬂ = Aﬂem—l-BHe_m (475)

ikx —ikx
Y = Ame™ + Bpre .
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In diesem Fall sind Exponentialfunktionen praktischer als Sinus und Cosinus. Das Zusammenset-
zen der Losungen mittels der Stetigkeitsforderung fiir ¢ und ' bleibt im Grundsatz unverandert.

%
r [ 7 \zz
| T

Abbildung 10: Potentialschwelle.

Die physikalische Interpretation und damit auch die Details des Zusammensetzens sind je-
doch vom Potentialtopf-Fall vollig verschieden. Auch bei kleinen Energien haben wir es jetzt fiir
x — F00 mit einem nicht normierbaren Verhalten zu tun. Es gibt keine gebundene Zustéinde
sondern nur Wellen. Es ist entscheidend, die richtige physikalische Frage zu stellen.

Die richtige Frage ist: Wenn eine Welle (z.B. von links) einlduft, mit welcher Wahrschein-
lichkeit geht das Teilchen durch die Barriere? Klassisch passiert dies nie, quantenmechanisch
(wie wir gleich sehen werden) hingegen schon. Das Wichtige an dieser Art der Fragestellung ist,
dass wir sofort sehen, dass wir im Bereich III nicht beide Losungen A und B brauchen. In der
Tat, wir erkennen am Eigenwert von p, dass A;; der nach rechts auslaufenden und Bj; der von
rechts einlaufenden Welle entspricht. Unsere physikalische Fragestellung impliziert also By = 0.
Jetzt ist alles ganz einfach: Wir wéhlen F und Ay beliebig aber fest. Das legt 17 (a + 0) und
W (a+0) fest. Die beiden Anschlufibedingungen bei x = a fixieren eindeutig die beiden Koeffi-
zienten Ay und Bj. Damit kennen wir insbesondere vy und dessen Ableitung bei —a und dies
legt wiederum A; und Bj fest. So finden wir in einer konzeptionell sehr einfachen Weise eine
Losung zu jedem E. (Wir wollten uns auf £ < Vi konzentrieren, aber die beschriebene Methode
erfodert dies gar nicht. Bei hohem E funktioniert alles genauso, es allerdings kein ‘Tunneln’.)

Jetzt zur Interpretation: Aus unserer Diskussion der Wahrscheinlichkeitsstromdichte wissen
Sie sicher noch, dass fiir eine ebene Welle

j=(p/m)f*. (4.76)

Im Bereich I haben wir zwei Beitriige zu diesem Strom, einen nach rechts laufenden ~ |A;|? und
einen nach links laufenden (den reflektierten) ~ |B;|?. Im Bereich IIT gibt es nur Az und den
auslaufenden Strom ~ |Azz|%. Daraus ergeben sich der Transmissions- und Reflexions-Koeffizient

T = ’AH[‘Z/‘AIP und R=1-T= ’B[’Q/’A]‘Q. (477)
Die explizite Berechnung iiberlassen wir den Ubungen.

Wir kénnen jedoch, ohne viel Arbeit, zu einer Abschéitzung des Ergebnisses im extremen
Tunnelfall (7" < 1) kommen. Dazu betrachten wir das in Abb.[11|grob skizzierte Zusammensetzen
der Losungen. Wir fangen, wie oben beschrieben, von rechts (also bei = a) an. Dort muss die
auslaufende Welle mit zwei Exponentialfunktionen gematched werden. Dieses Problem héngt
offensichtlich nicht davon ab, wie wir a wéahlen - wir konnten, ohne die Physik zu &ndern, die
Potentialschwelle bei im Bereich z € [—2a, 0] oder sonstwo vorgeben. Mit anderen Worten, wir
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erwarten, dass das zu bestimmende Verhéltnis |45 (a — 0)|/[¢5(a — 0)| eine Zahl der Ordnung
Eins ist - es gibt in diesem Problem keinen besonders kleinen oder groBen Parameter ]

Viy

kX

+ kX

Abbildung 11: Sizze der beitragenden Losungen beim Tunneln.

Wenn wir die so zusammengesetzte Losung 15y = 14 + 5 nun nach links fortsetzen, so wird
i wegen des exponentiellen Abfalls véllig irrelevant. Hingegen wiichst 15 um einen Faktor e+
und bestimmt durch die zweite Anschlussbedingung dann die GréSenordnung von 7' und 2.
Letztere sind also um einen Faktor e?:¢ grofler als die Amplitude der auslaufenden Welle, mit
der wir gestartet sind. Dass beide etwa gleichgrof3 sind folgt unmittelbar aus der Kleinheit der
auslaufenden Welle und der Erhaltung der Wahrscheinlichkeiten. Wir haben also gezeigt, dass die
(fiir die typische Tunnel-Unterdriickung entscheidende) a-Abhéngigkeit der Transmission durch

T ~ e (4.78)
gegeben ist.

Wir konnen sogar noch allgemeiner sein und eine beliebig geformte Schwelle betrachten.
Entscheidend fiir unser Ergebnis war, dass wir fiir jedes durch Tunneln zu iiberwindende Intervall
Az eine Unterdriickung e ** in der Amplitude erhalten. Der Koeffizient x ist nun aber im
Allgemeinen ortsabhéngig, wenn V' (z) sich innerhalb der Schwelle &ndert. Wenn wir die Schwelle
in viele kleine Intervalle zerlegen und die exponentiellen Unterdriickungsfaktoren multiplizieren,
erhalten wir im Exponenten eine Summe und im Riemannschen Grenzwert

T ~ exp {—2 /S . ‘%”\/zm(V(x) ~B)| . (4.79)

Eine sauberere Rechtfertigung dieser Abschitzung geschieht im Rahmen der WKB-Néaherung
(nach Wentzel, Kramers und Brillouin), zu der wir spiter noch kommen.

5 Drehimpuls

5.1 Motivation aufgrund des Zentralkraftproblems

Eine sehr wichtige Aufgabe ist das Studium von Hamilton-Operatoren der Form

H = ]_)—2 + V(r), (5.1)

2m

8Genauer gesagt gibt es den kleinen Parameter k/k < 1, aber wir erwarten nicht, dass 7,/}}4} /B mit diesem
Parameter gegen Null (oder Unendlich) geht. Wenn dem so wére, konnten wir zwei Anschlussbedingungen mit
nur einer Funktion erfiillen - das ist nicht plausibel und geschieht auch nicht.
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wobel

p=—ihV  und r=|7| = /22 + 23 +22. (5.2)

Zum Beispiel ist das Spektrum des Wasserstoff-Atoms das Ergebnis der Diagonalisierung eines
solchen Operators. Ebenso ist die Streuung am Zentralpotential ein Problem von diesem Typ.
In der klassischen Mechanik waren die Rotationssymmetrie und damit die Drehimpulserhaltung
entscheidend. Dies wird jetzt ebenso sein.

Genaugenommen erwarten wir aus unserer Diskussion der Translationssymmetrie des frei-
en Teilchens eine sogar noch groflere Bedeutung des Drehimpulses als im klassichen Fall: Beim
freien Teilchen gehoren zu den drei Erhaltungsgrofien p drei Operatoren, und in der Quantenme-
chanik erzeugen diese als exp(i€p) die Translationen. (Wir haben nur den 1d-Fall gesehen, aber
der Ubergang zu 3d ist leicht zu vollzichen.) Nunmehr gehéren zur Drehsymmetrie (sie erinnern
sich an die Gruppe SO(3) und deren Generatoren) die drei Erhaltungsgrofen L = T x p. Wir
erwarten, dass diese als Operator die Drehungen von Wellenfunktionen erzeugen. Wenn wir also
die drei Operatoren L diagonalisieren kénnten, dann hitten wir Wellenfunktionen, die rotati-
onssymmetrische Zustdnde beschreiben. Ganz so wird es nicht gehen, aber es ist prinziell die
richtige Idee.

Wichtig ist: Die Differentialoperatoren L werden die Wirkung (Darstellung) von SO(3) auf
dem Raum der Wellenfunktionen generieren.

5.2 Beziehung zum Laplace-Operator

Eine mit dem obigen verwandte aber vielleicht etwas direktere Motivation fiir das Studium des
Drehimpulses L ist die folgende: Wir brauchen klarerweise den Laplace-Operator

A=V -V=-p/R, (5.3)

weil er in H vorkommt. Dieser steht nun aber in einer engen Beziehung zum skalaren Operator
I°. Um dies zu sehen, betrachten wir L jetzt im Detail:

_ 0
L=TxDp L; = —ihejpr;— . 5.4
D €ijk T 0 (5.4)
Zunichst priifen wir, dass L wie erwartet hermitesch ist:
(eijepr) = €iupney = eijr(zipe — [25,pr]) = €ijnipr — €ijrihdjn = €p;pp - (5.5)
Nun berechnen wir
=2 . :
L™ = €jp€umTiPrTipm = TipjTip; — Tipixipi = Ti(Tip; — ihdy;)p; — (pjxi + ihdij)xp;
= TP’ — 2ih(Tp) — p;x;(Tp) = T°P" — 2ih(TP) — (2;p; — 3ih)(TP)
= r*p* = (7p)’ + ih(Tp) . (5.6)

Auflerdem erinnern wir uns an die Kugelkoordinaten und an die Beziehung

0 _10 _ 1 0
v—eTE_Fee;%—i_ewrsinﬁ%' (5.7)
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Wir werden diese Formel spéter noch im Detail benutzen (und dort auch herleiten). Hier inter-
essiert uns nur, dass die Projektion des Gradienten auf die Z-Richtung (bzw., was das Gleiche
ist, die r-Richtung) 0/0r ist. Dies ist auch rein anschaulich sofort klar. Daraus liest man nun
ab, dass

_ e 0
Tp = —ihzV = zhrar (5.8)
und ,
0 0
_ 222 | 32 v 9
L =rp°+h (T(‘?T) + U (5.9)

Da p? im Wesentlichen der Laplace-Operator ist, haben wir diesen hiermit in I’ minus einen
Term mit nur radialen Ableitungen umgeschrieben. Wir geben gleich den Hamilton-Operator in
einer besonders kompakten Schreibweise an

=2

p 1 2
H = — = —
o + V(r) 57 {pr +

1
2

—2 0 1

L 1% bei = —th|—+-]. 5.10
} + V(r) wobei  p i (8r + r) (5.10)

Der hier eingefiihrte Operator p, ist zur Koordinate r in Kugelkoordinaten kanonisch konjugiert:

[r,pr] = ih und (fur passend gewéhlten Randbedingungen bei r = 0 und r = oo) hermitesch.

Die obige Formel fiir H ist ein sehr wichtiges Resultat: Sie sagt, dass die gesamte Win-
kelabhéngigkeit der Eigenfunktionen aus der Kenntnis der Eigenfunktionen von I folgen wird.
Dies wird sehr viel einfacher sein, als etwa die bekannte Formel fiir den Laplace-Operator in
Kugelkoordinaten zu benutzen und sich dann mit einer partiellen Differentialgleichung in drei
Variablen zu befassen (obwohl das immer noch besser wiire, als es ohne Beachtung der Symmetrie
mit {z;} zu versuchen).

5.3 Die Drehimpulsalgebra

Es sollte jetzt klar sein, dass die Diagonalisierung von I” eine fiir uns wichtige Aufgabe ist. Wir
haben am harmonischen Oszillator gesehen, dass die Diagonalisierung von H = hw(a’a + 1/2)
ohne viel Miihe aus der Analyse der Operator-Algebra von a und a' (urspriinglich z und p)
folgte. Dies wiederholt sich hier, wobei der Startpunkt die Algebra der L; ist.

Die L; sind drei (Differential-)Operatoren auf H und spannen somit einen Vektorraum auf.
Ergénzen wir diesen um die 1 sowie alle Produkte der L;, so haben wir einen viel grofleren
Operatorraum, eine sogenannte Operator-Algebra. Dies ist eine konkrete Realisierung des ab-
strakten Algebra-Begriffs der Mathematik. In unserem konkreten Fall gelten in dieser Algebra
bestimmte (Vertauschungs-)Relationen, so wie schon im einfacheren Fall der Heisenberg und der
Auf-und-Absteiger-Algebren. Diese sind

(L, Ly) =ihL, (und zyklische Vertauschungen) (5.11)
oder, mit Indizes ({z,y, 2} <> {1,2,3})):
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Sie erkennen natiirlich die Lie-Algebra-Relationen der Generatoren von SO(3), was wir nach
dem oben iiber Symmetrien gesagten auch erwarten, aber wir miissen das formal priifen. Um die
Schreibarbeit zu begrenzen werden wir in Rest dieses Abschnitts grofitenteils 7 = 1 setzen.

Nunmehr betrachten wir zunéchst den Kommutator von L; mit T (bzw. mit z; fiir beliebiges
ik
[Li, xj] = [emzrpr, x5] = —€imlz), Trpi] - (5.13)
Des Weiteren erinnern wir uns, dass Kommutatoren allgemein eine ‘Distributivitéts-Eigenschaft’
erfiillen:

[A, BC| = [A, B]C + B[A, C]. (5.14)

Damit und mit den kanonischen Vertauchungsrelationen [z;, z;] = [p;, p;] = 0 und [z;, p;] = i0;;
finden wir

[Li, z5] = =€z, zilp + wilzj, pi]) = —i€mzrdn = i€y . (5.15)

Eine vollig analoge Rechnung zeigt, dass auch
[Li, pj] = i€ijkpr (5.16)

gilt.

Wir erinnern uns, dass €, = (7;);x, wobei T; die drei Generatoren der SO(3) in der defi-
nierenden (Vektor-)Darstellung sind. Also ist die Art und Weise, wie die L; durch Kommutator
auf die Vektor-Operatoren T und p wirken, genau gleich der Wirkung von ¢7; auf gewohnliche
Vektoren. Anders gesagt, die Wirkung von —¢L; per Kommutator entspricht der Wirkung von
T;.

Nun betrachten wir
[—iLi, LJ] = [—iLi, ijlxkpl] . (517)

Wegen der Distributivitdt des Kommutators ist dies die Summe der Wirkungen auf z und p.
Diese entsprechen jeweils einer kleinen Drehung. Insgesamt wird also der Operator x;p; gedreht,
wie ein Tensor. Mit €;;; (was ein invarianter Tensor ist), haben wir daraus einen Vektor mit Index
J gebaut. Dieser muss sich demnach bei Drehung von x und p auch wie ein Vektor transformieren:

[—iLi, Ejkll"kpl] = (Ti)jm(ﬁmklxkpl) = eiijm- (5-18)
Daraus folgt sofort [L;, L;] = i€, Ly, wie behauptet.

5.4 Abstrakte Darstellungen der Drehimpulsalgebra

Wir haben bei all dem an die Differentialoperatoren L; gedacht. Wir konnen aber auch anders
herangehen und mit drei abstrakten Symbole L; sowie dem abstrakten Symbol 1 starten. Bilden
wir durch Nebeneinanderschreiben dieser Symbole beliebige Produkte davon (vorsicht, nicht
vertauschen!) und betrachten auch alle Linearkombinationen solcher Produkte, so hat man eine
abstrakte Algebra. Jetzt erklaren wir, dass diese Produkte nicht alle unabhéngig sind, sondern
mittels der Relationen [L;, L;] = i€;;, Ly ineinander umgewandelt werden kénnen. Das gibt uns
eine kleinere (immer noch abstrakte) Algebra. Die Differentialoperatoren sind eine Darstellung
dieser abstrakten Algebra auf L,(R3). Natiirlich erkennen Sie, dass die Algebra in ihrem (in
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den L;) linearen Teil eine Lie-Algebra beinhaltet. Diese ist, bis auf den Faktor —i/h, gerade die
Lie-Algebra von SO(3). Auch diese ist somit auf Ly(R?) dargestellt.

Wir werden jetzt durch rein algebraische Manipulationen mit einer angenommenen Wirkung
der L; auf einem Hilbert-Raum etwas iiber mégliche Darstellungen der L;-Algebra lernen. Es gibt
zwei Arten, das zu lesen. Erstens, als Analyse einfacherer Unterdarstellungen (‘Ausreduktion’)
der zugrundeliegenden riesigen Darstellung auf Ly(R?). Zweitens, als abstrakte Analyse moglicher
Darstellungen der Abstrakten L;-Algebra.

Wir wollen unsere Darstellungen in einer Eigenvektorbasis beschreiben, aber wir wissen
schon, dass die L; wegen ihrer Vertauschungsrelationen paarweise inkompatible Operatoren sind.
Wir kénnen also z.B. L, diagonalisieren, aber nicht gleichzeitig L, ,. Es ist jedoch mdglich und

bequem, gleichzeitig L? = 7 als diagonal anzunehmen, weil
[L.,L*] =0. (5.19)

Letzteres ist klar, weil L, den Vektor L um die z-Achse dreht, dessen Betrags-Quadrat aber
natiirlich unveréandert lasst. Man kann es natiirlich auch schlicht nachrechnen.

Wie sich zeigen wird, ist es niitzlich, mit den Operatoren
Ly =L, +ilL, (wobei L, = (L_)") (5.20)
zu arbeiten (welche, wie gesagt, nicht diagonal sein werden). Auch diese vertauschen mit L*:
Ly, L] =0. (5.21)

Des Weiteren werden wir die leicht nachzurechnenden Relationen (wir benutzen immer noch
h=1)
Ly, L_|=2L, (5.22)

sowie

L, Li]=+L.. (5.23)
brauchen.

Um letztere Beziehung zu wiirdigen, erinnern wir uns an den Oszillator, mit seinen Auf- und
Absteigern a' und a sowie dem Besetzungszahloperator N = aa. Dort galt

[N,a] = —[a,a'a] = —[a,a'la= —a  und [N,a'] = +d', (5.24)

und wir hatten gesehen, dass a' und a die Eigenwerte von N erhohen und senken. Aufgrund der
Ahnlichkeit von (5.23) und (5.24)) erwarten wir in der Drehimpulsalgebra das Gleiche.

Betrachten wir nun also eine beliebige Darstellung der Drehimpulsalgebra und einen Eigen-
vektor |\, m) von L? und L, (einen solchen muss es immer geben), so dass

L2\, m) = A\, m) und L.J\,m) =m|\;m). (5.25)
Die beiden Vektoren L |\, m) haben den gleichen L*-Eigenwert:

L*Li|\,m) = Lo L*|\,m) = AL+|\,m) . (5.26)

o8



Der Eigenwert zu L, &ndert sich jedoch in der oben vorhergesagten Weise:
L,LilA\,m) = (LyL, £ L)\, m)=(m=E1)Li|\,m). (5.27)

Wenn wir die Konvention benutzen wollen, dass |\, m) ganz allgemein ein normierter Eigenvektor
zu L? und L, mit den entsprechenden Eigenvektoren ist, so miissen wir schreiben

LA, m) = Ay, I\ m=£1), (5.28)

wobei der uns noch unbekannte Vorfaktor A die Normierung sicherstellt.

Wir haben gezeigt, dass es eine ganze Leiter von Eigenvektoren mit gleichem L?-Eigenwert
und sich jeweils um FEins unterscheidenden L.-Eigenwerten gibt. Man macht sich leicht klar,
dass diese Leiter (im Gegensatz zum harmonischen Oszillator) nach oben und nach unten hin
beschrénkt ist. In der Tat, es gilt

DPP=L2+ L+ L2=(LyL_+L_L)/2+ L2 (5.29)
und somit
W) = SOO\LaLo )+ S(IL-Lal) + 5l L20)
= S| + e+ wizw > @iz (5.30)

Der Eigenwert zu L? kann also den zu L? dem Betrag nach nie iibertreffen.

Um festzustellen, wo genau die Leiter abbricht, berechnen wir Aim aus dem Betragsquadrat
von ([5.28)). Dazu schreiben wir zunéchst

1
AL = A mlLeLeldm) = O m) 5 ([Ls, Le) +{Ls Le}) m) . (531)
und dann, mittels ([5.29)),
A5l = uml(F L+ L2 = L2) A m) = A = m(m £1). (5.32)

Bezeichnen wir nun mit m4 die oberste und unterste Sprosse unserer Leiter und mit n = m,—m_
die Zahl der Schritte von ganz unten nach ganz oben. Damit gilt also

Li|A,my)=0 und L_|A\,m_)=0. (5.33)

Unsere Formel fiir |Afm|2 bestimmt nun aber gerade das Betragsquadrat dieser beiden Vektoren
— sie muss also fiir m = m4 jeweils Null ergeben:

A—my(my+1)=0 und A—m_(m_—1)=0. (5.34)
Mit my = m_ + n folgt

(m_+n)(m_+n+1)=m_(m_—1) = m_=-n/2. (5.35)
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Jetzt sehen wir, dass my = m_ + n = n/2 wodurch unsere Leiter symmetrisch beziiglich der
Null ist. Fiir den L2-Eigenwert haben wir

A=my(my+1)=—-m_(—m_+1). (5.36)

Es ist nun iiblich, die soeben gefundenen Leitern bzw. Darstellungen etwas anders zu para-
metrisieren. Man fiihrt die Quantenzahl

l=my=—m_ (5.37)
ein, welche (je nach n) halb- oder ganzzahlig ist und den L2-Eigenwert parametrisiert:
A=1(1+1). (5.38)

Wir wechseln auch die Notation fiir die Eigenvektoren geméif3

Am) = |lm), (5.39)
so dass
L2, m) = I(l +1)|l,m) und L.|l,m) =mll,m). (5.40)
Wie wir gezeigt haben, gilt
Le|l,m) =+/1(1+1) —m(mE1)|l,m=£1). (5.41)
Die moglichen Darstellungen sind
[=0 : m =0 (eindimensionale, triviale Darstellung)
[=1/2 : m e {—-1/2,1/2} Spin 1/2
[=1 ; m e {-1,0,1} Spin 1 (5.42)
[=3/2 ; m € {-3/2,-1/2,1/2,3/2} Spin 3/2

usw.usf.

Damit haben wir nicht nur das physikalische Problem der Klassifikation aller Darstellungen der
Drehimpulsalgebra gelost, sondern (offensichtlich) auch das der Klassifikation aller Darstellungen
von Lie(SO(3)). Darstellungen von Lie-Gruppe und Lie-Algebra stehen nun in einer Eins-zu-Eins-
Korrespondenz. Fiir uns ist dies schlicht die Exponentiation von Matrizen. Wir haben also auch
die Darstellungstheorie der Gruppe SO(3) verstanden. Eine ganz &hnliche algebraische Analyse
filhrt zur Klassifikation aller Lie-Gruppen und deren Darstellungen - die Ahnlichkeit basiert
darauf, dass all diese Gruppen und Algebren im Wesentlichen aus vielen SO(3)-Gruppen und
Algebren (als Unter-Lie-Algebren) aufgebaut sind.

Zum Schluss sei noch betont, dass Sie A stets wieder einfithren konnen, indem Sie sich daran
erinnern, dass der Drehimpuls die Dimension einer Wirkung hat, also

LAl,m) =11+ 1D)R*l,m)  und  L.|l,m) = mhll,m), etc. (5.43)
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5.5 Darstellung durch Funktionen auf der Sphire

Als néchstes wollen wir sehen, ob und wie die oben allgemein konstruierten Darstellungen in
der uns eigentlich primér interessierenden riesigen Darstellung auf Ly(R?) vorkommen. Dies
entspricht in der Analyses des Oszillators dem Schritt, in dem wir eine konkrete Wellenfunktion
o(x) gesucht haben, welche von a (als Differentialoperator) vernichtet wird. Daraus konnten
wir dann mit den a' alle anderen Wellenfunktionen (und dabei nebenbei die Hermite-Polynome)
gewinnen. Hier werden wir mit den gleichen Methoden, der Darstellung von [13] folgend, auf die
Kugelflachenfunktionen stoflen.

Wegen der SO(3)-Symmetrie unseres Problems liegt es nahe, ein Koordinatensysten zu be-
nutzen, welches eine Abtrennung der im Moment unwichtigen radialen Koordinate r ermoglicht.
Dazu sind natiirlich die Kugelkoordinaten (Abb. pradestiniert:

x =1 sinf cosy , y=rsinf sinyp , z =1 cosb. (5.44)

Sie sind ein Spezialfall allgemeiner krummliniger Koordinaten &;, welche wie oben durch x; =
x;i(&1, &2, &) definiert werden.

Abbildung 12: Kugelkoordinaten (aus Wikipedia).

In unserem Fall ist {z;} = {x,y,2} und & = {r,0,¢}. Es wird gleich niitzlich sein, die
Vektoren 07/0¢; und die entsprechenden Einheitsvektoren explizit zu kennen:

g_x = (sinf cosy, sinf siny, cosf)

”
oz ) .
% - r(cosf cosp, cosf sinp, —sinf) (5.45)
_gi = r(—sinf sinp, sinf cosp, 0),

sowie P P %
T T T
=1 | = —— | =7 sinf 5.46
87“‘ ’ a6 =" R 240
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und schlie3lich

oF (|oz|\ "
€TEE<E> = (sinf cosy, sinf siny, cosf)
— ia=\ -1
égEaﬁ oz = (cosf cosyp, cosf sinp, —sinf) (5.47)
6 \ |06
- N -1
6@52—2(2—2> = (—sinyp, cosy, 0).

Die Formel, die wir nun brauchen werden (und oben schon angegeben und benutzt haben),
ist die fiir den Gradienten in der Basis der €. Dazu berechnen wir
oz o
’ ) (5.48)

o[-\ O O o  [loz
eV = <€fi>ja_xj ~ & ( o¢; ) or; (‘a@- &’

wobei wir im letzten Schritt die Kettenregel benutzt haben. Damit kann man sich auf (5.46)

berufen und findet 5 10 | 5
vz(@’?%’rsin0%>‘ (549)

Jetzt wollen wir (zur Einfachheit wieder A = 1)

— 0 10 1 0
L:—'_ :—- ) _— _—_ ) JR— .
1T xV ire, X (erar+69r 89+e¢r p—r &p) (5.50)

berechnen. Wir lesen aus Abb. 12| ab, dass {e,,€s,€,} ein Rechtssystem bilden, so dass

- (-0 _ 1 0
L=—i (%% — e %) : (5.51)

Wir bemerken an dieser Stelle, dass die Koordinate r wie erwartet (da L Drehungen generiert)
vollig verschwunden ist. Schlielich kehren wir mittels ([5.47) noch zu kartesischen Koordinaten
zuriick:

L, = 1 (Sinap%JrcotQ COSQD%)
. 0 , 0
L, =1 (— CoOs oo + cot @ sing %) (5.52)

) 0
b = Z(‘%)'

Die jetzt offensichtlich werdende Einfachheit von L, ist natiirlich der Grund dafiir, dass wir in
der algebraischen Analyse L, stehengelassen und die Auf- und Absteiger aus L, und L, gebaut
haben. Letztere ergeben sich explizit gemé&f

Ly=i ((sing@ Ficos gp)% + cot f(cos p £ isin gp)%) : (5.53)
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und somit

- 0 0
=t [+ 4 —
Ly=ce (j:(%) +ZCOt68g@> : (5.54)

Fiir die von uns gesuchten expliziten Wellenfunktionen |/m) machen wir nun den Ansatz

Yim = R(r)Yim (0, ), (5.55)

wobei wir R(r) ab sofort ignorieren diirfen, da unsere Differentialoperatoren nicht auf r wir-
ken. (Jedes R(r) ist akzeptabel - im Moment geht es nur darum, dass die Y}, die gewiinschte
Darstellung bilden.) Genaugenommen suchen wir keine Funktionen auf R* sondern auf der Ein-
heitssphére, parametrisiert durch 6 und ¢.

Wenn wir fiir den Moment 6 fixieren, haben wir es mit 27-periodischen Funktionen von ¢ zu
tun. Letztere lassen sich in eine Fourier-Reihe, also in eine Summe von ¢*? mit k € Z zerlegen.
Die von uns gesuchte (L?, L,)-Basis ist nun aber gerade eine Eigenvektorbasis zu L, = —id/d¢
mit Eigenwerten m. Damit ist klar, dass jedes unserer abstrakt gefundenen Basis-Elemente einem
Term in der obigen Fourier-Reihe entspricht — zu jedem m gehort ein e*? mit k = m. Wir kénnen
also schreiben

Yim (0, 0) = O (0)e™ . (5.56)
Fiir jedes [ gilt fiir den niedrigsten m-Eigenwert, m = —I[, die Beziehung
L Y (0,0) =" _9 + z‘cote2 O (0)e™? =0 (5.57)
e 00 Oy "
bzw. 5
(—% + [ cot (9) @l 71(9) =0. (558)
Mit 0 Osinf 0
sin
90~ o0 osmd "’ Fsng (5.59)
wird daraus P
(— cos py; + [ cot 0) ©,4(0)=0, (5.60)
bzw. 5
—sin6 [16;,460)=0. 5.61
( i (’3sin9+) 1-(9) ( )
Wir sehen, dass ©;_; homogen in sin # vom Grad [ sein muss, also
. . 1 /(204 1)!
_ l _
O;_4(0) = ¢ sin' 0 mit o= a\ (5.62)

Wir iiberlassen die Bestimmung der Normierungskonstanten, welche so zu wahlen ist, dass

/ df2 Y;n(e? ()0) }/Z’m’ (97 ()0) - 5ll’5mm’ ) (563)
g2
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den Ubungen. Eine einfache Methode besteht darin, sich mittels partieller Integration eine Re-
kursionsformel fiir Integrale von beliebigen ungeraden Potenzen von sin (auf dem Intervall
6 € (0,m)) zu iiberlegen. Man beachte auch, dass

2 i
/ dQ:/ dgp/ sin 0 df . (5.64)
52 0 0

Die Eigenfunktionen zum gleichen [ aber hoherem m ergeben sich nun durch Anwendung des
Aufsteigers L. Wir wissen jetzt, dass sich unsere abstrakt konstruierten Darstellungen auf der
Sphire und damit auf R? realisieren lassen.

5.6 Kugelflichenfunktionen

Wir wollen die Basis aber auch noch explizit konstruieren. Zum Beispiel gilt

T I
L.Y, (0,p)=¢" (% + zcotG%) O, _1(0)e™¢ = ¥ (% + [ cot 6’) O, _1(0)e™™ . (5.65)

Man iiberzeugt sich leicht, dass

0 1 0 . 1 0 0
— = — sin' 6 d — = : :
(86’ lcot 0) sin'0 00 o sinf 006 Jcost (5.66)
Damit folgt
i(— 1 :
LY, (6, ) = —¢'t Hl)@sinl_l 5 deosd (sin' 6 ©,4(0)) . (5.67)
Wir fiithren noch eine Schritt explizit durch:
i 0 . 0\ i -1 d ,
LAY, (0, 0) = € (% + i cot 6 %) el Hl)‘psinl*l 5 Toosd (sin' 0©,_4(0)) . (5.68)

Wir sehen sofort, dass wir i0/d¢ durch (I — 1) ersetzen diirfen. Danach wenden wir die ersten
der Gleichungen in ((5.66|) an, aber mit [ — (I — 1). Es folgt

. 1 0 ) —1
L2Y, _ Lip a1 g oi(=l+1)e sl B 5.69
HYiilb,0) =€ sin‘=1 o 96 sin fe sin‘=1'6 dcosf (sm 96 1(0)) ( )
und schliefilich
. 1 d?
LAY, (0, ) = ' T1H2e (sin' 0 ©,4(0)) . (5.70)

sin'=2 6 d cos 62
Man erkennt ohne Weiteres, was nach n Anwendungen von L, zu erwarten ist:

1 ar
sint=™ @ dcos O

LY, (0, ) = (—1)"elHme (sin' 0 ©;4(9)) . (5.71)

Das wechselnde Vorzeichen kommt von dem negativen Vorzeichen in der zweiten Gleichung in
(5.66]). Den formalen Beweis durch Induktion iiberlassen wir den Ubungen.
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Wir sind an Eigenfunktionen |lm) interessiert, und diese ergeben sich aus der obigen Formel
fiir n = [ + m. Mit der uns bekannten expliziten Form von Y;_; folgt

dl+m

1 /(2l+1)! : !
l+m _ 1\ l+m im. m o 2
LY (0, 0) = STTA T (—1)™"™e™? sin g—dcos g (1 —cos®8) . (5.72)
Wir halten fest, dass wir an dieser Stelle im Prinzip fertig sind: Die jeweils niedrigste L.-
Eigenfunktion, m = —[, ist bereits richtig normiert. Die relative Normierung der héheren Funk-

tionen relativ zu den niedrigeren war in unserem algebraischen Kapitel hergeleitet worden. Die
Orthogonalitét folgt aus der Unterschiedlichkeit der Eigenwerte zu den hermiteschen Operatoren
L? und L.. Damit haben wir das Orthonormalsystem

Yim ~ L™V (5.73)

der sogenannten Kugelflachenfunktionen konstruiert. Und dies, beachtenswerterweise, fast ohne
Analysis.

Der Vollstéandigkeit halber wollen wir aber noch die Normierung und den sonst oft benutzten
Zussammenhang mit den Legendre-Polynomen manifest machen. Wir definieren die Legendre-
Polynome durch durch die Rodrigues-Gleichung

1 d o,

P(z) = o1 4o (2 = 1) (5.74)

und die assoziierten bzw. zugeordneten Legendre-Polynome durch

PMz) = (—1)"(1—22)"2—P(z), m=>0. (5.75)
Sie ergeben sich urspriinglich als Losungen gewisser Differentialgleichungen, die auch in unserem
Fall aufgetreten wéren, wenn wir sie nicht mittels der Aufsteiger-Methode umgangen hétten
(vgl. [9413/14] — die Konventionen variieren leicht). Man kann die P/™ auch expliziter durch
m = 2\m/2 dm
Iy (Z):l—“(l—z) T
definieren. Wie neben der Gleichung bereits notiert, erlaubt diese Definition auch negative m.
Die assoziierten Legendgre Polynome mit entgegengesetztem m sind zueinander proportional

(=1,  —l<m<l, (5.76)

PIE) = (1) e B, (5.77)

Man priift das, indem man die Koeffizienten der Potenzen von z auf der rechten und linken Seite
in der Beziehung

" ! oym AT, ! m (L —m)!
dl-m (Z — 1) = Clm<1 —Z ) doA+m (Z — 1) s Cim — (—1) m (578)
vergleicht. Auerdem wird gelegentlich auch P, (z) = (—1)"P™(z) benutzt.
Wir konnen unsere Formel fiir die Basis-Wellenfunktionen als
20+ 1) .
LY 1(0,.0) = ) B e ppneosi) (5.79)
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schreiben. Die richtige Normierung bestimmen wir aus

Lell,m) =11+ 1) —m(m+1)|l,m+1), (5.80)

was wir zu

Lell,m) = IFm)(I£m+1)|l,m=+1) (5.81)

umschreiben koénnen. Dies kann man iterieren und findet (siehe Ubungen)

(I —m)!

DL+ m)! L =1 (5.82)

|lm) =

Wenn wir nun, wie oben schon erklirt, von R(r) absehen und |lm) als Bezeichnung fiir die
normierten Funktionen auf der Sphére benutzen, dann gilt somit auch

(Il —m)!

KR e (]

LY (6, ) (5.83)

bzw. mit Benutzung unseres obigen Resultats fiir Llj Y

Vi (6, 0) — \/ (254; D 8 - z;: ¢ P (cos 0) (5.84)

Das ist unsere endgiitlige Formel fiir die Kugelflichenfunktionen, die natiirlich auch schon aus
der Elektrodynamik bekannt sein sollte.

5.7 Paritit und Laplace-Operator auf der Sphire

Wir schlieen unsere Diskussion mit zwei Kommentaren ab. Der erste ist einfach und bezieht
sich auf die sogenannte Paritét, also das Transformationsverhalten unter Spiegelungen. Sie er-
innern sich aus der Mechanik, dass Spiegelungen Teil der O(3) aber nicht der SO(3) sind. Sie
sind insbesondere nicht kontinuierlich mit der Eins in SO(3) verbunden und somit nicht durch
Exponentiieren der Lie-Algebra zu erzeugen.

Um von der SO(3) zur O(3) zu gelangen, geniigt es, die Inversion am Ursprung (und all
ihre Produkte mit Elementen der SO(3)) hinzuzunehmen. Da das Quadrat der Inversion 1
ist, konnen als Figenwerte nur 1 und —1 auftreten. Unter Paritit versteht man genau diese
Eigenwerte. Explizit wird die Inversion durch 7 — —Z bzw., in Kugelkoordinaten,

{r,0,0} — {r,m—0,p+m} (5.85)
beschrieben. Es gilt 4 ‘
Mt — (_1)meime (5.86)
und
P™(cos(m — 0)) = P™(—cosf) = (—1)""™P™(cos ). (5.87)
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Die letzte Gleichheit folgt aus der Tatsache, dass P/"(z) aus 2? (gerade in 2) und I4+m Ableitungen
nach z (ungerade in z) aufgebaut ist. Wir haben also schlussendlich

Vim(m = 0,04 7) = (=1)' Yim (0, ) , (5.88)

so dass die Partitdt positiv/negativ fiir gerades/ungerades [ ist.

Der zweite Kommentar ist fortgeschritten und etwas abstrakt-mathematisch: Er betrifft die
Tatsache, dass unsere Analyse des Laplace-Operators auf R? und die daraus folgende Ableitung
der Kugelflichenfunktionen die mathematische Eleganz und Allgemeinheit des Ganzen noch
nicht vollig offenbart. In der Tat, wir konnen R? als ‘aus Zwiebelschalen’ aufgebaut und somit
als R? = S? x R, auffassen. Wir schrinken nun A auf S? ein (wir lassen ihn auf Funktionen
wirken, die nicht von r abhéngen) und erhalten so den Laplace-Operator of der Sphére:

A(S?) ~ L2 (5.89)

Seine Proportionalitit zu L? folgt daraus, dass L? der einzige quadratische Operator ist, der
aus Elementen von Lie(SO(3)) gebaut werden kann und mit allen Elemente von Lie(SO(3))
kommutiert. Es ist ein sogenannter quadratischer Casimir-Operator. Dass hierbei gerade
die SO(3) relevant ist, liegt nahe, weil es die Symmetriegruppe von S? ist.

Dieser quadratische Casimir entspricht also gerade dem Laplace auf der Sphére, und letzterer
ist wiederum auch aus Sicht der Analysis ein wichtiges Objekt, dass gar nicht der Einbettung
in R® bedarf. In der Tat, man kann auf einem Raum mit einer Metrik (priiziser, auf einer
differenzierbaren Mannigfaltigkeit mit Metrik) ganz allgemein einen Laplace-Operator definieren:

A=d5d+ds. (5.90)

Hierbei ist d die Thnen schon (zumindest oberflédchlich) bekannte &ufiere Ableitung, welche aus
einer p-Form eine (p + 1)-Form macht:

d: QP(M) — QPFFY(M), (5.91)
wobei M der betreffende Raum (bei uns S?) ist. Er hat ein Pendant im sogenannten Codifferential

§: QM) — QP (M) definiert durch §=(=1)Pxtdx. (5.92)

Hier steht x fiir den sogenannten Hodge-Operator, welcher den Grad einer p-Form in d — p

umwandelt:
(FW) i ppay, = (W det g/p1) WP €y i - (5.93)

Dabei ist d die Dimension des Raumes und es tritt die sogenannte Metrik g,, auf: sowohl
explizit (in der Determinante) als auch implizit, weil man rechts die Indizes von w heben musste.
Eine Metrik auf einem Raum, der durch d Koordinaten x!-.-x¢ parametrisiert ist, wird (sehr
grob gesagt) dadurch definiert, dass sie den Abstand As zwischen zwei nahe beeinanderliegenden
Punkten z und x + Az misst:

(As?) =~ g, (Ax")(AzY). (5.94)

Sie kennen schon die euklidische Metrik §;; des R? und die Lorentz-Metrik 7, des R'3. Aber
Metriken gibt es eben auch auf ‘gekriimmten’ Rdumen, wie z.B. den Sphéren.

67



Kurz und gut, die symmetrische (man sagt auch ‘round sphere’) Sphére hat eine natiirliche
Metrik und damit einen natiirlichen, symmetrischen Differentialoperator zweiter Ordnung, den
Laplace. Man beachte, dass der oben definierte Laplace den Grad der Form, auf die er wirkt,
erhiilt. Er wirkt also insbesondere auch auf Ly(S5?), was uns hier ausschlieSlich interessiert. Dieser
Laplace ist per Konstruktion symmetrisch (hermitesch) — er kann also im Skalarprodukt zweier
Funktionen nach belieben als nach links oder rechts wirkend angesehen werden. Diesen Operator
zu diagonalisieren ist ein zentrales Problem der Analysis auf einem Raum, und wir haben das
eben auf S? gelost. Soviel nur zur Einordnung in das mathematische Gesamtbild.

6 Das Wasserstoffatom

6.1 Zusammengesetzte Systeme

Das Wasserstoffatom besteht aus zwei unterscheidbaren Teilchen, Proton (bzw. Kern) und Elek-
tron. Wir miissen also zunéchst verstehen, wie wir derartige zusammengesetzte Systeme auf der
Basis der Einzelsysteme verstehen. Dazu beginnen wir mit dem einfacheren Fall zusammenge-
setzter endlichdimensionaler Systeme, also z.B. mit zwei Hilbertraumen

Hi D |Y) = Yyli) und Hs D |X) = Xao|@) (6.1)

mit Orthonormalbasen {|¢)} und {|a)}. Die Indizes ¢ und « nehmen natiirlich i.A. Werte in ver-
schiedenen Bereichen an. Die Interpretation ist klar: [¢;|? charakterisiert die Wahrscheinlichkeit,
System 1 im Zustand |i) anzutreffen, ebenso charakterisiert |y,|? die Wahrscheinlichkeit, System
2 im Zustand |a) anzutreffen.

Naheliegenderweise mochte man bei gleichzeitiger Anwesenheit beider Systeme, Amplituden
(analog zu v;) und damit Wahrscheinlichkeiten (analog zu [¢;|* angeben kénnen, die das vorliegen
von |i) im System 1 und gleichzeitig |a) im System 2 beschreiben. Dies wéren dann komplexe
Zahlen ®;, (bzw. |®;,|?) fiir beliebige Werte von 7 und a. Die Angabe solcher Zahlen entspricht
gerade der Angabe eines Vektors im Tensorprodukt der beiden Hilbertraume:

H=HQHs D Py i) ® ). (6.2)

An dieser Stelle sollte der Leser die abstrakte Definition des Tensorpodukts von Vektorrdumen
wiederholen. Es ist allerdings fiir uns auch akzeptabel, die rechte Seite von als Definition
aufzufassen: Dazu starten wir einfach mit den N - M abstrakt definierten Basiselemente |i) ® |a)
(wobei N = dimH; und M = dimH,) und definieren H als beliebige Linearkombinationen
derselben.

Man kann natiirlich vollig abstrakt zeigen, dass die positive definiten Skalarprodukte auf H;
und Hs ein ebensolches Skalarprodukt auf H induzieren und letzteres damit zum Hilbertraum
machen. Einfacher ist es jedoch, direkt die duale Basis

(G ® (o] € H* (6.3)

und damit eine ausgezeichnete Abbildung H — H* zu definieren. Das Skalarprodukt auf H ist
damit durch

(®ialiy @ 1) Wisli) @ 18)) = D Wjnili) (@18) = @ Wiadigdas = PhuWia,  (6.4)
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gegeben.

Operatoren auf H sind durch Tensorprodukte von Operatoren auf den beiden Faktorraumen
und Summen solcher Produkte gegeben. Die Wirkung ist naheliegenderweiese durch

0120, : [)@]a) = (O1]8))@(Oa])) = ((01)i17))@((O2)aslB)) = (01)i5(O2)as 17)218) (6.5)

definiert. Das Definitionszeichen auf der rechten Seite betont, dass wir vorher eigentlich noch
nicht gesagt hatten, wie man das Tensorprodukt zweier Vektoren aus H; und Hs bildet. Diese
Definition ist aber natiirlich sehr naheliegend.

Fiir unabhéngige Systeme folgt per Definition die Dynamik auf dem Produktraum zwingend
aus der Dynamik auf den Faktoren:

[0(t) ® [x (1)) = (71" |w)) @ (e /M) . (6.6)

Um zu sehen, welcher Hamilton-Operator in diesem Fall das Gesamtsystem beschreibt, wenden
wir ih0, an:

S (0) ® (O = (Hre ™)) @ () (e ) 6 (e )

= (Hi®1+ 1@ H) (7)) @ (/"))
= (Hy+ M) (e™My)) @ (e y)) (6.7)

Die Schreibweise in der letzten Zeile ist aus mathematischer Sicht natiirlich extrem schludrig,
wird aber in der Physik stdndig benutzt und sollte in den meisten Fillen auch nicht miss-
verstiandlich sein: Jeder der beiden Operatoren wirkt natiirlich nur auf ‘seinem’ Raum — die Eins
wird wo notig ergénzt.

Zusammenfassend haben wir gesehen, dass die Kombination unabhéngiger Systeme durch
Tensorieren der entsprechenden Hilbertrdume geschieht, wobei die Dynamik im Produktraum
durch die Summe der urspriinglichen Hamilton-Operatoren beschrieben wird. Die Verallgemei-
nerung auf mehr als zwei Systeme geschieht entweder durch sukzessives Tensorieren (erst H; mit
Hs und dann das Ergebnis mit #H;z usw.) oder direkt:

H=HQHsRQHsz > (I)mK|Z'>®‘Oé>®’K>. (6.8)

6.2 Unterscheidbare Teilchen und ZweikGrperproblem

Den Ubergang zum unendlichdimensionalen Fall vollziehen wir gleich am fiir uns interessanten
Fall von zwei unterscheidbaren Teilchen im R3. Das Adjektiv ‘unterscheidbar’ ist hier wichtig
weil sonst (z.B. bei zwei Elektronen) eine wichtige quantenmechanische Besonderheit (die noch
genauer diskutiert wird) auftritt: Die notwendige Symmetrisierung oder Antisymmetrisierung
der Wellenfuktion. Doch dazu spéter.

Wir verallgeinern geméfl

v — Y(T) , Xo — X(T) , und o, — P(7,7) . (6.9)
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Hier beschreibt z.B. T die Position des Elektrons und g die des Protons (natiirlich im gleichen
R3). Unser Hilbertraum ist

H=H, Q@ Hy = Ly(R?) @ Ly(R?) = Ly(R? x R?) = Ly(R"). (6.10)

Die vorletzte Gleichheit ist nicht vollig offensichtlich. Um sich klar zu machen, dass sie gilt, denke
man sich wie schon oben T und ¥ als Indizes und vergleiche Schritt fiir Schritt mit der obigen
endlichdimensionalen Diskussion.

Der Hamiltonoperator ist zunéchst

—2 =2 2 2
De _ Dp _ _ _

H = +V VA = — A V — A, +V A1
2me. o(7) + 2m,, + V(@) 2m, + Ve(@) 2m, "’ () (6.11)

und er wirkt auf Funktionen ®(Z, 7). Wir haben hier V,(Z)® 1 durch V,(Z) abgekiirzt (und analog
fiir die anderen Terme). Es versteht sich von selbst, welcher Operator auf welches Argument der
Funktion wirkt. Dies beschreibt die Dynamik zweier unterscheidbarer Teilchen, jedes in seinem
Potential (die natiirlich auch gleich sein kénnten). Wenn z.B. gar kein Potential vorhanden ist,
dann stellen Produkte von Exponential-Funktionen in 7 und in 7 eine Eigenvektorbasis dar.

Interessant wird es nun, wenn wir eine Wechselwirkung zwischen den beiden Teilchen in
Form eines abstandsabhéngigen Potentials einfiihren:

V(z,y) = V(T -1l (6.12)

und zu H addieren. Dabei nehmen wir an, dass sich die Teilchen ansonsten frei bewegen, also
‘/p = ‘/e =0:

h? h?
A, —

2me 2m,,

H=-— A, +V(T—T7]). (6.13)

Uns interessiert natiirlich vor allem das Coulomb-Potential, V' ~ —1/|Z — 7|, aber es kostet keine
Miihe, im Moment noch allgemein zu bleiben.
In volliger Analogie zur klassichen Mechanik, vereinfacht der Ubergang zu Schwerpunkts-

und Relativkoordinate das Problem:

R = (m.T+myy)/M und T

T—7, (6.14)

wobei M = m. + m,. Es ist eine sinnvolle Aufgabe, die Umrechnung der beiden Laplace-
Operatoren in die neuen Koordinaten explizit durchzufithren. Am besten geschieht dies, indem
man zunéchst die Gradienten V, unf.i V, durch Vi und V, ausdriickt und dann einsetzt. Wir
iiberlassen dies dem Leser bzw. den Ubungen und geben gleich das Ergebnis an:

h? h?

H=—Ar— —A 1

AR A V() (6.15)
wobel mit m = m.m,/M wie auch in der Mechanik die reduzierte Masse auftritt. Die Wellen-
funktionen sind jetzt als Funktionen von 7 und R zu schreiben: ®(7,y) = V(7, R).

Damit haben wir etwas sehr bemerkenswertes erreicht: Wir haben mit H; ® Hs und, pas-
send dazu, H = H; + H, angefangen. Durch die Einfiihrung eines Potentials V' = V/(Z,7)
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haben wir diese Strukur zweier unabhéngiger Systeme zerstort. Aber es ist uns gelungen, durch
den Ubergang zu R und 7 wieder zu einer Tensorproduktstruktur mir unabhéngiger Dynamik
zuriickzukehren:

W=, ©H, wd H=H +H,, (6.16)

wobei die beiden Faktoren Funktionen von R und 7 entsprechen und die neue Summenform von
H aus hervorgeht. In solchen Situationen kann man immer die Eigenvektorbasen zu H;
und Hy bestimmen und hat dann die Produktraumbasis, wie in , als Menge aller Paare von
Basiselementen.

Eine weniger abstrakte Sprechweise dafiir sagt: Man mache den Produktansatz

U(r, R) = ¢(T) x(R). (6.17)
Dies ist eine Losung der zeitunabhéngigen Schrédingergleichung, wenn

h2 2

_WA x(R) = Erx(R) und (—;—mA + V(r)) Y(T) = EY(F) (6.18)

gilt. Die erste Gleichung wird durch ebene Wellen gelost, was der Bewegung des Wasserstoffatoms
als Ganzes entspricht. Die zweite beschreibt das quantenmechanische Zentralkraftproblem.

6.3 Das quantenmechanische Zentralkraftproblem

Wir wollen also S

(2 +v) v = Bo) (6.19)
l6sen und erinnern uns dazu an

> 1 1 ) 0 1

Der Hamilton-Operator ist wieder (fast) eine Summe von zwei unabhéngigen Operatoren, einer
der nur auf Funktionen auf S? wirkt, und einer der auf Funktionen von r wirkt. Das Wortchen
“fast” bezieht sich auf den Faktor 1/r? vor 52, welcher sich aber nicht als hinderlich erweist.
Wir kénnen also ebenso wie im Fall der vollsténdigen Entkopplung mit dem Produktansatz
fortfahren.
Wir schreiben

() = f(r)Yim (0, ) (6.21)

und findenf’

(557 |72+ 52|+ V0)) F0inl6 ) = EF)inl6 ). (622)

2m

Jetzt benutzen wir

ZQYEm(H, ©) =11+ 1)h*Y,(0, ) ( wobei auch gilt:  L.Y;5(0,9) = mhY;7(0,0) ) (6.23)

9Wir schreiben hier 7 statt m um Verwechslungen mit der Masse vorzubeugen.
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und finden, wegen der Unabhéngigkeit der Kugelflichenfunktionen,

R, R+ 1)
(gt + s +V0)) £0) = B, (6:24)
Da p, ~ 9/0r + 1/r und, als Operatorgleichung,
0 1)1 10
— 4 ) == .2
<87’+7’>7‘ ror’ (6:25)
fiihrt der Ansatz .
flr) = —u(r) (6.26)

zu einer weiteren Vereinfachung:

n: 9% RA(L+1)
<_%ﬁ + “Tomr? + V(T‘)) u(r) = Eu(r). (6.27)
Wir haben es jetzt effektiv mit einem eindimensionalen Schrodingerproblem zu tun, wobei das ef-

fektive Potential die Summe aus der sogenannten Zentrifugalbarriere und dem urspriinglichen
Zentralpotential ist (Fig.

lasd —/f/V

Abbildung 13: Effektives Potential als Summe von Zentralpotential (als Beispiel ist ~ —1/r
gewihlt) und Zentrifugalbarriere.

6.4 Das Wasserstoff-Spektrum

Jetzt wahlen wir konkret das Coulomb-Potential

2
€0

V(r)=—

(6.28)

Amegr’

wobei ey die Elementarladung und ¢, die elektrische Feldkonstante (Dielektrizitdtskonstante des
Vakuums) sind. Wir haben es also mit der Gleichung

K2 0?2 RA(L+1) e 1
- 7 _ Z = F 2
( 2m Or? + 2mr? 47eg r) u(r) u(r) (6.29)

zu tun.
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Es ist nun sinnvoll, sich zu erinnern, dass wir mit jedem Teilchen eine Welle der Wellenzahl
k = p/h = \/2m|E|/h verbinden. Wir haben hier |E| statt E geschrieben, weil wir dies gleich zur
GroBenordnugsabschitzung in unserem konkreten fall benutzen wollen und die Energieeigenwerte
bei uns negativ sein werden. (Man erkennt dies daran, dass wir nach gebundenen Zustédnden
im oben skizzierten effektiven Potential suchen.) Wir schreiben unsere Gleichung nun unter
Benutzung der so definierten typischen Léange (der De-Broglie-Wellenlédnge ~ 1/k) um:

1 0% I(l+1) ez 1
= — - =— 6.30
( k2 Or? - k2r? dmeg|E| T ulr) u(r), (6.30)
wobei wir, wie oben erklirt, £ = —|E| gesetzt haben. Jetzt wechseln wir zur dimensionslosen
Variablen
p = kr (6.31)
und finden

2 Ul+1) 2k 1
— - -1 =0. 6.32
(dp2 7 dmelEl p ) uir) (632)

Im Vorfaktor des 1/p-Terms ist es nun bequem, |E| durch k zu ersetzen und die dimensionslose
Konstante
_ 2me}

= Tncoh?k (6.33)

Po

einzufiithren:

(41
(__ U+ r

0 7 P 1) u(r)=0. (6.34)

Wir erwarten, dass es nur diskrete Losungen und damit diskrete Werte der Grofle py geben
wird. Wenn wir uns zunéchst auf nicht zu grofles | beschréinken, dann hat unser Problem keine
groflen oder kleinen Parameter. Wir erwarten deshalb, dass die niedrigsten Zustidnde py ~ O(1)
und demnach

B 2me} 2me?
 dmegh2pg ~ 4degh?

haben. Dies enstpricht natiirlich gerade der (inversen) Grofienordnung des sogenannten Bohr-
schen Atomradius

(6.35)

Aregh? 2
ag = ™ , so dass k= .
appo

Wir haben hier in der letzten Formel die sehr kleine Differenz zwischen m und m, vernachlassigt
und werden dies auch weiterhin tun. Die daraus folgende Energie ist

(6.36)

mee?

KR 2R 4Ey

—E — = 6.37
2m  majpg py (6:37)
wobei wir die Rydberg-Energie
2
Er = ~ 13.6eV 6.38
R 2me.a% ¢ ( )

eingefithrt haben. Bis auf die Bestimmung der prézisen Quantisierung der Grofle py ist damit
alles getan.
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Um dieses letzte Problem zu 16sen, betrachten wir zunéchst den Limes p — oo und die sich
in diesem Limes ergebende Differentialgleichung

(d—2 - 1) u(p) =0. (6.39)

Sie wird durch u ~ e gelost. Nun betrachten wir den Limes p — 0 und die dort relevante
Gleichung
I+ 1)
(G ) =0, o

Diese 16st man mit dem Potenzansatz u(p) = p®, welcher

ala—1)=1(1+1) (6.41)
liefert. Die beiden Losungen sind o« =1+ 1 und a = —I, so dass
u(p) = Ap'™ + Bp™! (6.42)

die allgemeine Losung unserer urspriinglichen Differentialgleichung darstellt. Normierbarkeit bei
p — 0 erfordert B = 0, was uns insgesamt auf den Ansatz

u(p) = plePo(p) (6.43)

fithrt ['] Fiir v(p) ergibt sich aus (6.34) die Differentialgleichung

<p;‘l—; Fol+1 - p)dilp +(po — 21 + 1))> v(p) = 0. (6.44)

Diese 16st man mit dem Ansatz

v(p) = Z%Pj : (6.45)

welcher nach Einsetzen in die Differentialgleichung zu der Rekursions-Relation

e —a 2 +1+1)—po
TN GE DG+ 2+ 2)

(6.46)

fiihrt. Wir iiberlassen die Details der letzten zwei Schritte (siehe z.B. Griffiths [9]) den Ubungen.
Falls die Reihe nicht abbricht, geht diese Rekursionsrelation bei sehr groem j angenéhert in

2
Aj41 ~ A5 5 (647)

iiber, also .
a; ~ 27/j! bzw. v(p) ~ . (6.48)

Dies wichst schneller, als der e~?-Faktor in u(p) féllt. Damit wird unser urspriingliches v (r) bei
groffem 7 nicht normierbar sein. Wir miissen also den Abbruch der Reihe fordern.

108peziell bei I = 0 hitten wir selbst fiir B # 0 nur f ~ u/r ~ 1/r, so dass |¢|> ~ |f|? ~ 1/r? mit dem MaB
r2 dr immer noch normierbar wire. Allerdings ist ¢ bei ¥ = 0 hochgradig singulér.
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Bei gegebenem [ sind also nur ganzzahlige, gerade po-Werte
Po = 2n mit n>1l+1 (6.49)

zugelassen. Es ist iiblich, die Losungen anders zu klassifizieren: Man wahlt zuerst die sogenannte
Hauptquantenzahl n und ldsst dann die Drehimpulsquantenzahlen [ und m unter den
Einschriankungen

|m| <1 und [+1<n (6.50)

laufen. Wir haben also einen vollstdndiger Satz von Losungen |nlm) mit negativen Energicei-
genwerten
E, = —Egp/n® (6.51)

gefunden. Dies ist, im Gegensatz zum Oszillator-Fall, noch keine Basis (siehe unten). Das Spek-
trum ist hochgradig degeneriert, weil die Energie nur von der Hauptquantenzahl abhéangt. Nur
zusammen mit den L?- und L,-Eigenwerten kann die Energie den Zustand bestimmen.

Bis auf die Normierung haben wir auch die Wellenfunktionen explizit gefunden:
Inlm) ~ (kr)'e ™ v (kr) Yin (0, ) . (6.52)
wobei k = 2/(agpo) = 1/(nag) ist.
Der Vollsténdigkeit halber sei noch erwihnt, dass
v(p) ~ Ly (20) (6.53)
gilt, wobei L{(x) die zugeordneten Laguerre-Polynome bezeichnet. Diese 16sen die Differen-
tialgleichung
vy’ (x) + (¢ + 1 —2)y'(z) + py(a) =0, (6.54)
was bis auf geringfiigige Anderungen in Normierung und Notation exakt unsere Differentailglei-
chung fiir v(p) ist. Man kann die zugeordneten Laguerre-Polynome explizit angeben,
etx=9 dp
- (@
p!  dxP

Die normierten Losungen lauten in dieser Sprache

Li(z) = TP (6.55)

2\ (n—1-1)" _,
nlm) = oo (r, 6, 9) = ¢ (o) ot e ) L2 2R Vi Br) . (650)
Fiir mehr Details verweisen wir auf Griffiths, Schiff [9,21] und den Wikipedia-Artikel zu Laguerre-
Polynomen.

Wir bemerken noch, dass auch eine vollstédndig algebraische Losung (siehe z.B. [7]) moglich
ist, wenn man den Runge-Lenz-Vektor und die mit dieser Erhaltungsgrofie verbundene zusétzliche
Symmetrie benutzt.

Schlielich muss noch erwahnt werden, dass es auch (nicht-normierbare) Losungen mit £ > 0
gibt. Man sieht dies z.B. an , wo in diesem Fall —1 in +1 iibergeht und man ein bzw.
auslaufende sphérische Wellen findet. Die Energieeigenwerte sind in diesem Fall nicht quantisiert,
so dass das von uns hergeleitete diskrete Spektrum um einen kontinuierlichen Teil ergénzt wird.
Alles ist analog zum von uns schon besprochenen eindimensionalen endlichen Kastenpotential,
nur mit sphérischer Symmetrie. Wir verzichten (zumindest fiir den Moment) aus Zeitgriinden
auf dieses interessante und wichtige Kapitel.
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6.5 Unendlichdimensionale Hilbertraume

Wir haben bisher ganz bewuflt eine mathematische Liicke gelassen, indem wir zwar endlichdi-
mensionale Hilbertrdume und Operatoren darauf einigermaflen sauber definiert haben, aber bei
unendlichdimensionalen (oder echten) Hilbertraume nur sehr vage geblieben sind. Wir kénnen
diese Liicke hier auch nicht wirklich schlieflen, weil dies relativ tiefe Mathematik (Funktional-
analysis) erfordert. Jedoch wollen wir wenigstens andeuten, was die relevanten Definitionen sind
und was uns hier an Inhalten entgeht. Dass dies so spit geschieht, liegt daran, dass wir erst
jetzt die Beispiele zur Verfiigung haben, welche es uns ermoglichen, diese abstrakte Diskussion
zu wiirdigen.

Die eben erwéhnten Beispiel sind u.a.

(1) Endlichdimensionale Hilbertrdume, allen voran das Spin-1/2-System. Hier ist der Hilber-
traum CV, der Hamilton-Operator (sowie auch jede andere Observable) ist eine hermitesche
Matrix welche immer eine Orthonormal-Basis aus Eigenvektoren hat.

(2) Die quadratintegrablen Funktionen auf endlichen (kompakten) Rdumen — in unserem Fall
St (starrer Rotator) und [0,1] C R (undendlich tiefer Kasten). In beiden Féllen haben wir eine
undendlichdimensionale Basis aus Eigenvektoren zum (freien) Hamilton-Operator gefunden.

(3) Die quadratintegrablen Funktionen auf der reellen Geraden, Ly(R). Wir haben diese aus
Sicht des freien Teilchens (mittels einer kontinuierlichen Basis), aus Sicht des Oszillators (mit
diskreter oder abzéhlbarer Basis) und aus Sicht des endlich tiefen Kastens (Basis aus einem endli-
chen Satz quadratintegrabler Funktionen und einem Kontinuum nicht-normierbarer Funktionen)
beschrieben.

(4) Die quadratintegrablen Funktionen Lo(R?). Hier haben wir nur den Standpunkt des Coulomb-
Potentials diskutiert, wobei die Eigenvektorbasis des Hamilton-Operators wie oben einen diskre-
ten und einen kontnuierlichen (nicht-normierbaren) Anteil hat. Wir kénnten auch den Stand-
punkt des 3d harmonischen Oszillators einnehmen, welcher (da V(Z) ~ 7% = 2% + 23 + 22) am
bequemsten als dreifaches Tensorprodukt des Hilbertraums Lo(R) beschrieben wird. Die Basis
ist entsprechend diskret: [nynong) = [ny) ® |no) @ |nz) mit (ny, o, ng) € Z3.

Bisher haben wir auf den undendlichdimensionalen Rdumen jeweils ein positiv definites Ska-
larprodukt definiert und gefordert, dass unsere Observablen O (und insbesondere H) die Bedin-
gung

(¥[0x) = (OYIx) (6.57)

erfilllen (wann immer beide Seiten definiert sind). Dies ist analog zur Hermitizitdt im endlich-
dimensionalen Fall und wir haben erwartet, dass sich das Theorems zur Existenz der Eigenvek-
torbasis (Diagonalisierbarkeit, Spektralsatz) auf den unendlichdimensionalen Fall iibertragen
lasst. Die explizite Rechnung hat dies bestétigt, wobei wir allerdings in keinem Fall wirklich
bewiesen haben, dass eine Basis vorliegt. (In den Féllen des freien Teilchens auf R, des starren
Rotators und des unendlich tiefen Potentialtopfes wissen Sie dies allerdings aus der Theorie der
Fourier-Transformation.)

Das Folgende ist eine (sehr liickenhafte und subjektive) Ansammlung von Definitionen und
Fakten, welche dahin fiihren sollen, dass die oben skizzierte naive Verallgemeinerung auf unend-
lichdimensionale Rdume zumindest nicht vollig unbegriindet ist. Mehr findet sich z.B. in [15-18],
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wir folgen speziell [15].

Wir werden immer ein positive definites Skalarprodukt und die damit verbundene Norm
voraussetzen. Wir werden Reihen

> Xo:  Xn€H (6.58)
n=1

und die Folgen von deren Teilsummen betrachten. Eine Reihe ist konvergent, wenn die Folge
Threr Teilsummen

n=1

konvergiert. Letzteres heifit, dass |[¢) — ¢,|| — 0 fiir n — oo. Damit ist ¢ gleich der unendlichen
Summe oder Reihe, von der wir ausgegangen sind. Klarerweise ermdoglichen uns diese Begriffe,
Vektoren in unendliche Basen zu zerlegen und damit zu entscheiden, ob ein (abzahlbarer) Satz
von Vektoren eine Basis ist (also ob jeder Vektor als entsprechende Reihe geschrieben werden
kann).

Um einen Hilbertraum zu definieren, brauchen wir den Begriff der Cauchy-Folge, der vollig
analog zur Cauchy-Folge komplexer Zahlen ist: Die Folge 1, ist eine Cauchy-Folge, wenn es fiir
jedes € ein N gibt, so dass ||¢, — || < € falls n,m > N. Ein Raum mit Norm heifit vollstéindig,
falls jede Cauchy-Folge (gegen ein Element des Raumes) konvergiert. Ein Raum mit positiv de-
finitem Skalarprodukt heifit Hilbertraum, wenn er vollstdndig ist. Er heifit separabel, wenn
es eine abzdhlbare Orthonormalbasis gibt. Wir werden uns nur mit separablen Hilbertraumen
befassen. Wichtig ist, dass der kanonische Isomorphismus zwischen Raum und Dualraum (und
damit die Bra-Ket-Notation) sich problemlos von endlichdimensionalen auf separable Hilber-
traume iibertragen lassen.

Der Begriff des linearen Operators iibertrégt sich ebenfalls problemlos. Wichtig ist, dass man
einen Operator O stetig nennt, falls aus v,, — ¥ immer folgt, dass O, — Ov. Ein dquivalenter
Begriff ist der der Beschranktheit: Ein Operator ist beschrinkt, falls es ein b € R, gibt, so dass
|O%]| < bl[e]| fiir alle ¢» € H. Wir beweisen die Aquivalenz hier nicht.

Fiir beschrinkte Operatoren wird der adjungierte Operator O genau wie frither durch die
Forderung

(OTlx) = (¥]Ox) (6.60)

definiert. Hermitizitit oder Selbstadjungiertheit sind, wieder so wie frither, durch O = O erklirt.

Interessant und schwieriger wird es bei unbeschriankten Operatoren, was in der Quanten-
mechanik (machen Sie sich das an den bekannten Beispielen klar!) sténdig vorkommt. Noch
schlimmer, meist sind die interessanten Operatoren sogar nicht fiir jeden Vektor definiert. (Zum
Beispiel bildet 22 offensichtlich manche normierbaren Funktionen auf nicht normierbare ab — er
ist also eigentlich kein Operator auf H.) Man méchte trotzdem mit solche Operatoren arbeiten
und akzeptiert also, dass manche Operatoren eine Definitionsbereich (oder Doméne) haben,
welche kleiner als ‘H ist. Man sagt, O ist einer Erweiterung von O, wenn die Doméne von O’
grofer oder gleich der von O ist und er mit O auf dessen Doméne iibereinstimmt.

Wir betrachten nun Operatoren O mit einer dichten Doméne. Dicht heifit hier, dass man
jedes Element in H als Grenzwert einer Folge aus Elementen in der Doméne beschreiben kann.
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(Man denke daran, wie @Q dicht in R liegt.) Nun defniert man O wie folgt: Zunichst ist die
Domiine von Of die Menge aller Vektoren 1, fiir welche es einen Vektor O gibt, so dass

(O"[x) = (¥[Ox) (6.61)

fiir alle x aus der Doméne von O. Man kann zeigen, dass dies Ot eindeutig ist und damit den
Operator O definiert.

Man nennt einen Operator symmetrisch (oder, in der mathematischen Literatur, hermi-
tesch) falls seine Doméne dicht in # ist und

(OY]x) = (P|Ox) (6.62)

fiir alle Vektoren aus seiner Doméne. Man kann zeigen, dass unter diesen Bedingungen O eine
Erweiterung von O ist. Falls die Doménen gleich sind (also OT = O), so nennt man O selbst-
adjungiert. (In der Physik wird oft auch der Begriff hermitesch synonym mit selbstadjungiert
benutzt. In diesem Fall darf man natiirlich nicht gleichzeitig hermitesch statt symmetrisch sa-
gen.)

Ein symmetrischer Operator O kann also nur dadurch nicht selbstadjungiert sein, dass seine
Domiine kleiner als die von O ist. In vielen Féllen kann man dann eine sogenannte selbst-
adjungierte Erweiterung (self-adjoint extension) finden, welche eine gréere Doméne hat
und mit der Doméne des adjungierten Operators iibereinstimmt.

Der letzte Schritt ist wichtig weil (und wir kommen jetzt zum zentralen Punkt des Kapitels!)
es gerade fiir selbstadungierte Operatoren einen Spektralsatz bzw. eine Satz zur Diagonali-
sierbarkeit gibt, der analog zum endlichdimensionalen Fall ist. Dazu erinnern wir uns zunéchst,
dass man im endlichdimensionalen Fall

N N

O => oli)i| =) ol (6.63)

i=1 i=1

schreiben kann, wobei I; der Projektionsoperator auf den i-ten Eigenzustand ist. Orthonormalitét
und Vollstédndigkeit kann man als

schreiben.

Die zentrale Idee besteht nun darin, den obigen Ausdruck fiir O durch Projektoren so um-
zuschreiben, dass er auch im Fall kontinuierlicher Spektren benutzt werden kann. Man definiert

zunéchst
E, =) I, (6.65)

0;<x

also den Projektor auf den Raum, der durch alle Eigenvektoren zu Eigenwerten < x aufgespannt
wird. Orthonormalitit und Vollstdndigkeit lauten nun

E,E,=E,E,=E, (firz<y) (6.66)
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und E, — 1 fir x — oo. Des Weiteren brauchen wir die (nur formal infinitesimalen) Operatoren

dE, = E, — Ey_y, . (6.67)

Diese sind immer Null, aufler wenn das Intervall (z — dx, x| einen Eigenwert o; enthilt, Dann ist
der Wert I;. Man sieht daraus, dass wir O jetzt als

0= / zdE, (6.68)

schreiben konnen. Wenn man sich das als Riemannsches Integral vorstellt, ist klar, dass man im-
mer nur Beitrdge x I; ~ o; I; aus Intervallen erhélt, welche einen Eigenwert enthalten. Insgesamt
bekommt man exakt die Summe aus (6.63)).

Der abschlieende und entscheidende Punkt ist nun, dass man diese Schreibweise auch dann
benutzen darf, wenn (was i.A. der Fall ist) das Spektrum des Operators einen kontinuierlichen
Teil enthélt. Es gilt somit der (wir unterschlagen hier einige technische Vorraussetzungen und
Details) der Spektralsatz, welcher in etwa besagt: Fiir jeden selbstadjungierten Operator O
existiert eine Familie von Projektionsoperatoren F,, so dass

0= / vdE, . (6.69)

Der entscheidende Punkt ist nun, dass E, nicht nur bei bestimmten x-Werten springen sondern
sich auch kontinuierlich &ndern darf. Beitrdge kommen aus den Bereichen oder Punkten von R,
wo es Eigenwerte gibt (aus dem Spektrum).

Fiir den Physiker ist das natiirlich nichts anderes, als
0= oli)(i| + / xde |z)(z] (6.70)
i reo

wobei ¢ die diskreten Figenwerte indiziert und o den Bereich von R mit kontinuierlichen Eigen-
werten bezeichnet. Die obige mathematische Formulierung kommt ohne die nicht im Hilbertraum
liegenden Vektoren |z) aus (mit denen der Physiker kein Problem hat).

Dies war ein extrem steiler und (dem geschuldet) sehr schematischer Einstieg in die forma-
lere Quantenmechanik. In vielen interessanten Féllen wird man aber trotz des Theorems und
des Formalismus nicht umhin kénnen, erst die Schrodingergleichung zu 16sen und sich (so man
will) dann die saubere Formulierung des relevanten Hilbertraums und des selbstadjungierten
Operators zu iiberlegen.

7 Spin

7.1 Das Fehlen von halbzahligen Drehimpuls-Darstellungen

Fiir das Folgende ist es entscheidend, abstrakt iiber Darstellungen von Symmetriegruppen und
deren Lie-Algebren auf Funktionenrdumen nachzudenken.
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Wir erinnern uns zunéchst an das einfachste Beispiel: Die Gruppe von Translationen auf
der Geraden ist R mit Addition als Gruppenoperation. Thre Lie-Algebra ist ebenfalls R und
die Abbildung von Lie-Algebra in Gruppe kann als Identitéit aufgefasst werden. Die fiir uns
entscheidende Darstellung war die auf Ls(R):

R3S e e ™ € GL(Ly(R)). (7.1)
Die Wirkung auf Funktionen der Translation um e war explizit durch

e PP(x) = P(x —€) (7.2)

gegeben. Letzteres ist eine um € nach rechts verschobene Funktion: Falls die Funktion x — ()
ihr Maximum bei x = x4 hat, dann hat x — ¥ (z — €) ihr Maximum offensichtlich bei z = xy + €.

Mit dem Drehimpuls war es ebenso, nur das man jetzt sorgféltig zwischen Lie-Algebra und
Lie-Gruppe unterscheiden muss. Wir erinnern uns an SO(3) und ihre Lie-Algebra mit Genera-
toren ¢7;. Hier ist 7; die kanonische Basis antisymmetrischer (3 x 3)-Matrizen und wir fithren
das extra 7 ein, damit die Matrix nach Quantenmechanik-Konvention hermitesch ist.

Wir kénnen Gruppenelemente als e=“" = (T2 schreiben, und Thre Darstellung auf Ly (R?)
ist durch o o
SO(3) 3 el 1y gieili ¢ GL(Ly(R?)) (7.3)

gegeben. Wir haben die Li explizit als Differentialoperatoren in x; geschrieben und wissen also
explizit (bis auf die notwendige Summation einer Reihe), wie sie auf Funktionen wirken:

W(T) s Py (T). (7.4)

Wir hatten nicht explizit gesehen, konnen aber aus Konsistenzgriinden schliefien (siche auch
Ubungen), dass diese Wirkung natiirlich einer normalen Drehung entspricht:

eiel-z,-w(f) — o (e 0TT) (7.5)

Die Wirkung im Argument ist invers zu der auf dem Raum, damit die Funktion als ganzes in
die richtige Richtung verschoben bzw. verdreht wird. Das ist vollig analog zum obigen Transla-
tionsfall.

Wir wollen an dieser Stelle betonen, dass dies, fiir eine allgemeine Observable O, zunéchst
einmal nur die Definition einer Transformation auf H ist:

() = e Cla). (7.6)

Zur Symmetrie im physikalischen Sinne wird es erst dadurch, dass die Transformation mit der
Zeitentwicklung vertauscht, also

Ot/ — g=iH1/hgicO bzw. [O,H]=0. (7.7)
Doch nun wieder zuriick zum speziellen Fall des Drehimpulses und der Drehungen:

Die radiale Koordinate spielt bei dem Ganzen keine Rolle — die Darstellung ist eigentlich
nur eine Darstellung auf Ly(S?). Wir hatten dies auch gesehen, als wir die L; explizit durch
Differentialoperatoren in 6 und ¢ ausgedriickt hatten. Wir haben also

e iliT) oy eivili ¢ GL(Ly(S%))  mit  ¥(0, ) — eLip(0, ) . (7.8)
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Wichtig ist, dass unsere Darstellung nicht irreduzibel war. Im Gegenteil, wir hatten sie als
Summe vieler kleinerer Darstellungen ausreduziert:

Ly(S) =Woa Wi o Wa @ Ws @ - = > W, (7.9)
=0

wobei W; von den Y}, mit m € {—1,—1+1,--- ,1—1,1} aufgespannt wird. Wir wissen sicher, dass
die Gruppe auf jedem der Summanden getrennt wirkt, weil wir wissen, dass die L, und L4 nie
aus einem der Unterrdume herausfithren. Aus letzteren konnen wir aber die L; bauen, und aus
diesen Wiederum durch Exponentiieren jedes Gruppenelement. Damit ist das obige Zerfallen
der Darstellung in eine direkte Summe vieler Unterdarstellungen klar.

In dieser Summe kommen alle Darstellungen mit ganzzahligem [ vor, jedoch keine einzige
mit halbzahligem [. Wir konnen uns auch sicher sein, dass wir bei der Analyse nicht einfach
etwas iibersehen haben, denn das Fehlen der halbzahligen Darstellungen hat einen einfachen
Grund: Halbzahlige Darstellungen enthalten Eigenfunktionen zu L, mit halbzahligem Eigenwert
m (h=1),

0 .
L:(0,¢) = _@'%@z;(a p)=my(d,0) = Yl ~em?, (7.10)

was mit der notwendigen (27 )-Periodizitét in ¢ kollidiert. Wir konnten vielleicht fiir eine einzelne
Wellenfunktion mit resultierenden Doppeldeutigkeit (zwei Funktionenwerte fiir ein ¢) leben, weil
die Phase ja keine Bedeutung hat. Aber beim Addieren von Wellenfunktionen bekommen wir
nicht-endeutige Betragswerte und verlieren damit die Kontrolle. Es hat sich erwiesen, dass in
diesem Zusammenhang kein gangbarer Weg zu den halbzahligen Darstellungen fiihrt.

Dass man die halbzahligen Darstellungen nicht als unphysikalisch ausschlieen sollte, war
schon frith klar: Das Elektron hat (vgl. Stern-Gerlach) offenkudindig zwei verschieden an ein
Magnetfeld koppelnde Zusténde, die sehr an die 2-dimensionale (I = 1/2)-Darstellung erinnern.
Auch die Atomspektren lassen sich nur mit diesem extra Freiheitsgrad erkldren. Doch wie fithren
wir auch nur diese eine halbzahlige Darstellung in unseren Formalismus ein?

7.2 Wirkung von Symmetrien auf Felder und Quantenmechanik mit
allgemeinem Spin

Es lohnt sich, an dieser Stelle etwas weiter auszuholen und festzuhalten, dass wir mit ¢ ()
eine Art Feld in die Mechanik eingefiihrt haben. Unter Feld verstehen wir hier schlicht ein
physikalisches Objekt (mathematisch eine Funktion), die jedem Ort eine Zahl zuordnet.

Felder kennen wir auch aus der Elektrodynamik, z.B. das elektrische Feld E(Z). Ein kon-
stantes E-Feld transformiert sich unter einer Drehung R € SO(3) geméif

Hat das Feld ein Raumzeit-Profil, so kommt die Drehung dieses Profils im Raum hinzu:

E(T) — RE(R 7). (7.12)
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Das Feld transformiert also auf zwei Arten: Erstens, weil es eben ein Feld ist, iber das Argument.
Hier wirkt nicht R sondern R~!, was, wie wir bei oben bei Translationen erklirt haben, zu der
‘richtigen” Bewegung des Feldprofils im Raum fiihrt. Zweitens aber stellt das Feld an jedem
Punkt im Raum einen Vektor dar, und dieser dreht sich auch. Das wird durch die Wirkung von
R auf die Indizes ¢ von E;(T) beschrieben.

Nun ist der Schritt von klassichen Feldern zu der Wellenfunktion (%) ein sehr grofier. Es
gibt da zwar in der Tat eine zusammenhang, aber der ist nicht ganz einfach und Gegenstand
der Quantenfeldtheorie. Wir brauchen an dieser Stelle nur die oben beschriebene mathematische
Idee. Damit vergessen wir die Elektrodynamik und ihre klassischen Felder wieder und kehren
zur Quantenmechanik und der Schrodinger-Wellenfunktion (%) zuriick. Wir geben der Wellen-
funktion einfach eine Index,

v(E) = Yn(T) (7.13)
und lassen diesen (bei gegebenem halbzahligem [) von —[ bis +{ laufen. Mit anderen Worten,
wir fassen 1), also Komponenten einer Wellenfunktion auf, die ihre Werte nicht in C sondern in
V; annimmt. Hierbei soll V; (ganz analog zum obigen W) die (2! + 1)-dimensionale Darstellung
der Drehgruppe sein:

Vio ) thim). (7.14)

Das 7 als Argument von 1, haben wir hier weggelassen. Es sei beliebig aber fest. Den Raum
V; gibt es an jedem Punkt T. Das ist so, wie es fiir ein gewthnliches Vektorfeld an jedem Punkt
T einen Raum gibt (den Tangentialraum), in dem sein ‘Pfeil’ lebt. Wichtig ist, dass die oben
benutzen |lm) vollig abstrakte Basisvektoren sind, die weder mit den Kugelflichenfunktionen
noch mit den Eineitsvektoren in x;-Richtung etwas zu tun haben.

Wir konnten also eine viel allgemeinere Quantenmechanik aufbauen, mit Wellenfunktionen
UV:z— V() eV, (7.15)

welche von R? in V; abbilden. Letzteres ist der abstrakte (2 + 1)-dimensionale Darstellungsraum
der SO(3), aufgespannt von abstrakten Basiselementen |lm). Wir kénnen auch schreiben

Z Y (T) [Im), (7.16)

und an eine normale, in C lebende, Wellenfunktion mit (2/ + 1) komponenten denken.

Entscheidend ist, dass jetzt sofort klar ist, wie Drehungen wirken:
U(T) — Dy (eh) W (e lTg) | (7.17)

Hierbei ist (1) = R die gewohnliche Drehmatrix, welche dem abstrakten Gruppenelement
e“ili entspricht. Die Anwendung von D; darauf gibt die Matrix, welche dementsprechend auf V;
wirkt. Letzteres konnen wir aber auch ganz explizit beschreiben: Wir wissen schliellich, wie die
L; und damit auch jede Reihe aus diesen auf |im) wirkt. Genau diese Wirkung ist mit D, (e*iL)

gemeint.

Damit ist alles Grundsétzliche gesagt. Teilchen ohne Spin oder mit Spin Null (alles bisher
gesagte) entsprechen dem Fall [ = 0 bzw. Vi, = C. Das Elektron hat Spin (1/2) und wird, wie
oben erklért, durch Wellenfunktionen mit Werten in V; , = C? beschrieben.
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Auch hohere Spins sind relevant aber nicht ganz so populér, weil sie nicht bei elementaren,
massiven und gleichzeitig stabilen Teilchen vorkommen. Aber es gibt z.B. das relativ langlebige
p-Meson mit Spin 1. Interessanterweise (siehe Ubungen) ist die Darstellung D; (wie man schon
wegen der Dimensionszahl 3 von V; = C? erwartet) gerade die gewohnte, definierende Darstellung
der SO(3). Es ist also ein Vektor-Teilchen.

7.3 Spin 1/2

Den iiberragend wichtigen Fall [ = 1/2 wollen wir jetzt im Detail verstehen. Dazu identifizieren
wir zunéchst die verschiedenen Schreibweisen fiir die Basis von V; s, die wir schon kennen:

2y -2 ey e (o)1) o

Wenn wir die Wellenfunktion mit Indizes schreiben, werden wir je nach Situation an die Index-
werte m = 1/2,—1/2 oder i = 1,2 (wie bei einem 2-Vektor) denken:

_ U (T) )
U(z) = G I 7.19
o= (7.19)
Wir wollen die Wirkung der L; auf den Index (den Spin-Teil der Wellenfunktion) ganz explizit

machen. Die Wirkung auf die Z-Abhéngigkeit ist durch die iiblichen exponentiierten Differen-
tialoperatoren bzw. die Drehung des Argument-Vektors T gegeben. Daran dnderts sich nichts.

Was die Wirkung auf den Spin-Teil betrifft, so wissen wir schon, dass (in Matrix-Schreibweise)

L. = ( 1(/)2 _f/Q ) . (7.20)

Lell,m) = I(14+1) —=m(m=E1)|l,m£1). (7.21)

Aus

folgern wir

Ll =11, L) =0 und L |P)=0, L|P)=]4 (7.22)

L+:(8(1)) , L:((l)g) (7.23)

Wenn Sie sich an Definition von Ly durch L, und L, erinnern und diese umkehren, so finden
Sie

und somit

Ly=(L+L)/2 ud L,=(Ly—L_)/2 (7.24)

L, = ( 1(/)2 162 ) ., L, = ( z'(/)2 _3/2 ) : (7.25)

Wenn wir nun noch von (x,y, x) zu (1,2, 3) iibergehen, so haben wir schlieffilich

bzw.

L; = 0;/2 (7.26)
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mit den bekannten Pauli-Matrizen

0—1:((1) é) , 0—2:(? _OZ) , 03:<(1) _01). (7.27)

Deren bekannte Kommutatorrelation
[O’i, O'j] = QiEijkak (728)

ist natiirlich mit der Lie-Algebra-Relation von SO(3) konsistent.

Die Zwei-Komponenten-Wellenfunktion des Elektrons (oder jedes anderen Spin-1/2-Teil-
chens) transformiert sich also ganz explizit geméaf

U(T) = Sy (el (7.29)
wobei wir die Spin-Operatoren
h

eingefiithrt haben und A nicht mehr unterdriicken.

Abschlielend sei noch gesagt, dass wir den Hilbertraum eines solchen Teilchens auch als
Ly(R?) @ Vi (7.31)

schreiben konnen. Der erste Faktor tragt die gesamte hochgradig komplizierte Darstellung von
SO(3) auf dem (spinlosen) Wellenfunktionsraum, der zweite die zweidimensionale Darstellung
D; /5. Aber man lasse sich durch diese kompakte Schreibweise nicht tduschen — es ist nicht damit
getan, jedem Elektron ein Label fiir ‘up’ oder ’down’ zu geben. Jeder der beiden Wellenfunktions-
teile ist unabhéngig, d.h. ein Elektron kann fiir seinen Up-Teil eine andere Orstraumabhéngigkeit
der Wellenfunktion haben als fiir seinen Down-Teil.

Was die Tensorprodukt-Schreibweise sehr klar macht ist, dass wir den Faktor Lo(R?) wie
vorher ausreduzieren kénnen. Jedes Basis-Element jeder der Teildarstellungen bekommt nun
ein Label fiir up oder down. Insbesondere wird das Spektrum des Wasserstoffatoms dadurch
zusitzlich doppelt degeneriert (bzw., wegen der Wechselwirkung des Spins mit dem Bahndre-
himpuls und dem Kern, nicht véllig degeneriert).

7.4 SO(3) und SU(2)

Vergessen wir fiir den Moment die Z-Abhéngigkeit der Wellenfunktion und denken nur an den
‘Spin-Raum’ V; o = C2?. Auf diesem wirkt auf kanonische Weise eine sehr einfache und wichtige
Gruppe — die Gruppe SU(2) der unitéren 2 x 2-Matrizen mit Determinante Eins:

U U¥ , UeSU(?2). (7.32)

Die zugehorige Lie-Algebra ist der Vektorraum der spurfreien, hermiteschen (2 x 2)-Matrizen.
Dass diese Matrizen hermitesch sind, wissen wir (zumindest in etwa) schon: Wir hatten durch
Diagonalisieren gezeigt, dass U = exp(iH ), weil u; = exp(—ih;). Hierbei sind die Phasen u; die
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Eigenwerte von U und die reellen Zahlen h; die Eigenwerte von H. Die Spurfreiheit ist auch

leicht zu sehen
1 =detU = HUZ = Heihi = exp (z Z hi> : (7.33)

i
so dass die Summe der Eigenwerte von H verschwinden muss.

Einschub: Der obige Kommentar ‘in etwa’ bezieht sich auf die Tatsache, dass wir genauge-
nommen noch nicht wissen, dass jeder unitiare Matrix diagonalisierbar ist. Doch das ist einfach:
Jede Matrix hat einen Eigenvektor, sagen wir im konkreten Fall |¢)) mit U|y) = uly)). Da unitére
Matrizen orthogonale Vektoren wieder in orthogonale Vektoren transformieren, und in unserem
speziellen Fall der Vektor |¢) seine Richtung nicht &ndert, muss U das orthogonale Komplement
H, von |¢) in H auf sich selbst abbilden. Auf diesem wirkt U wieder als unitére Matrix und hat
somit einen Eigenvektor. Wir konnen dieses Argument wiederholen, bis wir A in eine Summe
orthogonaler Unterrdume zu U zerlegt haben.

Eine Basis spurfreier unitérer (2 x 2)-Matrizen kennen wir schon — die Pauli-Matrizen. Wir
wissen auch, dass ihre Kommutator-Relationen (bis auf Normierung) die der SO(3)-Generatoren
sind. Wir haben also den Isomorphismus

Lie(SO(3)) ~ Lie(SU(2)) ,  mit T} — 0,/2. (7.34)

Da man die Gruppe durch Exponentiieren der Lie-ALgebra bekommt, liegt es nun nahe zu
vermuten, dass SU(2) eine Darstellung von SO(3) ist, und zwar genau diejenige Darstellung,
welche fiir das Drehen des Spin-Teils von Wellenfunktionen von Spin-1/2-Teilchen zustédndig ist.
Dem ist aber nicht so!

Man sieht das Problem wie folgt: Legen wir uns (0.B.d.A.) auf eine bestimmte Richtung in
Lie(SO(3)) fest, z.B. T3, und betrachten eine Drehung um «. Wie Sie wissen und auch leicht
explizit nachrechnen konnen, gilt

cosa  sina 0
R(a) =) = [ —sina cosa 0 | . (7.35)
0 0 1

Noch einfacher ist es, die entsprechende Drehung der Spins zu berechnen:

1003 eia/2 0
) = e (00 D) (7.50)

Jetzt konne wir das Problem klar erkennen: Es gilt zwar, wie erwartet, R(2m) = I35, aber
unerwarteterweise U(2m) = —1lay9. Der in den letzten beiden Abschnitten dargelegte Weg, jeder
Drehung, auf dem Umweg {iber die Lie-Algebra, eine Transformation von Spin-Teilchen zuzu-
ordnen, scheint also in eine Katastrophe zu fithren: Wir bekommen auf diese Art (im konkreten
Spin-1/2-Fall) wegen der Zuordnungen

Iso@ — Lsu@  und  Lsom — —Lsu) (7.37)

nicht einmal eine Abbildung (geschweige denn einen Gruppen-Homomorphismus bzw. eine Dar-
stellung).
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Allerdings funktioniert es umgekehrt perfekt: Jedem Element der SU(2) kann, auf dem be-
kannten Umweg iiber die Lie-Algebra, eindeutig ein Element der SO(3) zugeordnet werden. Die
Abbildung ist allerings ‘zwei-zu-eins’ und damit nicht umkehrbar. In einer kleinen Umgebung
der Eins ist sie jedoch eins-zu-eins, was natiirlcih konsistent mit der Isomorphie der beiden
Lie-Algebren ist. Es gibt gewissermafien nur global, nicht aber lokal, ein Problem. Anschaulich
gesprochen ist die Situation analog zu der einfachern zwei-zu-eins Abbildung von U(1) auf sich
selbst:

U(l) —u(), €' 1 2% (7.38)

siehe auch Abb. [T4]

0((/() N M///}/

Abbildung 14: Tllustration einer zwei-zu-eins Uberlagerung am Beipiel der U (1).

Damit liegt die physikalische Interpretation auf der Hand: Die eigentliche Rotations-
Symmetrie-Gruppe des Raumes (mit darin befindlichen Teilchen mit halbzahligen Spin) ist
nicht die SO(3) — es ist die SU(2). Letztere ist eine zwei-uns-eins Uberlagerung der SO(3).
Wir bemerken dies im téglichen Leben nicht, weil uns nicht auffillt, dass z.B. die Drehung eines
Spin-1/2-Teilchens um 360° die Phase der Wellenfunktion um ein Vorzeichen &ndert. Vektoren
transformieren unter der Darstellung der SU(2) durch gewohnliche Drehmatrizen: R = R(U)
mit U € SU(2).

Interessanterweise kann man die relevante Abbildung SU(2) — SO(3) auch ohne Umweg
iitber die Lie-Algebra angeben. In der Tat, gegeben einen Vektor v, definieren wir die spurfreie
hermitesche Matrix

H(v) = v;05. (7.39)

Fiir jedes U € SU(2) definieren wir die Matrix
H' (@)= UH®@)UT, (7.40)

welche wieder hermitesch und spurfrei ist. Man kann H’ demnach eindeutig in die Basis der o;

zerlegen,
H'(v) = v;(?) 0, (7.41)

wobei obige Gleichung den Vektor o(7) definiert. Es ist eine relative einfache Ubungsaufgabe,
zu beweisen, dass die somit definierte Abbildung

R* - R®, o7 () (7.42)

eine Drehung darstellt (sie respektiert das Skalarprodukt und die Orientierung). Also hat man
eine Drehmatrix R = R(U) definiert und man kann weiter zeigen dass dies gerade die oben
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gefundene zwei-zu-eins Uberlagerung realisiert. Man sieht z.B. sofort, dass U = —1 zur Iden-
titdtsabbildung auf R? fiihrt.

Zum Abschluss sei noch angemerkt, dass (topologisch und als metrische Mannigfaltigkeit)
SU(2) ~ S3. Man sieht dies, indem man an

U:(ZZ) (7.43)

die Bedingungen det U = 1 und UUT = 1 stellt. Diese lauten explizit

ad —bc=1, la? + b = |cP+|d? =1, ac+bd=0. (7.44)
Sie werden durch ¢ = —b und d = @ gelost, falls
la> + b = 1. (7.45)
Wenn wir nun
a = x+ ixy und b= x5+ ixy (7.46)

schreiben, so wird aus ([7.45)) die dquivalenten Bedingung
Z)*=1. (7.47)

Damit haben wir SU(2) durch einen Einheitsvektor Z € R* parametrisiert. Dies ist natiirlich
gerade die Defintion von S3. Aus dem weiter oben zur kanonischen Abbildung SU(2) — SO(3)
gesagten folgt, dass SO(3) ~ S3/Z, gilt. Mit dieser Notation ist die Identifizierung von Punk-
tepaaren gemeint, welche durch eine Z,-Wirkung auf S? ineinander iibergehen. Konkret ist hier
die Zs-Symmetrie die Spiegelung am Ursprung.

7.5 Clebsch-Gordan-Koeffizienten - Allgemeines

Dies sind Basiswechsel-Koeffizienten zwischen bestimmten kanonischen Basen von Darstellungen
der SU(2) (oder, allgemeiner, irgendeiner Lie-Gruppe). Sie sind physikalisch u.a. deshalb wichtig,
weil sie es erméglichen, die Messwerte des Gesamtdrehimpulses in zusammengesetzten Systemen
von Teilchen mit jeweils gegebenem Teil-Drehimpuls vorherzusagen.

Wir beginnen mit einer kurzen mathematische Vorbereitung. Gegeben sei eine Gruppe G
mit Darstellungen D; und D, auf Vektorrdumen Vi und V5:

G>g~ Di(g) € GL(V;). (7.48)
Wir betrachten die groflere sogenannte Produkt-Darstellung D, ® Dy auf V; ® Va:
g = Di(g) ® Dy(g) € GL(Vi ® V3). (7.49)

Diese wird in vielen Féllen reduzibel sein, also in eine direkte Summe von n Teildarstellungen
zerfallen:
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Hierbei sind alle D; irgendwelche, i.A. verschiedene, Darstellungen von G.

Bevor wir zur allgemeine Beschreibung kommen, betrachten wir ein einfaches, bereits ver-
trautes Beispiel: den Rang-2-Tensor von SO(3). Sei die definierende oder fundamentale oder
Vektor-Darstellung durch

Vi > Rz‘j’(}j (751)

gegeben. Hier ist eigentlich R = R(g), wobei g € SO(3) das abstrakte Gruppenelement ist, aber
wir unterdriicken das zur Kiirze. Die Tensordarstellung ist durch

tij — Rikletkl , also D(R)ij,kl = RikRﬂ, (752)

definiert. Diese ist aber nicht irreduzibel - sie enthélt z.B. die eindimensionale Darstellung auf
dem Untervektorraum
ady; ERPRR? mit  «a €R. (7.53)

Das dies eine Darstellung ist, sicht man daran, dass J;; eine invarainter Tensor ist und somit
unter Drehungen in sich selbst iibergeht. Man bezeichnet diese Darstellung als den Spur-Anteil,
weil man durch Berechnung der Spur feststellt, wie grofl der Anteil eines allgemeinen Tensors
ist, der in dieser Darstellung transformiert.

Der normierte Basis-Vektor in dieser eindimensionalen Darstellung ist offensichtlich
lesp) = 0i;/V/3. (7.54)
Die kanonischen normierten Basis-Vektoren der gesamten Tensordarstellung seien
ez, k1) = Oridy; - (7.55)

Dies sind Matrizen mit einer Eins auf der Position {kl} und sonst Nullen. Jetzt betrachten
wir den Uberlapp eines beliebigen solchen Basis-Elements mit dem Basis-Element der Tensor-
Darstellung:

<6T, kl‘65p> = 5ki5lj (5”/\/5 = (Skl/\/g (756)
Das ist unser erster Satz von Clebsch-Gordan-Koeffizienten.
Wir behaupten nun (ohne Beweis), dass die Tensor-Darstellung in den Spur-Teil, den anti-
symmetrischen Teil und den symmetrischen Teil zerféllt,

Dy ® Dy = Dy = Dg, @ Dy & Dg. (7.57)

Betrachten wir noch den Antisymmetrischen Teil, weil dieser auch sehr einfach und (wie wir gleich
sehen werden) vertraut ist. Wir konnen einen allgemeinen Rang-2 antisymmetrischen Tensor mit
Indizes ij als

€ijkVk (758)

schreiben. Dies ergibt sich daraus, dass es nur drei linear unabhéngige, reelle (3 x 3)-Matrizen
gibt. Als Basis dieser Darstellung kénnen wir also z.B.

lea,r) = €ijn/V2 (7.59)
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wahlen. Die zugehorigen Clebsch-Gordan-Koeffizienten sind also
(er,mnlea k) = OmiOnj €ijk/\/§ = Emnk/\/§ (7.60)

Man findet immer die invarianten Tensoren - das muss so sein, weil ein konsistenter Basiswechsel
in allen involvierten Darstellungen nichts éndern darf.

Die Algebra der Dimensions-Zahlung der Gesamt-Zerlegung lautet 3 x 3 =9 = 143+5. Den
5-dimensionalen symmetrischen Teil, der natiirlich der uns schon (zumindest abstrakt) bekannten
Spin-2 Darstellung von SU(2) entspricht, iiberlassen wir dem interessierten Leser.

7.6 Clebsch-Gordan-Koeffizienten und Drehimpuls-Addition

Im engeren Sinne sind die Clebsch-Gordan-Koeffizienten der nichtrelativistischen Quantenme-
chanik wie folgt definiert: Gegeben seien zwei unabhéngige Drehimpuls-Systeme mit [ = j; und
[ = js. Wir wollen in diesem Kapitel durchweg [ durch j ersetzen, weil diese Variable in der
Literatur in diesem Zusammenhang fast durchweg benutzt wird.

Das kombinierte System hat Dimension (2j; + 1) X (272 + 1) und die kanonische Basis

J1, m1) @ |f2, ma) = |J1j2, mama), (7.61)
wobei der rechts stehende Ausdruck nur der Abkiirzung dient. Wie iiblich laufen m; und ms,
jeweils in ganzzahligen Schritten von —j; bis 73 und von —j5 bis j5. Die Label j; und js kénnen
ganz- oder halbzahlig sein.

Wir wissen nun schon, dass die (irreduziblen) Darstellungen von SU(2) (wir reden ab sofort
korrekterweise von SU(2) und nicht von SO(3), da wir halbzahligen Spin explizit mit einbezie-
hen) durch das Label j (ehemals [) vollstéindig klassifiziert sind. Auflerdem zitieren wir ohne
Beweis, dass endlichdimensionale unitéire Darstellungen kompakter Lie-Gruppen (das trifft hier

alles zu) immer vollstdndig reduzibel sind. Sprich, sie zerfallen in eine direkte Summe irreduzibler
Darstellungen.

Also haben wir (in hoffentlich selbsterkldrender Notation)

D(j1) ® D(j») Z ® D(j (7.62)

wobei wir aber noch nicht wissen, welche j (und jeweils wie oft) vorkommen. Nichtdestotrotz ist
damit klar, dass es einen Satz von Zahlen (Clebsch-Gordan-Koeffizienten)

C(j1j27; mimam) = (j1j2, mimal|jije, jm) = (j172, mimalj, m) (7.63)

geben wird, welche den Basis-Wechsel (analog zum letzten Abschnitt) beschreiben. Das eigentlich
unnotige extra Label j;js des Ket-Vektors im ersten Ausdruck soll nur daran erinnern, aus
welchem Produkt die fragliche Darstellung mit Drehimpuls-Label j hervorgegangen ist.

Man kann (durch Einfiigen der Eins als Summe iiber alle Basis-Elemente) auch schreiben

|J1j2, Jm) = Z |J1J2, mama) (j1j2, mama| iz, jm) - (7.64)

mi,m2
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Dies gibt die Zerlegung der neuen Basis (jm) in die alte Basis (m;ms) an.

Die physikalische Bedeutung ist sofort klar: Wenn wir z.B. zwei Teilchen mit gewissen, be-
kannten j;m; und joms zusammenfiigen und den Gesamtdrehimpuls und die Gesamtdrehimpuls-
z-Komponente messen, dann geben uns die Quadrate der CG-Koeffizienten die relevanten Wahr-
scheinlichkeiten.

Jetzt iiberlegen wir uns zunéchst, welche j auf der rechten Seite von iiberhaupt vor-
kommen. Dazu benutzen wir, wie schon beim Hamilton-Operator zusammengesetzter Systeme,
die abkiirzende Notation

J=D1®@1+1® Jy=J, + Jo, (7.65)

wobei wir den Drehimpuls jetzt J statt L nennen (gewissermafien weil J = L oder J = S —
fiir Spin — sein kann). Unsere alte (mjms) Basis hat nun scharfe Werte fiir .J; , und J,, und
demnach auch scharfe Werte fiir

Jz = Jl,z + J2,z . (766>

Der hochste vorkommende Wert ergibt sich fiir m; = j; und ms = j, und betragt j; + jo. Er
kommt genau einmal vor, ndmlich beim Vektor |j172,7172). Also kommt kein j mit j > j; + jo
vor und j = j; + j» kommt genau einmal vor. Kdme diese Darstellung z.B. zweimal vor, dann
miisste es in der Produktdarstellung einen zweidimensionalen Unterraum mit Eigenwert j; + jo
fiir J, geben, im Widerspruch zum eben gesagten.

Der zweithéchste vorkommende J,-Wert ist j; + jo — 1. Der zugehorige Unterraum wird
durch |j1J2, (j1 — 1)72) und |j172, 71(j2 — 1)) aufgespannt und ist demnach zweidimensional. Die
von uns schon gefundene Darstellung mit j = j; 4 j» trdgt dazu bei, und zwar durch den Vektor
|7172,7(7 — 1)). Die fehlende Dimension kann nur dadurch geliefert werden, dass es auch die
Darstellung mit j = j; + jo — 1 gibt, und zwar genau ein Mal.

Als néchstes zdhlen wir die Basisvektoren mit J,-Eigenwert j; + jo — 2. Wir zeigen durch ein
analoges Argument, dass die Darstellung mit j = j; + jo — 2 auch genau einmal vorkommen muss.
Wenn wir dies fortfithren und auch die schon erreichte Gesamtdimension der direkten Summe all
dieser Darstellungen verfolgen, stellen wir fest, dass wir bei j = |j; — j2| die Zahl (2j;+1)(2j2+1)
ausgeschopft haben. Es gilt also

D(j1) ® D(j2) = Z D(j). (7.67)

J=lj1—j2|

Aus der obigen Diskussion und der Orthogonalitét von Eigenvektoren zu verschiedenen Ei-
genwerten ergibt sich auch, dass die CG-Koeffizienten stets verschwinden, wenn m = my + mo
nicht erfiillt ist.

Will man iiber diese allgemeinen Aussagen hinausgehen und die CGs explizit bestimmen,
so benutzt man eine Rekursions-Relation. Wir deuten diese Methode, Sakurai [1] folgend, aus
Zeitgriinden nur an. Man beginnt mit der Anwendung von J.. auf ([7.64)):

Jeljrge, jm) = (Jix + Jox) Z |J1J2, Mama) (j1j2, mamaljijz, jm) . (7.68)

mi,m2
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Dann erinnert man sich an |j;j2, mima) = |j1m1) ® |jamse) und benutzt (dreimal) die Beziehung

(vel. (5-41))

Jeljm) = Vi(G+ 1) —m(m £ 1)]j,m=£1). (7.69)
Es folgt
ViGFD = mm 1) [z, jom 1) = >0 (VoG + 1) = malmn & 1) [juja, my =+ 1,ma)
mi,m2
/720G 1) = ma(ma £ 1) [z ma,ma £ 1))
X (j1j2, mimaljija, jm) . (7.70)

Jetzt multiplizieren wir beide Seiten mit (j; j2, m{m}| und benutzen die Orthonormiertheit dieser
Basis. Die Summen kollabieren auf jeweils nur einen Term und es folgt

V(G +1) = m(m £ 1) (jija, mymb|jrja, j,m £ 1)
= ViU +1) = (m) F 1)m} (jijo, my F 1, mb| 1, jm)
+\/j2(j2 + 1) - (m/z + 1)m’2 <j1j2, m’l, mlz + 1|j1j2,jm> . (7-71)

Die Striche bei m; und msy kann man jetzt natiirlich auch weglassen. Wir miissen dies als eine
Beziehung fiir jeweils fest gewéhlte 712 lesen. Aulerdem ist, bei jeweils fest gewéhltem Vorzei-
chen, m durch m; und my bestimmt. Wir haben es also mit einer Beziehung zwischen jeweils 3
Punkten in der m;-ms-Ebene zu tun. Wenn man genau iiberlegt, welche Punkte in dieser Ebene
iiberhaupt nichtverschwindende CGs haben diirfen, dann stellt man fest, dass man genug Infor-
mation hat, alle relativen Faktoren zwischen den CGs zu bestimmen. Die relative Normierung
zwischen den verschiedenen j-Werten fixiert man mittels Unitaritédt der Gesamt-CG-Matrix. Dies
ist genauer in [1] erkldrt. Auch der fiir die Atomphysik besonders relevante Fall j; ganzzahlig
und jo = 1/2 (Addition von Bahn- und Spin-Drehimpuls) ist dort durchgerechnet.

Zum Abschluss betrachten wir hier nur noch den einfachsten nichttrivialen Fall der Addition
zweier Spin-1/2-Systeme. Die urspriingliche Basis ist hierbei klarerweise (in abgekiirzter aber
hoffentlich eindeutiger Notation)

[, [, [N, T (7.72)

Die Dimensions-Algebra ist, wie oben erklért, 2 x 2 = 4 = 3 + 1 — die erlaubten j-Werte sind
also 1 und 0. Damit ist die zweite Basis, wieder in vereinfachter Notation,

|0,0), |1,1), [1,0), |1,—1). (7.73)
Da sich J, zwischen den Basen direkt iibertrégt, gilt
LD =11  ud [1,-1) =) (7.74)
Wir wenden nun z.B. J_ = J; _ + Jo_ auf die erste Beziehung an und benutzen
J_|1,1) = v/2]1,0) und J_|1/2,1/2) = |1/2,—-1/2). (7.75)

Es folgt
11,00 = (| 14) + ] 41)/ V2. (7.76)
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Orthogonalitét liefert sofort
0,0) = (14 = [ 41)/v2. (7.77)

Damit ist der Basiswechsel explizit vollzogen und man kann, wenn gewiinscht, die CGs sofort
explizit hinschreiben.

7.7 Identische Teilchen — Spin und Statistik

Es ist eine grundlegende Tatsache, wenn man so will ein experimenteller Fakt, dass es identische
bzw. ununterscheidbare Teilchen gibt. In der klassischen Physik ist das bedeutungslos, da Sie
zumindest prinzipiell den Teilchen im Anfangszustand Labels geben kénnen. Dann kénnen Sie
exakt verfolgen, welches Teilchen sich wohin bewegt und damit de facto fiir immer so tun, als seien
die Teilchen doch unterscheidbar. In der Quantenmechanik geht dies wegen der Unschérferelation
prinzipiell nicht.

Wenn wir diese prinzipielle Ununterscheidbarkeit bestimmter Teilchen (z.B. zweier Elektro-
nen) akzeptieren, dann miissen wir darauf achten, dass unsere mathematische Beschreibung dem
Rechnung tragt. Genaugenommen ist die Logik so, dass wir diese mathematische Beschreibung
herleiten, anwenden und schliellich durch Vergleich mit dem Experiment feststellen, dass das
Postulat der Existenz identischer Teilchen richtig war.

Erinnern wir uns zunéchst an zusammengsetzte Systeme unterscheidbarer Teilchen, also
H=H ®Ha, (7.78)

wobei wir annehmen, dass die Faktoren isomorph sind, H; ~ Hs (z.B. denke man an zwei nicht
wechselwirkende Teilchen im gleichen Potentialtopf). Es ist dann klarer,

=My @ Ho (7.79)

zu schreiben. Auf diesem Hilbertraum definieren wir einen Permutations-Operator

P [pa) @ [¢p) = |vp) ©[¢a), (7.80)

welcher die Zustdnde der beiden Teilchen (kodiert in dem ersten und zweiten Tensor-Faktor)
vertauscht. Im Fall von ununterscheidbaren Teilchen darf es keine Zustédnde geben, die unter
diesem Operator (physikalisch) nichttrivial transformieren.

Letzteres ist leicht zu realisieren: Da P offensichtlich hermitesch und P? = 1, hat er eine
Eigenvektorbasis zu den Eigenwerten £1. Wir definieren Projektionsoperatoren (Symmetrisierer
und Antisymmetrisierer)

Ps=(1+7P)/2, Pa=(1-P)/2, (7.81)
welche auf die entsprechenden Unterrdume projezieren:
HsEpsH s HAEPAH. (7.82)

Da uns es uns aus physikalischer Sicht nicht stort, wenn bei Anwenung von P ein Vorzeichen
generiert wird, kénnen wir im Fall identischer Teilchen unseren Hilbertraum entweder als Hg
oder als H 4 wihlen — beides realisert unsere Eingangs-Forderung.
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Welche Wahl wir fiir eine gegebene Teilchenart treffen ist an dieser Stelle willkiirlich — man
erhélt im Rahmen der nichtrelativistischen Quantemechanik in jedem Fall ein konsistentes
physikalisches System. Allerdings ist die fundamentale Beschreibung der Welt nicht die nicht-
relativistische Quantenmechanik sondern die relativistische Quantenfeldtheorie. (Erstere ist ein
Grenzwert letzterer im Fall kleiner Energien bzw. ¢ — c0.) Dort wird man zeigen konnen, dass
Teilchen mit ganzzahligem intrinsischen Spin antisymmetrisiert und solche mit halb-
zahligem intrinsischen Spin symmetrisiert werden miissen. Technisch hédngt dies mit dem
oben hergeleiteten Faktor (—1) bei Drehung um 360° zusammen, was man aber erst nach Ein-
bettung der SO(3) (eigentlich SU(2)) in die Symmetriegruppe SO(1,3) (eigentlich SL(2,C))
der speziellen Relativitidtstheorie zu einer Herleitung nutzbar machen kann.

Wir fassen zusammen:

Ganzzahliger Spin — Wellenfunktion symmetrisisch (Bosonen bzw. Bose-Statistik)
Halbzahliger Spin — Wellenfunktion antisymmetrisisch (Fermionen bzw. Fermi-Statistik).

Dass diese beiden Moglichkeiten physikalisch verschieden sind, macht man sich am Beispiel
des Produktes zweier Zwei-Zustands-System sofort klar: Die Basis von Hg ist

0 ®[0), (@) +[e0)/V2, (1)), (7.83)
hingegen ist H 4 eindimensional, mit Basisvektor
(10) ®[1) — 1) @ |0))/ V2. (7.84)

Man sieht hier auch eine besonders einfache Anwendung des Pauli-Prinzips, welches aus der
obigen Logik zwingend folgt: Zwei Fermionen kénnen nicht im gleichen Zustand sein — diese
Situation ist in H 4 schlicht nicht enthalten.

Als etwas interessanteres Besipiel betrachten wir zwei nichtwechselwirkende Spin-1/2-
Teilchen im gleichen Potentialtopf (z.B. Elektronen im Kern-Potential, aber ohne Beachtung
der Wechselwirkung von Spin und elektromagnetischem Feld). Nun ist Hq selbst ein Tensorpro-
dukt aus Ortsraum-Wellenfunktion und Spin-Teil,

Ho 3 |y(T)) @ | 1) +[ey(@)) @ [ 1) - (7.85)

Wenn wir uns, die Ortsabhéngigkeit betreffend, auf den Grundzustand beschrianken, ¢4 (Z) =
¥ (T) = 1o(T), dann beschranken wir uns in H, auf einen zweidimensionalen Unterraum. Die
entsprechende Basis ist

Ho 2 |tho(T) @[ 1), [vo(T) @[ ). (7.86)

Jetzt betrachten wir

HasCH=Ho® Ho (787)

und beschréinken uns in H 4 widerum nur auf den Unterraum, der aus dem oben definierten, zwei-
dimensionalen ‘Grundzustands-Anteil’ von H, resultiert. Es ist nicht schwer, sich zu iiberzeugen,
dass dieser eindimensional ist, mit Basisvektor

V2= (@) @ 1) © (@) @1 40) - (@) 1 4) & (@) & 1). (7.89)
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Man kann die vier Tensor-Faktoren auch umgruppieren, so dass jeweils die beiden Ortsraum-
und die Spin-Teile zusammengefasst werden. Ein allgemeiner Zustand in ‘H 4 kann dann als

HA > q)S(fv y) ® EA + q)A(f? y) & ES (789>
geschrieben werden, wobei
Nsg € (Vijg®Vija)s und ¥a€ Vipp®Vig)a (7.90)

die Spin-Anteile bezeichnen und ®g 4 jeweils fiir symmetrische bzw. antisymmetrische Funktio-
nen bzgl. der Vertauschung von T und 7 steht. Der Zustand aus ((7.88)) lebt im ersten Summanden

von ((7.89), wobei ®g ~ 1o(T) - 1o ().

Als einfache Ubung iiberlege man sich das Spektrum eines Systems zweier nichtwechselwir-
kender Bosonen bzw. Fermionen (wobei bei letzteren der Spin auf ‘Up’ festgelegt sei und somit
keinen Freiheitsgrad darstelle), die beide in einem harmonischen Potentialtopf gefangen sind. Die
Antwort ergibt sich daraus, dass die Wellenfunktion im ersten Fall symmetrisch und im zweiten
antisymmetrisch bzgl. der Vertauschung von  und ¥ sein muss.

SchlieBlich geben wir noch die sehr naheliegende Verallgemeinerung auf Systeme n identischer
Teilchen (mit n > 2) an. Fiir unterscheidbare Teilchen wére der Hilbertraum

H=HoQHo®@ - QHo 2 |P1) @ [t2) ® -+ ® |ty,) . (7.91)

Wir definieren den auf diesem Raum wirkenden Tranpositions-Operator P;; (1,7 = 1---n) da-
durch, dass er auf einem faktorisierbaren (d.h. nicht verschrinkten) Zustand, so wie dem in

(7.91)), die Vektoren an den Positionen ¢ und j vertauscht. Zum Beispiel ist
Pra [901) @ [the) @ - @ [thn) = [1h2) @ [th1) @ -+ @ [thn) - (7.92)

Unser Ziel ist es, jeweils einen symmetrischen und einen antisymmetrischen Unterraum von
H zu definieren, so dass auf diesen alle P;; auf Hg als 1 und auf H4 als —1 wirken. Dazu
bemerken wir, dass jede Permutation durch Hintereinanderschaltung mehrerer Transpositionen
realisiert werden kann. Wir definieren einen entsprechenden Permutations-Operator auf H:

Die Indizes rechts konnen, miissen aber nicht verschieden sein - bei gleichen Indizes wird nicht
summiert. Wir nennen eine Permutation gerade/ungerade falls sie aus geradzahlig/ungeradzahlig
vielen Transpositionen aufgebaut ist und schreiben in diesen beiden Fillen jeweils g(P) = +1
und g(P) = —1. Jetzt definieren wir den Symmetrisierer und Antisymmetrisierer

1 1
P P

wobei die Summe iiber alle n! verschiedenen Permutationen lauft. Es ist leicht, sich zu iiberlegen,
dass S und A Projektoren sind. Der eingangs diskutierte Fall n = 2 ist in dieser allgemeineren
Definition inbegriffen, hat allerdings die Besonderheit, dass dann S+ A = 1 gilt. Fiir n > 2 ist
S+ A#1.

Wir definieren schliefflich, jeweils fiir Bosonen und Fermionen,
Hs = SH und Ha=AH (7.95)

und iiberlassen es dem Leser (bzw. der Quantentstatistik-Vorlesung), Anwendungen zu erkunden.
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7.8 Kopplung an Magnetfelder

Wie aus der Elektrodynamik bekannt, besitzt eine auf einer Kreisbahn laufende Ladung ¢ ein
magnetisches Moment,
q J—

m =—0°L 7.96
HBahn Ime ’ ( )

wobei L der der Kreishewegung entsprechende Drehimpuls ist. Stellt man sich nun den
Elektronen-Spin als Resultat der Rotation einer rdumlich verteilten Ladungsdichte vor, so er-
wartet man ein entsprechendes, durch den Spin S verursachtes magnetisches Moment. Dieses
Bild ist falsch, doch das Resultat stimmt zumindest qualitativ:

_ —€)9 = .
Lspin = <2m)c S mit g=2. (7.97)
Hier ist ¢ der Landé oder gyromagnetische Faktor oder einfach g- Faktor. Der Wert g = 2 folgt
aus der Quantenelektrodynmik (QED) und erhilt bei genauerer Analyse kleine Korrekturen
(unterdriickt durch die dimensionslose Kopplungskonstante o der QED), die jedoch sehr genau
berechnet werden konnen.

In der klassischen Elektrodynamik geht die relative Orientierung eines magnetschen Momen-
tes im duBeren (fest vorgegebenen) Magnetfeld mit einem energetischen Effekt AE = —Jig,,, - B
einher. Betrachten wir die Quantendynamik eines Elektrons (allgemeiner, eines geladenen Ele-
mentarteilchens mit Spin 1/2) in einem &ufleren (klassischen, fest vorgegebenen) Magnetfeld, so
miissen wir zum Hamilton-Operator den Term
— — eh_ — =
AH:—ILLSPZ-”'B:%CO'B:/LBJ-B (7.98)
hinzufiigen. Hier ist & der Vektor aus den drei Pauli-Matrizen und pup das Bohrsche Magneton.
Der Vektor B = B(7) darf ortsabhiingig sein. Das Ganze ist als Korrektur zur zweikomponentigen
Schrédinger-Gleichung

L0 . —_ [ 1@
iho U = HY it \If(x)—( wi(f)) (7.99)

zu lesen. Diese heifit auch Pauli-Gleichung, beinhaltet aber noch andere Terme, die nichts mit
dem Spin zu tun haben und zu denen wir gleich kommen werden.

8 Weitere konzeptionelle Themen

8.1 Heisenberg-Bild

Wir haben die groie Bedeutung der Gruppe der unitéren Transformation von H bereits mehrfach
gesehen. Zum einen konnen solche Transformation fiir Basiswechsel genutzt werden:

i =Uli), iel. (8.1)
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Zum anderen sind Darstellunge von Symmetriegruppen, D(G) > U(g) mit g € G, von diesem
Typ. Das spezielle an diesem Typ von Transformatione besteht darin, dass H mit Generatoren
der Symmetriegruppe vertauscht,

[H,D(T;)] =0, T; € Lie(G). (8.2)
Dies fithrt dazu, dass die Dynamik mit der Wirkung der Symmetriegruppe vertauscht:

U(g)e—z‘Ht/h _ e—th/hU(g) ) (83)

Nun wollen wir noch eine andere, sehr wichtige und allgemeine Anwendung der Gruppe
unitdrer Transformationen von H kennenlernen: Wir erinnern uns zunéchst, dass der Zeitent-
wicklungsoperator

Ult,tg = 0) = U(t) = e /" (8.4)

von diesem Typ ist. Wir konnen nun, zu jedem Zeitpunkt ¢, eine Transformation auf H an-
wenden, welche der die Zeitentwicklung umkehrt bzw. jeden Vektor auf den Vektor bei ¢ = 0
abbildet, aus dem er sich entwickelt hat:

) e ) = i) - (8.5)

Wenn wir trotzdem die Physik zur Zeit ¢ beschreiben wollen, dann miissen wir nur gleichzeitig,
die Operatoren entsprechend transformieren:

O — Ox(t) = Qe HN (8.6)

Man nennt O (t) einen Operator im Heisenberg-Bild, und er ist zeitabhéngig, weil die Transfor-
mation die ihn aus dem urspriinglichen Bild (dem Schrédinger-Bild) erzeugt hat, zeitabhéingig
ist. Wie gefordert, sind Erwartungswerte und damit physikalische Vorhersagen in beiden Bildern
gleich:

(e Olp) = (whole MO M) = (4| O (1) o) - (8.7)

Wir fassen zusammen: Im uns bisher vertrauten Bild, dem Schroédinger Bild, sind Obser-
vablen zeitunabhéngig und die Dynamik steckt in den Zustédnden:

O = const. , [1e) = e Mg (8.8)

Im Heisenberg-Bild hingegen entwickeln sich die Operatoren in der Zeit und die Zustéande sind

konstant: ' ‘
Oy (t) = eft/hQe—tH/R [Yg) = |[thy) = const. (8.9)

Erwartungswerte werden in beiden Bildern durch ‘Sandwichen’ des Operators zwischen Bra-
und Ket-Zustand berechnet und sind, wie es physikalisch sein muss, gleich.

Im Schrédinger-Bild kann man die Dynamik als Ergebnis des Losens einer Differentialglei-
chung, der Schrodingergleichung

L d
Zh%‘qﬂt) = H|i) (8.10)
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auffassen. Dies geht auch im Heisenberg-Bild, wobei die entsprechende Bewegungsgleichung fiir

Operatoren
d i
20, = —
01 = 3l
ist. Das rechnet man problemlos nach:

%OH _ %eth/hOeth/h _ % (He"Ht/hOe’th/h _ eth/hOefth/hH) = %[H, Opyl. (8.12)

H,0py] (8.11)

Bemerkenswert ist noch, dass die obige Bewegungsgleichung fiir Operatoren im Heisenberg-
Bild bis auf die Ersetzung [, ] — {, } und den Faktor 1/if genau den Bewegungsgleichungen
der klassischen Hamiltondynamik entspricht:

1010, m (8.13)
-0 =10, . :
Speziell fiir die Observablen bzw. Operatoren x und p sind dies natiirlich die Hamilton-
Gleichungen bzw. deren quantenmechanische Version:
d 7 d 1

—PH = h[H’ pH] und —TH =

- = F[H,xn]. (8.14)

Jetzt wollen wir von diesen Gleichungen jeweils den Erartungswert im Zustand |¢g) nehmen,

(ol -~ [0} = (- )uo (8.15)

und anschlieflend wieder zum Schrodinger-Bild zuriickkehren (was man, wie wir gezeigt haben,
bei Erwartungswerten immer tun darf). Der Hamilton-Operator ist in beiden Bildern der selbe.

Es folgt
d i d i
ﬁp)w(t) = 5<[H Pl)y@  und @@M(t) = g([H )y - (8.16)

Nun betrachten wir speziell (zur Einfachheit in d = 1)
H = p®/2m + V(z) (8.17)
und berechen die relevanten Kommutatoren:
p*, 2] = plp, 2] + [p, 2]p = —2ihp (8.18)

und Vsl V) (_m d ) B (_m%) V() = ihV' (). (8.19)

Damit wird aus (8.16])

%(pmt):—(‘/'(w)wt) und %(fC)w(t):(P/th)- (8.20)

Man bezeichnet diese beiden Gleichungen (bzw. die naheliegende Ubertragung auf d = 3) als

Ehrenfest-Theorem: Die Erwartungswerte von x und p gehorchen den klassichen Bewegungs-
gleichungen.
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Abschliefend sei noch angemerkt, dass wir die Bewegungsgleichung fiir Operatoren im
Heisenberg-Bild auch fiir Operatoren herleiten kénnen, welche schon von vornherein eine in-
trinsische oder explizite Zeitabhéngigkeit besitzen: O = O(t) bereits im Schrodinger-bild. Fiir
diese gilt

d 1 0
—O0y = +|H,O —0 8.21
Pl h[’HH—@t H (8.21)

wie man leicht nachrechnet. Auflerdem konne wir auch im Fall eines explizit zeitabhéngigen
Hamilton-Operators zum Heisenberg-Bild wechseln. Dann kénnen wir bei der entsprechenden
Transformation aber nicht mit exp(FiHt/h) arbeiten, sondern miissen U(¢,0) und U(t,0)~!
benutzen.

8.2 Zeitunabhingige Storungstheorie

Es kommt sehr oft vor, dass man ein gewisses einfaches System (mit Hamlilton-Operator Hy)
gelost hat, sich aber physikalisch fiir ein System interessiert, dessen Dynamik geringfiigig von
diesem abweicht:

H=Hy,+ \H;. (8.22)

Hier ist A unser kleiner Parameter und wir wollen unsere Analyse auf Reihenentwicklungen
in A stiitzen. Wir folgen der sehr priagnanten Darstellung in Schwabl [14].

Sei also eine Eigenvektorbasis von Hy bekannt:
Ho|i% = E?i% . (8.23)
Wir suchen die Eigenvektorbasis des getorten Systems:
H|i) = E;li) . (8.24)

Da A unser kleiner Paramter ist und der Limes A — 0 vom gestérten zum ungestorten System
zuriickfiihrt, liegt es nahe, einen Potenzreihensatz in A zu machen:

E; = E)+AE! + NE?+--- (8.25)
i) = %)+ Al AR (8.26)

Die Konveregenz dieser A\"-Reihen ist a priori nicht garantiert. Oft ist sie selbst bei einfachen
Systemen nicht gegeben. Trotzdem geben in vielen Féllen die ersten Teilsummen immer besser
werdende Niaherungen, die jedoch dann ab einem gewissen kritischen n wieder schlechter werden
(asymptotische Reihe). Manchmal kann man trotzdem (durch gewisse mathematische Proze-
duren, z.B. Borel-Summation) aus der Reihe auf eindeutige und exakte Art Funktionen E(\)
und [i(A)) definieren, so dass das gestorte System exakt oder zumindest gut beschrieben wird.
Es gibt jedoch auch Fille, in denen gewisse qualitative Anderungen zwischen A = 0 und X # 0
von der Storungsreihe prinzipiell nicht gesehen werden.
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Jetzt setzen wir (8.25)), (8.26]) und (8.22)) in (8.24)) ein und Fordern die Gleichheit der Koef-

fizienten von A%, A, A\? usw. usf. Man findet

Holi% = EYi%) (8.27)
Holi'y + Hi[i%)Y = EY|i') + E}!i%) (8.28)
Holi®) + Hy|i'y = EY|i®) + EMNi') + E?i°) (8.29)

(8.30)

Die erste Zeile reproduziert natiirlich nur, was wir iiber das ungestorte System schon wissen.
Aber die folgenden Zeilen kénnen wir nutzen, um systematisch die Korrekturen zu Eigenwerten
und Eigenvektoren zu bestimmen.

Zunichst kann man (8.28)) von links mit (:°| multiplizieren und findet, unter Ausnutzung
von (i’|Hy = (:°|E?, dass
E} = (i°|H,[i% . (8.31)

Dies ist bereits ein sehr wichtiges Ergebnis: Die fiihrende Korrektur zum Energieeigenwert
ist gleich entsprechenden Matrixelement des Storungsoperators.

Um auch die Korrekturen zu den Eigenvektoren zu bestimmen, wihlt man die Normierung

von |i) am geschicktesten als
(%) = 1. (8.32)

Die Tatsache, dass unsere gestorten Eigenvektoren dann nicht auf Eins normiert sind, wird uns
nicht storen. (Wir miissen uns dessen aber natiirlich bewusst sein.) Mit (8.26|) folgt daraus

L+ MG + X260 + - = 1. (8.33)
Damit dies fiir alle A gelten kann, muss
(@%i'y =0, (i°1i*) =0,  usw. (8.34)

gelten. Die Korrekturterme zu jedem der Eigenvektoren sind also alle zum entsprechenden un-
gestorten Eigenvektor orthogonal. Insbesondere lautet die Zerlegung der Korrektur erster Ord-
nung in die ungestorte Basis

i)=Y eli® . wobei ¢ = (j%i"). (8.35)
J#i
Die ¢; kénnen wir nun aus (8.28)) extrahieren, indem wir von links mit (j°| (fiir j # ¢) multipli-
zleren:
(G°|Hold") + (°|HL ") = (°|E7]i") (8.36)
Ele;+ (j°)/H1]i%) = Ejc;, (8.37)

wobei hier nicht iiber j summiert wird. Es folgt

(J°[H i)

(8.38)
E9 — EY

Cj:
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und schliellich unser Hauptresultat:

15°) (G°[Ha]i%)
=D Eo B (8.39)
J#i

Man kann das Verfahren systematisch zu héheren Ordnungen fortsetzen, aber wir begniigen uns
mit diesem Resultat in linearer Ordnung.

Stattdessen wollen wir uns mit einer Einschrinkung befassen, die wir oben stillschweigend
vorgenommen haben: Wir haben angenommen, und das sieht man am deutlichsten in der Er-
gebnisformel, dass E? # E? fiir alle ¢ # j. Unsere obige Analyse bezeichnet man deshalb auch
als nicht entartete Stérungstheorie.

Wir miissen also zusétzlich den sogenannten entarteten Fall betrachten. Dazu nehmen wir
0.B.d.A. an, dass die ersten N Zustéinde entartet sind:

Ho|i®) = E°|i%)  fir i=1,---,N. (8.40)
Wir betrachten die N x N-Matrix
<ZO|H1|jO> ) Zaj:]-a aNa (841)

welche, wie man sich leicht iiberzeugt, hermitesch ist. Wir kénnen also auf dem E° Eigenraum
eine neue Basis
‘Oé) ) Oézl,"' 7N (842)

finden, so dass die zu diesen Vektoren gehorige Matrix
(alth|B),  aB=1,--- N (8.43)
diagonal ist. Wir haben also eine teilweisen Basiswechsel,
i”) = |a) (8.44)

auf dem N-dimensionalen E°-Unterraum durchgefiihrt, wobei wir die alte Basis lateinisch und
die neue griechisch indizieren. Insgesamt haben wir immer noch eine Eigenvektorbasis auf H:

la) a=1,---,N zusammen mit |i%) i=N+1,N+2---. (8.45)

In dieser Basis konnen wir jetzt problemlos unsere Formeln aus der nicht entarteten
Storungstheorie anwenden, weil per Konstruktion

(| H1|B) =0 falls a#p, (8.46)

so dass in (§8.39) alle potentiell divergierenden Terme verschwinden.

Zum Abschluss geben wir ein besonders einfaches Beispiel. Wir betrachten ein Modell mit
zwei Potentialmulden, die durch eine Barriere getrennt sind. Als ungestortes System sehen wir
den Grenzwert einer unendlich hohen Barriere an, so dass

Hw = Span{|w0>, |w1>7 o } ) HX = Span{b@)? ’X1>? e } , M= Hd) ©® HX' (8'47>
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Die jeweiligen Spektren konnten z.B. zwei harmonische-Oszillator-Spektren sein. Die obigen
Zusténde seien alles Energie-Eigenzusténde mit typischer Energie-Skala E.

Jetzt korrigieren wir den Hamilton-Operator, indem wir von Null verschiedene Tunnel-
Amplituden
(Wil Hil) ~ e < E (8.48)

zulassen. Machen wir dies ganz explizit, indem wir uns auf den zweidimensionalen Raum be-
schriinken, der von |1y) und |yo) aufgespannt wird. Wir haben dann H = C? und

H:H0+H1:(]f]g), W:(é), 1X0>:((1)). (8.49)

Es ist nun leicht, den Stér-Hamiltonian

H, = ( 2 8 ) (8.50)

zu diagonalisieren. Die entsprechende Basis ist

ooh() W) e

Der ungestorte Hamilton-Operator ist in dieser Basis natiirlich immer noch diagonal, weil er zur
Einheitsmatrix proportional ist. Die korrigierten Eigenwerte sind, wie man sofort nachrechnet,
E+te

Eine entsprechende Analyse der Schrédingergleichung in einem Doppelmuldenpotential lie-
fert, dass die symmetrische Kombination (unser [¢)) immer die kleinere Energie hat. Das wiirde
in unserem Spielzeugmodell negativem e entsprechen. Letzteres leuchtet auch ein, da wir das Mo-
dell so aufgezogen haben, dass das von Null verschiedene € von der Senkung einer urspriinglich
unendlich hohen Barriere herkommt.

Man beachte noch, dass in diesem degenerierten Fall auch unsere ganz am Anfang stehende
Formel fiir die Korrektur des Energie-Eigenwertes versagt. Diese hétten wir als Null berech-
net, da (Hy)11 = (Hy)e2 = 0. Der Grund ist, dass wir die Annahme gemacht hatten, dass die
korrigierte Eigenzustinde nahe bei den urspriinglichen liegen. Das war aber (und dies passiert
im degenerierten Fall generisch) nicht der Fall: Die neuen Eigenfunktionen sind, selbst bei sehr
kleinem e, stark von den alten verschieden.

8.3 Zeitabhingige Storungstheorie

Wir beginnen mit einer Darstellung der Quantenmechanik, die gewissermaflen auf halber Strecke
zwischen Schrodinger- und Heisenbergbild liegt. Dieses sogenannte Wechselwirkungsbild ist

besonders dann niitzlich, wenn
H = Hy+ H;u(t), (8.52)

wobei der freie oder ungestorte Hamilton-Operator Hy zeitunabhéngig und die Wechselwirkung
oder Storung Hy,, (int fiir ‘interaction’) zeitabhéngig sein sei. Eine andere wichtige Anwendung
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liegt in der storungstheoretichen Behandlung der Quantenfeldtheorie, wo diese Bild selbst dann
niitzlich ist, wenn H;,; auch zeitunabhéngig ist.

Das Wechselwirkungsbild definiert sich dadurch, dass wir einen Teil der Zeitevolution — und
zwar genau den freien Teil — von den Zusténden auf die Operatoren iibertragen:

1) = e, O;(t) = et O(t)e ot (8.53)

Wir haben hier zur besseren Lesbarkeit wieder A = 1 gesetzt. AuBlerdem wir der Index I fiir
Groflen im Wechselwirkungsbild benutzt — analog zum Indes H fiir Gréfen im Heisenbergbild.
Bitte verwechslen Sie nicht den Index int fiir den Strérungsteil oder Wechselwirkungsteil des
Hamilton-Operators mit dem Index I fiir Wechselwirkungsbild.

In den obigen Formeln sind |¢;) und O(t) der Zustand und Operator im Schrédinger-Bild. Der
Zustand |¢;); im Wechselwirkungs-Bild wére zeitunabhéngig, wenn H = H, gelten wiirde oder
wenn wir den vollen Hamilton-Operator H zur Transformation benutzt hétten. Dies ist jedoch
nicht der Fall und so bleibt |¢;); zeitabhdngig. Wir haben in O(t) eine explizite Zeitabhéangigkeit
zugelassen (obwohl viele Operatoren des Schrodinger-Bildes diese nicht haben), weil wir diesen
allgemeinen Fall gleich brauchen werden.

Jetzt priifen wir, welcher Differentialgleichung der WW-Bild-Zustand gehorcht:

d .y i d
Z%‘wth = *Hpe™|yp,) + e'o! Z%WJQ
= —Hoe™ |iy) + ™' [Ho + Hipne (1)]]11) (8.54)

= MO Hpy (£)e ™ M0t 0 oy = Hiny 1(£)|4he) 1 -

Wir sehen, dass die Zeitentwicklung von |v¢y); einer Gleichung folgt, die exakt die Form ei-
ner Schrédinger-Gleichung hat, nur dass der Hamilton-Operator durch den Wechselwirkungs-
Hamiltonian H;,,;(t) im Wechselwirkungsbild, also durch H;,, ;(t) ersetzt worden ist.

Wir kennen aber schon die allgemeine Losung einer solchen Gleichung als Reihenentwicklung
in H;,, r: Es ist dies die Dyson-Reihe bzw., in aufsummierter Form und angewandt auf unseren
speziellen Fall: t

[9)s = Texp (—z‘ [t Hmt,f(w) o) (8.55)

to

Details zur Herleitung dieser Formel und zur expliziten Angabe der einzelnen Term (sowie der
préizisen Definition des Zeitordnungsoperators 7') kénnen Sie im entsprechenden Kapitel nach-
schlagen. Wir begniigen uns hier mit der prinzipiellen Aussage, dass wir eine explizite Formel
fiir den zeitentwickelten Zustand als Reihe in H;,; haben. Die Niitzlichkeit héngt natiirlich dar-
an, dass wir die freie, durch H, definierte Theorie gut verstehen und nach Belieben zwischen
Schrodinger- und Wechselwirkungsbild wechseln kénnen.

8.4 Kanonische Quantisierung

Grundséatzlich ist es nicht méglich, ein klassisches System herzunehmen und auf eine wohldefinier-
te, eindeutige Art das entsprechende Quantensystem hinzuscheiben. Dies zu erwarten wére auch
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konzeptionell falsch, weil die Welt fundamental quantenmechanisch ist und die klassische Physik
nur einen bestimmten Grenzwert bzw. eine bestimmte Nédherung darstellt. Fiir eine sehr grofie
und relevante Klasse von Systemen geht dies aber in gewisser Weise doch. Genauer gesagt defi-
nieren Lagrange-Funktionen mit Zeitableitungen bis zu zweiter Ordnung in den meisten Féllen
verniinftige klassische wie auch Quantensysteme. Der Ubergang zu letzteren heifit kanonische
Quantisierung.

Wir starten mit einer Wirkung

S = /dtL(q,d) . a={q, gt (8.56)
und definieren wie iiblich
— (8.57)
b 9q;
und
H = H(p,q) = pigi — L(q,4(p,q)) - (8.58)

Es ist wichtig, sich stets klarzumachen, dass (8.57)) nach den ¢; aufgelost werden muss, um (8.58))
zu erhalten. Die Poisson-Klammern zwischen den Sétzen kanonischer Variablen p und ¢ sind

{a.p;} =6, {a 4} ={pi,p;} =0. (8.59)

Die kanonische Quantisierung (im engeren Sinne) besteht nun darin, dass man einen Hil-
bertraum und einen Satz von 2n hermiteschen Operatoren p, ¢ darauf sucht, so dass die Kom-
mutatoren dieser Operatoren den Poisson-Klammern entsprechen, aber mit einem
zusétzlichen ih auf der rechten Seite:

Da man alle klassischen Observablen aus den p, ¢ bauen kann und da sowohl Poisson-Klammer
(auf der klassischen Seite) als auch Kommutator (auf der Quanten-Seite) distributiv sind, er-
gibt sich eine ‘Darstellung’ aller Observablen durch Hilbertraum-Operatoren. Dabei sind al-
len Poisson-Klammern durch Kommutatoren realisert. (Wir schreiben hier ‘Darstellung’ in
Anfithrungsstrichen, da die algebraischen Strukturen auf den beiden Seiten nicht ganz die selben
sind und es zusétzlich das if gibt.) Die Dynamik wird durch den Operator H = H(p,§) defi-
niert, wobei es u.U. eine unvermeidliche Ambiguitét bzgl. der Reihenfolge der p und ¢ (‘operator
ordering ambiguity’) gibt.

Auf den ersten Blick ist das sehr schon, auf den zweiten Blick aber nichts Neues: Wir wissen
im Fall von ¢; € R durch Stone-von-Neumann schon, dass als Darstellung nur die Heisenberg-
Algebra auf Ly(R™) (mit dem R™ parametrisiert durch die ¢;) in Frage kommt:

Gi = q; und pi = —ihd/dq; . (8.61)
Etwas interessanter wird es, wenn die ¢; nicht R? sondern einen kompakten Rium para-
metrisieren. Der einfachste Fall ist der starre Rotator: n = 1 und ¢; = = € S'. Wir miissen

die kanonische Quantisierung etwas allgemeiner Formulieren, da x, wie wir gesehen haben, kein
verniinftiger Operator werden kann. Dazu verlangen wir schlicht, dass die Observablen eine
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Entsprechung in hermiteschen Hilbertraum-Operatoren haben, so dass die Poisson-
Klammern wie oben durch Kommutatoren realisiert werden.

Im konkreten Fall miissen wir statt @ € (0,27) mit sin(ma + 0) arbeiten, wobei m € Z:
Klassisch gilt sowohl
{z,p} =1 als auch z.B. {sin(mx + 0),p} = mcos(mz +9). (8.62)

Quantenmechanisch miissen wir auf die Observable z verzichten, haben aber (auf Ly(S') und
mit p = —ihd/0x)
[sin(maz + ), p] = ihm cos(mz + §) . (8.63)

Es ist also alles so, wie man es erwartet hétte.

Die hier diskutierte kanonische Quantisierung ist natiirlich vor allem dann interessant, wenn
man es (z.B. in Feldtheorie, Quantengravitation, Stringtheorie etc.) mit Systemen zu tun hat,
bei denen man sich aufgrund einer oft nur geratenen klassischen Wirkung an die eigentliche
Definition des Quanten-Systems herantasten muss.

Ein weiteres, einfaches aber nicht ganz triviales Beispiel fiir die kanonische Quantisierung
folgt im néchsten Abschnitt.

8.5 Geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld

Wir erinnern uns (siche z.B. [19]) an die klassische Wirkung

S=- mcds—f/ A. (8.64)
WL ¢JwL

Hier steht ‘W L’ fiir die Weltlinie des Teilchens in R und
A= Aydet . AP = (p,A) (8.65)

ist das Eichpotential. Letzteres ist eine 1-Form, so dass das Integral im zweiten Term ohne
Weiteres auf kanonische Art (siche Theorie II) definiert ist. Wem diese abstrakte Sichtweise nicht
liegt, der mag auch gerne mit

S = —/ (mcds + EAud:c“> (8.66)
WL ¢

starten. Mit z* = (ct,T) und ds? = c*dt* — dz* folgt sofort

e— m e
L = —mc®/1—v2/c2+ -A-T—ep =~ Evz + —A -7 — ep + const. (8.67)
c c
Jetzt quantisieren wir kanonisch, wozu wir zunéchst zum Hamilton-Formalismus iibergehen
miissen. Dies geschieht mit der Definition

_ 0L e -
T= =mv+-A (v=7), (8.68)

Ol ®
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wobei wir die kanonischen Impulse 7; nennen, um sie von den naiven, physikalischen Impulsen
p; = muv; zu unterscheiden. Es folgt

H=71-L = <m@+fﬁ)~@—%@2—92-v+e¢ = %UQ—i—ego, (8.69)
C C

was zundchst erschreckend einfach aussieht. Das ist aber natiirlich noch nicht das Ende, weil wir
H immer durch 7 statt durch v ausdriicken miissen. Mit mv =7 — (e/c) A folgt

e (w——A( ))2+6g0(f). (8.70)

2m

Die eigentlich Quantisierung ist nun einfach, weil wir wissen, dass die zu den kanonischen
Impulsen gehérenden Operatoren 7;

erfiillen miissen und deshalb durch Ableitungen nach den ¢ dargestellt werden:

€— ~

N ~ 2 ~
H= L <7r - —A(x t)> + ep(7,t) , mit 7 = —ihV. (8.72)

Die daraus resultierende Schrodinger-Gleichung fiir eine geladenes Spin-Null Teilchen

) 1 N2
it = {% (mv + SA) + 6@] " (8.73)
kann auch als 5
<ma - ) b = (mv + A) " (8.74)

umgeschrieben werden.

In dieser Form zeigt sie, dass sie die bekannte Invarianz der Elektrodynamik unter
Eichtransformationen

A, — A+ 0ux (8.75)

respektiert. In der Tat, gegeben eine Losung, kénnen wir diese ohne die Aufenthaltswahrschein-
lichkeit des Teilchens zu dndern mit einer raumzeitabhéngigen Phase transformieren:

D(E, 1) — (T, 1) e i IXE (8.76)

Es ist leicht nachzurechnen, dass unter der Kombination von (8.75) und (8.76|) eine Losung der

Schrodinger-Gleichung wieder in eine Losung iibergeht. Betrachten wir z.B. die linke Seite von
(18.74):

0 0 e , 0
v / o T —ie/(he) x _ —ze/ (he) x -
( h@t ego) ) = ( h@t e Cx) Ve ( h@ egp) ). (8.77)

Der entscheidende Punkt besteht darin, dass sich der Term ~ x mit dem Term weghebt, welcher
entsteht, wenn die Zeitableitung auf den Phasenfaktor von 1 wirkt. Es bleibt nur eine Gesamt-
phase iibrig. Auf der rechten Seite der Schrodingergleichung passiert das Gleiche. Die Phasen
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links und rechts kiirzen sich — die transformierte Gleichung nimmt die Form der nichttransfor-
mierten Gleichung an.

Wenn man in der obigen Schrodinger-Gleichung 1 durch eine Zweikomponentenspinor W
ersetzt und den weiter oben diskutierten Term fiir die Spin-Magnetfeld-Kopplung hinzufiigt, so
erhélt man die sogenannte Pauli-Gleichung fiir ein Teilchen mit Spin im &ufleren Feld.

Um die Pauli-Gleichung fiir eine prézisere Beschreibung von Atomspektren zu benutzen,
fiigt man u.a. noch relativistische Korrekturen (hohere Potenzen in 7) und einen Spin-Bahn-
Kopplungs-Term ~ L - S hinzu. Letzterer beschreibt die Tatsache, dass der Bahn-Drehimpuls
ein magnetisches Moment verursacht, mit welchem der Spin wechselwirkt. Die Ableitung dieser
Terme erfolgt iiber den nichtrelativistischen Limes der Quantenelektrodynamik. Eine Motivation
iiber die Dirac-Gleichung (ohne volle Feld-Quantisierung ist moglich bleibt m.E. aber konzeptio-
nell unbefriedigend). Deshalb und aus Zeitgriinden verzichten wir hier darauf.

Stattdessen wollen wir zwei einfachere Phidnomene anreiflen, die durch die Schrédinger-
gleichung im elektromagnetischen Feld beschrieben werden. Der erste ist der Aharonov-Bohm-
Effekt, vgl. Abb. [I5] Dazu mache man sich zunéchst klar, dass eine unendlich lange zylindrische
Spule nur im inneren ein Magnetfeld erzeugt - auflierhalb ist der Raum feldfrei. Das Bild zeigt
einen Schnitt durch eine solche Konfiguration. Aber wegen Stokes gibt es auflen natiirlich ein
A-Feld. Dessen Effekt wird nun quantenmechanisch sichtbar, wenn man Teilchen auf interfe-
renzfihige Weise oberhalb und unterhalb der Spule passieren lisst: Das Interferenzmuster wird
vom A-Feld beeinfluBt, welches, wie wir oben gesehen haben, eng mit der Phase der Wellen-
funktion zusammenhingt und diese beeinflusst. Man beachte auch, dass man das A-Feld nicht
wegeichen kann, obwohl der Aufenraum feldfrei ist (rot(A) = 0). Das liegt am ‘Loch’ in der
Mitte — das Gebiet ohne Feld ist nicht einfach zusammenhéngend (vgl. Diskussion konservativer
Krifte in der Mechanik).

/‘/;’ - S L/
e N
. { T ’ o
N2/
-
Fa+o

Abbildung 15: Zum Aharonov-Bohm-Effekt.

Das zweite Phédnomen sind elektrisch geladene Teilchen im Magnetfeld. Zur Einfachheit
schranken wir deren Bewegung auf die z-y-Ebene ein und betrachten ein homogenes Magnetfeld
in z-Richtung. Klassisch gibt es ein Kontinuum von Kreisbahnen, mit beliebigem Mittelpunkt
und verschiedenen Radien (je nach Energie des Teilchens). Quantenmechanisch kommt es zur
Quantisierung - die entsprechenden Zustéande sind als Landau-Levels bekannt. Die oben herge-
leitete Schrédingergleichung fuer Spin-Null-Teilchen liefert dies nach einer nicht zu komplizierten
Analyse — wir haben leider schlicht keine Zeit.
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8.6 Die Dichtematrix

Einem beliebig aber fest gewdhlten Zustand |¢)) € H kann man einen Operator

py = |[0) (Y] (8.78)
zuordnen. Den Erwartungswert einer Observablen O im Zustand [¢)),
(O)y = (¢[O[Y), (8.79)
kann man auch als
(O)y = tr(Opy) (8.80)
schreiben. Dies sieht man, indem man eine beliebige Basis wihlt und die Spur berechnet:
tr(Opy) = Oij(py)ji = Oy (Gl) (i) = ¢ 0105 = (Y|O) . (8.81)

Noch einfacher, man ergénze |¢)) zu einer Orthonormalbasis und benutze diese zur Spur-
berechnung. Dann ist sofort klar, dass die beiden Definitionen der Erwartungswerts (O),
iibereinstimmen. Wir kénnen auch die Dynamik komplett in der Sprache von sogenannten Dich-
tematrizen p, beschreiben. Es gilt offensichtlich

pult) = €11 p (0) N, (8.82)

Soweit haben wir nur Bekanntes in einer etwas anderen Sprache formuliert. Wir kénnen mit
dem Begriff der Dichtematrix jedoch dariiber hinausgehen und den Begriff der klassichen Wahr-
scheinlichkeit in die Quantenmechanik einfithren. In der Tat, definieren wir eine Dichtematrix
(also einen Operator)

p = |[Pr)wi (1] + [1h2)wa (e, (8.83)

wobei w; € Ry und w; + we = 1. Wir koénnen dieser Dichtematrix jetzt offensichtlich keinen
Index ¥ mehr geben, da es keinen bestimmten Zustand gibt, aus dem sie (durch Kombination
von Ket und Bra) zusammengesetzt ist. Offensichtlich ist

tr(Op) = wi{¥1|Ofr) + wa(ea|Os) (8.84)

was folgende Interpretation nahelegt:

Dichtematrizen beschreiben physikalische Situationen, in denen die klassische
Wahrscheinlichkeiten fiir das Vorliegen gewisser Hilbertraum-Zustinde gegeben
sind. Es fehlt also Information, so wie in der klassischen Statistik, aber hier auf der Grund-
lage einer prinzipiell quantenmechanischen Beschreibung der Welt.

Die Erweiterung von (8.83) von ¢ = 1,2 auf i = 1, -+ N oder sogar zum Kontinuum,

p= [ dru(@loal. (3.85)
ist offensichtlich. Fille, in denen p aus einem einzigen Ket-Bra-Term besteht, nennt man reine

Zustinde. Alle anderen gemischte Zustinde. Wenn man p nicht, wie oben, als Summe vieler
Ket-Bra-Terme mit Wahrscheinlichkeits-Koeffizienten definieren will, sondern axiomatisch, dann
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muss man fordern, dass p

(1) hermitesch ist.

(2) positiv semidefinit ist (keine negativen Eigenwerte hat).
(3) Spur Eins hat.

Die erste Bedingung triagt der Tatsache Rechnung, dass Erwartunsgwerte von Observablen reell
sind; die zweite, dass Wahrscheinlichkeiten nichtnegativ sind; die dritte, dass die Summe aller
Wahrscheinlichkeiten Eins ist. Man sieht letzteres auch, indem man die Observable 1 misst, und
fordert, dass das Ergebnis 1 lautet:

1 =tr(Llp) = trp. (8.86)

Ob eine gegebene Dichtematrix zu einen reinen oder gemischten Zustand beschreibt kann
man auch an der Spur Thres Quadrats ablesen:

trp? =1 < reiner Zustand : trp? <1 < gemischter Zustand . (8.87)

Um dies zu zeigen, diagonalisiert man p, nennt die (nichtnegativen) Eigenwerte w; und findet

trp? = Zw? < (Z wl-) =1. (8.88)

Gleichheit gilt offensichtlich genau dann, wenn alle Mischterme verschwinden, d.h. wenn es nur
einen von Null verschiedenen Eigenwert gibt. Dies entspricht gerade dem reinen Zustand.

8.7 Dekohérenz, Messprozess, Interpretationen der
Quantenmechanik

Die Dichtematrix hat viele wichtige Anwendungen, insbesondere in der Quantenstatistik, wir
wollen sie hier aber nur nutzen, um etwas zu Dekohérenz und Messprozess zu sagen. Betrachten
wir ein System (z.B. unser Experiment samt Messgerit) und die Umwelt (bezeichnet mit E fiir
Environment):

H=Hs®Hg. (8.89)

Im Allgemeinen sind beide Hilbertraume sehr grof, allein schon weil S ein klassisches Messgerét
beinhaltet. Der Raum fiir F ist offensichtlich riesig - man denke nur an die CMB-Photonen, die
standig an allem streuen.

Wir wollen (in extremer Vereinfachung) annehmen, dass Hg ein Zwei-Zustands-System ist:
Hs =Span{|1), [2)} . (8.90)

Wir starten mit einem Zustand, der “kohérenten” (im Sinne einer Summe von Hilbertraumvek-
toren) Uberlagerung von |1) und |2) entspricht:

[$0) = (I1) +12)) @ e) . (8.91)
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Die Dynamik wird, selbst wenn wir unser System sehr gut isolieren, immer mit einer gewissen
Wechselwirkung zwischen S und E einhergehen. Der Hamilton-Operator wird nie ganz perfekt
eine Summe von Operatoren nur auf Hg und nur auf Hg sein. Also wird sich unser Zustand
nach einer Weile in einen allgemeinen Zustand in H entwickeln, der insbesondere nicht mehr
faktorisiert. O.B.d.A. kann man diesen Zustand als

) =11) @ ler) + [2) ®|e2) (8.92)

schreiben, wobei die e; gewisse (von |e) verschiedene) Zustédnde in H g bezeichnen. Wir kénnen
auch die Summenkonvention benutzen:

) = [1) @ lex) + |2) @ lea) = [1) © es) . (8.93)

Nun messen wir eine Observable O ® 1 € A(Hgs) @ A(Hg), welche nur unser experimentelles
System betrifft. Dies wird in vielen Fiéllen genau das sein, was wir maximal erreichen kénnen:
Die Photononen, welche aus dem Labor entkommen sind, kénnen wir nicht zuriickholen und die
Messung einbeziehen. Wir finden

(0) = (i[Olj){eile;) - (8.94)
Dies kann man auch als
(0) =trs(Ops)  mit  pg = |j){ei|Le;)(d] (8.95)

schreiben. Man priift dies sofort nach, indem man die Spur (an sich eine basisunabhéngige Grofe)
in der (|1),|2))-Basis ausrechnet. Wichtig ist auch, dass natiirlich O und pg nur auf g operieren,
so dass die Spur auch nur tiber diesen Teilraum zu nehmen ist (deshalbe der Index S and ‘tr’).

Das fiir unsere Interpetation entscheidende ist nun, dass man pg auch als Teilspur der
Dichtematrix p,, iiber den zweiten Teilraum Hp auffassen kann:

ps = tre(py) - (8.96)

Um dies zu verstehen, wéhlen wir eine Basis |a) von Hp und bemerken, dass man (sowohl
allgemein als auch in diesem konkreten Fall) die Spur eines Operators O auf Hp als

tre(Op) = > (alOgla) (8.97)

a

schreiben kann. Wenn wir diese Formel zur Spurberechnung nun auf den Operator p,, auf Hs®@Hg
anwenden, so erhalten wir

tre(py) = Z<a|pw\a>:Z<a\[(!j>®!€j>)(<i\®<eil) )
= D iadeeda (il =) li){eda)ale;) (il = 1) (el tles) (@l (8.98)

Der letzte Ausdruck entspricht natiirlich genau unserer urspriinglichen Definition von pg in
(8.95). Wichtig ist, dass man nach Nehmen der Teilspur immer noch einen Operator hat, keine
Zahl.
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Lassen sie uns die Teilspur noch auf eine andere, édquivalente Art erkléren: p,, ist ein Operator
auf dem Gesamtraum, also eine Matrix mit Doppelindizes: p;, 3. Dabei Laufen ¢k iiber 1,2 und
a, B iiber die Basis von Hg. Mit trg ist nun die Spur nur {iber das zweite Index-Paar gemeint. Es
ist also wortwortlich eine teilweise Spur, nur den Faktor-Raum Hpg betreffend. Das Resultat
ist eine Matrix mit Indizes ik, also ein Operator, die nur noch auf Hg wirkt.

Wiéhrend nun p, einen reinen Zustand beschreibt, entspricht pg i.A. einem gemischten Zu-
stand. Die entsprechende Matrix ist, ganz explizit,

(ps)ij = (eile;) (8.99)
wie wir z.B aus (8.95) ganz explizit sehen.

Damit erhélt unsere Rechnung folgende physikalische Interpretation: Aus Sicht des Systems
ergibt sich durch Wechselwirkung mit der Umgebung und durch die Annahme, dass wir die
Umgebung nicht mitmessen konnen, die Moglichkeit, den Erwartungswert der Observablen O
als Messung im gemischten Zustand pg zu beschreiben. Es kommt sozusagen zu einem Ubergang
von einem reinen Zustand zu einem (effektiv) gemischten Zustand. Das Adjektiv effektiv ist
wichtig, weil die Quantenevolution der ganzen Welt natiirlich der Schrodingergleichung folgt
und demnach ein reiner Zustand, global betrachtet, immer rein bleiben wird. Diesen Prozess
des ‘effektiven’ (also nur aus Systemsicht auftretenden) Reinheits- oder Kohérenzverlustes (in
unserem Fall des Zustandes |1) + |2)) nennt man Dekoh&renz.

Nur sehr grob anreiflen konnen wir hier noch den Aspekt der sogenannten Pointer-States:
Bestimmte Zustdnde unterliegen der Dekohérenz weniger als andere bzw. sie sind sogar das
natiirliche Resultat des Dekohdrenz-Prozesses: Nehmen wir an |1) und |2) entspréichen einer
Eins bzw. Zwei auf dem Bildschirm eines Messgerdts. Dann kann man grob gesagt zeigen, dass
die Dynamik der Wechselwirkung mit der Umgebung so sein wird, dass (ps)i2 und (pg)a1 sehr
schnell extrem klein werden. Mit anderen Worten, schon bevor wir beobachten ist das Expe-
riment de-facto in einem Zustand, der entweder ein der Eins oder der Zwei entspricht (mit
Wahrscheinlichkeiten (pg)i1 und (pg)a2. Der Beitrag von der Superposition, kodiert in den nicht-
diagonalen Dichtemartrixelementen, wird extrem schnell vernachlassigbar. Zusténde, fiir die das
gilt, sind per Definition die Pointer-States. Es sind gewissermaflen die ‘normalen’ klassischen,
physikalischen Situationen.

In unserem Fall liegt die Dekohédrenz daran, dass das makroskopische Geréit mit dem Bild-
schirm stark und unvermeidlich mit der Umgebung wechselwirkt. Die Pointer-States sind die
beiden klassischen Anzeige-Moglichkeiten. Ahnliches gilt fiir die lebende oder tote Katze, aber
eben nicht fiir die kohdrente Summe der beiden.

Kritisch wird es trotzdem, wenn wir einen Blick auf das Gerét werfen und die Eins ablesen.
In der Dichtematrix-Beschreibung des Systems gibt es kein Problem, die eine klassiche Situation
hatte eine von Null verschiedene Wahrscheinlichkeit und ist eingetreten. Aber die ganze Welt
entwickelt sich unitéir, was ist also aus globaler Sicht mit dem anderen Teil der Wellenfunktion
passiert? Die Copenhagen Interpretation sagt, dass dieser schlicht verschwindet (die Wellen-
funktion kollabiert) oder, vielleicht etwas moderner und detaillierter, dass dies eine physikalisch
irrelevante Frage ist, weil man nie die ganze Wellenfunktion sehen kann.

Man kann durchaus argumentieren, dass die oben gegebene, sehr pragmatische Copenhagen
Interpretation nicht vollig zufriedenstellend ist. In der Tat, ich kann z.B. als aulenstehender den
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Experimentator beobachten, der die Eins oder Zwei vom Bildschirm abliest. Fiir mich ist er nur
eine komplexe Maschine und ich beschreibe ihn durch eine Dichtematrix, die (bis auf winzige
Nichtdiagonalemente) mit gewissen klassischen Wahrscheinlichkeiten das Vorliegen der Zustéande
‘Eins abgelesen’ und ‘Zwei abgelesen’ anzeigt. Wenn ich ihn dann frage, was er abgelesen hat,
dann verschwindet fiir mich eine der beiden Mdglichkeiten. Das ist aber spéter, als es fiir ihn
passiert ist. Wenn ich eine konsistente Beschreibung aus allen Perspektiven fordere, sieht dies
problematisch aus. Eine weit verbreitete und m.E. relativ naheliegende Interpretation, die die-
ses Problem nicht hat, geht auf Everett zuriick und wird auch Many Worlds Interpretation
genannt. Sie besagt, dass keiner der beiden Branches (mit Eins oder mit Zwei auf dem Bild-
schirm) verschwindet. Es gibt beide und es gibt auch beide Experimentatoren - den, der Eins
abgelesen hat und den, der Zwei abgelesen hat. Die Realitét besteht also aus einem sich immer
weiter verzweigenden Baum aller moglichen Welten. Wir erleben das nicht, weil unser Gehirn
nicht wahrnimmt, dass es seine Existenz in beiden (im Laufe der Zeit natiirlich in unendlich
vielen) Branches fortsetzt. Warum wir dies nicht wahrnehmen kénnen, ist eine Frage, die wir
als Physiker an die Gehirn- oder Bewusstseinsforschung delegieren miissen. Aus Physik-Sicht
ist die Everett-Many-World-Interpretation m.E. sehr befriedigend, in sich geschlossen und, was
natiirlich entscheidend ist, mit der experimentell perfekt funktionierenden Copehagen Interpre-
tation konsistent.

8.8 Pfadintegralzugang

Das sogenannte Pfadintegral — ein Integral {iber alle moglichen Trajektorien eines Teilchens
— bietet einen zur kanonischen Quantisierung alternativen Zugang zur Quantenmechanik. Wir
leiten ihn zunéchst aus dem Bekannten ab und erkldren dann, wie man ihn als priméren Zugang
auffassen kann.

Wir fragen nach der sogenannten Ubergangsamplitude von
|z,) bei t, =0 Al |zp) at t, =t. (8.100)
Sie ist durch ‘ A . A
(zple ) z,) = (ap|e A HA . o7 HA 1) (8.101)

definiert und erméglicht es uns z.B. die Wahrscheinlichkeit zu berechnen, mit der ein Teilchen,
dass zur Anfangszeit an einem Ort war, zu einer gewissen Endzeit an einem anderen Ort sein
wird.

Wir haben oben bewusst die Zeitentwicklung in n Intervalle A = t/n aufgeteilt. Wir fiigen
dazwischen nun n — 1 Indentitiats-Operatoren ein:

n—1

(zple ™ z,) = H (/ d:ci) (zp|e A 2 W ap_1]e T2 zp_y) - - - (zy]e 2 z,) . (8.102)

i=1

Als néchstes schreiben wir jeden der Bra-Ket-Faktoren weiter um, indem wir auch den Inden-
titats-Operator in der Impuls-Eigenbasis benutzen:

—i dp i
(i le ) = / P i) (e ). (8.103)
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Wir benutzen weiterhin
(xigalp) = €™ P  und e HA =1 —iHA+O(A?). (8.104)

Wir haben A = t/n und wir werden am Limes n — oo interessiert sein. Dazu werden die n Terme
O(A) beitragen. Aber Terme hoherer Ordnung in A werden diesen Limes nicht iiberstehen und
konnen vernachléssigt werden.

Jetzt machen wir von den Relationen
(plL|z) = (plz) = e " (8.105)

und
o

i) = 6l (2 4V ) o) = (L +v) o) = (L2 4V e (s100)

2m 2m 2m

gebrauch. Damit finden wir

e HA LY~ @ ip(Tiv1—i) |1 _ 4 ﬁ A
(xii1le |z;) 5 ¢ 1—i o + V(z;) (8.107)
dp . P’
~ 5 OXPi p(Tip1 — x;) — o+ Viz;) | Al . (8.108)

Wir ersetzen die Integrationsvariable geméafl p — p — (2,41 — x;)m/A und benutzen

/ dpe™ " = \/g . (8.109)
Es folgt

. 1 =\ 1
(wopn]e A ) ~ ——o @'[@ <%> CV(z)| A~ eiLE@DA(8110)

ex e
\/2miA/m P c(A)
Hier haben wir im letzten Schritt die eckige Klammer als die ‘diskretisierte’ Lagrangefunktion
L interpretiert. Dabei fassen wir x; und x;,; als die Werte der Trajektorie x(t) bei ¢ = A -7 und
t =A-(i+1) auf. Der Ausdruck C'(A) = \/27A/m ist nur eine Abkiirzung,.

Natiirlich haben wir bislang nur einen der Faktoren in (8.102) betrachtet. Die Kombination
aller solchen Faktoren liefert

' 1 n—1 da i=n—1 m [ 1 — 1 2
_iHt ERT i . e i+1 i o )
(xple™" " a,) = ilg{) ) E (/ C(A)) exp i ;:0 [2 (—A ) Viz)| A, (8.111)

wobei wir die Identifikationen z, = xo und z, = x,, benutzt haben. Die Summe im Exponenten
ist eine diskretisierte Version der Wirkung

Sla] = /t "t L(a(t), #(1)) (8.112)
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Abbildung 16: Eine der diskretisierten Trajektorien iiber die im Pfadintegral summiert wird.

Die Kombination aller x;-Integrationen kann als Integral iiber alle Trajektorien (Pfade) aufgefasst
werden, welche zu den vorgegebenen Zeiten bei z, beginnen und bei x;, enden, vgl. Abb. [16] Der
Integrand in einem derartigen Integral {iber Funktionen ist naturgeméifl ein Funktional. Man
spricht deshalb auch von einem Funktionalintegral. In unserem Fall ist das relevante Funktional
exp(iS). Eine weniger prézise aber intuitivere Form unserer letzten Formel lautet

(wple” ™ a,) = /Da: eiSlal (8.113)

Hier symbolisiert Dz (manche Autoren schreiben auch [Dz]) ein Integral {iber alle hinreichend
glatten (die nicht ganz einfache prizise Definition diskutieren wir hier nicht) Funktionen z :
[ta, tp] — R mit festen Randbedingungen z(t,) = z, und x(t,) = xy.

Gleichung ist eine besonders einfache Pfadintegralformeln fiir eine quantenmechani-
sche GriBe. Sie berechnet eine Ubergangsamplitude. Es gibt Pfadintegralformeln fiir viele andere
interessante Groflen, die Sie besonders in der Quantenfeldtheorie herleiten und benutzen werden.
Dort ist das Pfadintegral in vielen Fallen nahezu unumgénglich. Aber auch in der nichtrelativis-
tischen Quantemechanik ist es niitzlich. Wichtiger noch: Es eroffnet einen neuen konzeptionellen
Blick auf die Theorie, ihren Zusammenhang mit der klassischen Wirkung, und den klassischen
Limes. Wie sie natiirlich bemerkt haben, haben wir wie so oft A = 1 gesetzt. Es wieder ein-
zufiihren ist leicht: S — S/h aus Dimensionsgriinden. Damit wird der klassische Limes sehr
intuitiv: Der Beitrag von Trajektorien, deren Wirkung sich von der klassischen, extermalisierten
Wirkung S.,;. um mehr als O(h) unterscheidet, wird durch die schnelle Oszillation des Integran-
den €9/ unterdriickt. Deshalb dominiert die klassische Trajektorie Systeme mit grofer typischer
Wirkung.

SchlieBlich, wie am Anfang versprochen, zur Pfadintegralquantisierung: Wir kénnen die
Logik der obigen Herleitung einfach umdrehen und sagen, dass die Quantenmechanik (zumin-
dest die Berechnung von Amplituden — aber das 148t sich auf alle GroBen erweitern) durch das
Pfadintegral definiert ist. Der Integrand ist per Definition e’/ so dass also die Wirkungs-
Formulierung der Theorie explizit die Grundlage fiir die Quantisierung bildet. Wie wir gesehen
haben, ist die Operator-Formulierung bzw. die damit verbundene kanonische Quantisierung dazu
dquivalent.
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