
Theoretis
he Quantenme
hanik

Vorlesung im Wintersemester 1999/00

�

Prof. JULIUS WESS

Sektion Physik der Ludwig-Maximilians-Universit

�

at

Theresienstr. 37, D-80333 M

�

un
hen

�

Betreuung des Skriptums: Monika K

�

urzinger und Fabian Ba
hmaier



Inhaltsverzei
hnis

I Ph

�

anomenologis
he Erfahrungen, die

zur Formulierung der Quantenme
hanik

f

�

uhren 2

1 Plan
ks
he Beziehung, De Broglies
he Beziehung und Heisenbergs
he

Uns
h

�

arferelation 2

2 Beugung am Doppelspalt 6

3 Versu
h, die bisherigen Erfahrungen mit einer Wellenfunktion und ei-

ner Wellenglei
hung zu bes
hreiben 11

4 Wahrs
heinli
hkeitsstromdi
hte 14

5 Erwartungswerte 16

6 Adjungierte und hermitis
he Operatoren 19

7 Zeitli
he

�

Anderung von Erwartungswerten 22

8 S
hwankungsquadrate und die Heisenbergs
he Uns
h

�

arferelation 25

9 Das Minimale Wellenpaket 30

10 Impuls und Ortseigenfunktionen 33

11 Die zeitunabh

�

angige S
hr

�

odingerglei
hung 39

II Eindimensionale Systeme 42

12 Kr

�

aftefreies Teil
hen 43

13 Die Potentialstufe 47

14 Die Potentials
hwelle 52

15 Gebundene Zust

�

ande im Potentialtopf 57



16 Der harmonis
he Oszillator 61

17 Hermite Polynome 65

18 Erzeugungs- und Verni
htungsoperatoren 70

19 Koh

�

arente Zust

�

ande 75

20 Drehimpuls 78

21 Drehimpulseigenfunktionen 82

22 Algebrais
he Behandlung des Drehimpulses 84

23 Bahndrehimpuls und Spin 89

24 Addition des Drehimpulses 92

25 St

�

orungsre
hnung 96

25.1 Ni
htentartete St

�

orungsre
hnung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

25.2 Entartete St

�

orungsre
hnung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

26 We
hselwirkung des S
hr

�

odingerfeldes mit dem elektromagnetis
hen

Feld - Ei
hfeldtheorie 102



Teil I

Ph

�

anomenologis
he Erfahrungen, die zur

Formulierung der Quantenme
hanik

f

�

uhren

1 Plan
ks
he Beziehung, De Broglies
he Beziehung und

Heisenbergs
he Uns
h

�

arferelation

Max Plan
k (Max Plan
k, Deuts
hland 1858-1948) war in der Lage, das Spektrum der

Hohlraumstrahlung unter der Annahme ri
htig zu bes
hreiben, da� zwis
hen Energie

und Frequenz der Strahlung die Relation:

E = h� (1.1)

besteht. Die Konstante h hat die Dimension einer Wirkung - Energie mal Zeit, sie hei�t

Plan
ks
he Wirkungskonstante. Ihr numeris
her Wert ergibt si
h experimentell zu:

~ =

h

2�

= 1:05457 10

�27

erg se
 (1.2)

Wir haben den Wert f

�

ur ~ =

h

2�

angegeben, da die Relation (1.1) meist mit der

Kreisfrequenz !=2�� ges
hrieben wird:

E = ~w: (1.3)

Im Berei
h der klassis
hen Physik gibt es f

�

ur eine Relation wie (1.1) keine Be-

gr

�

undung, sie dr

�

u
kt eine vollkommen neue Erfahrung aus. Da die Einheiten erg und

se
 unserer t

�

agli
hen Erfahrungswelt gut angepa�t sind, zeigt der numeris
he Wert von

~ au
h, warum eine Relation wie (1.1) unserer t

�

agli
hen Erfahrung so fremd ist.

De Broglie (Louis-Vi
tor de Broglie, Frankrei
h 1892-1987) hat, wohl ausgehend

von den Beziehungen zwis
hen Energie und Impuls einerseits sowie Frequenz und Wel-

lenl

�

ange andererseits, die folgende Relation postuliert:

p =

h

�

= ~k ; k =

2�

�

(1.4)

Die Wellenzahl k kann au
h vektoriel verstanden werden:

p = ~k (1.5)
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k ist nun der Wellenzahlvektor.

Die Relationen (1.1) und (1.5) werden nun so gedeutet, da� es si
h bei E und p um

die Energie und den Impuls einzelner Materieteil
hen (Elektron, Proton et
.) handelt,

denen so ein Wellen
harakter zugeordnet wird. Es ist erstaunli
h, da� der so postulierte

Wellen
harakter eines Teil
hens experimentell bestens best

�

atigt werden konnte, wobei

die Konstanten in den Relationen (1.1) und (1.5) denselben numeris
hen Wert haben.

Dies ist ein physikalis
her Sa
hverhalt, der unserer t

�

agli
hen Erfahrung ni
ht nur

fremd, sondern zun

�

a
hst sogar widerspr

�

u
hli
h ers
heint. Klassis
h sind die Begri�e

Teil
hen, Bahnkurve, Energie und Impuls von den Begri�en Welle, Wellenausbreitung,

Frequenz und Wellenl

�

ange sauber getrennt. Da� es si
h bei einer Verkn

�

upfung dieser

Begri�e ni
ht um eine Vers
hmutzung unseres physikalis
hen Weltbildes, sondern um

eine von der Natur erzwungene Erweiterung dieses Weltbildes handelt, wird im Rahmen

der Quantenme
hanik verstanden. Die Quantenme
hanik l

�

ost diesen s
heinbaren Wider-

spru
h vom glei
hzeitigen Teil
hen- und Wellenverhalten der Materie auf, dabei verlangt

sie von uns jedo
h einen weiteren Abstraktionss
hritt in der Formulierung und Inter-

pretation physikalis
her Gesetze. Ziel dieser Vorlesung ist es, diesen Abstraktionss
hritt

zu vermitteln und die unglaubli
hen Erfolge der Quantenme
hanik dur
h die Diskussion

einfa
hster quantenme
hanis
her Systeme zu demonstrieren.

Die Relationen (1.1) und (1.5) fassen wir zun

�

a
hst als Konzentrat zahlrei
her ex-

perimenteller Ergebnisse auf und erg

�

anzen dies no
h mit einer weiteren Relation, der

Heisenbergs
hen Uns
h

�

arferelation (Werner Heisenberg, Deuts
hland 1901-1976):

�p�x �

~

2

(1.6)

Sie besagt, da� bei einer Messung das Produkt der Uns
h

�

arfe der Impulsmessung

mit der Uns
h

�

arfe der Koordinatenmessung ni
ht beliebig klein werden kann, vielmehr

immer gr

�

o�er als

~

2

sein mu� . In unseren klassis
hen Vorstellungen �ndet si
h kein

Anhaltspunkt f

�

ur eine sol
he Relation.

Um zu zeigen, was f

�

ur physikalis
he Folgerungen man aus dieser Relation ziehen

kann, versu
hen wir mit Hilfe der Uns
h

�

arferelation den Aufbau der Atome zu verste-

hen. Wir gehen von der experimentellen Tatsa
he aus, da� das Atom aus einem positiv

geladenen Kern und negativ geladenen Elektronen besteht; das hat das Rutherford-

s
he Streuexperiment gezeigt (Ernest Rutherford, England 1871-1937).

1

Wir haben al-

so theoretis
h das Keplerproblem (Johannes Kepler, Deuts
hland 1571-1630) (mit dem

Coulombpotential (Charles Augustin de Coulomb, Frankrei
h 1736-1806)) zu l

�

osen, um

die Bahnkurve des Elektrons zu bestimmen. Auf dieser Bahnkurve m

�

u�te das Elektron

allerdings elektromagnetis
he Wellen und damit Energie abstrahlen, das Elektron m

�

u�te

1

Siehe die Diskussion in Theoretis
he Me
hanik, Kap.11,

http://www.theorie.physik.uni-muen
hen.de/~wess
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s
hlie�li
h in den Atomkern fallen - es g

�

abe keine stabilen Atome. Soweit die klassis
he

Physik. Gilt jedo
h eine Relation wie (1.6), dann k

�

onnen Ort und Impuls ni
ht genauer

bestimmt werden als dur
h die Uns
h

�

arfe festgelegt. N

�

ahert si
h das Elektron dem Kern,

so wird der Radius der Bahnkurve klein, damit die Impulsuns
h

�

arfe und somit au
h der

mittlere Impuls gro� - die kinetis
he Energie wird also gro�. Damit die kinetis
he Ener-

gie klein wird, mu� der Impuls und damit �p klein werden, damit wird �x und x gro�

, die potentielle Energie nimmt dem Betrag na
h zu. Dazwis
hen mu� irgendwo ein Mi-

nimum der Energie liegen - dies wird die Grundzustandsenergie des Atoms sein. Diese

Grundzustandsenergie wollen wir nun abs
h

�

atzen.

Klassis
h ist der Ausdru
k der Energie eines ni
ht relativistis
hen Teil
hens in einem

Coulombpotential gegeben dur
h:

E =

p

2

2m

� Z

e

2

0

r

(1.7)

e

2

0

ist das Quadrat der Einheitsladung, Z die Kernladungszahl. Aus (1.7) ist ersi
htli
h,

da� e

2

0

die Dimension Energie mal L

�

ange bzw. Wirkung mal Ges
hwindigkeit haben

mu�. Es liegt nahe, e

2

0

dur
h die Wirkungskonstante und die Li
htges
hwindigkeit, beides

universelle Naturkonstanten, auszudr

�

u
ken:

e

2

0

= �~
 (1.8)

� hei�t Feinstrukturkonstante und hat den numeris
hen Wert

� =

1

137

= 0:0072992701 (1.9)

Dieser Wert ist unabh

�

angig von den Einheiten, die man w

�

ahlt - diese bestimmen den

numeris
hen Wert von ~ und 
.

Das Minimum der Energie (1.7) wollen wir nun unter der Bedingung r �p = ~ bere
h-

nen. Wir nehmen also an, da� Ort und Impuls im Grundzustand in der Gr

�

o�enordnung

der erlaubten Uns
h

�

arfe sei und da� das Produkt der Uns
h

�

arfen den jeweils kleinsten

Wert annimmt. Wir haben also das Minimum von E in Abh

�

angigkeit von p zu �nden:

E =

p

2

2m

�

Z�~


rp

p =

p

2

2m

� Z�
p (1.10)

Die Nebenbedingung rp = ~ wurde verwendet.

Die Ableitung von E na
h p vers
hwindet bei

p

0

= Z�m
 (1.11)

Setzen wir dies in (1.10) ein, so erhalten wir die Grundzustandsenergie:

E

0

= �

1

2

Z

2

�

2

m


2

(1.12)
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Diese Energie stimmt f

�

ur Z = 1 numeris
h ziemli
h genau mit der Grundzustands-

energie des Wassersto�atoms

�

uberein.

Den Radius des Atoms im Grundzustand bestimmen wir aus r

0

p

0

= ~

r

0

=

1

Z

~

m�


=

1

Z

r

Bohr

(1.13)

r

Bohr

=

~

m�


= 0:5 10

�18


m

Die Abs
h

�

atzung der Grundzustandsenergie und des Atomdur
hmessers im Grund-

zustand mit Hilfe der Uns
h

�

arferelation liefert demna
h sehr

�

uberzeugende Werte. Wir

sehen au
h, da� der Bohrs
he Radius (Niels Bohr,D

�

anemark 1885-1962) verkehrt pro-

portional zur Masse m ist.

Die Ges
hwindigkeit des Elektrons bestimmen wir wie folgt:

v

0

=

p

0

m

= �
Z (1.14)

F

�

ur Z <

1

�

ist au
h v

0

< 
, in diesem Berei
h und vor allem f

�

ur Z = 1 ist der

ni
htrelativistis
he Ansatz (1.7) dur
haus gere
htfertigt.

Wird ein Elektron, das zun

�

a
hst praktis
h ruht, von einem positiv geladenen Kern

eingefangen, dann wird die abgestrahlte Energie den negativen Wert der Grundzustand-

senergie besitzen. Na
h Plan
k entspri
ht dies einer Frequenz von

� = �

1

h

E

0

=

1

2

Z

2

�

2

m

e




2

2�

~

(1.15)

Hier haben wir die Masse des Elektrons explizit mit m

e

bezei
hnet, um sie ni
ht mit

der Zahl m in der Balmerserie zu verwe
hseln (Johann Jakob Balmer, S
hweiz 1825-

1898). Verglei
ht man dies nun mit der Balmerserie f

�

ur die Frequenzen des von Atomen

ausgestrahlten Li
htes

�� = Z

2

R

�

1

n

2

�

1

m

2

�

(1.16)

R = 1:09737 � 10

5


m

�1

;Rydbergkonstante

so wird � aus (1.15) dem Fall n = 1, m = 1 entspre
hen. Verglei
hen wir (1.16) mit

(1.15), so erhalten wir

Z

2

R =

�Z

2

�

2

~

m

e




2

(1.17)

Daraus ergibt si
h ein Wert f

�

ur die Rydbergkonstante

R =

1

~

��

2

Z

2




2

m

e

(1.18)

Dies ist ein Wert, der mit dem experimentellen Wert der Rydbergkonstante gut

�

uber-

einstimmt (Johannes Robert Rydberg, S
hweden 1854-1919).
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2 Beugung am Doppelspalt

Wir folgen Ri
hard Feynman (Ri
hard Feynman, USA 1918-1988) und betra
hten ein

�ktives Experiment, das unsere Erfahrung mit Streuexperimenten an quantenme
hani-

s
hen Systemen zusammenfa�t.

Ein Teil
henstrahl oder eine Welle mit m

�

ogli
hst genau de�niertem Impuls bzw.

m

�

ogli
hst genau de�nierter Wellenl

�

ange tri�t auf einen Doppelspalt, wird gebeugt und

dana
h in einer Entfernung l vom Doppelspalt, die im Verglei
h zum Spaltenabstand a

sehr gro� sein soll (l�a), registriert. Diese Anordnung wird in Abb.1 verdeutli
ht.

Zahler

a

l

x

l >> a
Abb.1

Zun

�

a
hst betra
hten wir ein klassis
hes System, etwa realisiert dur
h einen Sand-

strahl. Die auf die Z

�

ahlerwand auftre�enden Teil
hen werden gez

�

ahlt und als Funktion

von x aufgetragen. Sind beide Spalte ge

�

o�net, nennen wir die beoba
htete Verteilung

der Sandk

�

orner P

K

1+2

[x℄, ist nur der Spalt 1 bzw. nur der Spalt 2 ge

�

o�net, so nennen wir

die Verteilungen P

K

1

[x℄ bzw. P

K

2

[x℄.

Abb.2 zeigt das erwartete Ergebnis:

P [x]1 P [x]2

-a/2 +a/2 -a/2 -a/2+a/2 +a/2

P   [x]1+2
K K K

Abb2.
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Wir sind ni
ht

�

uberras
ht, da�

P

K

1+2

[x℄ = P

K

1

[x℄ + P

K

2

[x℄ (2.1)

gilt.

Ma
hen wir den Strahl d

�

unner und d

�

unner, soda� s
hlie�li
h immer nur ein Sand-

korn unterwegs ist, so wird si
h an den Verteilungen ni
hts

�

andern. Wir k

�

onnen au
h

den Weg jedes Sandkorns auf seiner Bahnkurve verfolgen und werden feststellen, da�

ein Sandkorn entweder dur
h den ersten oder den zweiten Spalt hindur
h
iegt. Stellen

wir mehrere Z

�

ahler auf, so werden wir ein bestimmtes Sandkorn immer nur in einem

bestimmten Z

�

ahler �nden. Dies alles entspri
ht ganz unserer allt

�

agli
hen Erfahrung mit

der Bewegung von Teil
hen.

Als n

�

a
hstes ma
hen wir das glei
he Experiment mit einer elektromagnetis
hen oder

mit einer Wasserwelle.

Sind beide Spalte ge

�

o�net, werden wir ein typis
hes Interferenzmuster beoba
hten,

dargestellt in Abb.3.

P  [x]1+2
W

dAbb.3

Mit d bezei
hnen wir den Abstand der ersten beiden Maxima. S
hlie�en wir den einen

oder anderen Spalt, so vers
hwindet das Interferenzmuster und wir beoba
hten:

P

W

1

[x℄ = P

K

1

[x℄ ; P

W

2

[x℄ = P

K

2

[x℄ (2.2)

P

W

1+2

[x℄ 6= P

W

1

[x℄ + P

W

2

[x℄

Sind beide Spalte ge

�

o�net, so k

�

onnen wir feststellen, da� die Welle den Weg dur
h

beide Spalte �ndet, und da� es die von Spalt 1 und 2 ausgehenden Wellen sind, die zu

der Interferenzers
heinung f

�

uhren (Gustav Robert Kir
hho�, Deuts
hland 1824-1887).

Mehrere Z

�

ahler werden beim Auftreten der Welle glei
hzeitig anspre
hen, die Wellen

werden ni
ht lokalisiert sein. Dies alles entspri
ht ganz unserer tagt

�

agli
hen Erfahrung

mit der Ausbreitung von Wellen.
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Nun wollen wir das Experiment mit einem quantenme
hanis
hen Teil
hen, sagen wir

einem Elektron, dur
hf

�

uhren. Au
h hier werden wir, wenn beide Spalte ge

�

o�net sind,

ein Interferenzbild beoba
hten, wel
hes vers
hwindet, wenn nur einer der beiden Spalte

ge

�

o�net bleibt:

P

Q

1+2

[x℄ = P

W

1+2

[x℄

P

Q

1

[x℄ = P

K

1

[x℄ ; P

Q

2

[x℄ = P

K

2

[x℄ (2.3)

P

Q

1+2

[x℄ 6= P

Q

1

[x℄ + P

Q

2

[x℄

Dabei werden wir jedo
h feststellen, da� ein Elektron immer nur in einem Z

�

ahler

registriert wird. Ist der Strahl so d

�

unn, da� immer nur ein Elektron unterwegs ist, so

wird immer nur ein Z

�

ahler anspre
hen. Wir wissen ni
ht, wel
her es sein wird. Na
h

vielen Elektronen wird jedo
h im zeitli
hen Mittel die angegebene Verteilung auftreten.

Diese Verteilung k

�

onnen wir au
h als Wahrs
heinli
hkeit interpretieren, da� ein Elektron

im Z

�

ahler an der Stelle x registriert wird. Das Elektron und seine elektris
he Ladung

bleibt bei einer Messung streng lokalisiert.

Wie kommt es dabei zu einer Interferenzers
heinung? Wir fragen uns zun

�

a
hst, ob

das Elektron au
h wirkli
h nur dur
h einen Spalt 
iegt, au
h wenn beide ge

�

o�net sind,

wie dies die Lokalisierung des Elektrons bei einer Messung verlangt, oder ob es do
h

eine Bahn dur
h beide Spalte �ndet. Um dies experimentell festzustellen, streuen wir

eine elektromagnetis
he Welle an dem Elektron glei
h hinter der Wand mit den beiden

Spalten, um so den Ort des Elektrons zu bestimmen. Ist die elektromagnetis
he Welle

intensiv und kurzwellig genug, so da� uns dies au
h gelingt, so werden wir feststellen,

da� das Elektron tats

�

a
hli
h entweder dur
h den Spalt eins oder den Spalt zwei ge
ogen

ist. Tragen wir die Verteilung der Teil
hen auf, die dur
h den Spalt eins kamen, obwohl

au
h Spalt zwei ge

�

o�net war, so �nden wir die Verteilung P

Q

1

[x℄, desglei
hen bei Spalt

zwei. Tragen wir die jeweiligen Verteilungen glei
hzeitig auf, jedo
h wissend, da� das

Elektron entweder dur
h den ersten oder zweiten Spalt kam, so �nden wir die Verteilung

P

Q

1

[x℄+P

Q

2

[x℄. Die Interferenzf

�

ahigkeit des Elektrons wurde zerst

�

ort.

Wir k

�

onnen nun versu
hen, den Ein
u� der Messung geringer zu ma
hen, indem wir

zun

�

a
hst die Wellenl

�

ange der elektromagnetis
hen Welle vergr

�

o�ern. Wird diese gr

�

o�er

als der Spaltenabstand a, so k

�

onnen wir den Ort, wo das Elektron dur
h den Spalt

kam, ni
ht mehr au


�

osen, die Interferenz stellt si
h wieder ein, und wir �nden P

Q

1+2

[x℄.

Im

�

Ubergangsberei
h werden wir bei einigen Elektronen den Ort messen k

�

onnen, bei

anderen ni
ht, dementspre
hend �nden wir bei den georteten Elektronen die Verteilung

P

Q

1

[x℄+P

Q

2

[x℄, bei den ni
htgeorteten die Verteilung P

Q

1+2

[x℄.

Wir k

�

onnen den Ein
u� der elektromagnetis
hen Welle au
h verringern, indem wir

die Intensit

�

at des Strahles verkleinern. Bei zu kleiner Intensit

�

at werden wir jedo
h ni
ht

mehr jedes Elektron sehen. Die gesehenen und georteten Elektronen werden die P

Q

1

[x℄+

P

Q

2

[x℄ Verteilung ergeben, die ni
ht gesehenen oder ni
ht georteten die Verteilung P

Q

1+2

[x℄

8



Dies ist nun ein Ph

�

anomen, das mit unserer allt

�

agli
hen Erfahrung

�

uberhaupt ni
ht

mehr

�

ubereinstimmt.

Nun versu
hen wir no
h, den Ort des Elektrons, wo es den Spalt passiert hat, dur
h

eine Impulsmessung im Z

�

ahler festzustellen. Wir messen dabei die x-Komponente des

Impulses im Verh

�

altnis zum Betrag des Impulses, um so den Winkel zu messen, unter

dem das Elektron in den Z

�

ahler ge
ogen ist. Dies wird dur
h Abb.4 deutli
h:

~l

~l

a p
δp

Abb.4

Um feststellen zu k

�

onnen, dur
h wel
hen Spalt das Elektron ge
ogen ist, mu� Æp=p<

a=l sein. Die Uns
h

�

arfe der Impulsmessung mu� demna
h kleiner sein als pa=l:

�p < p

a

l

(2.4)

Nun verwenden wir die Uns
h

�

arferelation (1.1), um �x abzus
h

�

atzen. Wir wollen �x

m

�

ogli
hst klein haben, um die Maxima des Interferenzbildes au


�

osen zu k

�

onnen. Dazu

mu� naturgem

�

a� �x < d sein, wobei d der Abstand der beiden Maxima in Abb.3 ist.

Der Abstand d der beiden Maxima bere
hnet si
h f

�

ur eine Welle zu

d �

�l

a

: (2.5)

Der Gangunters
hied der Welle, die dur
h den Spalt eins kommt zur Welle, die dur
h

den Spalt zwei kommt, mu� gerade � sein, um ein Intensit

�

atsmaximum zu ergeben (siehe

Abb.5).
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a~d/lλ/

 a

d

λ

~l

Abb.5

Aus der Uns
h

�

arferelation folgt unter Ber

�

u
ksi
htigung von (2.4) und (2.5)

�x �

~

2�p

>

~l

2pa

=

~d

2p�

(2.6)

Verwenden wir jetzt no
h die de Broglies
he Beziehung (1.4), so �nden wir

�x > d (2.7)

Das hei�t, messen wir die x-Komponente des Impulses so genau, da� wir Spalt eins und

Spalt zwei in der Flugri
htung unters
heiden k

�

onnen, dann wird infolge der Uns
h

�

arfere-

lation �x so gro�, da� wir keine Interferenz mehr sehen k

�

onnen. Messen wir x so genau,

da� wir die Interferenz sehen k

�

onnen, so wird die Impulsuns
h

�

arfe so gro�, da� es ni
ht

mehr m

�

ogli
h ist zu bestimmen, aus wel
hem Spalt das Elektron kam.

Die Uns
h

�

arferelation zeigt uns also, da� eine genaue Ortung des Elektrons das

Interferenzbild zerst

�

oren mu�.
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3 Versu
h, die bisherigen Erfahrungen mit einer Wellen-

funktion und einer Wellenglei
hung zu bes
hreiben

Es soll nun als gesi
hert gelten, da� ein Teil
hen au
h wellenartige Ph

�

anomene zeigt.

Dementspre
hend versu
hen wir dem Teil
hen eine Wellenfunktion zuzuordnen, und so-

weit als m

�

ogli
h unsere Erfahrung mit der klassis
hen Wellenausbreitung zu nutzen.

Die Wellenfunktion soll demna
h eine komplexwertige Funktion von Raum und Zeit

sein. Um Interferenzers
heinungen zu bes
hreiben, soll f

�

ur diese Wellenfunktion das Su-

perpositionsprinzip gelten. Im Falle der Beugung am Doppelspalt sollte es also eine

Wellenfunktion geben, f

�

ur die gilt:

	

1+2

(x; t) = 	

1

(x; t) + 	

2

(x; t) (3.1)

wobei 	

1

die Wellenfunktion bei ges
hlossenem Spalt 2 und entspre
hend 	

2

die Wel-

lenfunktion bei ges
hlossenem Spalt 1 sein soll. Allgemein sollte mit 	

1

und 	

2

au
h




1

	

1

+ 


2

	

2

, (


1

; 


2

komplexe Zahlen) eine Wellenfunktion f

�

ur das zu bes
hreibende Sy-

stem darstellen. Dies entspri
ht ganz unserer klassis
hen Erfahrung mit Wellenph

�

anome-

nen. Nur sollte jetzt die Wellenfunktion keiner direkten Beoba
htung mehr zug

�

angli
h

sein. Obwohl also 	

1+2

sowohl hinter dem ersten wie dem zweiten Spalt von Null ver-

s
hieden sein kann, bedeutet dies ni
ht, da� wir das Teil
hen glei
hzeitig sowohl hinter

dem ersten als au
h hinter dem zweiten Spalt messen k

�

onnen, wir k

�

onnen es vielmehr

nur mit einer bestimmten Wahrs
heinli
hkeit hinter dem ersten oder hinter dem zweiten

Spalt messen.

Die Wahrs
heinli
hkeit mu� eine positive Zahl sein. Der Absolutbetrag einer kom-

plexen Zahl ist immer positiv. Wir postulieren daher als Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte, das

Teil
hen zur Zeit t am Ort x zu messen f

�

ur eine beliebige Wellenfunktion 	:

�(x; t) = 	

�

(x; t)	(x; t) = j	(x; t)j

2

(3.2)

F

�

ur diese Wahrs
heinli
hkeit gilt si
her ni
ht das Superpositionsprinzip, dies ist im Ein-

klang mit (2.3).

Nun haben wir also einen Ausdru
k f

�

ur die Wahrs
heinli
hkeit, das Teil
hen bei einer

Messung hinter dem ersten oder hinter dem zweiten Spalt zu sehen:

�(x

1

; t) = 	

�

1+2

(x

1

; t)	

1+2

(x

1

; t) (3.3)

�(x

2

; t) = 	

�

1+2

(x

2

; t)	

1+2

(x

2

; t)

wobei x

1

bzw. x

2

der Ort des ersten bzw. des zweiten Spalts ist. Da aber die Messung des

Ortes die Interferenzf

�

ahigkeit des Teil
hens zufolge der Uns
h

�

arferelation zerst

�

oren mu�

wird na
h der Messung des Teil
hens die Wellenfunktion ni
ht mehr 	

1+2

sein k

�

onnen.

Messen wir das Teil
hen am Ort x

1

, so soll infolge der Messung die Wellenfunktion auf
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1

reduziert werden, wobei 
 ein Normierungsfaktor ist, der so gew

�

ahlt werden mu�,

da� die Wahrs
heinli
hkeit, das Teil
hen irgendwo zu �nden, eins bleibt. Somit folgt, da�

beim Auftre�en auf die Z

�

ahlerwand die Verteilung P

Q

1

sein wird; entspre
hendes gilt bei

der Messung des Teil
hens am Ort x

2

. Haben wir keine Messung dur
hgef

�

uhrt, so bleibt

die Wellenfunktion 	

1+2

, sie wird an der Z

�

ahlerwand die Verteilung P

Q

1+2

6= P

Q

1

+P

Q

1

ergeben.

Nun zur Wellenglei
hung. Um die zeitli
he

�

Anderung der Wellenfunktion zu be-

s
hreiben, brau
hen wir eine Wellenglei
hung. Wegen des Superpositionsprinzips f

�

ur die

Wellenfunktion nehmen wir an, da� diese Glei
hung linear in der Wellenfunktion sein

soll. Dann wird mit 	

1

und 	

2

au
h 


1

	

1

+ 


2

	

2

eine L

�

osung der Wellenglei
hung sein.

Um eine spezielle Form dieser Wellenglei
hung zu �nden, greifen wir auf die Plan
k-

s
he und die De Broglies
he Beziehungen (1.1) und (1.4) zur

�

u
k und versu
hen daraus

etwas f

�

ur ein freies Teil
hen zu lernen.

Klassis
h ist die Bahnkurve eines freien Teil
hens eine Gerade, entspre
hend soll die

Wellenfunktion eine ebene Welle sein, wobei die Wellenfront senkre
ht auf die Bewe-

gungsri
htung, also dem Impuls, steht.

	

p;E

= C exp

i(kx�!t)

(3.4)

~k = p ; ~! = E

Die Amplitude C ist willk

�

urli
h. Betra
hten wir die Wahrs
heinli
hkeit (3.2), das Teil-


hen zu einer bestimmten Zeit am Ort x zu �nden, folgt aus (3.2)

�

p

(x; t) = C

�

C; (3.5)

sie ist also von Ort und Zeit unabh

�

angig. Dies ist ni
ht

�

uberras
hend, da es genau das

sagt, was wir infolge der Uns
h

�

arferelation erwartet haben. Da f

�

ur die Wellenfunktion

(3.4) der Impuls genau bekannt ist, �p daher Null ist, mu� �x unendli
h sein. Die

Glei
hung (3.5) sagt uns dementspre
hend, da� die Wahrs
heinli
hkeit, das Teil
hen an

irgendeinem Ort zu �nden,

�

uberall glei
h ist.

Akzeptieren wir (3.4) als die Wellenfunktion eines freien Teil
hens, so folgt unmit-

telbar:

i~

�

�t

	

p;E

= ~!	

p;E

= E	

p;E

(3.6)

�i~r	

p;E

= ~k	

p;E

= p	

p;E

In der Wirkung auf eine Wellenfunktion k

�

onnen wir also folgende Ersetzung dur
hf

�

uhren:

E ! i~

�

�t

(3.7)

p ! �i~r
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Diese Ersetzung bezei
hnen wir als Quantisierungsvors
hrift. Wir k

�

onnen mit dieser

Vors
hrift jeder klassis
hen Funktion von E und p einen Di�erentialoperator zuordnen.

Aus der Beziehung

E =

p

2

2m

(3.8)

wird nun

i~

�

�t

	 = �

~

2

2m

rr	 = �

~

2

2m

�	 (3.9)

Dies ist eine Bewegungsglei
hung f

�

ur ein freies Teil
hen. Ist die Wellenfunktion zu einer

bestimmten Zeit bekannt, so wird sie dur
h die Glei
hung (3.10) f

�

ur alle anderen Zeiten

festgelegt. Der entspre
hende Zusammenhang zwis
hen Frequenz und Wellenzahl

~! =

~

2

2m

k

2

(3.10)

wird als ni
htrelativistis
he Dispersionsbeziehung bezei
hnet und entspri
ht genau den

von de Broglie erfolgrei
h postulierten Welleneigens
haften eines freien Teil
hens.

Erg

�

anzen wir die Quantisierungsvors
hrift (3.4) no
h mit der Regel

x! x ; t! t (3.11)

wie sie aus x	= x	und t	= t	 folgt, so k

�

onnen wir jeder klassis
hen Funktion von

x ; p; t und E einen Di�erentialoperator zuordnen. Aus der Beziehung

E =

p

2

2m

+ V (x; t) (3.12)

wird aufgrund unserer Quantisierungsvors
hriften (3.7) und (3.11)

i~

�

�t

	 =

�

�

~

2

2m

�+ V

�

	 (3.13)

Dies ist die S
hr

�

odingerglei
hung (Erwin S
hr

�

odinger,

�

Osterrei
h, Irland 1887-1961), die

die Physik unseres Jahrhunderts revolutioniert und tiefgreifend ver

�

andert hat.

13



4 Wahrs
heinli
hkeitsstromdi
hte

Als Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte haben wir in (3.2) die Gr

�

o�e

�(x; t) = 	

�

(x; t)	(x; t) (4.1)

postuliert. Nun wollen wir ihre zeitli
he

�

Anderung, die aus der S
hr

�

odingerglei
hung

folgt, untersu
hen und zeigen, da� sie f

�

ur reelles Potential einer Kontinuit

�

atsglei
hung

gen

�

ugt. Dazu werden wir au
h die komplex konjugierte S
hr

�

odingerglei
hung ben

�

otigen:

�i~

�

�t

	

�

=

�

�

~

2

2m

�+ V

�

�

	

�

(4.2)

Bere
hnen wir nun

�

�t

�(x; t) =

�

�

�t

	

�

(x; t)

�

	(x; t) + 	

�

(x; t)

�

�

�t

	(x; t)

�

(4.3)

= +

i~

2m

(	

�

�	� (�	

�

) 	) +

i

~

(V

�

� V )	

�

	

und fordern:

V

�

= V (4.4)

also relles V , so folgt aus (4.3):

�

�t

�(x; t) =

i~

2m

r (	

�

r	� (r	

�

) 	) (4.5)

Wir haben die Kontinuit

�

atsglei
hung f

�

ur die Wahrs
heinli
hkeitsstromdi
hte j hergelei-

tet:

�

�t

�+r

~

j = 0 (4.6)

~

j = �

i~

2m

(	

�

r	� (r	

�

) 	)

Diese Stromdi
hte hat physikalis
h eine sehr ans
hauli
he Bedeutung. Erinnern wir uns

an die Quantisierungsregel (3.7) f

�

ur den Impuls, so enth

�

alt

~

j im wesentli
hen ~v =

1

m

~p,

also den Ges
hwindigkeitsoperator.

Die Kontinuit

�

atsglei
hung ist Ausdru
k f

�

ur den Erhaltungssatz der Wahrs
heinli
h-

keit. Integrieren wir die Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte

�

uber ein endli
hes Volumen V und

verwenden den Gau�s
hen Satz (Karl Friedri
h Gau�, Deuts
hland 1777-1855), so folgt

aus (4.6)

d

dt

Z

V

d

3

x�(x; t) = �

Z

V

d

3

xr

~

j =

Z

F

d

~

F

~

j (4.7)
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wobei F die das Volumen begrenzende Fl

�

a
he ist. Die zeitli
he

�

Anderung der Aufent-

haltswahrs
heinli
hkeit des Teil
hens im Volumen V ist dur
h den dur
h die Ober


�

a
he

des Volumens erfolgten Flu� des Wahrs
heinli
hkeitsstromes gegeben.

Ist das Teil
hen geladen, so identi�zieren wir e� mit der Ladungsdi
hte und e

~

j mit

der elektris
hen Stromdi
hte - jeweils in der quantenme
hanis
hen Wahrs
heinli
hkeits-

interpretation - e ist die Ladung des Teil
hens.

Die Wahrs
heinli
hkeit, die elektris
he Ladung in einem Volumen V zu �nden, ist

dann dur
h

R

V

d

3

x�(x; t) gegeben. Messen wir die Ladung im Volumen, so werden wir,

wenn es si
h um ein Teil
hen handelt, entweder die gesamte Ladung im Volumen V oder

keine Ladung in diesem Volumen �nden.

Die Gr

�

o�e

R

V

d

3

x�(x; t) gibt die Wahrs
heinli
hkeit an, die Ladung im Volumen zu

�nden. Da die Ladung f

�

ur ein Teil
hen, das ni
ht irgendwie ins Unendli
he vers
hwinden

soll, irgendwo sein mu� , m

�

ussen wir die Normierungsbedingung

Z

d

3

x�(x; t) = 1 (4.8)

fordern. Das hei�t, die Wellenfunktion 	(x; t) soll quadratintegrierbar sein, 	(x; t)

geh

�

ort also zu L

2

, dem Raum der quadratintegrierbaren Funktionen.

2

:

Z

d

3

x	

�

	 = 1 (4.9)

Bei Integralen ohne Angabe des Volumens ist

�

uber den gesamten Raum zu integrieren.

Man wird nat

�

urli
h fragen, aus wel
her Symmetrie der Erhaltungssatz (4.6) folgt.

Sp

�

ater werden wir sehen, da� er aus der Invarianz der S
hr

�

odingerglei
hung unter einer

Phasentransformation

	

0

(x; t) = e

i�

	(x; t) (4.10)

hergeleitet werden kann, � ist hier eine beliebige reelle Konstante, so da� au
h die

Normierungsbedingung (4.9) invariant bleibt.

2

Siehe die Diskussion in Theoretis
he Me
hanik, Kap.17,23,

http://www.theorie.physik.uni-muen
hen.de/~wess
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5 Erwartungswerte

Die Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte, ein Teil
hen zur Zeit t am Ort x zu �nden, ist

�(x; t) = 	

�

(x; t)	(x; t) (5.1)

Daraus ergibt si
h ein Mittelwert f

�

ur die Messung der Ortskoordinate:

hx(t)i

	

=

Z

d

3

xx�(x; t) =

Z

d

3

x	

�

(x; t)x	(x; t) (5.2)

Diesen Mittelwert bezei
hnen wir au
h als Erwartungswert. Es ist dies der im Mittel bei

einer Ortsmessung zu erwartende Wert.

F

�

ur eine physikalis
he Interpretation unseres quantenme
hanis
hen Formalismus'

werden wir na
h einem Erwartungswert f

�

ur alle zu beoba
htenden dynamis
hen Gr

�

o�en,

die wir Observable nennen werden, fragen.

Wir stellen diese Frage zun

�

a
hst f

�

ur den Impuls und gehen von der

�

Uberlegung aus,

da� na
h de Broglie eine ebene Welle den Zustand eines Teil
hens mit festem Impuls

repr

�

asentiert. In diesem Zustand sollte demna
h die Wahrs
heinli
hkeit, den entspre-


henden Impuls zu messen, glei
h eins sein.

Im allgemeinen werden wir es mit

�

Uberlagerungen von ebenen Wellen zu tun haben.

	(x) =

1

(2�)

3

2

Z

d

3

kC(k)e

ikx

(5.3)

Die Wahrs
heinli
hkeitsverteilung des Impulses wird si
her von den KoeÆzienten C(k)

abh

�

angen.

Wir erinnern uns nun daran, da� (5.2) genau eine Fouriertransformation

3

darstellt,

f

�

ur die au
h gilt

C(k) =

1

(2�)

3

2

Z

d

3

x	(x)e

�ikx

(5.4)

falls 	 quadratintegrierbar ist.

Glei
hzeitig gilt:

Z

d

3

x	

�

(x)	(x) =

Z

d

3

kC

�

(k)C(k) (5.5)

Es ist nun mehr als naheliegend, C

�

(k)C(k) als Wahrs
heinli
hkeitdi
hte f

�

ur den Impuls

p=~k zu de�nieren. Daraus ergibt si
h

hpi

C

=

Z

d

3

xC

�

(k)~kC(k) (5.6)

3

Siehe die Diskussion in Theoretis
he Me
hanik, Kap.17,

http://www.theorie.physik.uni-muen
hen.de/~wess
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Setzen wir C(k) aus (5.4) ein, dann �nden wir den Erwartungswert des Impulses f

�

ur

eine bestimmte Wellenfunktion 	(x):

hpi

	

=

1

(2�)

3

Z

d

3

k d

3

x d

3

y e

iky

	

�

(y)~ke

�ikx

	(x) (5.7)

Wir k

�

onnen nun im Integral ~ke

�ikx

ersetzen dur
h:

~ke

�ikx

= i~re

�ikx

(5.8)

Die Ableitung der Exponentialfunktion k

�

onnen wir dur
h partielle Integration zu ei-

ner Ableitung von  umformen. Der Beitrag vom Rand f

�

allt dabei weg, da 	(x) im

Unendli
hen vers
hwindet. Wir �nden:

hpi

	

=

Z

1

(2�)

3

d

3

k e

ik(y�x)

d

3

x d

3

y	

�

(y) (�i~r	(x)) (5.9)

Die k Integration ergibt eine Æ-Funktion, die wiederum die Integration

�

uber y erlaubt:

hpi

	

=

Z

d

3

x	

�

(x) (�i~r) 	(x) (5.10)

oder, f

�

ur zeitabh

�

angige Wellenfunktionen:

hp(t)i

	

=

Z

d

3

x	

�

(x; t) (�i~r) 	(x; t) (5.11)

Um den Erwartungswert des Impulses zu bilden, m

�

ussen wir den dur
h die Quantisie-

rungsvors
hriften (3.7) bestimmten Di�erentialoperator zwis
hen den Wellenfunktionen

einsetzen.

Verglei
hen wir dies mit (4.6), so sehen wir, da� die Wahrs
heinli
hkeitsstromdi
hte

au
h als Erwartungswert der Ges
hwindigkeit v=

1

m

p interpretiert werden kann.

Wir sind nun in der Lage, den Erwartungswert einer beliebigen Funktion von Koor-

dinaten und Impulsen zu bilden.

hF i

	

=

Z

d

3

x	

�

(x; t)F (x;�i~r)	(x; t) (5.12)

Zu bea
hten ist, da� unters
hiedli
he Anordnungen der Reihenfolge x und p zu

unters
hiedli
hen Di�erentialoperatoren f

�

uhren. Als einfa
hstes Beispiel betra
hten wir

das Produkt x � p

x

. Na
h unserer Quantisierungsvors
hrift erhalten wir

xp

x

= x

�

�i~

�

�x

�

(5.13)
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w

�

ahrend wir f

�

ur p

x

� x na
h der Leibnizregel (Gottfried Wilhelm Leibniz, Deuts
hland

1646-1716)

p

x

x =

�

�i~

�

�x

�

x = �i~+ x

�

�i~

�

�x

�

(5.14)

erhalten. Impuls und Koordinaten vertaus
hen ni
ht! Die Formeln (5.13) und (5.14)

k

�

onnen au
h in der Relation

xp

x

� p

x

x = i~ (5.15)

zusammengefa�t werden.

F

�

ur den Ausdru
k der Energie (3.12) ergibt si
h dabei kein Problem, wir �nden

hEi

	

=

Z

d

3

x	

�

(x; t)

�

�

~

2

2m

�+ V (x; t)

�

	(x; t) (5.16)
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6 Adjungierte und hermitis
he Operatoren

Allgemein werden wir erwarten, da� messbare Gr

�

o�en reelle Erwartungswerte besitzen.

Aus (5.13) folgt daraus:

hF i

	

=

Z

d

3

x	

�

(F	) = hF i

�

	

=

Z

d

3

x (F	)

�

	 (6.1)

Es sollte also f

�

urWellenfunktionen, f

�

ur die wir den Erwartungswert von F bilden k

�

onnen,

Z

d

3

x	

�

(F	) =

Z

d

3

x (F	)

�

	 (6.2)

gelten. Nun bilden wir Superpositionen von zwei sol
hen Wellenfunktionen:

	

I

= 	

1

+	

2

	

II

= 	

1

+ i	

2

(6.3)

Aus (6.2) folgt f

�

ur 	

I

:

Z

d

3

x	

�

1

F	

2

+

Z

d

3

x	

�

2

F	

1

=

Z

d

3

x (F	

1

)

�

	

2

+

Z

d

3

x (F	

2

)

�

	

1

(6.4)

und f

�

ur 	

II

:

Z

d

3

x	

�

1

F	

2

�

Z

d

3

x	

�

2

F	

1

=

Z

d

3

x (F	

1

)

�

	

2

�

Z

d

3

x (F	

2

)

�

	

1

(6.5)

Dies ergibt:

Z

d

3

x	

�

1

F	

2

=

Z

d

3

x (F	

1

)

�

	

2

(6.6)

f

�

ur beliebige Wellenfunktionen 	

1

;	

2

, f

�

ur die das Integral (6.6) existiert.

Dies ist eine Bedingung an den Di�erentialoperator F . Operatoren, die dieser Be-

dingung gen

�

ugen, nennt man hermitis
h.

Observable, also Di�erentialoperatoren, die wir mit einer Messung in Verbindung

bringen k

�

onnen, m

�

ussen demna
h hermitis
h sein. Dann sind ihre Erwartungswerte au
h

reell, sofern die Integrale (6.1) existieren.

Den Operator H, der si
h na
h den Quantisierungsvors
hriften aus der Hamilton-

funktion ergibt, nennen wir Hamiltonoperator:

H =

�~

2

2m

�+ V (6.7)

F

�

ur reelles V ist H hermitis
h. Um dies zu zeigen, m

�

ussen wir nur no
h wissen, da� der

Lapla
eoperator (Pierre Simon Lapla
e, Frankrei
h 1749-1827) ein hermitis
her Opera-

tor ist. Nun gilt aber:

	

�

1

(�	

2

)� (�	

�

1

)	

2

=r (	

�

1

(r	

2

)� (r	

�

1

)	

2

) (6.8)
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Integrieren wir (6.8) und nehmen an, da� die Wellenfunktionen 	

1

und 	

2

im Unendli-


hen s
hnell genug vers
hwinden, dann folgt:

Z

d

3

x	

�

1

�	

2

=

Z

d

3

x (�	

�

1

)	

2

=

Z

d

3

x (�	

1

)

�

	

2

(6.9)

Ebenso ist der Ortsoperator x und der Impulsoperator �i~r hermitis
h:

Z

d

3

x	

�

x	 =

Z

d

3

x (x	)

�

	 (6.10)

Z

d

3

x	

�

(�i~r)	 =

Z

d

3

x (�i~r	)

�

	

Der Vorzei
henwe
hsel bei der partiellen Integration wird dur
h den Vorzei
henwe
hsel

beim komplex Konjugieren kompensiert. Der Operator r w

�

are ni
ht hermitis
h.

Wirkt ein Di�erentialoperator F auf eineWellenfunktion 	

2

, so kann man im Integral

Z

d

3

x	

�

1

F	

2

(6.11)

dur
h partielle Integration F au
h zu einem Operator, der auf 	

1

wirkt, umformen:

Z

d

3

x	

�

1

F	

2

=

Z

d

3

x (F

y

	

1

)

�

	

2

(6.12)

Der so entstandene Operator F

y

hei�t der zu F adjungierte Operator. Es ist lei
ht zu

sehen, da�

Z

d

3

x	

�

1

F

y

	

2

=

Z

d

3

x (F	

1

)

�

	

2

(6.13)

gilt, sowie:

Z

d

3

x	

�

1

FG	

2

=

Z

d

3

x (G

y

F

y

	

1

)

�

	

2

(6.14)

Alle diese Beispiele sind nat

�

urli
h nur sinnvoll, wenn die entspre
henden Integrale au
h

existieren. Dies wird ni
ht immer der Fall sein, obwohl 	

1

und 	

2

quadratintegrierbar

sind. Man denke etwa an einen Operator x

n

, der das Konvergenzverhalten der Integrale

stark ver

�

andert.

Der De�nitionsberei
h des Operators F mu� demna
h so einges
hr

�

ankt werden, da�

F	 quadratintegrierbar ist. Der De�nitionsberei
h des Operators F

y

wird si
h im all-

gemeinen vom De�nitionsberei
h des Operators F unters
heiden, er wird gr

�

o�er als der

De�nitionsberei
h des Operators F sein.

Ist ein Operator hermitis
h, dann ist unter dem Integral F

y

glei
h F . Als Operatoren

wollen wir sie aber nur dann als glei
h bezei
hnen, wenn au
h ihr De�nitionsberei
h

�

ubereinstimmt. Gilt in diesem Sinne

F

y

= F (6.15)
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und ist der De�nitionsberei
h di
ht in L

2

, dann nennen wir den Operator selbstadjun-

giert. Gilt nur

(F

y

)

y

= F

y

(6.16)

mit di
htem De�nitionsberei
h, dann nennen wir den Operator wesentli
h selbstadjun-

giert.
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7 Zeitli
he

�

Anderung von Erwartungswerten

Die S
hr

�

odingerglei
hung erlaubt es, die zeitli
he

�

Anderung der Wellenfunktion und da-

mit au
h der Erwartungswerte zu bere
hnen. Wir wollen nun zeigen, da� die zeitli
hen

�

Anderungen der Erwartungswerte eine Form annehmen, die an die klassis
hen Bewe-

gungsglei
hungen erinnert.

Wir beginnen mit der zeitli
hen

�

Anderung des Erwartungswertes des Ortes:

d

dt

hxi

	

=

Z

d

3

x

n

_

	

�

x	+	

�

x

_

	

�

o

(7.1)

Die Zeitableitung der Wellenfunktion haben wir mit

_

	 bezei
hnet. Aus der S
hr

�

odin-

gerglei
hung folgt nun

d

dt

hxi

	

=

i

~

Z

d

3

x f(H	

�

)x	�	

�

xH	g (7.2)

Nun verwenden wir, da� H	

�

=(H	)

�

und H ein hermitis
her Di�erentialoperator ist.

Dann folgt aus (7.2)

d

dt

hxi

	

=

i

~

Z

d

3

x	

�

(Hx� xH)	 (7.3)

Zur Bere
hnung der zeitli
hen

�

Anderung des Erwartungswertes des Ortes m

�

ussen wir

demna
h den Ausdru
k

Hx� xH (7.4)

auswerten. Wir setzen f

�

ur H (3.12) ein und erhalten:

�

�

~

2

2m

�+ V

�

x� x

�

�

~

2

2m

�+ V

�

= �

~

2

2m

(�x� x�) (7.5)

was wiederum lei
ht auszure
hnen ist:

�x

l

= �

k

�

k

x

l

= �

k

n

Æ

l

k

+ x

l

�

k

o

= 2�

l

+ x

l

� (7.6)

Wir erhalten also, wenn wir dies in (7.3) einsetzen:

d

dt

hxi

	

= �

i~

m

Z

d

3

x	

�

r	

=

1

m

hpi

	

(7.7)

Dies erinnert an die klassis
he Glei
hung v=

1

m

p.

22



Nun bere
hnen wir die zeitli
he

�

Anderung des Erwartungswertes des Impulses:

d

dt

hpi

	

=

Z

d

3

x

n

_

	

�

(�i~r	) + 	

�

(�i~r

_

	)

o

=

i

~

Z

d

3

x fH	

�

(�i~r	)�	

�

(�i~rH	)g (7.8)

Na
h einer analogen Umformung, die von (7.2) zu (7.3) gef

�

uhrt hat, sehen wir, da� wir

den Ausdru
k

Hr�rH (7.9)

auszuwerten haben. Dies ergibt dur
h Einsetzen von (3.12):

Hr�rH = �rV (7.10)

Aus (7.8) folgt

d

dt

hpi

	

= h�rV i

	

(7.11)

Diese Glei
hung erinnert an die Newtons
he Bewegungsglei
hung.

Die Glei
hungen (7.7) und (7.11) werden als Ehrenfests
hes Theorem bezei
hnet

(Paul Ehrenfest,

�

Osterrei
h 1880-1933). Dieses besagt, da� die klassis
hen Glei
hungen

f

�

ur die Mittelwerte gelten:

d

dt

hxi

	

= h

1

m

pi

	

d

dt

hpi

	

= h�rV i

	

(7.12)

Nun wollen wir no
h die zeitli
he

�

Anderung des Erwartungswertes einer beliebigen

Observablen bere
hnen.

d

dt

hF i

	

=

Z

d

3

x

n

_

	

�

F	+	

�

F

_

	

o

+ h

�F

�t

i

	

(7.13)

=

i

~

Z

d

3

x fH	

�

F	�	

�

FH	g+ h

�F

�t

i

	

=

i

~

Z

d

3

x	

�

fHF � FHg	+ h

�F

�t

i

	

=

i

~

hHF � FHi

	

+ h

�F

�t

i

	

Die Re
hens
hritte folgen genau dem Weg, dem wir f

�

ur die Orts- und Impulsobservable

vorgezei
hnet haben, sie k

�

onnen lei
ht na
hvollzogen werden.
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Der Ausdru
k (7.13) kann nun mit der Poissons
hen Formulierung der Bewegungs-

glei
hungen der klassis
hen Me
hanik vergli
hen werden

4

.

_

F = ff;Hg+

�F

�t

(7.14)

Es liegt nahe, au
h f

�

ur Di�erentialoperatoren eine Klammer zu de�nieren:

[F;H℄ = FH �HF (7.15)

Wir bezei
hnen diese Klammer als Kommutator der Di�erentialoperatoren F und H.

Der Kommutator gen

�

ugt denselben abstrakten Re
henregeln wie die Poissonklammer

(Theor. Me
hanik, 33.10):

[F;G℄ = �[G;F ℄

[


1

F

1

+ 


2

F

2

; G℄ = 


1

[F

1

; G℄ + 


2

[F

2

; G℄ 


1

; 


2

� C

[FG;H℄ = F [G;H℄ + [FH;G℄ (7.16)

sowie der Ja
obiidentit

�

at (Theor. Me
hanik, 33.11) (Carl Gustav Ja
obi, Deuts
hland

1804-1851).

[A; [B;C℄℄ + [B; [C;A℄℄ + [C; [A;B℄℄ = 0 (7.17)

Dies ist dur
h explizites Re
hnen lei
ht na
hweisbar. Wir

�

uberpr

�

ufen die letzte Identit

�

at

in (7.16):

[FG;H℄ = FGH �HFG

= F (GH �HG) + FHG�HFG

= F [G;H℄ + [F;H℄G (7.18)

In der Glei
hung (5.15) haben wir den Kommutator der Orts- und Impulsvariablen

bere
hnet.

h

x

l

; p

k

i

= i~Æ

l

k

(7.19)

Dies sind die ber

�

uhmten Heisenbergs
hen kanonis
hen Vertaus
hungsrelationen, sie er-

innern an die Poissonklammern der kanonis
hen Variablen.

4

Siehe die Diskussion in Theoretis
he Me
hanik, Kap.33,

http://www.theorie.physik.uni-muen
hen.de/~wess
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8 S
hwankungsquadrate und die Heisenbergs
he Uns
h

�

arfe-

relation

Wir wissen nun, wie wir Erwartungswerte dynamis
her Variablen bere
hnen k

�

onnen. Ein

Ma� f

�

ur die mittlere Abwei
hung einer Messung vom Mittelwert ist na
h Gau� dur
h

das S
hwankungsquadrat de�niert.

F

�

ur die Koordinaten:

(�x)

2

	

=




(x� hxi)

2

i

�

	

= hx

2

i

	

� hxi

2

	

(8.1)

und ebenso f

�

ur den Impuls:

(�p)

2

	

=




(p� hpi)

2

i

�

	

= hp

2

i

	

� hpi

2

	

(8.2)

Die Mittelwerte werden hier gem

�

a� unserer De�nition (5.12) gebildet.

Bevor wir uns der Heisenbergs
hen Uns
h

�

arferelation (1.6) zuwenden, wollen wir die

mathematis
he Struktur unserer bisher entwi
kelten quantenme
hanis
hen Formalismen

etwas n

�

aher ansehen.

Das Superpositionsprinzip (3.1) entspri
ht der De�nition eines linearen Raumes. Die

Wellenfunktionen sind Elemente dieses Raumes, und mit 	

1

;	

2

ist au
h




1

	

1

+ 


2

	

2

(


1

; 


2

� C ) ein Element dieses Raumes. Die

�

ubli
hen Re
henregeln eines

linearen Raumes sind unmittelbar einsi
htig. Dementspre
hend werden wir die Wellen-

funktion in Zukunft au
h Zustandsfunktion oder Zustandsvektor nennen. Zustandsfunk-

tion deshalb, weil sie den Zustand eines physikalis
hen Systems bes
hreibt und si
h aus

ihr die Erwartungswerte physikalis
her Observablen bere
hnen lassen. Zustandsvektor

weist darauf hin, da� sie Vektoren in einem linearen Raum sind.

Auf diesem linearen Raum ist in nat

�

urli
her Weise ein Skalarprodukt de�niert. F

�

ur

dieses Skalarprodukt werden wir die Bezei
hnung h	;�i:

h	;�i =

Z

d

3

x	

�

� (8.3)

einf

�

uhren. Dieses Skalarprodukt ist linear in � und antilinear in 	:

h	; 


1

�

1

+ 


2

�

2

i = 


1

h	;�

1

i+ 


2

h	;�

2

i

h


1

	

1

+ 


2

	

2

;�i = 


�

1

h	

1

;�i+ 


�

2

h	

1

;�i (8.4)

Die

�

ubli
hen Eigens
haften eines Skalarproduktes und der daraus gebildeten Norm sind

unmittelbar einsi
htig.

Norm:

k	k

2

= h	;	i � 0 (8.5)
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Die Norm einer Wellenfunktion ist genau dann Null, wenn die Wellenfunktion Null ist.

Trotz der abstrakten S
hreibweise f

�

ur das Skalarprodukt und die Norm denken wir

dabei immer an die De�nition dur
h das Integral (8.3). Diese De�nition des Skalar-

produktes erf

�

ullt alle Bedingungen, die es uns erlauben, von einem Hilbertraum zu

spre
hen. Es ist dies der Hilbertraum der quadratintegrierbaren Funktionen L

2

, den

wir s
hon mehrmals erw

�

ahnt haben. (David Hilbert, Deuts
hland 1862-1943). In diesem

Abs
hnitt wollen wir diese Fragestellung ni
ht vertiefen.

Wir wollen jedo
h eine wi
htige Unglei
hung f

�

ur das Skalarprodukt, die Cau
hy-

S
hwarzs
he Unglei
hung, beweisen, die uns direkt zur Heisenbergs
hen Uns
h

�

arferela-

tion f

�

uhren wird (Louis Augustin Cau
hy, Frankrei
h 1789-1857), (Hermann Amandus

S
hwarz, Deuts
hland 1843-1921). Diese Unglei
hung lautet:

jh	;�ij

2

� k�k

2

k	k

2

(8.6)

Wir nehmen nun an, da� � 6=0 sei, da (8.6) sonst trivial w

�

are, und beweisen (8.6). Dazu

betra
hten wir die Wellenfunktion

� = 	�

h�;	i

h�;�i

� (8.7)

Sie steht senkre
ht auf �:

h�; �i = h�;	i �

h�;	i

h�;�i

h�;�i = 0 (8.8)

Wie f

�

ur alle Zustandsvektoren gilt au
h f

�

ur �:

h�; �i � 0 (8.9)

Wir setzen (8.7) in (8.9) ein und ber

�

u
ksi
htigen (8.8):

�

	�

h�;	i

h�;�i

�;	�

h�;	i

h�;�i

�

�

=

�

	;	�

h�;	i

h�;�i

�

�

� 0 (8.10)

Dies ergibt unmittelbar (8.6), wenn wir mit h�;�i multiplizieren:

h	;	ih�;�i � h�;	ih	;�i � 0 (8.11)

Dies ist identis
h mit (8.6), da f

�

ur alle Wellenfunktionen

h�;	i = h	;�i

�

(8.12)

gilt. Dies folgt unmittelbar aus der De�nition (8.3).
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Die Eigens
haft (6.6) eines Di�erentialoperators, sagen wir

^

A, hermitis
h zu sein,

hat in unserer neuen S
hreibweise eine einfa
he Form:

Z

d

3

x	

�

^

A� =

Z

d

3

x (

^

A	)

�

�

h	;

^

A�i = h

^

A	;�i (8.13)

Dies verwenden wir, um das S
hwankungsquadrat eines hermitis
hen Operators

^

A als

Norm eines Vektors zu s
hreiben. Dazu ber

�

u
ksi
htigen wir, da� mit

^

A au
h

^

A�h

^

Ai ein

hermitis
her Operator ist.

(�

^

A)

2

	

=

D

(

^

A��

^

A)

2

E

	

=

D

	; (

^

A��

^

A)

2

	

E

=

D

(

^

A��

^

A)	; (

^

A��

^

A)	

E

(8.14)

Nun zur Uns
h

�

arferelation.Um die Re
hnung

�

ubersi
htli
h zu ma
hen, f

�

uhren wir

zun

�

a
hst die Bezei
hnung

x� hxi

	

= A ; p� hpi

	

= B (8.15)

ein. Wir werden von nun an nur no
h davon Gebrau
h ma
hen, da� A und B hermitis
he

Operatoren sind.

Das Produkt der S
hwankungsquadrate (�x)

2

	

(�p)

2

	

formen wir gem

�

a� (8.14) um

und erhalten:

(�x)

2

	

(�p)

2

	

= hA	; A	ihB	; B	i (8.16)

In dieser Form bietet si
h die Cau
hy-S
hwarzs
he Unglei
hung f

�

ur die folgende Abs
h

�

atzung

an:

hA	; A	ihB	; B	i � jhA	; B	ij

2

(8.17)

Nun bedarf es no
h einiger Umformungen an jhA	; B	ij

2

. Wir beginnen mit

hA	; B	i = h	; AB	i =

�

	;

�

1

2

(AB �BA) +

1

2

(AB +BA)

�

	

�

(8.18)

Den Kommutator der Operatoren A;B haben wir bereits in (7.15) mit einer Klammer

bezei
hnet:

[A;B℄ = AB �BA (8.19)

Dasselbe tun wir no
h mit dem Antikommutator. Wiederum vereinfa
ht si
h die S
heib-

weise von (8.18), ohne da� wir wirkli
h etwas bere
hnet h

�

atten:

hA	; B	i =

1

2

D

	; ([A;B℄ + fA;Bg) 	

E

=

1

2

�

h	; [A;B℄	i + h	; fA;Bg	i

�

(8.20)
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Desglei
hen �nden wir:

hB	; A	i =

1

2

D

	; ([B;A℄ + fB;Ag) 	

E

=

1

2

D

	; (�[A;B℄ + fA;Bg) 	

E

=

1

2

�

� h	; [A;B℄	i+ h	; fA;Bg	i

�

(8.21)

Dies deshalb, weil der Kommutator antisymmetris
h und der Antikommutator symme-

tris
h ist.

Nun zur

�

u
k zu (8.17).

jhA	; B	ij

2

= hA	; B	ihA	; B	i

�

= hA	; B	ihB	; A	i (8.22)

Dies wegen (8.12). Nun verwenden wir (8.20) und (8.21):

jhA	; B	ij

2

=

1

4

�

h	; [A;B℄	i+ h	; fA;Bg	i

��

h	; fA;Bg	i � h	; [A;B℄	i

�

=

1

4

�

h	; fA;Bg	i

2

� h	; [A;B℄	i

2

�

(8.23)

Nun zeigen wir no
h, da� h	; fA;Bg	i

2

positiv und h	; [A;B℄	i

2

negativ ist. Dazu

verwenden wir die Eigens
haft (8.13) hermitis
her Operatoren.

h	; AB	i = hA	; B	i = hBA	;	i (8.24)

Die Reihenfolge der Operatoren AB hat si
h umgedreht. Deshalb gilt f

�

ur den Antikom-

mutator:

h	; fA;Bg	i = hfA;Bg	;	i (8.25)

und f

�

ur den Kommutator:

h	; [A;B℄	i = �h[A;B℄	;	i (8.26)

Es ist also

h	; fA;Bg	i

2

= h	; fA;Bg	ihfA;Bg	;	i = jh	; fA;Bg	ij

2

(8.27)

und desglei
hen

h	; [A;B℄	i

2

= �jh	; [A;B℄	ij

2

(8.28)

Setzen wir dies in (8.23) ein, so erhalten wir:

jhA	; B	ij

2

=

1

4

�

jh	; fA;Bg	ij

2

+ jh	; [A;B℄	ij

2

�

(8.29)
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und damit gilt si
her

jhA	; B	ij

2

�

1

4

jh	; [A;B℄	ij

2

(8.30)

da wir ja nur einen positiven Term weggelassen haben.

Kombinieren wir dies mit (8.17), so erhalten wir:

hA	; A	ihB	; B	i �

1

4

jh	; [A;B℄	ij

2

(8.31)

H

�

atten wir mit beliebigen Operatoren

^

A;

^

B begonnen und wie folgt de�niert:

A =

^

A� h

^

Ai

	

; B =

^

B � h

^

Bi

	

(8.32)

so h

�

atten wir die allgemeine Uns
h

�

arferelation

h�

^

Ai

2

	

h�

^

Bi

2

	

�

1

4

jh	; [

^

A;

^

B℄	ij

2

(8.33)

erhalten. Auf der re
hten Seite konnten wir den Kommutator von

^

A und

^

B s
hreiben,

da

[A;B℄ = [

^

A� h

^

Ai

	

;

^

B � h

^

Bi

	

℄ = [

^

A;

^

B℄ (8.34)

gilt. h

^

Ai

	

und h

^

Bi

	

sind ja Zahlen, die mit allen Operatoren vertaus
hen.

Um zur Heisenbergs
hen Uns
h

�

arferelation zu gelangen, setzen wir in (8.34) f

�

ur die

Operatoren

^

A;

^

B die Operatoren x und p ein. Deren Kommutator haben wir s
hon in

(7.19) bere
hnet:

[x; p℄ = i~ (8.35)

Aus (8.34) folgt nun f

�

ur normierte Wellenfunktionen 	:

(�x)

2

	

(�y)

2

	

�

1

4

~

2

(8.36)

Die re
hte Seite ist in diesem besonderen Fall unabh

�

angig von der Wellenfunktion 	,

somit haben wir die Uns
h

�

arferelation (1.6) in unserem Formalismus wiedergefunden:

(�x)

	

(�y)

	

�

1

2

~ (8.37)

Wir haben also gezeigt, da� die Bes
hreibungsweise quantenme
hanis
her Systeme,

wie wir sie in Kapitel 3 und 4 formuliert haben, die Heisenbergs
he Uns
h

�

arferelation

bedingt. Desglei
hen wissen wir, da� die Plan
ks
he Beziehung und die de Broglies
he

Beziehung in dieser Bes
hreibungsweise erf

�

ullt sind. Wir haben also eine Bes
hreibungs-

weise formuliert, die der quantenme
hanis
hen Erfahrung, wie wir sie in den ersten

beiden Kapiteln in abstrahierter Form pr

�

asentiert haben, entspri
ht.

Im folgenden m

�

ussen wir uns um detailliertere Konsequenzen dieser quantenme
ha-

nis
hen Bes
hreibung bem

�

uhen und zeigen, da� sie mit den experimentellen Erfahrungen

dann au
h im Detail

�

ubereinstimmt.
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9 Das Minimale Wellenpaket

Die Heisenbergs
he Uns
h

�

arferelation

�p�x �

~

2

(9.1)

gilt unabh

�

angig von der jeweiligenWellenfunktion.Wir haben sie aufgrund von Abs
h

�

atzun-

gen hergeleitet. Hier stellen wir die Frage, ob es Wellenfunktionen 	 gibt, f

�

ur die in (9.1)

das Glei
hheitzsei
hen gilt. Wir werden sehen, da� es sie gibt, es sind die Gau�s
hen

Glo
kenfunktionen. Damit ist dann au
h gezeigt, da� die Abs
h

�

atzung (9.1) ni
ht ver-

bessert werden kann.

Bei der Abs
h

�

atzung im vorhergehenden Kapitel haben wir zun

�

a
hst na
h sol
hen

Funktionen zu fragen, f

�

ur die in der Cau
hy-S
hwarzs
hen Unglei
hung (8.6) das Glei
h-

heitszei
hen gilt. Dies wird genau dann der Fall sein, wenn die Funktion

� = 	�

h�;	i

h�;�i

� (9.2)

vers
hwindet, genau dann ist h�; �i=0. Es ist klar, da� �=0 lineare Abh

�

angigkeit der

Funktionen 	 und � bedingt. Wir zeigen, da� dies au
h ausrei
ht. Es gelte

	 = �� (9.3)

dann folgt

� = ��� �

h�;�i

h�;�i

� = 0 (9.4)

In der Notation von (8.9) bedeutet dies:

B	 = �A	 (9.5)

oder

�

�i~

d

dx

� hpi

�

	 = � (x� hxi) 	 (9.6)

Diese Di�erentialglei
hungs ist lei
ht zu l

�

osen:

	 � e

i�

~

(

1

2

x

2

�hxix

)

+

i

~

hpix

(9.7)

Wir erg

�

anzen im Exponenten das Quadrat und lassen den Beitrag weg, der nur die

Normierung

�

andert.

	 � e

i�

~2

(x�hxi)

2

+

i

~

hpix

(9.8)
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Bei der Abs
h

�

atzung im vorhergehenden Kapitel haben wir au�erdem au
h no
h den

Ausdru
k

h	; fA;Bg	i = h	; (AB +BA)	i = 0 (9.9)

verna
hl

�

assigt. Damit in der Relation (8.37) das Glei
hheitszei
hen gilt, mu�

h	; (AB +BA)	i = 0 (9.10)

sein. Da A und B hermitis
he Operatoren sind, k

�

onnen wir diese Bedingung wie folgt

umformen:

h	; AB	)i = �hB	; A	i (9.11)

Wir kombinieren dies mit (9.5) und erhalten:

��h	; A

2

	i = h�A	; A	i = �

�

h	; A

2

	i (9.12)

wir �nden die Bedingung

�

�

= �� (9.13)

� mu� demna
h rein imagin

�

ar sein. Um normierbare Wellenfunktionen zu erhalten, mu�

der Imagin

�

arteil von � positiv sein.

Wir erhalten aus (9.8):

	 =

�

j�j

~�

�

1

4

e

�

1

~

j�j

2

(x�hxi)

2

+

i

~

hpix

(9.14)

Den Normierungsfaktor haben wir so gew

�

ahlt, da�

Z

d

3

x	

�

	 = 1 (9.15)

gilt. Dabei haben wir das Gau�s
he Integral:

5

Z

d

3

x e

�ax

2

=

r

�

a

(9.16)

verwendet. Di�erenzieren wir die re
hte und die linke Seite na
h a, so erhalten wir

Z

d

3

xx

2

e

�ax

2

=

1

2

r

�

a

3

(9.17)

Dies ma
ht es uns lei
ht, das S
hwankungsquadrat von x f

�

ur die Wellenfunktion (9.14)

zu bere
hnen:

(�x)

2

=

1

2

~

j�j

(9.18)

5

Siehe die Diskussion in Theoretis
he Me
hanik, Kap.17,

http://www.theorie.physik.uni-muen
hen.de/~wess
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wir k

�

onnen also j�j in (9.14) dur
h (�x)

2

ersetzen und �nden das Ergebnis:

	 = (2�(�x)

2

)

�

1

4

e

�

1

4(�x)

2

(x�hxi)

2

+

ihpi

~

x

(9.19)

Dies ist eine Gau�s
he Glo
kenfunktion. Genau f

�

ur diese Funktion gilt das Glei
h-

heitszei
hen in der Heisenbergs
hen Uns
h

�

arferelation. Die Funktion (??) werden wir

als Gau�s
hes Wellenpaket bezei
hnen.
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10 Impuls und Ortseigenfunktionen

Wie f

�

ur endli
hdimensionale Matritzen formulieren wir au
h f

�

ur lineare Di�erentialope-

ratoren ein Eigenwertproblem. A sei ein linearer Operator, dann ist

A	

a

= a	

a

(10.1)

eine Eigenwertglei
hung. Die eventuell komplexe Zahl a hei�t Eigenwert des Operators

a, und 	

a

ist die dazugeh

�

orige Eigenfunktion. Das mathematis
he Problem besteht nun

darin herauszu�nden, f

�

ur wel
he Di�erentialoperatoren und f

�

ur wel
he a einigerma�en

vern

�

unftige Eigenfunktionen existieren.

Existiert eine normierbare Eigenfunktion zu einem bestimmten Eigenwert a, dann

ist a au
h der Erwartungswert des Operators A f

�

ur diese Eigenfunktion.

Z

d

3

x	

�

a

A	

a

= a (10.2)

F

�

ur Di�erentialoperatoren, die eine Observable representieren, sollte a reell sein, wie es

f

�

ur hermitis
he Operatoren au
h der Fall ist:

a

�

=

Z

d

3

x (A	)

�

	 =

Z

d

3

x	

�

A	 = a (10.3)

Das S
hwankungsquadrat vers
hwindet f

�

ur Eigenfunktionen:

hAi

	

a

=

Z

d

3

x	

�

a

(A� hai)

2

	

a

= 0 (10.4)

Dies folgt aus (10.1).

Es ist au
h lei
ht zu zeigen, da� zwei Eigenfunktionen eines hermitis
hen Operators

A, die zu vers
hiedenen Eigenwerten geh

�

oren orthogonal sind. Es sei:

A	

1

= a

1

	

1

(10.5)

A	

2

= a

2

	

2

; a

1

6= a

2

Existiert nun das Integral

Z

d

3

x	

�

2

A	

1

= a

1

Z

d

3

x	

�

2

	

1

(10.6)

so gilt au
h

Z

d

3

x	

�

2

A	

1

=

Z

d

3

x (A	

2

)

�

	

1

= a

2

Z

d

3

x	

�

2

	

1

(10.7)
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Das kann nur ri
htig sein, wenn

Z

d

3

x	

�

2

	

1

= 0 (10.8)

gilt, d.h. beide Eigenfunktionen sind zueinander orthogonal.

Um mehr

�

uber dieses Eigenwertproblem zu lernen, wenden wir uns dem Impulsope-

rator zu.

�i~r	

k

= ~

~

k	

k

(10.9)

Diese Di�erentialglei
hung ist lei
ht zu l

�

osen:

	

k

= Ae

ikx

(10.10)

F

�

ur alle reellen Eigenwerte p=~k existiert also eine L

�

osung dieser Di�erentialglei
hung,

und dies sind au
h die einzigen brau
hbaren L

�

osungen. W

�

are n

�

amli
h p komplex, dann

w

�

urde die Eigenfunktion in bestimmte Ri
htungen f

�

ur jxj ! 1 divergieren, die Funktion

ni
ht quadratintegrierbar sein.

Nun sind die Funktionen 	

k

zwar ni
ht so vern

�

unftig, glei
h quadratintegrierbar

zu sein. Wir kennen sie jedo
h von der Fouriertransformation und wissen mit ihnen

umzugehen.

Hier wollen wir uns zun

�

a
hst davon

�

uberzeugen, da� die Impulseigenfunktionen au
h

eine physikalis
h sinnvolle Interpretation erlauben. Wir haben sie in Kapitel 3 als ebe-

ne Wellen kennengelernt und wissen, da� sie im Einklang mit der Uns
h

�

arferelation

einen Zustand konstanter Aufenthaltswahrs
heinli
hkeitsdi
hte darstellen. Pro Volumen

V werden si
h in diesem Zustand

N =

Z

V

d

3

xA

�

A = A

�

AV: (10.11)

Teil
hen be�nden. Demna
h hat A

�

A die Dimension [l

�3

℄.

Betra
hten wir die Wahrs
heinli
hkeitsstromdi
hte (4.1), so �nden wir

j =

~k

m

A

�

A = vA

�

A (10.12)

Es werden also vA

�

A Teil
hen pro Zeiteinheit dur
h eine Fl

�

a
heneinheit str

�

omen. j hat,

wie au
h aus (4.6) ersi
htli
h, die Dimension [se


�1

l

�2

℄. Die Zahl der Teil
hen, die si
h

in einem Zylinder der L

�

ange v hinter der auf der zur Ausbreitungsri
htung senkre
hten

Einheits


�

a
he be�nden, ist genau vA

�

A. Dies ist au
h die Zahl der Teil
hen, die infolge

ihrer Ges
hwindigkeit v pro Zeiteinheit dur
h die Einheitsl

�

a
he str

�

omen. Die ebene

Welle (10.10) repr

�

asentiert sinngem

�

a� einen Teil
henstrahl mit Impuls ~k und einer

Teil
hendi
hte A

�

A.
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Dies ist nat

�

urli
h ein sehr idealisierter Zustand, der experimentell si
her ni
ht pr

�

apa-

riert werden kann. Wir werden es experimentell immer mit einer Impulsverteilung zu

tun haben:

	(x) =

Z

d

3

x

(2�)

3

2

C(k)e

ikx

(10.13)

Spezielle experimentelle Ergebnisse, die von der speziellen ImpulsverteilungC(k) abh

�

angen,

werden uns aber meist au
h ni
ht interessieren - Experimentalphysiker werden versu-


hen, diese Impulsverteilung so gut als m

�

ogli
h einer ebenen Welle anzun

�

ahern - au
h

sie haben einen idealisierten Zustand im Sinn, genauso wie Theoretiker, f

�

ur die es eben

einfa
her ist, mit der Experimentalfunktion zu re
hnen.

Wir k

�

onnen nat

�

urli
h versu
hen, die Wellenfunktionen auf ein endli
hes Volumen zu

bes
hr

�

anken, das so gro� ist, da� die Ein


�

usse des Randes dieses Volumens das eigentli
h

zu untersu
hende physikalis
he System ni
ht mehr st

�

oren. Wir w

�

ahlen einen Kubus mit

Kantenl

�

ange L und werden nur periodis
he Funktionen zulassen, soda� die Randtherme

beim partiellen Integrieren keine Rolle spielen.

Wir bes
hr

�

anken uns demna
h auf L

�

osungen der Eigenwertglei
hung (10.9) der Form

u

n

=

1

p

L

3

X

n

e

ixn

2�

L

(10.14)

n = (n

1

; n

2

; n

3

) ; n

i

�Z; ganze Zahlen

�

L

2

� x

l

�

L

2

Die Funktionen (10.14) sind normiert:

Z
L

2

�

L

2

d

3

xu

�

n

u

n

= 1 (10.15)

Diese Normierung nennt man Box-Normierung. Das Volumen kann nat

�

urli
h beliebig

gro� und soll sehr gro� im Verh

�

altnis zur Versu
hsanordnung sein.

Die Impulse haben nun diskrete Eigenwerte:

p = ~

2�n

L

; n�Z (10.16)

Der Abstand dieser Eigenwerte wird mit wa
hsendem L kleiner.

Vom Fouriertheorem

6

wissen wir, da� die Funktion (10.14) f

�

ur die periodis
hen

Funktionen, und die Funktionen (10.13) f

�

ur die quadratintegrierbaren Funktionen ein

6

Siehe die Diskussion in Theoretis
he Me
hanik, Kap.17,23

http://www.theorie.physik.uni-muen
hen.de/~wess
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vollst

�

andiges und orthogonales Funktionensystem bilden: Orthogonal:

Z L

2

�

L

2

d

3

xu

�

m

u

m

= Æ

m;n

(10.17)

Z

d

3

xu

�

k

u

l

= Æ(k � l) (10.18)

Wobei die Funktionen (10.14) wie folgt zu normieren sind:

u

k

(x) =

1

(2�)

3

2

e

ikx

(10.19)

Vollst

�

andig:

X

n

u

n

(x)u

�

n

(y) = Æ

L

(x� y) (10.20)

= Æ

L

(x

1

� y

1

)Æ

L

(x

2

� y

2

)Æ

L

(x

3

� y

3

)

Z

d

3

k u

k

(x)u

�

k

(y) = Æ(x � y)

= Æ(x

1

� y

1

)Æ(x

2

� y

2

)Æ(x

3

� y

3

)

(10.21)

Æ

L

ist die periodis
he Æ Funktion. wir k

�

onnen also jede Funktion dur
h ihre Fourierkom-

ponenten darstellen:

	

L

(x) =

X

n




n

u

n

(x) (10.22)

	(x) =

Z

d

3

k 
(k)u

k

(x)

Die Entwi
klungskoeÆzienten bere
hnen si
h infolge der Orthogonalit

�

atsrelation:




n

=

Z
L

2

�

L

2

d

3

xu

�

n

(x)	

L

(x) (10.23)


(k) =

Z

d

3

xu

�

x

(x)	(x)

Aus der Vollst

�

andigkeitsrelation folgt dann

Z L

2

�

L

2

d

3

x	

�

L

	

L

=

X

n




�

n




n

(10.24)

Z

d

3

x	

�

	 =

Z

d

3

k 


�

k




k
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Bei der Zerlegung in Fouriermoden (10.29) haben wir wirkli
h keinen Beitrag vergessen.

Aus (10.24) folgt nun:

Z
L

2

�

L

2

d

3

x	

�

L

p	

L

=

X

n

�

~2�

L

n

�




�

n




n

(10.25)

Z

d

3

x	

�

p	 =

Z

d

3

k (~k)


�

k




k

(10.26)

wir k

�

onnen also 


�


 tats

�

a
hli
h als Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte f

�

ur den Impuls interpre-

tieren. Wird der Zustand eines Teil
hens dur
h eine Impulseigenfunktion bes
hrieben,

dann ist in der Box-Normierung die Wahrs
heinli
hkeit, den entspre
henden Eigenwert

zu messen, glei
h eins, f

�

ur alle anderen Eigenwerte ist sie glei
h Null.

Eine sol
he Eigens
haft h

�

atten wir gerne f

�

ur jede Observable. Wir werden als Ob-

servable nur sol
he Di�erentialoperatoren zulassen, die hermitis
h sind, und die ein

vollst

�

andiges und orthogonales Eigenfunktionensystem besitzen.

Wir verzi
hten hier darauf, diese Klasse von Di�erentialoperatoren mathematis
h

genauer zu de�nieren, es sei nur erw

�

ahnt, da� in diesem Zusammenhang die Begri�e

\selbstadjungiert" und \wesentli
h selbstadjungiert" eine wi
htige Rolle spielen. Wir

begn

�

ugen uns mit der Aussage, da� es eine gen

�

ugende Anzahl sol
her Operatoren gibt.

Zusammenfassend verlangen wir f

�

ur eine Observable, da� sie dur
h einen hermiti-

s
hen Di�erentialoperator dargestellt wird, nennen wir ihn A, und da� A ein vollst

�

andi-

ges und orthogonales Funktionensystem besitzt. Die Menge dieser Eigenwerte, die wir

Eigenwertspektrum nennen, kann diskret oder kontinuierli
h sein. Im folgenden werden

wir sehen, da� bei Hamiltonoperatoren beide F

�

alle auftreten k

�

onnen.

F

�

ur Observable werden dann die Eigenfunktionen dieselbe Rolle spielen, wie wir

sie f

�

ur den Impuls diskutiert haben. Jede Wellenfunktion l

�

a�t si
h na
h diesen Eigen-

funktionen entwi
keln, die Darstellung dur
h Eigenfunktionen ist vollst

�

andig, und das

Absolutquadrat der Entwi
klungskoeÆzienten gibt die Wahrs
heinli
hkeit an, den ent-

spre
henden Eigenwert zu messen.

Daraus ergibt si
h die weitere Eigens
haft von Observablen, da� bei einer genauen

Messung immer nur ein Eigenwert gemessen werden kann. Glei
hzeitig ist es sinnvoll zu

postulieren, da� bei einer so genauen Messung die Wellenfunktion auf die entspre
hende

Eigenfunktion reduziert wird. Wir wollen ni
ht darauf eingehen, was bei einer sol
hen

Messung tats

�

a
hli
h vor si
h geht - einfa
h deshalb, weil es niemand wirkli
h wei�.

Dieses Postulat der Quantenme
hanik zeigt uns, wie wir Zust

�

ande pr

�

aparieren k

�

onnen

- dur
h eine genaue Messung. Die Wellenfunktion, selbst keine me�bare Gr

�

o�e, kann je-

do
h pr

�

apariert werden.

Als weiteres Beispiel wollen wir no
h die Ortseigenfunktionen betra
hten. Wir be-

s
hr

�

anken uns dabei auf eine Dimension.
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Die Eigenfunktionen sind die Æ Funktion:

xÆ(x � a) = aÆ(x � a) (10.27)

Sie sind orthogonal:

Z

dx Æ(x � a)Æ(x � b) = Æ(a � b) (10.28)

Sie sind vollst

�

andig:

Z

da Æ(x � a)Æ(x

0

� a) = Æ(x � x

0

) (10.29)

Jede Funktion l

�

a�t si
h na
h diesen Eigenfunktionen entwi
keln:

	(x) =

Z

da Æ(x � a)	(a) (10.30)

Der Wellenfunktion kommt demna
h die Rolle des Entwi
klungskoeÆzienten na
h Orts-

eigenfunktionen zu.

Wir wissen, da� Impuls und Koordinaten ni
ht glei
hzeitig s
harf messbar sind. Aus

der Relation (8.31) folgt f

�

ur beliebige Oservable, da� sie nur dann s
harf messbar sind,

wenn ihre Di�erentialoperatoren vertaus
hen. Nur dann wird es ein Funktionensystem

geben, das f

�

ur beide Observable glei
hzeitig ein System von Eigenfunktionen bildet.

Denn gibt es ein sol
hes System 	

S

(x), dann gilt f

�

ur jede sol
he Funktion

AB	

S

= ab	

S

= BA	

S

(10.31)

Da das Funktionensystem im Hilbertraum di
ht liegt, folgt daraus

[A;B℄ = 0 (10.32)

Wir postulieren no
h, da� es f

�

ur jedes System einen vollst

�

andigen Satz von kommu-

tierenden Observablen gibt. Eine glei
hzeitige genaue Messung aller dieser Observablen

soll dann den Zustandsvektor des Systems bis auf eine Phase eindeutig festlegen.
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11 Die zeitunabh

�

angige S
hr

�

odingerglei
hung

Wir bes
hr

�

anken uns jetzt auf Potentiale, die zeitunabh

�

angig sind.

S
hr

�

odingerglei
hung:

i~

�

�t

	 =

�

�

~

2

2m

�+ V (x)

�

	 = H	 (11.1)

Das Potential V h

�

angt ni
ht explizit von der Zeit ab.

Die Glei
hung (11.1) l

�

osen wir mit einem Produktansatz:

	(x; t) = '(t) � u(x) (11.2)

Wenn wir (11.2) in (11.1) einsetzen, erhalten wir

i~ _'(t)u = '(t)Hu (11.3)

Wir dividieren diese Glei
hung dur
h 	='u:

i~

_

'(t)

'

=

Hu

u

(11.4)

Da die linke Seite nur von der Zeit t und die re
hte Seite nur von den Koordinaten x

abh

�

angt, mu� die re
hte und die linke Seite eine von Zeit und Ort unabh

�

angige Konstante

sein.

Wir bezei
hnen diese Separationskonstante mit E:

i~

_

'(t)

'

= E ; i~ _' = E' (11.5)

und

Hu

u

= E ; Hu = Eu (11.6)

Beide Glei
hungen haben die Gestalt einer Eigenwertglei
hung. (11.5) l

�

a�t si
h unmit-

telbar l

�

osen.

' � e

�

i

~

Et

= e

�i!t

(11.7)

~! = E

Die Glei
hung (11.6) ist eine Eigenwertglei
hung f

�

ur den Hamiltonoperator, sie hei�t

zeitunabh

�

angige S
hr

�

odingerglei
hung:

Hu

n

= E

n

u

n

(11.8)
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wobei n die Eigenfunktionen dur
hnumeriert. F

�

ur n 6= m mu� der Eigenwert E

n

ni
ht

notwendigerweise von E

m

vers
hieden sein. Gibt es zu einem Eigenwert E

n

mehrere

linear unabh

�

angige Eigenfuntionen, dann sagen wir, da� der Eigenwert entartet ist.

Die Wellenfunktion (11.2) nenn man station

�

are L

�

osungen der S
hr

�

odingerglei
hung

(11.1).

	 = e

�

i

~

Et

u

E

(x) (11.9)

Station

�

ar deshalb, weil die Erwartungswerte von Observablen, die ni
ht explizit von der

Zeit abhh

�

angen, zeitli
h konstant sind.

Wir zeigen nun, da� alle L

�

osungen von (11.1) si
h als Superposition von station

�

aren

L

�

osungen s
hreiben lassen.

	(x; t) =

X

n




n

e

�

i

~

E

n

t

u

n

(x) (11.10)

Zur Zeit t = 0 wird dies zu

	(x; 0) =

X

n




n

u

n

(x) (11.11)

Nun erinnern wir uns daran, da� H eine Observable sein soll und damit die Eigenfunk-

tionen ein vollst

�

andiges und orthogonales Funktionensystem bilden. Die Superposition

(11.11) stellt demna
h eine allgemeine Wellenfunktion dar

X

n




n

u

n

(x) = �(x) (11.12)

Die Entwi
klungskoeÆzienten bere
hnen si
h aus dem vorgegebenen Wellenpaket wie

folgt:




n

=

Z

d

3

xu

�

n

(x)�(x) (11.13)

Geben wir zu einer bestimmten Zeit (t = 0) die Wellenfunktion � vor, so ergibt si
h

aus (11.10) die Wellenfunktion als L

�

osung der S
hr

�

odingerglei
hung zur Zeit t:

	(x; t) =

X

n

Z

d

3

y u

�

n

(y)�(y)e

�

i

~

E

n

t

u

n

(x) (11.14)

=

Z

d

3

y

X

n

e

�

i

~

E

n

t

u

n

(x)u

�

n

(y)�(y)

Die Summe unter dem Integral kann man f

�

ur vorgegebenes H unabh

�

angig von den

Anfangswerten �(x) bere
hnen.

X

n

e

�

i

~

E

n

t

u

n

(x)u

�

n

(y) = G(x;y; t) (11.15)
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Die FunktionG(x;y; t), die man au
h Propagator nennt,

7

propagiert die Wellenfunktion

von der Zeit t = 0 hin zur Zeit t = t:

	(x; t) =

Z

d

3

y G(x;y; t)	(x; 0) (11.16)

Da die Vorgabe zur Zeit t = 0 beliebig und die L

�

osung dur
h diese Vorgabe au
h

eindeutig bestimmt ist, haben wir die allgemeine L

�

osung der S
hr

�

odingerglei
hung (11.1)

gefunden.

7

Siehe die Diskussion in Theoretis
he Me
hanik, Kap.11,

http://www.theorie.physik.uni-muen
hen.de/~wess
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Teil II

Eindimensionale Systeme

Wie in der Me
hanik wenden wir uns zun

�

a
hst den eindimensionalen Problemen zu, von

denen einige analytis
h streng l

�

osbar sind. An diesen Beispielen werden die Eigenheiten

quantenme
hanis
her Systeme deutli
h, und wir lernen die dur
h die Quantenme
hanik

bedingte physikalis
he Situation kennnen.
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12 Kr

�

aftefreies Teil
hen

Der einfa
hste Fall ist si
her der eines freien Teil
hens, also V =0. Hamiltonoperator:

H =

1

2m

p

2

= �

~

2

2m

d

2

d

2

x

(12.1)

Zeitunabh

�

angige S
hr

�

odingerglei
hung:

�

~

2

2m

d

2

d

2

x

u(x) = Eu(x) (12.2)

Die entspre
henden Eigenfunktionen sind die Impulseigenfunktionen:

u

k

=

1

p

2�

e

ikx

; E =

~

2

k

2

2m

=

p

2

2m

(12.3)

Das Eigenwertspektrum ist kontinuierli
h, der Eigenwert E ist entartet, zu jedem Ei-

genwert E > 0 gibt es genau zwei linear unabh

�

angige Wellenfunktionen

u

k

=

1

p

2�

e

ikx

; u

�k

=

1

p

2�

e

�ikx

(12.4)

Diese Entartung haben wir erwartet, da die Glei
hung (12.2) invariant unter Spiegelung

ist:

P : x

0

= �x (12.5)

Daraus folgt, da� mit u(x) au
h u(�x) eine L

�

osung der Glei
hung (12.2) sein mu� . Um

dies zu zeigen, bezei
hnen wir die Funktion u(�x) mit ~u(x):

~u(x) = u(�x) = u(x

0

) (12.6)

Dies de�niert die Funktion ~u(x). F

�

ur die Ableitungen gilt nun:

d

dx

~u(x) = �

d

dx

0

u(x

0

);

d

2

d

2

x

~u(x) =

d

2

d

2

x

0

u(x

0

) (12.7)

Aus der S
hr

�

odingerglei
hung (12.2) folgt:

�

~

2

2m

d

2

d

2

x

~u(x) = �

~

2

2m

d

2

d

2

x

0

u(x

0

) = (12.8)

= Eu(x

0

) = E~u(x)
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Die Funktion ~u(x) ist demna
h L

�

osung der S
hr

�

odingerglei
hung zum glei
hen Energie-

eigenwert E wie u(x). Dies bedingt die Entartung. Damit sind au
h die Linearkombina-

tionen

u

s

(x) =

1

p

2

(u(x) + u(�x))

u

a

(x) =

1

p

2

(u(x) � u(�x)) (12.9)

L

�

osungen der Eigenwertglei
hung (12.2) zum glei
hen Eigenwert; u

s

(x) ist eine gerade

Funktion, u

a

(x) ungerade.

Wir betra
hten jetzt no
h ein Anfangswertproblem. Zur Zeit t = 0 sei die Wellen-

funktion als Gau�s
hes Wellenpaket vorgegeben:

	(x; 0) =

�

a

�

�

1

4

e

�

1

2

ax

2

(12.10)

	(x; 0) ist normiert:

Z

d

3

x	

�

(x; 0)	(x; 0) =

r

a

�

Z

d

3

x e

�ax

2

= 1 (12.11)

Wir wollen sehen, wie si
h dieses Gau�s
he Wellenpaket mit der Zeit

�

andert. Dazu

superponieren wir station

�

are L

�

osungen:

	(x; t) =

1

p

2�

Z

dk 
(k)e

i(kx�

~k

2

2m

t)

: (12.12)

Die KoeÆzienten 
(k) werden dur
h die Fouriertransformierten von (12.10) bestimmt:


(k) =

1

p

2�

Z

dx	(x; 0)e

�ikx

(12.13)

Um die Integrationen auszuf

�

uhren, werden wir folgende Integrale verwenden:

R

dx e

�ax

2

=

r

�

a

(12.14)

R

dxx

2

e

�ax

2

=

1

2

r

�

a

3

R

dx e

�ax

2

�ibx

=

r

�

a

e

�

b

2

4a

F

�

ur 
(k) erhalten wir :


(k) =

1

p

2�

�

a

�

�

1

4

Z

dx e

�ikx

e

�

a

2

x

2

=

�

1

�a

�

1

4

e

�

k

2

2a

(12.15)
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die Fouriertransformierte des Gau�s
hen Wellenpaketes ist wieder ein Gau�s
hes Wel-

lenpaket.

Das S
hwankungsquadrat der Koordinaten bere
hnet si
h f

�

ur die Wellenfunktion

(12.10) mit Hilfe von (12.14) zu:

(�x

2

)

2

j

t=0

=

1

2a

(12.16)

In glei
her Weise bere
hnet si
h das S
hwankungsquadrat des Impulses aus:

(�p

2

)

2

j

t=0

=

a~

2

2

(12.17)

Das ist genau das Ergebnis, das wir aus der Uns
h

�

arferelation erwartet haben.

Das Integral (12.12) bere
hnen wir wiederum mit Hilfe von (12.14)

	(x; t) =

1

p

2�

Z

dk e

i(kx�

~k

2

2m

t)

�

�

1

�a

�

1

4

e

�

k

2

2a

(12.18)

=

�

a

�

�

1

4

1

q

1 +

i~at

m

e

�

1

2

�

x

2

a

1+

i~at

m

�

Wir sehen, da� das Wellenpaket auseinander 
ie�t. Die Wellenfunktion (12.18) ist kein

Gau�s
hes Wellenpaket mehr, wohl aber die Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte:

�(x) = 	

�

(x)	(x) =

�

a

�

�

1

2

1

q

1 +

~

2

a

2

t

2

m

2

e

�

 

x

2

a

1+

~

2

a

2

t

2

m

2

!

(12.19)

Au
h f

�

ur die Wellenfunktion (12.17) k

�

onnen wir das S
hwankungsquadrat der Ortsko-

ordinate bere
hnen, wiederum mit Hilfe von (12.14). Wir erhalten:

(�x)

2

t

= (�x)

2

t

0

+

~

2

t

2

4m

2

(�x)

2

t=0

(12.20)

Die \Ges
hwindigkeit", mit der das Wellenpaket auseinander
ie�t, ist demna
h dur
h

seine Breite zur Zeit t = 0; ((�x)

2

t=0

) bestimmt. Das S
hwankungsquadrat nimmt um

den Betrag ~

2

t

2

=4m

2

(�x)

2

t=0

zu. Sind Zeit und Masse im Berei
h unserer t

�

agli
hen

Erfahrung, dann sieht man, da� der Faktor ~

2

eine Beoba
htung sol
her Ph

�

anomene

auss
hlie�t.

Verwenden wir nun die Uns
h

�

arferelation zur Zeit t = 0, so folgt aus (12.19):

(�x)

2

t

= (�x)

2

t

0

+

(�p)

2

t=0

t

2

m

2

(12.21)
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Wir verstehen also das Auseinander
ie�en als Folge der Uns
h

�

arferelation. Im urspr

�

ung-

li
hen Wellenpaket t = 0 sind Impulskomponenten der Gr

�

o�enordnung (�p)

t=0

, damit

au
h Ges
hwindigkeitskomponenten der Gr

�

o�enordnung (�v)

t=0

=

(�p)

t=0

m

enthalten.

Genau diese Komponenten treten in (12.21) auf. Es ist die Breite (�x)

t=0

, die diese

Gr

�

o�enordnung bestimmt, da zu einer sp

�

ateren Zeit die Wellenfunktion ni
ht mehr die

Gestalt eines Gau�s
hen Wellenpaketes (9.19) hat.

Das Auseinander
ie�en des Wellenpaketes eines freien Teil
hens ist ein typis
h quan-

tenme
hanis
hes Ph

�

anomen, die klassis
he Me
hanik kennt dies ni
ht.
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13 Die Potentialstufe

Im folgenden werden wir Probleme behandeln, bei denen das Potential an bestimmten

Stellen unstetig ist. Das einfa
hste Beispiel ist eine Potentialstufe, bei der das Potential

bei sagen wir x = 0 von V = 0 auf V = V

0

> 0 ansteigt. Dies ist in Fig.(6) dargestellt:

Fig.6

V0

θ(x)0

V

x

V=V 

Nat

�

urli
h ist eine sol
he Unstetigkeit nur ein idealisierter Grenzfall eines in einem kleinen

Intervall sehr s
hnell ansteigenden Potentials. Eine exakte L

�

osung der S
hr

�

odingerglei-


hung f

�

ur das tats

�

a
hli
he Potential mag aber beliebig kompliziert sein. Au�erdem sind

wir an E�ekten, die vom speziellen Verlauf des Potentialanstiegs abh

�

angen, au
h ni
ht

interessiert. Daher ist es sinnvoll, den idealisierten Fall zu betra
hten.

Bevor wir die entspre
hende S
hr

�

odingerglei
hung l

�

osen, m

�

ussen wir einige prinzipiel-

le Bemerkungen vorwegs
hi
ken. Die S
hr

�

odingerglei
hung enth

�

alt die zweite Ableitung

na
h den Koordinaten. Ist eine Wellenfunktion zweimal stetig di�erenzierbar, dann kann

das Potential keine Unstetigkeit besitzen. Eine Unstetigkeit des Potentials bedingt, da�

die Wellenfunktion ni
ht zweimal stetig di�erenzierbar ist.

Ist die erste Ableitung nur stetig, jedo
h ni
ht stetig di�erenzierbar, dann wird die

zweite Ableitung eine Sprungstelle aufweisen. Dies entspri
ht der Glei
hung:

d

dx

jxj = �(x) (13.1)

F

�

ur die Wellenfunktion werden wir an der Sprungstelle x

0

demna
h verlangen, da� die

Funktion sowie die erste Ableitung stetig sind:

	

<

(x

0

) = 	

>

(x

0

) (13.2)

	

0

<

(x

0

) = 	

0

>

(x

0

)

Hier bezei
hnet 	

<

(x

0

) bzw. 	

>

(x

0

) den Wert der Funktion 	, den sie von links kom-

mend bzw. von re
hts kommend an der Stelle x

0

annimmt.

Hat das Potential jedo
h eine unendli
he Sprungstelle, dann wird die erste Ableitung
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der Wellenfunktion an dieser Stelle unstetig sein. Dies entspri
ht der Glei
hung:

d

dx

�(x) = Æ(x) (13.3)

In diesem Fall werden wir nur die Bedingung

	

<

(x

0

) = 	

>

(x

0

) (13.4)

fordern k

�

onnen.

Nun zu unserem Beispiel der Potentialstufe: S
hr

�

odingerglei
hung:

�

~

2

2m

d

2

dx

2

	+ �(x)V

0

	 = E	 (13.5)

Wir werden diese Glei
hung zun

�

a
hst f

�

ur x < 0 und dann f

�

ur x > 0 l

�

osen und die

L

�

osungen entspre
hend (13.2) an der Sprungstelle des Potentials aneinander f

�

ugen.

Als erstes su
hen wir die L

�

osungen f

�

ur E < V

0

und erhalten die Glei
hungen f

�

ur die

beiden Berei
he x < 0 und x > 0:

�

~

2

2m

d

2

dx

2

	

<

(x) = E	

>

(x) (13.6)

�

~

2

2m

d

2

dx

2

	

>

(x) = (E � V

0

)	

>

(x)

Es ist nat

�

urli
h die Bezei
hnung

k =

1

~

p

2mE und K =

1

~

p

2m(V

0

�E) (13.7)

einzuf

�

uhren. Wir �nden f

�

ur (13.6) die L

�

osungen:

	

<

= Ae

ikx

+Be

�ikx

(13.8)

	

>

= Ce

�Kx

F

�

ur x > 0 gibt es nur diese eine L

�

osung, die f

�

ur x!1 ni
ht divergiert.

Aus (13.2) folgt

A+B = C (13.9)

ik(A�B) = �KC

Dies sind zwei Glei
hungen f

�

ur drei Unbekannte, zwei der Konstanten lassen si
h dem-

na
h als Funktion der anderen Konstante ausre
hnen. Bevor wir dies tun,

�

uberlegen wir

uns die physikalis
he Bedeutung der Konstanten.
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Die Konstante A ist die Amplitude der von links einlaufenden Welle. Der Wahr-

s
heinli
hkeitsstrom und die Aufenthaltswahrs
heinli
hkeitsdi
hte der einlaufenden Well

	

ein

=Ae

ikx

betr

�

agt

j

ein

= jAj

2

~k

m

= jAj

2

v (13.10)

�

ein

= jAj

2

Die Konstante B ist die Amplitude der na
h links auslaufenden Welle 	

aus

=Be

�ikx

j

aus

= �jBj

2

~k

m

= jBj

2

v ; v = �

~k

m

(13.11)

�

aus

= jBj

2

F

�

ur die Wellenfunktion 	 = e

�Kx

vers
hwindet der Wahrs
heinli
hkeitsstrom, wie f

�

ur

jede relle Wellenfunktion. Die Aufenthaltswahrs
heinli
hkeitsdi
hte betr

�

agt:

� = jCj

2

e

�2Kx

; (13.12)

f

�

allt also exponentiell ab.

Wir werden mit der S
h

�

odingerglei
hung (13.2) die folgende experimentelle Situation

bes
hreiben wollen:

Links von der Potentialstufe be�ndet si
h eine Quelle einlaufender Teil
hen. Die

Intensit

�

at des Strahles, d.h. die Konstante A, ist dur
h die Quelle bestimmt. Der Strahl

tri�t auf die Poentialstufe und wird re
ektiert. Die Zahl der re
ektierten Teil
hen, also

die Amplitude B, mu� bere
hnet werden. Demna
h werden wir A als freien Parameter

bei der L

�

osung der Glei
hungen (13.9) betra
hten. Wir �nden:

B =

k � iK

k + iK

A ; C =

2k

k + iK

A (13.13)

jBj

2

= jAj

2

; jCj

2

=

4k

2

k

2

+K

2

jAj

2

Die Zahl der pro Zeiteinheit na
h links auslaufenden Teil
hen geteilt dur
h die Zahl der

pro Zeiteinheit von links einlaufenden Teil
hen nennen wir den Re
exionskoeÆzienten.

r =

jBj

2

jAj

2

(13.14)

In unserem Fall �nden wir r = 1, alle Teil
hen werden re
ektiert. Dies entspri
ht dem

klassis
hen Fall. Wir �nden aber au
h, da� die Welle in den klassis
h verbotenen Berei
h

x > 0 eindringt. Die Wahrs
heinli
hkeit f

�

ur x > 0, ein Teil
hen zu �nden, ist gegeben

dur
h

�

>

= jCj

2

e

�2Kx

=

4k

2

k

2

+K

2

e

�2Kx

jAj

2

(13.15)
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Dies ist eine typis
h quantenme
hanis
he Eigens
haft, die in der klassis
hen Me
hanik

ni
ht auftritt.

Wir betra
hten die Aufenthaltswahrs
heinli
hkeit und die Stromdi
hte f

�

ur x < 0:

�

<

= jAe

ikx

+Be

�ikx

j

2

(13.16)

= 2A

�

A

�

1 +

k

2

�K

2

k

2

+K

2


os 2kx�

2kK

k

2

+K

2

sin 2kx

�

j

<

=

~k

2m

n�

A

�

e

�ikx

+B

�

e

ikx

��

Ae

ikx

�Be

�ikx

�

+

�

Ae

ikx

+Be

�ikx

��

A

�

e

�ikx

�B

�

e

ikx

�o

= v(A

�

A�B

�

B) = 0

Messen wir mit � < f

�

ur x < 0 die Zahl der Teil
hen unabh

�

angig von ihrer Flugri
htung,

so zeigt (13.21) ein typis
hes Interferenzbild. Dur
h diese Messung k

�

onnen wir sogar den

Parameter K und damit via (13.7) die Potentialh

�

ohe V

0

bestimmen. Messen wir jedo
h

j < und damit au
h die Flugri
htung der Teil
hen, so erhalten wir das typis
h klassis
he

Ergebnis. Die Zahl der ein- wie auslaufenden Teil
hen ist glei
h.

Wird die Potentialstufe unendli
h, V

0

=1, so wird au
hK unendli
h. Re
hts von der

Potentialstufe vers
hwindet die Wahrs
heinli
hkeit, ein Teil
hen zu �nden. Au�erdem

erhalten wir aus (13.13) B = �A. Damit wird (13.8) zur stehenden Welle:

	

<

= 2iA sin kx; 	

>

= 0 (13.17)

Dies h

�

atten wir au
h aus der Bedingung (12.12) erhalten, da ja 	

>

in diesem Fall Null

sein mu�.

Nun su
hen wir no
h die L

�

osungen f

�

ur E > V

0

. Es ist nat

�

urli
h, die Bezei
hnung

k =

1

~

p

2mE und q =

1

~

p

2m(E � V

0

) (13.18)

einzuf

�

uhren. Wir �nden die L

�

osungen f

�

ur (13.6):

	

<

= Ae

ikx

+Be

�ikx

(13.19)

	

>

= Ce

iqx

+De

�iqx

Aus (13.2) folgt nun

A+B = C +D (13.20)

k(A�B) = q(C �D)

Dies sind zwei Glei
hungen f

�

ur vier Unbekannte. In der experimentellen Situation, die

wir bes
hreiben wollen, sollten nur Teil
hen von links aus einer Quelle einlaufen, von
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re
hts sollten keine Teil
hen auf die Potentialstufe zulaufen. Dementspre
hend w

�

ahlen

wir A als freien Parameter und setzen D glei
h Null. Aus (13.19) ergeben si
h B und C:

B =

k � q

k + q

A ; C =

2k

k + q

A (13.21)

Wenn wir nun die Zahl der pro Zeiteinheit na
h re
hts auslaufenden Teil
hen dur
h die

Zahl der von links einlaufenden Teil
hen teilen, erhalten wir neben dem Re
exionskoef-

�zienten r au
h den TransmissionskoeÆzienten t:

r =

jBj

2

jAj

2

=

(k � q)

2

(k + q)

2

(13.22)

t =

qjCj

2

kjAj

2

=

4kq

(k + q)

2

Da die Teil
henzahl erhaltne bleibt, gilt nat

�

urli
h

r + t = 1 (13.23)

Au�erdem folgt aus (13.16) und (13.21):

j

<

=

~k

m

�

jAj

2

� jBj

2

�

=

~

m

4k

2

q

(k + q)

2

jAj

2

(13.24)

j

>

=

~q

m

jCj

2

=

~

m

4k

2

q

(k + q)

2

jAj

2

Der Strom bleibt erhalten.

Die Zahl der re
ektierten Teil
hen nimmt mit zunehmender Energie ab, da mit E !

1 gem

�

a� (13.18) k ! q strebt. Dementspre
hend �nden wir au
h t! 1 Wir n

�

ahern uns

damit immer mehr dem klassis
hen Fall, in dem es keine Re
exion gibt. Das Auftreten

der Re
exion ist eine typis
h quantenme
hanis
he Ers
heinung.
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14 Die Potentials
hwelle

Wir betra
hten nun ein Potential mit endli
her Rei
hweite. Das Potential vers
hwindet

f

�

ur jxj > a und ist konstant f

�

ur jxj < a. Dies ist in Fig. 7 dargestellt. Es w

�

are nahe-

V0

x

V

Fig.7

−a a

liegend, die Spiegelungssymmetrie dieses Potentials zu nutzen und na
h geraden und

ungeraden L

�

osungen der S
hr

�

odingerglei
hung zu su
hen. Dies w

�

urde es uns erlauben,

die Ans
hlu�bedingung (??) nur an einer Sprungstelle des Potentials zu ber

�

u
ksi
hti-

gen, an der anderen Sprungstelle w

�

are sie infolge der Symmetrie erf

�

ullt. Da aber die

Randbedingung, die wir an die L

�

osung stellen wollen, nur ein von links einlaufender

Teil
henstrahl, die Symmetrie verletzt, w

�

urden wir die Arbeit bei der Anpassung der

L

�

osung an die Randbedingung zu leisten haben. Wir verzi
hten daher auf diese M

�

ogli
h-

keit, wollen aber das Ans
hlie�en der L

�

osungen etwas systematisieren.

Die S
hr

�

odingerglei
hung, eine Di�erentialglei
hung zweiter Ordnung, wird im all-

gemeinen in jedem Berei
h zwei linear unabh

�

angige L

�

osungen besitzen:

	

<

= Au

(1)

<

+Bu

(2)

<

(14.1)

	

>

= Cu

(1)

>

+Du

(2)

>

Die Ans
hlu�bedingung f

�

uhrt nun zu zwei linear unabh

�

angigen Glei
hungen f

�

ur die

vier Konstanten A;B;C;D. Daraus k

�

onnen immer die Konstanten der anges
hlossenen

L

�

osung aus den Konstanten der anzus
hlie�enden L

�

osung bere
hnet werden.

Glei
hungen:

Au

(1)

<

(x

0

) +Bu

(2)

<

(x

0

) = Cu

(1)

>

(x

0

) +Du

(2)

>

(x

0

) (14.2)

Au

0(1)

<

(x

0

) +Bu

0(2)

<

(x

0

) = Cu

0(1)

>

(x

0

) +Du

0(2)

>

(x

0

)
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Wir de�nieren eine Matrix:

M

<

(x

0

) =

 

u

(1)

<

(x

0

); u

(2)

<

(x

0

)

u

0(1)

<

(x

0

); u

0(2)

<

(x

0

)

!

(14.3)

und eine analoge Matrix M

>

(x

0

). Die Glei
hung (14.2) s
hreiben wir damit in Matrix-

form:

M

<

(x

0

)

�

A

B

�

=M

>

(x

0

)

�

C

D

�

(14.4)

Das erw

�

uns
hte Ergebnis ist:

�

C

D

�

=M

�1

>

(x

0

)M

<

(x

0

)

�

A

B

�

= G

><

(x

0

)

�

A

B

�

(14.5)

So k

�

onnen wir bei jeder Sprungstelle verfahren. Die Matrix G propagiert sozusagen

die Konstanten aus einem Berei
h in den n

�

a
hsten Berei
h. F

�

ur diese Propagation gilt

Stromerhaltung. Um dies zu zeigen, s
hreiben wir die Wahrs
heinli
hkeitsstromdi
hte

(14.2) f

�

ur die Wellenfunktion:

	 = Au

(1)

(x) +Bu

(2)

(x) (14.6)

Indem wir au
h hier die Matrix M wie in (14.3) einf

�

uhren.

j =

i~

2m

�

	

�

	

0

� (	

�

)

0

	

�

=

=

i~

2m

(A

�

B

�

)M

y

(x)

�

0 1

�1 0

�

M(x)

�

A

B

�

(14.7)

Die letzte Zeile erfordert eine kurze Re
hnung, die aber lei
ht na
hzuvollziehen ist.

Damit wird die Stromdi
hte an der Stelle x

0

f

�

ur die Wellenfunktion re
hts der

Sprungstelle:

j

>

(x

0

) =

i~

2m

i~

2m

(C

�

;D

�

)M

+

>

(x

0

)

�

0 1

�1 0

�

M

>

(x

0

)

�

C

D

�

(14.8)

Wir setzen nun (14.5) f

�

ur (C;D) ein. Dies ergibt:

(A

+

; B

+

)G

y

><

(x

0

)M

y

>

(x

0

)

�

0 1

�1 0

�

M

>

(x

0

)G

><

(x

0

)

�

A

B

�

=

(A

+

; B

+

)M

y

<

(x

0

)

�

0 1

�1 0

�

M

<

(x

0

)

�

A

B

�

(14.9)
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und damit haben wir gezeigt, da�

j

>

(x

0

) = j

<

(x

0

) (14.10)

gilt. Bei der Potentials
hwelle gibt es zwei Sprungstellen. Die Berei
he wollen wir mit

I; II; III wie folgt bezei
hnen:

I : x < �a

II : �a < x < a (14.11)

III : x > a

F

�

ur die Konstanten w

�

ahlen wir (A;B), (C;D), (F;G). E ist wegen der Energie zu

kostbar. Aus der Glei
hung (14.5) folgt in:

�

C

D

�

= G

II-I

(�a)

�

A

B

�

�

F

G

�

= G

III-II

(a)

�

C

D

�

(14.12)

und s
hlie�li
h:

�

F

G

�

= G

III-II

(a)G

II-I

(�a)

�

A

B

�

(14.13)

Es bleiben no
h die Matrizen M zu bestimmen.

Wir betra
hten zun

�

a
hst den Fall E < V

0

: Es ist wieder zwe
km

�

a�ig, die Variablen:

k =

1

~

r

E

2m

; � =

1

~

r

(V

0

�E)

2m

(14.14)

einzuf

�

uhren. Die L

�

osungen lauten dann:

u

I

= Ae

ikx

+Be

�ikx

u

II

= Ce

�x

+De

��x

(14.15)

u

III

= Fe

ikx

+Ge

�ikx

(14.16)

Dies f

�

uhrt zu folgenden Matrizen:

M

I

(x

0

) =

�

e

ikx

0

e

�ikx

0

ike

ikx

0

�ike

�ikx

0

�

=M

III

(x

0

)

M

II

(x

0

) =

�

e

�x

0

e

��x

0

�e

�x

0

��e

��x

0

�

(14.17)
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M

I

(x

0

) = M

III

(x

0

) gilt f

�

ur unser spezielles Potential, hier ma
ht si
h die Symmtrie

bemerkbar.

Zwei mal zwei Matrizen sind lei
ht zu invertieren und zu multiplizieren. Als Ergebnis

�nden wir (mit � = �+ ik):

G

II-I

(x

0

) =

1

2�

�

�e

��

�

x

0

�

�

e

��x

0

�

�

e

�x

0

�e

�

�

x

0

�

(14.18)

wir brau
hen no
h G

III-II

(x

0

). Es ist aber

G

III-II

(x

0

) = �

�1

II-III

(x

0

) (14.19)

und wegen der Symmetrie des Potentials:

G

II-III

(x

0

) = G

II-I

(x

0

) (14.20)

Wir setzen dies in (14.13) ein und erhalten

�

F

G

�

= G

�1

II-I

(a)G

II-I

(�a)

�

A

B

�

= (14.21)

=

1

2ik�

�

e

�2ika

[(�

2

�k

2

) sinh(2�a)+2ik� 
osh(2�a)℄ (�

2

+k

2

) sinh(2�a)

�(�

2

+k

2

) sinh(2�a) e

2ika

[�(�

2

�k

2

) sinh(2�a)+2ik� 
osh(2�a)℄

��

A

B

�

Unsere Randbedingung, ein von links einlaufender Teil
henstrahl, bedeutet, da� wir

�

uber

A frei verf

�

ugen wollen. Re
hts soll es nur einen auslaufenden Strahl geben, d.h. G = 0.

Aus dieser Bedingung folgt aus (14.21)

B

A

=

(�

2

+ k

2

) sinh(2�a)

e

2ika

[(�

2

� k

2

) sinh(2�a) � 2ik� 
osh(2ka)℄

(14.22)

Die Amplitude der re
ektierten Welle ist dur
h die Amplitude A der einlaufenden Welle

bestimmt. Der Re
exionskoeÆzient bere
hnet si
h zu

r =

�

�

�

�

B

A

�

�

�

�

2

=

sinh

2

(2�a)

sinh

2

(2�a) + 4k

2

�

2

(k

2

+ �

2

)

�2

(14.23)

Um die Amplitude F der auslaufenden Welle zu bere
hnen, emp�ehlt es si
h, die Matrix

in (14.21) zu invertieren. Da wir in (??) G = 0 verlangt haben, folgt

F

A

=

e

�2ika


osh(2�a)�

�

2

�k

2

2ik�

sinh(2�a)

(14.24)
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Dies ergibt den TransmissionskoeÆzienten:

t =

�

�

�

�

F

A

�

�

�

�

2

=

4k

2

�

2

(�

2

+ k

2

)

�2

sinh

2

(2�a) + 4k

2

�

2

(k

2

+ �

2

)

�2

=

1

1 +

(k

2

+�

2

)

2

4k

2

�

2

sinh

2

(2�a)

(14.25)

Es ergibt si
h nat

�

urli
h r + t = 1 wie es au
h sein mu�.

Den rein quantenme
hanis
hen E�ekt, da� es au
h f

�

ur E < V

0

eine endli
he Wahr-

s
heinli
hkeit t gibt, da� der Teil
henstrom die Potentials
hwelle

�

uberwindet, nennt man

Tunnele�ekt. Dies ist ein E�ekt, der an vielen quantenme
hanis
hen Systemen beoba
h-

tet wird.

Um den Fall E > V

0

zu bes
hreiben, m

�

ussen wir nur � dur
h iq =

1

~

q

E�V

0

2m

er-

setzen. Die gesamte Re
hnung bleibt unver

�

andert. Wie aus (14.25) ersi
htli
h, wird bei

bestimmten Energien t = 1, n

�

amli
h bei 2�a = � � n. Dazwis
hen nimmt t immer ein

Minimum an, n

�

amli
h bei 2�a =

1

2

�(2n+ 1).
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15 Gebundene Zust

�

ande im Potentialtopf

Damit gebundene Zust

�

ande auftreten k

�

onnen, soll das Potential f

�

ur jxj < a negativ sein.

V (x) = �V

0

�(a� jxj); V

0

> 0 (15.1)

Die Wellenfunktionen gebundener Zust

�

ande sollen im Unendli
hen vers
hwinden und

quadratintegrierbar sein. Dies ist eine unter der Spiegelung (1.5) symmetris
he Randbe-

dingung, wir werden daher gerade und ungerade Eigenfunktionen betra
hten.

S
hr

�

odingerglei
hung:

jxj > a : �

~

2

2m

d

2

dx

2

	 = E	 (15.2)

jxj < a : �

~

2

2m

d

2

dx

2

	 = (E + V

0

)	 (15.3)

Die Glei
hung (15.2) hat nur f

�

ur E < 0 normierbare L

�

osungen. Die normierbare L

�

osung

f

�

ur den Berei
h I, x < �a, hat die Form

	

I

= e

K x

; qquadK =

1

~

p

2m(�E) (15.4)

Dementspre
hend �nden wir f

�

ur den Berei
h III, x > a:

	

III

= e

�K x

(15.5)

Im Berei
h II, jxj < a, gibt es zwei linear unabh

�

angige L

�

osungen:

	

II

= A � 
os(kx) +B � sin(kx); k =

1

~

p

2m(E + V

0

) (15.6)

Wir betra
hten zun

�

a
hst die geraden Wellenfunktionen.

	

II

= A 
ot 
os(kx); 	

I

= e

K x

; 	

III

= e

�K x

(15.7)

Es gen

�

ugt, die Ans
hlu�bedingungen bei x = a zu erf

�

ullen, bei x = �a sind sie dann

infolge der Symmetrie erf

�

ullt:

A 
os(ka) = e

�K a

kA sin(ka) = Ke

�K a

(15.8)

Daraus ergibt si
h die transzendente Glei
hung

tan(ka) =

K

k

(15.9)
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Es sind die Werte von k zu �nden, f

�

ur die diese Glei
hung erf

�

ullt ist. Wir betra
hten

(15.9) als Funktion der Variablen Z = ka und nat

�

urli
h K als Funktion von k

K

2

= �k

2

+

2m

~

2

V

0

(15.10)

Die zu l

�

osende Glei
hung lautet nun:

tanZ =

p




2

� Z

2

Z

(15.11)

Hier haben wir die dimensionslose Konstante


 =

2m

~

2

V

0

a

2

(15.12)

eingef

�

uhrt. Die L

�

osungen von (15.11) lassen si
h graphis
h lei
ht �nden. wir zei
hnen die

linke Seite und die re
hte Seite der Glei
hung (15.11) (Abb.) und �nden graphis
h die

S
hnittstellen. Im Berei
h Z > 0 ist die linke Seite monoton ansteigend und die re
hte

Seite monoton fallend. Die re
hte Seite wird bei Z = 
 glei
h Null. Da wir gebundene

Zust

�

ande f

�

ur �V

0

< E < 0 erwarten, ist sowohl K als au
h k positiv, die S
hnittstellen

der beiden Funktionen m

�

ussen also im ersten Quadranden liegen. Dort �nden wir in

jedem Intervall n� < Z < (n+ 1)� genau eine S
hnittstelle, solange (n + 1)� < 
 gilt.

Die Zahl N

g

der gebundenen Zust

�

ande h

�

angt somit von 
 ab und betr

�

agt:

N

g

= [




�

℄ (15.13)

wobei [




�

℄ die n

�

a
hstgr

�

o�ere nat

�

urli
he Zahl zu




�

ist. Ist 
 > 0, so gibt es mindestens

einen gebundenen Zustand mit einer geraden Wellenfunktion.

Die Energieeigenwerte ergeben si
h aus (15.6)

E

0

= �V

0

+

~

2

2ma

2

Z

2

s

(15.14)

wobei Z

s

die s-te S
hnittstelle in Fig.() ist s = 1 � � � [




�

℄.

Nun betra
hten wir die ungeraden Wellenfunktionen:

	

II

= B sin(kx); 	

I

= e

K x

; 	

III

= �e

�K x

(15.15)

Ans
hlu�bedingung:

B sin(ka) = �e

�K a

kB 
os(ka) = Ke

�K a

(15.16)
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Daraus ergibt si
h die transzendente Glei
hung


otanZ =

p




2

� Z

2

Z

(15.17)

Die Funktionen sind in Fig.() gezei
hnet. 
 mu� gr

�

o�er als �=2 sein, damit es eine

ungerade L

�

osung gibt. F

�

ur die Zahl der ungeraden L

�

osungen N

u

gilt:

�=2 (2N

u

� 1) < 
 < �=2 (2N

u

+ 1) (15.18)

Daraus folgt:

N

0

= [




�

�

1

2

℄ (15.19)

Es gilt nat

�

urli
h wieder Glei
hung (15.14) mit Z

u

als S
hnittstelle.

Gerade und ungerade Wellenfunktionen we
hseln einander mit wa
hsender Energie

ab.

Bei unendli
h tiefem Potentialtopf bleibt nur die Ans
hlu�bedingung


os(ka) = 0; ka = (n+ 1=2)� (15.20)

f

�

ur die geraden Wellenfunktionen und

sin(ka) = 0; ka = n� (15.21)

f

�

ur die ungeraden Wellenfunktionen.

Im Kapitel () haben wir gezeigt, da� bei Spiegelsymmetrie mit 	(x) au
h 	(�x)

eine L

�

osung der zeitunabh

�

angigen S
hr

�

odingerglei
hung ist. Die beiden L

�

osungen haben

wir dann zu geraden und ungeraden L

�

osungen kombiniert, dabei kann nat

�

urli
h eine

der Kombinationen identis
h Null sein. Bei den gebundenen Zust

�

anden im Potentialtopf

ist dies der Fall, wie wir soeben gesehen haben. dies liegt daran, da� bei gebundenen

Zust

�

anden nur eine L

�

osung f

�

ur x! �1 zul

�

assig ist.

Wir zeigen nun, da� bei eindimensionalen Problemen kein gebundener Zustand ent-

artet sein kann. Dazu nehmen wir an, da� es zwei normierbare L

�

osungen gibt, die zur

glei
hen Energie geh

�

oren:

�

~

2

2m

	

00

1

+ V	

1

= E	

1

�

~

2

2m

	

00

2

+ V	

2

= E	

2

(15.22)

Daraus folgt:

	

00

1

	

1

=

	

00

2

	

2

=

2m

~

2

(V �E) (15.23)
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Diese Glei
hung besagt aber, da� 	

1

und 	

2

unabh

�

angig sind:

	

00

1

	

2

�	

00

2

	

1

= 0 (15.24)

Daraus folgt

	

0

1

	

2

�	

0

2

	

1

= 
onst. (15.25)

Da aber 	

1

und 	

2

im Unendli
hen vers
hwinden m

�

ussen, folgt ebenfalls:

	

0

1

	

2

�	

0

2

	

1

= 0 (15.26)

Dies bedingt, da� 	

1

= 
 � 	

2

, da si
h der log 	

1

vom log	

2

nur um eine Konstante

unters
heiden kann.
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16 Der harmonis
he Oszillator

Wie wir in der klassis
hen Me
hanik

8

gesehen haben, bietet si
h der harmonis
he Oszil-

lator f

�

ur Systeme, die eine Ruhelage besitzen, als erste N

�

aherung an. Diese seine Rolle

beh

�

alt er in der Quantenme
hanik bei - ein Grund, ihn eingehend zu behandeln.

Wir quantisieren den harmonis
hen Oszillator, indem wir in der Hamiltonfunktion

H =

p

2

2m

+

K

2

x

2

(16.1)

den Impuls dur
h den entspre
henden Di�erentialoperator (3.7) ersetzen. So erhalten

wir den Hamiltonoperator:

H = �

~

2

2m

d

2

dx

2

+

m!

2

2

(16.2)

Hier haben wir die \Federkonstante" K dur
h die klassis
he Frequenz !=

q

K

m

ersetzt.

Nun gilt es, die entspre
hende Eigenwertglei
hung zu l

�

osen.

H	

E

=

�

�

~

2

2m

d

2

dx

2

+

m!

2

2

x

2

�

	

E

= E	

E

(16.3)

Wir versu
hen erst die in dieser Glei
hung auftretenden Konstanten m

�

ogli
hst zu elimi-

nieren, um eine 
harakteristis
here Form der Di�erentialglei
hung zu erhalten. dies tun

wir, indem wir zun

�

a
hst eine dimensionslose Variable � einf

�

uhren:

� = �x;

d

dx

= �

d

d�

; 	(x) = 	(

1

�

) = u(�) (16.4)

Damit wird (??), wenn wir die Ableitung von n na
h � mit u

0

bezei
hnen, zu:

~

2

�

2

2m

u

00

�

m!

2

2�

2

�

2

u+Eu = 0 (16.5)

Nun multiplizieren wir die Glei
hung (16.5) mit einer Konstanten, um den Term �

2

u

von seinem Faktor zu befreien:

~

2

�

2

m

2

!

2

u

00

� �

2

u+

2�

2

m!

2

Eu = 0 (16.6)

W

�

ahlen wir nun f

�

ur �

�

2

=

m!

~

(16.7)

8

Siehe die Diskussion in Theoretis
he Me
hanik, Kap.11,

http://www.theorie.physik.uni-muen
hen.de/~wess
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und bezei
hnen

2�

2

m!

2

mit �:

� =

2�

2

m!

2

E =

2m

~

2

!

E (16.8)

so erh

�

alt (??) eine sehr 
harakteristis
he Form:

u

00

= (�� �

2

)u = 0 (16.9)

In dieser Form k

�

onnen wir die Di�erentialglei
hung und ihre L

�

osungen au
h in der

mathematis
hen Literatur �nden. Wir wollen aber die L

�

osungen hier explizit bere
hnen

und dabei die Standards
hritte bei der L

�

osung sol
her Di�erentialglei
hungen skizzieren.

Wir l

�

osen die Glei
hung (??) erst im asymptotis
hen Berei
h � !1, wobei wir nur

die in diesem hinaus f

�

uhrenden Terme beibehalten:

u

00

� �

2

u � 0 (16.10)

Asymptotis
h ist diese Glei
hung gel

�

ost dur
h

u = e

�

1

2

�

2

(16.11)

u

0

= ��u ; u

00

� �

2

u

Dies ist eine L

�

osung, die im Unendli
hen sehr s
hnell gegen Null konvergiert.

Nun multiplizieren wir die asymptotis
he L

�

osung mit einer Funktion H(�):

u(�) = H(�)e

�

1

2

�

2

(16.12)

und leiten aus (??) die Di�erentialglei
hung f

�

ur H(�) her:

u

0

(�) = (H

0

� �H)e

�

1

2

�

2

(16.13)

u

00

(�) = (H

00

� 2�H

0

�H + �

2

H)e

�

1

2

�

2

Dies in (16.10) eingesetzt ergibt:

H

00

� 2�H

0

+ (�� 1)H = 0 (16.14)

Es ist sofort einsi
htig, da� eine Konstante H

0

=


0

die Glei
hung l

�

ost, f

�

ur den Eigenwert

� erhalten wir dann �=1 oder mit (16.7)

E

0

=

1

2

~! (16.15)

Dies ist ein Eigenwert der Glei
hung (??), die entspre
hende normierte Wellenfunktion

ist.

	

0

(x) =

�

�

2

�

�

1

4

e

�

1

2

�

2

x

2

; �

2

=

m!

~

(16.16)
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Um weitere L

�

osungen zu erhalten, ma
hen wir f

�

ur H einen Potenzreihenansatz:

H(�) =

1

X

n=0




n

�

2

(16.17)

Negative Potenzen von � kommen ni
ht in Frage, da H(�) sonst bei �=0 divergent w

�

are.

Mit diesem Ansatz gehen wir in die Glei
hung (??) und erhalten:

1

X

n=0

�

n(n� 1)


n

�

n�2

� 2n


n

�

n

+ (�� 1)


n

�

n

	

e

�

1

2

�

2

= 0 (16.18)

Wir verglei
hen die glei
hen Potenzen von � und erhalten

(n+ 1)(n+ 2)


n+2

� 2n


n

+ (�� 1)


n

= 0 (16.19)

Negative potenzen von � treten dabei in (16.18) nie auf, da die entspre
henden Terme

von �

n�2

mit n(n�1) multipliziert sind. Die Glei
hung (16.19) ist eine Rekursionsformel,

f

�

ur die KoeÆzienten 


n

. Die L

�

osung




n+2

=

2n+ 1� �

(n+ 1)(n+ 2)




n

(16.20)

verbindet gerade (ungerade) Werte von n mit geraden (ungeraden) Werten. Dies war zu

erwarten, da wegen der Spiegelungsinvarianz der Di�erentialglei
hung (??) gerade und

ungerade Funktionen f

�

ur si
h L

�

osungen sind, wie es in (12.9) diskutiert wurde.

Um das Konvergenzverhalten der Reihe (??) abzus
h

�

atzen, betra
hten wir das Verh

�

alt-

nis 


n+2

zu 


n

im limes n!1:




n+2




n

!

2

n

(16.21)

Verglei
hen wir dies mit dem Verhalten von e

1

2

�

2

, so sehen wir, da� die Funktion e

1

2

�

2

von H f

�

ur � !1 majorisiert wird. Dies w

�

urde f

�

ur die Wellenfunktion 	(x) bedeuten,

da� sie im Unendli
hen divergiert, au�er die Reihe bri
ht ab. Dies wird f

�

ur �=2n + 1

der Fall sein. In diesem Fall wird H ein Polynom, und 	(x) ist eine quadratintegrierbare

Wellenfunktion. Das Polynom ist dann ein Polynom nten Grades, da aus (16.20) folgt,

da� 


n+2

vers
hwindet, 


n

jedo
h von Null vers
hieden ist, wenn ni
ht H identis
h Null

sein soll. Das Polynom bezei
hnen wir mit H, es hei�t hermitis
hes Polynom n-ten

Grades.

Aus der Forderung na
h Normierbarkeit der Wellenfunktion �nden wir, da� die Ei-

genwerte nur diskrete Werte annehmen k

�

onnen:

E

n

=

~!

2

� = ~!(n+

1

2

) ; n = 0; 1; 2; ::: (16.22)
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Die entspre
henden Eigenfunktionen sind

	

n

(x) = N

n

H

n

(�x)e

�

1

2

�

2

x

2

(16.23)

Die Normierungskonstante N

n

wird no
h bere
hnet werden.

Wir sehen, da� der Energieeigenwert (16.15) der niedrigste Energieeigenwert ist.

Wir bezei
hnen diesen Zustand des harmonis
hen Oszillators als Grundzustand und die

Wellenfunktion (16.16) als Grundzustandswellenfunktion. Sie ist eine Gau�s
he Glo
ken-

funktion.

Den niedrigsten Energieeigenwert des harmonis
hen Oszillators h

�

atten wir au
h

�

uber

die Uns
h

�

arferelation wie beim Wassersto�atom in Kapitel 2 abs
h

�

atzen k

�

onnen. Dies

h

�

atte den exakten Energieeigenwert (16.15) ergeben, da die Gau�s
he Wellenfunktion

ja glei
hzeitig das minimale Wellenpaket ist. Die ni
ht vers
hwindende Grundzustands-

energie des harmonis
hen Oszillators ist also eine Folge der Uns
h

�

arferelation.
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17 Hermite Polynome

F

�

ur die Hermites
hen Polynome gibt es ein erzeugendes Funktional:

S(�; s) = e

�

2

�(s��)

2

= e

�s

2

+2s�

(17.1)

=

1

X

n=0

1

n!

H

n

(�)s

n

; 0! = 1

Wir behaupten, da� die Entwi
klungskoeÆzienten der Funktion S na
h der Ver

�

anderli-


hen s bis auf einen Faktor (n!)

�1

die Hermites
hen Polynome sind. Zun

�

a
hst sind die

Funktionen H

n

(�) in (17.1) o�enbar Polynome von h

�

o
hstens n-tem Grad. Dies sieht

man, indem man die Exponentialfunktion in (17.1) na
h S entwi
kelt.

Nun wollen wir no
h zeigen, da� die Funktionen H

n

(�) au
h der Hermites
hen Dif-

ferenzialglei
hung () gen

�

ugen.

H

00

n

� 2�H

0

n

+ 2nH

n

= 0 (17.2)

Um dies zu zeigen, di�erenzieren wir S na
h �:

�S

��

= 2se

�s

2

+2s�

=

1

X

n=0

2H

n

n!

s

n+1

=

1

X

n=0

1

n!

H

0

n

s

n

(17.3)

Dur
h KoeÆzientenverglei
h �nden wir:

H

0

n

= 2nH

n�1

(17.4)

Dies gilt au
h f

�

ur n = 0, da aus (17.1) H

0

= 1 folgt. Di�erenzieren wir (17.4) no
hmals

na
h �, dann erhalten wir:

H

00

n

= 2nH

0

n�1

= 2n(n� 1)H

n�2

(17.5)

Nun di�erenzieren wir S na
h s und erhalten:

�S

�s

= 2(�s+ �)e

�s

2

+2s�

=

X

n

1

(n� 1)!

H

n

(�)s

n�1

(17.6)

Wir entwi
keln nun au
h die Exponentialfunktion in (17.6) na
h s und erhalten:

X

n

2(�s+ �)

1

n!

s

n

H

n

(�) = 2

X

n

1

n!

H

n

(�)(�s

n+1

+ �s

n

) (17.7)

= 2

X

n

1

n!

(�nH

n�1

+ �H

n

)s

n
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Verglei
hen wir die KoeÆzienten von S in (17.6) und (17.7), so ergibt dies:

H

n+1

= 2�H

n

� 2nH

n�1

oder (17.8)

H

n

= 2�H

n�1

� 2(n� 1)H

n�2

Ersetzen wir nunH

n�1

undH

n�2

in (17.8) dur
h Ableitungen von H

n

, wie dies mit Hilfe

von (17.4) und (17.5) m

�

ogli
h ist, dann erhalten wir aus (17.8) genau die Hermites
he

Di�erentialglei
hung (17.2).

Die Glei
hung (17.1) erlaubt es, die Hermites
hen Polynome einigerma�en m

�

uhelos

zu bere
hnen.

�

n

�s

n

Sj

n=0

= H

n

(17.9)

folgt aus (17.1). Wir formen dies no
h einmal um:

�

n

�s

n

S = e

�

2
�

n

�s

n

e

�(s��)

2

= e

�

2

(�1)

n

�

n

��

n

e

�(s��)

2

(17.10)

Wir erhalten damit aus (17.9)

H

n

= (�1)

n

e

�

2 �

n

��

n

e

��

2

(17.11)

Die ersten Hermites
hen Polynome sind:

H

0

= 1

H

1

= 2�

H

2

= 4�

2

� 2

H

3

= 8�

3

� 12� (17.12)

H

4

= 16�

4

� 48�

2

+ 12

H

5

= 32�

5

� 160�

3

+ 120�

Die Eigenfunktionen (16.23) des harmonis
hen Oszillators sind

	

n

(x) = N

n

H

n

(�x)e

�

1

2

�

2

x

2

(17.13)

�

2

=

m!

~

Der Normierungsfaktor N

n

ist dur
h die Normierungsbedingung

Z

dx	

�

n

	

n

= jN

n

j

2

Z

dx jH

n

(�x)j

2

e

��

2

x

2

= 1 (17.14)
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bestimmt. Um dieses Integral zu bere
hnen, nehmen wir das erzeugende Funktional

(17.1) zu Hilfe und verwenden (13.6) zur Integration:

Z

d� S(�; s)S(�; t)e

��

2

=

Z

d� e

�s

2

�t

2

+2(s+t)���

2

(17.15)

=

Z

d� e

�(��s�t)

2

+2st

=

p

�e

2st

=

p

�

1

X

n=0

1

n!

2

n

s

n

t

n

Setzen wir die Entwi
klung (17.1) na
h Hermite Polynomen in dieses Integral ein, so

ergibt dies

Z

d� S(�; s)S(�; t)e

��

2

=

X

n;l

1

n!

1

l!

Z

d� H

n

(�)H

l

(�)e

��

2

s

n

t

l

(17.16)

Verglei
hen wir dies mit (17.15), so erhalten wir das Ergebnis:

Z

d� H

n

(�)H

l

(�)e

��

2

=

p

�2

n

n!Æ

n;m

(17.17)

Die Eigenfunktionen

	

n

(x) =

r

�

2

n

n!

p

�

H

n

(�x)e

�

1

2

�

2

x

2

(17.18)

bilden demna
h ein orthogonales und normiertes Funktionensystem:

Z

dx	

�

n

(x)	

m

(x) = Æ

n;m

(17.19)

Auf den Beweis, da� dieses Funktionensystem au
h vollst

�

andig ist, wollen wir hier ver-

zi
hten und verweisen auf die eins
hl

�

agige mathematis
he Literatur. So wie wir expe-

rimentelle Ergebnisse \glauben", ohne die Experimente selbst na
hzuvollziehen, wollen

wir au
h mathematis
he Ergebnisse glauben, ohne die Beweise selbst na
hzuvollziehen.

Die Hermites
hen Polynome kann man au
h als Polynome au�assen, die mit dem

Ma� e

��

2

orthogonalisiert sind. Dazu die ersten Beispiele.

H

0

= 1 legt die Normierung des Polynoms 0-ter Ordnung fest. Das Polynom 1-

ten Grades, das zu H

0

orthogonal ist, ist H

1

= 2�, wobei die Normierung wiederum

willk

�

urli
h gew

�

ahlt ist. Das Integral

Z

d� H

0

H

1

e

��

2

= 0 (17.20)
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vers
hwindet, da der Integrand antisymmetris
h unter � ! �� ist. Nun wollen wir das

Polynom zwieter Ordnung bere
hnen.

Z

d� H

0

(


1

+ 


2

�

2

)e

��

2

=

p

�(


1

+

1

2




2

) = 0 (17.21)

Daraus folgt 


2

= �2


1

, in

�

Ubereinstimmung mit (17.12). Einen linearen Term haben

wir weggelassen (17.21), da der Integrand wieder antisymmetris
h w

�

are. Desglei
hen ist

H

1

in H

2

orthogonal.

So k

�

onnten wir Ordnung f

�

ur Ordnung verfahren und mit Hilfe des S
hmidts
hen Or-

thogonalisierungsverfahrens () die Hermite Polynome konstruieren. Die entspre
henden

Integrale kann man immer wieder dur
h Di�erenzieren des ersten Integrals von (13.6)

na
h � bere
hnen.

Die Kenntnis der Hermite Polynome erlaubt es uns, das Verhalten der Eigenfunk-

tionen 	

n

des harmonis
hen Oszillators f

�

ur Gr

�

o�en n, d.h. f

�

ur gro�e Energie, zu unter-

su
hen. Wir wollen zeigen, da� si
h j	

n

j

2

f

�

ur gro�es n der klassis
hen Aufenthaltswahr-

s
heinli
hkeit n

�

ahert.

Dazu m

�

ussen wir zun

�

a
hst des Begri� der klassis
hen Aufenthaltswahrs
heinli
hkeit

einf

�

uhren. Wir denken uns dazu die Beoba
htung des harmonis
h s
hwingenden Teil-


hens dur
h ein Fenster, das nur den Bli
k auf einen kleinen Berei
h der Bahnkurve

freigibt. Die Wahrs
heinli
hkeit, das Teil
hen in diesem Fenster zu sehen, wird nat

�

urli
h

proportional zur Zeit sein, die das Teil
hen auf diesem Teil der Bahnkurve w

�

ahrend einer

S
hwingung verbringt.

�

kl

(x)dx =

1

T

dt =

1

T

dx

v

(17.22)

�

kl

(x) =

1

v(x)

1

T

L

�

osen wir Bewegungsglei
hung de klassis
hen Aufenthaltswahrs
heinli
hkeit mit maxi-

maler Auslenkung x

0

, so erhalten wir

v = !

q

x

2

0

� x

2

; T =

�

!

(17.23)

Daraus ergibt si
h

�

kl

(x) =

1

�

p

x

2

0

� x

2

(17.24)

Die Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte ist so normiert, da�

Z

x

0

�x

0

dx �

kl

(x) = 1
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gilt. Wir verglei
hen dies graphis
h mit der quantenme
hanis
hen Aufenthaltswahr-

s
heinli
hkeitsdi
hte �(x)= j	

n

(x)j

2

.

-4 -2 2 4

0.1

0.2

0.3

0.4

F

�

ur gro�es n n

�

ahert si
h die quantenme
hanis
he Aufenthaltswahrs
heinli
hkeit der

klassis
hen Aufenthaltswahrs
heinli
hkeit an. Dies ist Ausdru
k des Bohrs
hen Korre-

spondenzprinzips, das besagt, da� ein quantenme
hanis
hes System f

�

ur gro�e Quanten-

zahlen (in unserem Fall n) si
h dem klassis
hen System ann

�

ahert. Gro�e Quantenzahl

bedeutet dabei, da� ~!n, also die Energie, gro� gegen ~!, also dem quantenme
hani-

s
hen Energieintervall, dem Energiequant, sein soll.
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18 Erzeugungs- und Verni
htungsoperatoren

Der harmonis
he Oszillator erlaubt eine algebrais
he Behandlung, die einen neuen Ein-

bli
k in die Struktur quantenme
hanis
her Systeme erm

�

ogli
ht.

Wir gehen dabei von den kanonis
hen Vertaus
hungsrelationen (7.19)

[x; p℄ = i~ (18.1)

aus, ohne daran zu denken, da� der Operator p dur
h die Quantisierungsvors
hrift (3.7)

de�niert ist. Die Glei
hung (18.1) ist ein Beispiel einer algebrais
hen Relation.

Wir werden sehen, da� diese Relation gemeinsam mit der Annahme, da� es si
h bei

den Gr

�

o�en x und p um lineare Operatoren in einem Hilbertraum handelt, sehr viel

�

uber

ein quantenme
hanis
hes System lernen kann.

Als spezielles System w

�

ahlen wir den harmonis
hen Oszillator. Die klassis
he Ha-

miltonfunktion ist die Summer zweier reeller Quadrate und l

�

a�t si
h demna
h als Abso-

lutquadrat einer komplexen Zahl s
hreiben. Bis auf einen Normierungsfaktor w

�

are dies

f

�

ur

a =

1

p

2m~!

fm!x+ ipg (18.2)

a

y

=

1

p

2m~!

fm!x� ipg

der Fall. Nun sollten aber a und u

y

lineare Operatoren sein, deren algebrais
he Struktur

dur
h (18.1) de�niert ist. Aus (18.1) folgt:

[a; a

y

℄ = 1 (18.3)

Dies ist lei
ht zu zeigen:

[a; a

y

℄ =

1

2m~!

[m!x+ ip;m!x� ip℄ =

1

2m~!

(~m! + ~m!) = 1 (18.4)

Der Normierungsfaktor f

�

ur a und a

t

w

�

urde so gew

�

ahlt, da� in (18.3) die linke Seite

gerade 1 ergibt.

Wir bere
hnen nun a

y

a:

aa

y

=

1

2m~!

(m!x� ip)(m!x+ ip) (18.5)

=

1

2m~!

fm

2

!

2

x

2

+ p

2

+m!i[x; p℄g

=

1

~!

(

p

2

2m

+

m!

2

2

x

2

)�

1

2

=

1

~!

H �

1

2
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Wir �nden als wi
htiges Ergebnis:

H = ~!(aa

y

+

1

2

) (18.6)

Verwenden wir weiterhin die Relation (18.3), so folgt:

[a

y

a; a℄ = a

y

[a; a℄ + [a

y

; a℄a = �a (18.7)

und

[a

y

a; a℄ = a

y

[a; a

y

℄ + [a

y

; a

y

℄a = a

y

(18.8)

Hier haben wir die letzte Relation aus (7.15) ben

�

utzt. Es gilt demna
h:

[H; a℄ = �~!a (18.9)

[H; a

y

℄ = �~!a

y

(18.10)

Bisher haben wir nur die algebrais
he Relation (18.1) verwendet. Nun nehmen wir au
h

no
h an, da� x und p Observablen sind, d.h. hermitis
he lineare Operatoren mit einem

vollst

�

andigen und orthogonalen System von Eigenvektoren.

Der Operator a

y

in (18.2) sei der zu a adjungierte Operator.

9

F

�

ur die weitere Behandlung emp�ehlt es si
h, die Notation von Kap.7 zu

�

uberneh-

men. Da� a

y

der zu a adjungierte Operator ist, bedingt dann:

h�; a	i = ha

y

�;	i

h�; a

y

	i = ha�;	i

Daraus folgt wiederum

h	; a

y

a	i = ha	; a	i � 0 (18.11)

Wir sehen, da� alle Erwartungswerte des hermitis
hen Operators a

y

a bzw. H ni
ht nur

reell, sondern au
h positiv sind. dies gilt dann au
h f

�

ur die Eigenwerte.

Nehmen wir nun an, H h

�

atte einen positiven reellen Eigenwert E

H	

E

= E	

E

(18.12)

wobei 	

E

ein Vektor im Hilbertraum sein soll. Dann sind au
h a

y

	

E

(a	

E

), falls diese

wieder Vektoren im Hilbertraum sind, Eigenvektoren von H. Dies zeigen wir nun mit

Hilfe von (18.9)

Ha

y

	

E

= (Ha

y

� a

y

H + a

y

H)	

E

(18.13)

= [H; a

y

℄	

E

+ a

y

E	

E

= (E + ~!)a

y

	

E

9

Ist p der dur
h �i~

�

�x

dargestellte Di�erenzialoperator, dann m

�

u�te man strenggenommen no
h

zeigen, da� der zu a adjungierte Operator und der in (18.2) de�nierte Operator a

y

den glei
hen De�ni-

tionsberei
h, di
ht in L

2

, besitzen.
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a

y

	

E

ist demna
h Eigenvektor zum Eigenwert E + ~!.

Nun gilt aber au
h in glei
her Weise

Ha	

E

= (E � ~!)a	

E

(18.14)

a	

E

, falls es als Vektor im Hilbertraum existiert, ist Eigenvektor zum Eigenwert E�~!.

Da aber alle Eigenwerte von H positiv sind, mu� es einen Eigenwert E

0

geben, soda�

a	

E

0

= 0 (18.15)

gilt. Sonst k

�

onnte man mit (18.14) zu negativen Eigenwerten weitergelangen. Diesen

Zustand nennen wir den Grundzustand und E

0

die Grundzustandsenergie.

Der Grundzustand ist demna
h dur
h (18.15) de�niert, und aus (18.6) folgt:

H	

E

0

=

1

2

~!	

E

0

(18.16)

Dies ist au
h das Ergebnis von (16.22). Die weiteren Eigenwerte vonH folgen aus (18.13),

sie sind ~!(n+

1

2

). Den entspre
henden Eigenvektor bezei
hnen wir mit 	

n

:

H	

n

= ~!(n+

1

2

)	

n

(18.17)

Dies ist wiederum genau unser Ergebnis aus (16.23). Die Zust

�

ande 	

n

k

�

onnen dur
h wie-

derholte Anwendung des Operators a

y

auf 	

0

(	

E

0

) erzeugt werden. Dies re
htfertigt

die Bezei
hnung a als Verni
htungsoperator und a

y

als Erzeugungsoperator. Sie verni
h-

ten bzw. erzeugen jeweils ein Energiequant ~!. Im glei
hen Sinne hei�t der Operator

a

y

a Besetzungszahloperator.

Nun no
h zur Normierung der Zust

�

ande. Sei 	

n

ein normierter Zustand:

h	

n

;	

n

i = 1 (18.18)

Dann folgt:

ha	

n

; a	

n

i = h	

n

; a

y

a	

n

i = n (18.19)

und

ha

y

	

n

; a

y

	

n

i = h	

n

; aa

y

	

n

i = n+ 1 (18.20)

Damit sind die nomierten Zust

�

ande 	

n�1

bzw. 	

n+1

gegeben dur
h:

	

n+1

=

1

p

n+ 1

a

y

	

n

(18.21)

bzw.

	

n�1

=

1

p

n

a

y

	

n

(18.22)
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Ist der Grundzustand 	

0

normiert, so folgt daraus:

	

n

=

1

p

n!

(a

y

)

n

	

0

(18.23)

Damit haben wir alle Energieeigenvektoren konstruiert. Wir zeigen no
h, da� sie ein

orthogonales System von Eigenvektoren bilden. Da sie Eigenvektoren von H sind, folgt

H	

n

= E

n

	

n

(18.24)

H	

m

= E

m

	

m

H ist hermitis
h, demna
h gilt

h	

m

;H	

n

i = hH	

m

;	

n

i (18.25)

E

n

h	

m

;	

n

i = E

m

h	

m

;	

n

i

F

�

ur E

m

6= E

n

, d.h. m 6= n folgt daraus

h	

m

;	

n

i = 0 (m 6= n) (18.26)

Ergebnis:

h	

m

;	

n

i = Æ

n;m

(18.27)

Das S
hwankungsquadrat von x bzw. p ist f

�

ur diese Funktionen lei
ht zu bere
hnen.

Wir l

�

osen (18.2) na
h x(p) auf:

x =

1

p

2

r

~

m!

(a+ a

y

) (18.28)

p = �i

~

p

2

r

m!

~

(a� a

y

)

Man sieht daraus unmittelbar, da� alle Erwartungswerte von x bzw. p f

�

ur Energieeigen-

vektoren vers
hwinden, da

h	

n

; a	

n

i = h	

n

; a

y

	

n

i = 0 (18.29)

f

�

ur alle 	

n

gilt.

Um (�x)

2

	

zu bere
hnen, m

�

ussen wir demna
h den Erwartungswert von x

2

bere
h-

nen:

(�x)

2

	

n

= h	

n

; x

2

	

n

i =

~

2

2m!

h	

n

; (a+ a

y

)

2

	

n

i (18.30)

=

~

2

2m!

h	

n

; (aa

y

+ a

y

a)	

n

i =

~

2

m!

(n+

1

2

)
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Wollen wir die Wellenfunktionen als Funktionen der Koordinaten bere
hnen, so m

�

ussen

wir von der Darstellung (3.7) des Operators p ausgehen und die Grundzustandseigen-

funktion gem

�

a� der De�nition von (18.15) bere
hnen:

(m!x+ ~

�

�x

)	

0

(x) = 0 (18.31)

Als L

�

osung ergibt si
h die normierte Grundzustandsfunktion

	

0

=

�

m!

~�

�

1

4

e

�

1

2

m!

~

x

2

(18.32)

Dies ist genau die Wellenfunktion (??). Die Wellenfunktionen 	

n

ergeben si
h dann aus

(18.23) dur
h Anwenden des Di�erentialoperators a

y

auf 	

0

(x). Dies reproduziert die

Funktionen (17.18).

Wir haben in diesem Kapitel angenommen, da� H ein hermitis
her Operator mit

einem vollst

�

andigen und orthogonalen System von Eigenvektoren ist. Im Falle, da� wie

(3.7) p dur
h �i~

d

dx

dargestellt wird, ist dies au
h der Fall. Man kann aber au
h zeigen,

da� alle Darstellungen von p

�

aquivalent zu dieser Darstellung sind, wenn man fordert,

da� x; p und der Hamiltonoperator des harmonis
hen Oszillators Observable sind.
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19 Koh

�

arente Zust

�

ande

Die Grundzustandsfunktion des harmonis
hen Oszillators (??) ist ein Gau�s
hes Wel-

lenpaket. Anders als beim freien Teil
hen zerl

�

auft dieses Wellenpaket ni
ht. Dur
h das

Potential entsteht eine r

�

u
ktreibende Kraft, die aus dem Wellenpaket einen station

�

aren

Zustand ma
ht.

Nun wollen wir dieses Wellenpaket aus dem Ursprung vers
hieben:

	

d

(x) =

�

m!

~�

�

1

4

e

�

1

2

m!

~

(x� d)

2

(19.1)

und bere
hnen, wie si
h dieses Wellenpaket zeitli
h ver

�

andert. Wir werden wiederum

feststellen, da� dieses Wellenpaket ni
ht zer
ie�t, sein Absolutquadrat wohl aber na
h

der klassis
hen Frequenz ! um den Ursprung s
hwingt.

Wir zeigen zun

�

a
hst, da� das Wellenpaket (19.1) Eigenzustand des Verni
htungsope-

rators a ist. Die De�nition von a �nden wir in (18.2):

a	

d

=

1

p

2m~!

(m!x+ ~

d

dx

)	

d

(19.2)

=

r

m!

2~

d	

d

=

~

d	

d

~

d =

r

m!

2~

d ist dimensionslos.

Dies bedeutet jedo
h keinesfalls, da� die koh

�

arenten Zust

�

ande 	

d

ein vollst

�

andiges und

orthogonales Funktionensystem bilden. Der Operator a ist ja ni
ht einmal hermitis
h,

die Konstante d kann in (19.2) au
h komplex sein, die Eigenwertglei
hung ist au
h dann

erf

�

ullt.

Wir werden nun die Relation (19.2) verwenden, um im algebrais
hen Kalk

�

ul m

�

ogli
hst

viel

�

uber den in (19.1) de�nierten Zustand des koh

�

aherenten Zustands, oder au
h Glau-

berzustand (Roy Glauber), zu erfahren, vor allem seine zeitli
he Entwi
klung interessiert

uns. Dazu werden wir den Zustand 	d na
h den Eigenfunktionen 	

n

des harmonis
hen

Oszillators entwi
keln:

	

d

=

X

n




n

	

n

(19.3)




n

= 
h	

n

;	

d

i

Hier verwenden wir die Notation von Kap. .

Der Zustand 	

n

wurde algebrais
h in (18.26) de�niert. Wir verwenden diese De�ni-

tion, um 


n

zu bere
hnen.




n

= h

1

p

n!

(a

y

)

n

	

n

;	

d

i (19.4)
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Verwenden wir (18.12), so folgt unmittelbar:




n

=

1

p

n!

h	

n

; a

n

	

d

i =

~

d

n

p

n!

h	

n

;	

d

i (19.5)

Da 	

d

eine normierte Wellenfunktion sein sollte, gilt

h	

d

;	

d

i = 1 =

X

n




�

n




n

=

X

j

~

dj

2n

n!

jh	

n

;	

d

ij

2

(19.6)

= e

j

~

dj

2

jh	

d

;	

d

ij

2

Daraus ergibt si
h der Normierungsfaktor

jh	

d

;	

d

ij = e

�

1

2

j

~

dj

2

(19.7)

Wir haben den Entwi
klungskoeÆzienten 


n

bis auf eine gemeinsame Phase, die die

Glei
hung (19.2) so ni
ht festlegen kann, bere
hnet. Dazu w

�

ahlen wir frei:

	

d

= e

�

1

2

j

~

dj

2

X

n

~

d

n

p

n!

	

n

(19.8)

Die koh

�

arenten Zust

�

ande sind keineswegs station

�

are bzw. Energieeigenzust

�

ande. Die

Wahrs
heinli
hkeit, einen bestimmten Energieeigenwert zu messen, betr

�

agt:

!

n

= 


�




n

=

1

n!

~

d

n

e

�j

~

dj

2

(19.9)

Dies nennt man eine Poissonverteilung (Simeon Denis Poisson, Frankrei
h 1781-1840).

Die zeitli
he Entwi
klung der Wellenfunktion bere
hnen wir gem

�

a� (13.7):

	

d

(x; t) =

X

n




n

e

�

i

~

tE

n

	

n

(19.10)

= e

�

1

2

j

~

dj

2

X

n

1

p

n!

~

d

n

e

�i!t(n+

1

2

)

	

n

= e

�

1

2

j

~

dj

2

e

�

i

2

!t

X

n

1

p

n!

(

~

de

�i!t

)

n

	

n

Verglei
hen wir dies mit (19.8), so sehen wir, da� die Summe in (19.10) lei
ht zu bere
h-

nen ist, wir m

�

ussen in (19.8) d nur dur
h

~

de

�i!t

ersetzen. Daraus folgt:

	

d

(x; t) = e

�

i

2

!t

	

de

�i!t

(x; 0) (19.11)

=

�

�~

m!

�

1

4

e

�

i

2

!t

e

�

m!

2~

(x�de

�i!t

)

2
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Die Aufenthaltswahrs
heinli
hkeitsdi
hte f

�

ur die Wellenfunktion (19.11) erh

�

alt eine sehr

einfa
he und physikalis
h einsi
htige Form:

�

d

= 	

�

d

(x; t)	

d

(x; t) =

�

�~

m!

�

1

2

e

�

m!

~

(x�d 
os!t)

2

(19.12)

Um von (19.11) zu (19.12) zu gelangen, haben wir e

�i!t

= 
os!t � i sin!t verwendet

und dann das Absolutquadrat gebildet. Dabei haben wir vorausgesetzt, da� d in (19.11)

reell ist.

Mit Hilfe der algebrais
hen Methode ist es au
h einfa
h, den Erwartungswert des

Ortes und des Impulses zu bere
hnen. Wir gehen von (18.29) aus.

h	

d(t)

; x	

d(t)

i =

r

~

2m!

h	

d(t)

; (a+ a

y

)	

d(t)

i (19.13)

=

r

~

2m!

fh	

d(t)

; a	

d(t)

i+ ha	

d(t)

;	

d(t)

ig

=

r

~

2m!

r

m!

2~

d(e

�i!t

+ e

i!t

)

= d 
os!t:

Genauso:

h	

d(t)

; p	

d(t)

i = �i

r

m!~

2

h	

d(t)

; (a� a

y

)	

d(t)

i (19.14)

= �m!d sin!t

Dies ist eine s
h

�

one Best

�

atigung des Ehrenfests
hen Theorems aus Kap.7.

77



20 Drehimpuls

Den Di�erentialoperator, der der Observablen Drehimpuls entspre
hen sollte, erhalten

wir aus dem klassis
hen Drehimpuls dur
h unsere Quantisierungsvors
hrift (3.7) oder

(5.13):

L = (r� p) (20.1)

L

x

= yp

z

� zp

y

= �i~(y

�

�z

� z

�

�y

)

L

y

= zp

x

� xp

z

= �i~(z

�

�x

� x

�

�z

)

L

z

= xp

y

� yp

x

= �i~(x

�

�y

� y

�

�x

)

Wie in der klassis
hen Me
hanik au
h, hat der Drehimpuls au
h in der Quantenme
ha-

nik eine intime Beziehung zu Drehungen. Wir gehen daher au
h hier wieder von den

Drehungen im dreidimensionalen Raum, der Gruppe SO(3), aus. Eine Drehung um die

z-A
hse transformiert die Ortskoordinaten wie jeden Vektor wie folgt:

x

0

= x 
os'� y sin' = x� �y + ::: (20.2)

y

0

= x sin'+ y 
os' = y � �x+ :::

z

0

= z = z

Hier handelt es si
h um eine Drehung entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn. Re
hts ha-

ben wir die ersten Terme einer Potenzreihenentwi
klung in ' hinges
hrieben. Ist ' in-

�nitesimal, und verna
hl

�

assigen wir alle h

�

oheren Potenzen von ', so ergibt dies die

ini�nitesimale Drehung:

Æx = x

0

� x = �'y (20.3)

Æy = y

0

� y = 'x

Æz = z

0

� z = 0

Wir erinnern daran, da� eine ini�nitesimale Drehung um die Dreha
hse ' und den

in�nitesimalen Betrag j'j wie folgt ges
hrieben werden kann:

Æx = ['� x℄ (20.4)

Nun betra
hten wir die

�

Anderung einer Funktion der Koordinaten unter einer in�nite-

simalen Drehung (9.15):

Æ	(x) = 	(x+ Æx) �	(x) (20.5)

= Æxr	 = ('� x)r	

=

i

~

' � (x� p)	 =

i

~

' � L	
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In diesem Sinne sagen wir, da� der Drehimpuls die Drehung erzeugt.

In der kanonis
hen Me
hanik erzeugt die Poissonklammer mit dem Drehimpuls eben-

falls die Drehung an den Orts- und Impulsvariablen.

10

Daher liegt es nahe, die entspre-


henden Kommutatorrelationen zu untersu
hen. Verwenden wir die kanonis
hen Ver-

taus
hungsrelationen (7.19), so sehen wir, da� der Drehimpulsoperator au
h in diesem

Sinne die Drehung erzeugt.

[(' � L);x℄ = �i~Æx (20.6)

[(' � L);p℄ = �i~Æp

Wobei Æx bzw. Æp der in�nitesimalen Drehung (9.4) entspre
hen. Dies ergibt eine ein-

fa
he Re
hnung.

Die Vertaus
hungsrelationen (9.6) kann man au
h mit Hilfe des �-Tensors formulieren

(�

123

=1):

[L

i

; x

k

℄ = i~�

ikl

x

l

(20.7)

[L

i

; p

k

℄ = i~�

ikl

p

l

Da der Drehimpuls selbst au
h ein Vektor ist, ergibt si
h ohne weitere Re
hnung:

[L

i

; L

j

℄ = i~�

ikl

L

i

(20.8)

Dies sind die Vertaus
hungsrelationen des Drehimpulses. Wir wissen au
h, da� si
h die

L

�

ange eines Vektors bei Drehungen ni
ht

�

andert, die L

�

ange eines Vektors ist ein Skalar.

Daraus folgt:

[L

i

;L

2

℄ = 0 (20.9)

L

2

= L

2

x

+ L

2

y

+ L

2

z

Die Relationen (9.8) und (9.9) sind fr die quantenme
hanis
he Interpretation des Dre-

himpulses von gr

�

o�ter Bedeutung. Aus ihnen folgt, da� im allgemeinen die Komponen-

ten des Drehimpulses ni
ht glei
hzeitig s
harf gemessen werden k

�

onnen, wohl aber eine

Komponente des Drehimpulses. Wir w

�

ahlen L

z

und L

2

.

Die Operatoren L

z

und L

2

sind nat

�

urli
h hermitis
h, und wir werden zeigen, da�

es ein vollst

�

andiges und orthogonales Funktionensystem gibt, dessen Funktionen glei
h-

zeitig Eigenfunktionen von L

z

und L

2

sind. L

i

und L

2

sind demna
h Observable im

strengen Sinn.

10

Siehe die Diskussion in Theoretis
he Me
hanik, Kap.11,

http://www.theorie.physik.uni-muen
hen.de/~wess
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Bei rotationsinvarianten oder kovarianten Problemen emp�ehlt es si
h, zu Polarko-

ordinaten

�

uberzugehen.

11

x = r 
os' sin � (20.10)

x = r sin' sin �

z = r 
os �

Wir bere
hnen zun

�

a
hst die Ableitungen na
h den Winkeln ' und �.

�

�'

= �r sin � sin'

�

�x

+ r sin � 
os'

�

�y

(20.11)

= �y

�

�x

+ x

�

�y

=

i

~

L

z

ebenso:

(20.12)

�

��

= r 
os � 
os'

�

�x

+ r 
os � sin'

�

�y

� r sin �

�

�z

Um die re
hte Seite wieder dur
h Koordinaten ausdr

�

u
ken zu k

�

onnen, multiplizieren wir

(9.13) mit sin' und erhalten:

�

��

= r 
os �

�

sin' 
os'

�

�x

+ sin

2

'

�

�y

�

� y

�

�z

(20.13)

= r 
os �

�

sin' 
os'

�

�x

+

�

�y

� 
os

2

'

�

�y

�

� y

�

�z

= z

�

�y

� y

�

�z

+ r 
os' 
ot �

�

y

�

�x

� x

�

�y

�

Kombinieren wir dies mit (9.12), so erhalten wir

sin'

�

��

+ 
os' 
ot �

�

�'

= �

i

~

L

x

(20.14)

und ebenso bei Multiplikation mit 
os' von (9.13)

� 
os'

�

��

+ sin' 
ot �

�

�'

= �

i

~

L

y

(20.15)

11

Siehe die Diskussion in Theoretis
he Me
hanik, Kap.11,

http://www.theorie.physik.uni-muen
hen.de/~wess
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Wir fassen zusammen:

L

z

= �i~

�

�'

(20.16)

L

x

= i~

�

sin'

�

��

+ 
os' 
ot �

�

�'

�

L

y

= i~

�


os'

�

��

+ sin' 
ot �

�

�'

�

L

2

= �~

2

�

1

sin �

�

��

sin �

�

��

+

1

sin

2

�

�

2

�'

2

�
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21 Drehimpulseigenfunktionen

Auf Grund der Vertaus
hungsrelationen (16.2) und (16.2) kann nur eine Komponente

des Drehimpulses mit dem Betrag des Drehimpulses ein gemeinsames System von Eigen-

funktionen besitzen. Die Wahl von L

Z

ist dur
h die Auszei
hnung der Z Komponente

bei den Polarkoordinaten s
hon vorweggenommen.

Die Eigenwertglei
hung f

�

ur L

Z

lautet:

L

Z

	

m

(') = �i~

�

�'

	

m

(') = ~m	

m

(') (21.1)

wobei m zun

�

a
hst irgend eine Zahl sein kann. Ber

�

u
ksi
htigen wir jedo
h die Randbe-

dingung 	(0) = 	(2�), die besagt, da� si
h die Wellenfunktion bei einer Drehung um

2� ni
ht

�

andern soll, so �nden wir als Eigenfunktionen

	

m

=

1

p

2�

e

im'

; m ganzzahlig (21.2)

Diese Funktionen bilden na
h dem Fouriertheorem f

�

ur periodis
he Funktionen im Inter-

vall von 0 bis 2� ein vollst

�

andiges und orthogonales Funktionensystem.

Nun zu L

2

. In Polarkoordinaten lautet die Eigenwertglei
hung infolge von (16.2):

L

2

	

�

(�; ') = �~

2

�

1

sin �

�

��

sin �

�

��

+

1

sin

2

�

�

2

�'

2

�

	

�

(�; ') = ~

2

�	

�

(�; ') (21.3)

wobei � zun

�

a
hst willk

�

urli
h ist. Die Wellenfunktion soll im Berei
h 0 � � � � und

0 � ' � 2� quadratintegrierbar sein, was unter anderem bedingt, da� 	 bei � = 0 und

� = � endli
h sein soll.

Die Wellenfunktion 	

�

soll glei
hzeitig Eigenfunktion von L

Z

sein. 	

�

(�; ') mu�

demna
h die Form

	

�;m

(�; ') = �

�;m

(�) e

im'

(21.4)

haben. Dies ergibt f

�

ur �

�;m

(�) die Glei
hung:

�

1

sin �

d

d�

sin �

d

d�

�

m

2

sin

2

�

+ �

�

�

�;m

(�) = 0 (21.5)

Nun emp�ehlt si
h eine Variablensubstitution:

! = 
os �;

�

��

= � sin �

�

�!

; �

�;m

(�) = P

l;m

(!); � = l(l + 1) (21.6)

Dann wird aus (21.5):
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�

d

d!

(1� !

2

)

d

d!

+ ��

m

2

1� !

2

�

P

l;m

(!) = 0 (21.7)

Da bei der h

�

o
hsten Ableitung der Faktor (1 � !

2

) auftritt, werden die Funktionen im

allgemeinen bei !

2

= 1 Singularit

�

aten aufweisen, au�er wenn P

m

(�) ein Polynom ist. Dies

kann dur
h eine Potenzreihenentwi
klung,

�

ahnli
h wie beim harmonis
hen Oszillator,

gezeigt werden. Polynome existieren als L

�

osung von (21.7) f

�

ur � = l(l+1), l ganzzahlig.

Dies sind dann die assoziierten Legendrepolynome P

m

l

.

Den einfa
hsten Fall erhalten wir f

�

ur m = 0, dann hei�en die Polynome Legendre-

polynome P

l

(Adrien-Marie Legendre, Frankrei
h 1752-1832). Wir betra
hten zun

�

a
hst

diesen Fall:

�

d

d!

(1� !

2

)

d

d!

+ �

�

P

l

(!) = 0 (21.8)

Wir k

�

onnten wie beim harmonis
hen Oszillator wieder mit einer Potenzreihenentwi
k-

lung beginnen, ziehen es aber vor, glei
h die erzeugende Funktion der Legendrepolynome

anzugeben.

T (!; s) =

1

p

1� 2s! + s

2

=

1

X

l=0

P

l

(!)s

l

(21.9)

Es ist zun

�

a
hst sofort einsi
htig, da� die Entwi
klungskoeÆzienten P

l

Polynome in !

von der ordnung l sind. Weiter �nden wir f

�

ur ! = 1 und f

�

ur ! = �1

1

1� s

=

1

X

l=0

P

l

(1)s

l

1

1 + s

=

1

X

l=0

P

l

(�1)s

l

(21.10)

Daraus folgt unmittelbar

P

l

(1) = 1; P

l

(�1) = (�1)

l

(21.11)

Zu zeigen ist, da� die so de�nierten Polynome P

l

der Di�erentialglei
hung (18.9) mit

� = l(l + 1) gen

�

ugen. Dazu betra
hten wir zun

�

a
hst die Ableitung der erzeugenden

Funktion T na
h s:

�

�s

T (!; s) =

! � s

1� 2s! + s

2

T

(�2s! + s

2

)

�

�s

T = (! � s)T (21.12)

Entwi
keln wir T na
h Potenzen von s und verglei
hen die glei
hen Potenzen von s, so

ergibt dies

(l + 1)P

l+1

= (2l + 1)!P

l

� lP

l�1

(21.13)
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Dies ist eine Glei
hung, die Polynome mit unters
hiedli
hen Werten von l in Beziehung

setzt. Wir brau
hen jedo
h eine Glei
hung, die Ableitungen des Polynoms f

�

ur einen Wert

von l in Beziehung setzt. Dies sollte dann die Glei
hung

22 Algebrais
he Behandlung des Drehimpulses

Auf Grund der kanonis
hen Vertaus
hungsrelationen (7.19) erf

�

ullen die Komponenten

des Drehimpulses die algebrais
he Relation:

[L

x

; L

y

℄ = i~L

z

(22.1)

Dur
h zyklis
hes Vertaus
hen der Indizes erh

�

alt man alle weiteren Relationen. Die so

de�nierte Algebra ist ein Beispiel einer Lie Algebra, die Elemente dieser Algebra (hier

die L

i

) hei�en Erzeugende der Algebra.

Lie Algebren wurden in der Mathematik unabh

�

angig von der Quantenme
hanik un-

tersu
ht. In der Darstellungstheorie der Lie Algebren kommt der Frage na
h endli
hdi-

mensionalen Matrizen, die auf Grund der Matrixmultiplikation die algebrais
hen Rela-

tionen erf

�

ullen, besondere Bedeutung zu. Man sagt, die Erzeugenden werden dargestellt.

Wir wollen im Folgenden nur die Relationen (22.1) verwenden, um die Drehim-

pulskomponenten (dur
h Matrizen) darzustellen. Dabei nehmen wir Methoden aus der

Darstellungstheorie zu Hilfe.

Zun

�

a
hst f

�

uhren wir eine neue Linearkombination der Erzeugenden ein.

L

�

= L

x

� iL

y

(22.2)

L

3

= L

z

F

�

ur diese Elemente ergibt si
h aus (22.1):

[L

�

; L

3

℄ = [L

x

� iL

y

; L

z

℄ = i~(�L

y

� iL

x

) (22.3)

= �~L

�

[L

+

; L

�

℄ = 2~L

3

Die erste Relation erinnert uns an die Relationen f

�

ur die Erzeugungs- und Verni
htungs-

operatoren des harmonis
hen Oszillators. L

+

(L

�

) werden hier Aufsteige- (Absteige-)

Operatoren genannt, wir werden glei
h sehen, da� sie den Eigenwert von L

3

um ~

erh

�

ohen (erniedrigen).

In der Drehimpulsalgebra sind die L

i

hermitis
he Operatoren, in der Darstellung

sollen sie demna
h dur
h hermitis
he Matrizen dargestellt werden.

Eine hermitis
he Matrix kann diagonalisiert werden. Wir nehmen daher an, da� L

3

diagonal ist. Glei
hzeitig k

�

onnen wir das Quadrat des Drehimpulses diagonalisieren, da
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L

2

mit L

3

vertaus
ht.

L

2

= L

2

x

+ L

2

y

+ L

2

z

= L

+

L

�

+ L

2

3

� ~L

3

(22.4)

Die Eigenvektoren von L

3

und L

2

bere
hnen wir mit 	

m

l

, sie sind jetzt Vektoren in

einem endli
hdimensionalen Raum.

L

3

	

m

l

= ~m	

m

l

(22.5)

L

2

	

m

l

= ~

2

l(l + 1)	

m

l

Die Eigenwerte ~m und ~

2

l(l + 1) sind zun

�

a
hst beliebige reelle Zahlen, da L

3

und

L

2

hermitis
he Matrizen sind. Multiplizieren wir nun einen sol
hen Eigenvektor mit

L

+

(L

�

), so erhalten wir einen Eigenvektor mit dem Eigenwert ~(m+1) bzw. ~(m� 1).

L

3

L

�

	

m

l

= f~L

�

L

3

� L

�

g	

m

l

(22.6)

= ~(m� 1)L

�

	

m

l

Der Eigenwert von L

2

�

andert si
h ni
ht, da L

2

mit L

+

(L

�

) vertaus
ht.

Die Eigenvektoren sind si
her orthogonal f

�

ur unters
hiedli
he Eigenwerte, wir neh-

men an, da� sie au
h normiert sind. Dies ergibt f

�

ur das Skalarprodukt der Vektoren:

h	

m

0

l

0

;	

m

l

i = Æ

m;n

0

Æ

l;l

0

(22.7)

Somit folgt aus (22.6)

L

+

	

m

l

= �

l

m+1

	

m+1

(22.8)

L

�

	

m

l

= �

l

m

	

m�1

Die Normierungskonstanten � und � m

�

ussen no
h bere
hnet werden. Da die Darstel-

lungsmatrizen endli
hdimensional sein sollten, mu� es einen gr

�

o�ten bzw. kleinsten Ei-

genwert von L

3

geben. Wir nennen diese Eigenwerte m bzw. m. aus (22.8) folgt nun:

L

+

	

m

l

= 0 ; �

l

m+1

= 0 (22.9)

L

�

	

m

l

= 0 ; �

l

m

= 0

Wir wenden nun L

+

L

�

auf 	

m

l

an:

L

+

L

�

	

m

l

= �

l

m

L

+

	

m�1

l

= �

l

m

�

l

m

	

m

l

(22.10)

Die Matrix L

+

L

�

l

�

a�t si
h aber au
h dur
h L

2

und L

3

ausdr

�

u
ken, wie aus (22.4)

ersi
htli
h ist:

L

+

L

�

	

m

l

=

�

L

2

� L

2

3

+ ~L

3

�

	

m

l

(22.11)

= ~

2

(l(l + 1) +m�m

2

)	

m

l
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Verglei
hen wir (22.11) mit (22.10), so erhalten wir:

�

l

m

�

l

m

= ~

2

(l(l + 1)�m(m� 1)) (22.12)

W

�

ahlen wir f

�

ur m den gr

�

o�ten Eigenwert m, so folgt aus (22.9):

L

+

L

�

	

m

l

= [L

+

; L

�

℄	

m

l

= 2~L

3

	

m

l

= 2~

2

m	

m

l

(22.13)

Kombinieren wir dies mit (22.11), so sehen wir, da�

l(l + 1)�m(m� 1) = 2m (22.14)

gilt. Dies ergibt die Beziehung zwis
hen dem gr

�

o�ten Eigenwert von L

3

und dem Eigen-

wert von L

2

m = l (22.15)

Bisher wissen wir no
h ni
ht, ob l bzw. m ganzzahlig sein m

�

ussen. Nun mu� es aber

au
h einen kleinsten Eigenwert geben. Wir k

�

onnten das glei
he Spiel f

�

ur den kleinsten

Eigenwert wiederholen oder aber aus (22.9) und (22.12) folgern:

�

l

m

�

l

m

= 0 = ~(l(l + 1)�m(m� 1)) (22.16)

Die Nullstellen der re
hten Seite sind m= l+1 undm = �l. Der Wert l+1 kommt ni
ht

als kleinster Eigenwert in Frage, da er gr

�

o�er als der gr

�

o�te Eigenwert ist. Es bleibt die

Beziehung:

m = �l (22.17)

vom gr

�

o�ten Eigenwert m = l kommt man dur
h L

�

in ganzzahligen S
hritten zum

kleinsten Eigenwert m = �l. Dies sind 2l + 1 S
hritte. Die Darstellung (die Darstel-

lungsmatrizen) ist demna
h 2l + 1-dimensional. Da dies eine gerade Zahl n sein mu�

folgt

2l + 1 = n ; l =

1

2

(n� 1) (22.18)

l kann demna
h ganz- oder halbzahlig sein.

Als Ergebnis erhalten wir, da� es in jedem ganz- oder halbzahligen Wert von l eine

Darstellung der Drehimpulsalgebra dur
h (2l + 1)-dimensionale Matrizen gibt.

Es bleibt no
h � und � zu bere
hnen. Aus der Hermizit

�

at von L

x

und L

y

folgt:

L

y

+

= L

�

(22.19)

was f

�

ur die Matrixelemente besagt:

h	

m

0

l

; L

�

	

m

l

i = h	

m

0

l

; L

y

+

	

m

l

i = h	

m

l

; L

+

	

m

0

l

i

�

(22.20)
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F

�

ur die �; � folgt daraus

�

m

l

= �

�m

l

(22.21)

Da die Phase der Eigenvektoren frei w

�

ahlbar ist, k

�

onnen wir aus (22.12) s
hlie�en:

�

m

l

= �

l

m

= ~

p

l(l + 1)�m(m+ 1) (22.22)

Die Darstellungsmatrizen wirken demna
h wie folgt auf die Eigenvektoren:

L

3

= 	

m

l

= ~m	

m

l

(22.23)

L

+

	

m

l

= ~

p

l(l + 1)�m(m+ 1)	

m+1

l

L

�

	

m

l

= ~

p

l(l + 1)�m(m� 1)	

m�1

l

L

2

	

m

l

= ~l(l + 1)	

m

l

Dabei ist l ganz- oder halbzahlig, m dur
hl

�

auft in ganzzahligen S
hritten die Werte von

�l bis +l, die Darstellung ist (2l + 1)-dimensional.

wir haben bei der Konstruktion der Darstellung (22.23) angenommen, da� man mit

L

+

bzw. L

�

von jedem Vektor der Basis 	

m

l

zu jedem anderen Vektor der Basis gelangen

kann. Sol
he Darstellungen nennt man irreduzibel, der Darstellungsraum, auf den die

Matrizen wirken, zerf

�

allt ni
ht in invariante Teilr

�

aume. Bis auf

�

Ahnli
hkeitstransforma-

tionen sind die in (22.23) angegebenen Matrizen die einzigen irreduziblen Darstellungen

der Algebra (22.1). Dur
h Aneinanderf

�

ugen von irreduziblen Darstellungen kann man

zu neuen, aber dann reduziblen Darstellungen gelangen.

Am Ende wollen wir nun no
h die Darstellungsmatrizen f

�

ur l=

1

2

aus (22.23) ablesen.

Es gibt zwei linear unabh

�

angige vektoren 	

1

2

1

2

, 	

�

1

2

1

2

. In dieser Basis �nden wir f

�

ur

L

3

=

~

2

�

1

2

0

0 �

1

2

�

(22.24)

L

+

=

~

2

�

0 1

0 0

�

L

�

=

~

2

�

0 0

1 0

�

L

�

osen wir (22.2) na
h L

x

; L

y

und L

z

auf, so erhalten wir:

L =

~

2

� (22.25)

Mit den Paulimatrizen:

�

x

=

�

0 1

1 0

�

; �

y

=

�

0 �i

i 0

�

; �

z

=

�

1 0

0 �1

�

(22.26)
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Da� die in (22.24) de�nierten Matrizen die Relation (22.1) erf

�

ullen, ist dur
h einfa
hes

Na
hre
hnen lei
ht zu

�

uberpr

�

fen.

Kasimiroperator.

[L;L

2

℄ = 0

Darstellung.

L

3

	

m

= m~	

m

L

3

L

�

	

m

= (L

�

L

3

� ~L

�

)	

m

L

3

L

�

	

m

= (m� 1)~L

�

	

m

L

+

	

m

= �

m+1

	

m+1

L

�

	

m

= �

m

	

m�1

(22.27)

H

�

o
hstes m: Darstellung soll endli
hdimensional sein. m= l

L

+

	

l

= 0 ; L

�

	

l

= �

l

	

l�1

L

+

L

�

	

l

= �

l

�

l

	

l

= [L

+

; L

�

℄	

l

= 2~L

3

	

l

= 2~

2

l	

l

�

l

�

l

= 2~

2

l
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23 Bahndrehimpuls und Spin

Den Drehimpuls haben wir gem

�

a� der klassis
hen Me
hanik in (22.23) dur
h

L = r� p (23.1)

de�niert. Dieser Drehimpuls ist mit der Bewegung des Teil
hens verkn

�

upft, der Erwar-

tungswert vers
hwindet f

�

ur Zust

�

ande mit vers
hwindendem Impuls. Wir nennen ihn

daher Bahndrehimpuls. Wie in der klassis
hen Me
hanik gilt au
h hier f

�

ur den Bahn-

drehimpuls

p � L = x � L = 0 (23.2)

Im Kapitel 19 haben wir Eigenfunktionen von L

z

und L

2

konstruiert. Dabei konnten

wir feststellen, da� die Eigenwerte von L

z

ganzzahlige Vielfa
he von ~ sind. Der Bahn-

drehimpuls f

�

uhrt demna
h nur zu ganzzahligen Darstellungen der Lie Algebra (22.1).

Die Eigenfunktionen zu den Eigenwerten m = 0 und l habne wir als die Legendre-

polynome erkannt. Wir k

�

onnen nun die Methoden des vorangehenden Kapitels zu Hilfe

nehmen und dur
h Anwenden des Di�erentialoperators L

+

(L

�

) die Eigenfunktionen

f

�

ur m > 0 (m < 0) aus den Eigenfunktionen mit m = 0 erzeugen.

Die Operatoren L

�

bere
hnen si
h aus (22.23) wie folgt.

L

�

= ~e

i'

f�

�

��

+ i 
ot �

�

�'

g (23.3)

wir zeigen nun, da� wir dur
h Anwenden von L

+

auf die Kugelfunktionen Y

m

l

aus

(21.3) f

�

ur m > 0 die Kugelfunktionen Y

m+1

l

erhalten. Dazu bere
hnen wir erst aus

(21.7) m � 0:

d

d!

P

m

l

(!) =

1

p

1� !

2

P

m+1

l

�m!

1

1� !

2

P

l

(23.4)

Benutzen wir dieses Ergebnis, um den Operator L

+

(23.3) auf Y

m

l

(21.3) anzuwenden,

so �nden wir

L

+

Y

m

l

= (�1)

m+1

(�~)

s

2l + 1

4�

(l �m)!

(l +m)!

e

i(m+1)'

P

m+1

l

(23.5)

Wir wissen aber au
h, da� na
h (22.8) und (22.22)

L

+

Y

m

l

=

p

(l �m)(l +m+ 1)Y

m+1

l

(23.6)

gelten mu�

_

Dies f

�

uhrt dann genau zu dem Ergebnis von (22.3) f

�

ur Y

m+1

l

. Wir verstehen

nun au
h den � Faktor in (22.3). Analog verl

�

auft die Re
hnung f

�

ur L

�

bei m � 0.

89



Die Kugel


�

a
henfunktionen bilden demna
h eine Basis im Hilbertraum L

2

, in der

der Bahndrehimpuls in eine Summe von Darstellungen mit ganzzahligen Werten von l

zerf

�

allt. Jeder sol
her Wert von l kommt genau einmal vor.

Experimente, etwa Ablenkung des Elektrons in einem magnetis
hen Feld, zeigen, da�

das Elektron zwei Polarisationsm

�

ogli
hkeiten des Drehimpulses besitzt. Au
h wenn das

Elektron in Ruhe ist, kann es in einem magnetis
hen Feld zwei unters
hiedli
he Ener-

gieniveaus einnehmen. Dies kann man mit einem Eigendrehimpuls (Spin) des Elektrons

erkl

�

aren, der zum Wert l=

1

2

des Drehimpulses geh

�

ort.

Die Natur ma
ht also au
h von den halbzahligen Werten von l Gebrau
h, die ent-

spre
henden Darstellungen haben wir konstruiert.

Um zu sehen, wie wir einen halbzahligen Spin in unseren Formalismus einbauen

k

�

onnen, gehen wir zur

�

u
k zur S
hr

�

odingerglei
hung (3.10). Diese Glei
hung ist invariant

unter Drehungen, wenn si
h die Wellenfunktion bei Drehungen wie eine skalare Funktion

verh

�

alt:

Æ	 = 	

0

(x

0

)�	(x) =

i

~

'L	 (23.7)

Verglei
he dazu (3.10).

Wir wissen aber aus der Elektrodynamik, da� es au
h Vektorfelder gibt, das elektri-

s
he und das magnetis
he Feld. Diese Felder geh

�

oren dann zu einer dreidimensionalen

Darstellung der Lie Algebra (22.1), somit zu l = 1. Das Vektorpotential transformiert

si
h demna
h wie folgt:

ÆA

i

=

i

~

(' � L

S

)

i

k

A

k

+

i

~

(' � [r� p℄)A

i

(23.8)

Die Matrizen L

S

sind die dreidimensionalen Darstellungsmatrizen (l = 1) des vorigen

Kapitels, w

�

ahrend L der Di�erentialoperator (20.1) ist.

Genauso kann es nat

�

urli
h au
h Felder geben, die si
h na
h halbzahligen Darstel-

lungen transformieren. Na
h der oben erw

�

ahnten Erfahrung mit dem Elektron wird das

Feld, das das Elektron bes
hreibt, eine sol
he Transformationseigens
haft haben:

Æ	

�

= i

'

2

�

��

	

�

+

i

~

' � [r� p℄	

�

(23.9)

Hier haben wir die zweidimensionale Darstellung gem

�

a� (22.25) verwendet.

Felder, die si
h na
h halbzahligen Darstellungen transformieren, nennt man Spinor-

felder, sie bes
hreiben Teil
hen mit halbzahligem Spin, die man au
h Fermionen nennt.

Teil
hen mit ganzzahligem Spin nennt man Bosonen.

Die Transformationsgesetze (23.8) und (23.9) kann man in Matrixs
hreibweise no
h

kompakter s
hreiben:

ÆA =

�

(

i

~

' � L

S

)
 1 + 1
 (

i

~

' � L)

�

A (23.10)
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Æ	 =

�

(

i

2

' � �)
 1 + 1
 (

i

~

' � L)

�

	

In dieser S
hreibweise habne wir das Symbol 
 f

�

ur ein Tensorprodukt verwendet. Der

Faktor vor dem Tensorprodukt soll als Matrix auf die Indizes des Feldes wirken, w

�

ahrend

der zweite Faktor als Di�erentialoperator wirkt.
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24 Addition des Drehimpulses

In der klassis
hen Me
hanik besteht der Gesamtdrehimpuls eines Teil
hens aus der Sum-

me der einzelnen Drehimpulse.

L = [r

1

� p

1

℄ + [r

2

� p

2

℄ = L

1

+ L

2

(24.1)

Dies

�

ubernehmen wir au
h in der Quantenme
hanik, wobei wir annehmen, da� die dy-

namis
hen Variablen vers
hiedener Teil
hen miteinander vertaus
hen. Dann folgt aus

(24.1):

[L

i

; L

k

℄ = i~�

ikj

L

j

(24.2)

Der Gesamtdrehimpuls erf

�

ullt dieselben algebrais
hen Relationen wie die Drehimpulse

der einzelnen Teil
hen.

Der Gesamtdrehimpuls wirkt auf Wellenfunktionen, die von den Koordinaten des

ersten Teil
hens sowei des zweiten Teil
hens abh

�

angen. Wir gehen nun davon aus, da� das

erste (zweite) Teil
hen je von einer Wellenfunktion bes
hrieben wird, die zu bestimmten

Quantenzahlen l

1

;m

1

(l

2

;m

2

) geh

�

ort. Das Produkt dieser beiden Wellenfunktionen ist

dann eine Zweiteil
henwellenfunktion, von der wir wissen, da� wir bei einer genauen

Messung der Einzeldrehiimpulse die Werte l

i

;m

i

erhalten.

	

m

1

;m

2

l

1

;l

2

= 	

m

1

l

1

	

m

2

l

2

(24.3)

Was erhalten wir bei einer Messung des Gesamtdrehimpulses? Dies ist genau die Frage,

die wir uns in diesem Kapitel stellen.

Aus (24.1) folgt, da� L

z

und L

1z

mit L

2z

vertaus
ht:

[L

z

; L

1z

℄ = [L

z

; L

2z

℄ = 0 (24.4)

Die Wellenfunktion (24.3) wird also au
h Eigenfunktion von L

3

zum Eigenwert m =

m

1

+m

2

sein.

L

z

	

m

1

;m

2

l

1

;l

2

= ~(m

1

+m

2

)	

m

1

;m

2

l

1

;l

2

= ~m	

m

1

;m

2

l

1

;l

2

(24.5)

Nun betra
hten wir L

2

:

L

2

= (L

1

+ L

2

)

2

= L

2

1

+ L

2

2

+ 2L

1

� L

2

(24.6)

Wir sehen, da� weder L

1z

no
h L

2z

mit L

2

vertaus
ht, die Wellenfunktionen 24:3 werden

demna
h ni
ht Eigenfunktionen von L

2

sein.

Wir gehen nun daran, Eigenfunktionen von L

2

zu konstruieren. Sie werden Linear-

kombinationen der Funktionen (24.3) sein. Wir wissen au
h aus der allgemeinen Analyse

der Darstellungen, da� nur Eigenwerte der Form ~

2

l(l + 1) auftreten k

�

onnen.

	

m

l

=

X

m

1

;m

2

C

l;m

l

1

;l

2

;m

1

;m

2

	

m

1

;m

2

l

1

;l

2

(24.7)
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Die hier auftretenden KoeÆzienten wollen wir bere
hnen. Sie hei�ss en Clebs
h-Gordon

KoeÆzienten und k

�

onnen unter diesem Namen in der Literatur gefunden werden. (Clebs
h),

(Gordon).

Aus (24.3) folgt bereits, da� C

l;m

l

1

;l

2

;m

1

;m

2

nur von Null vers
hieden ist, falls m =

m

1

+m

2

ist.

Aus (24.5) folgt aber au
h, da� der gr

�

o�te Eigenwert von L

z

glei
h ~(l

1

+ l

2

) sein

mu� und da� es f

�

ur diesen Eigenzustand von L

z

genau nur eine Wellenfunktion gibt.

Der gr

�

o�te Gesamtdrehimpuls l mu� demna
h au
h genau l

1

+ l

2

sein, und er kann ni
ht

entartet sein.

	

l

1

+l

2

l

1

+l

2

= 	

m

1

;m

2

l

1

;l

2

(24.8)

Nun wenden wir den Operator L

�

auf diese Wellenfunktion an. F

�

ur die linke Seite

erhalten wir na
h (24.8) und

L

�

	

l

1

+l

2

l

1

+l

2

= �

l

1

+l

2

l

1

+l

2

	

l

1

+l

2

�1

l

1

+l

2

= ~

p

2(l

1

+ l

2

)	

l

1

+l

2

�1

l

1

+l

2

(24.9)

Erinnern wir uns an die De�nition (24.3) von 	

m

1

;m

2

l

1

;l

2

, so �nden wir f

�

ur die re
hte Seite:

L

�

	

l

1

l

1

	

l

2

l

2

=

p

2l

1

	

l

1

�1

l

1

	

l

2

l

2

+

p

2l

1

	

l

1

l

1

	

l

2

�1

l

2

(24.10)

Verglei
hen wir beide Seiten, so ergibt dies:

	

l

1

+l

2

�1

l

1

+l

2

=

r

l

1

l

1

+ l

2

	

l

1

�1

l

1

	

l

2

l

2

+

r

l

2

l

1

+ l

2

	

l

1

l

1

	

l

2

�1

l

2

(24.11)

Wir haben die Clebs
h-Gordon KoeÆzienten

C

l

1

+l

2

;l

1

+l

2

�1

l

1

;l

2

;l

1

�1;l

2

und C

l

1

+l

2

;l

1

+l

2

�1

l

1

;l

2

;l

1

;l

2

�1

bere
hnet. Dur
h Fortsetzen des obigen Verfahrens, n

�

amli
h dur
h sukzessives Anwenden

von L

�

, k

�

onnen wir alle KoeÆzienten

C

l

1

+l

2

;m

l

1

;l

2

;m

1

;m�m

1

bere
hnen.

Dies ergibt genau 2(l

1

+ l

2

), linear unabh

�

angige Wellenfunktionen, die orthogonal

normiert sind.

Zur Quantenzahl m= l

1

+ l

2

� 1 gibt es nur eine zweite linear unabh

�

angige Wellen-

funktion, die aus den Wellenfunktionen 	

l

1

�1

l

1

	

l

2

l

2

und 	

l

1

l

1

	

l

2

�1

l

2

kombiniert werden kann.

Wir w

�

ahlen eine Wellenfunktion, die normiert und zu (24.11) orthogonal ist.

	

l

1

+l

2

�1

l

1

+l

2

�1

=

r

l

2

l

1

+ l

2

	

l

1

�1

l

1

	

l

2

l

2

�

r

l

1

l

1

+ l

2

	

l

1

l

1

	

l

2

�1

l

2

(24.12)
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Man

�

uberzeugt si
h lei
ht, da�

h	

l

1

+l

2

�1

l

1

+l

2

�1

;	

l

1

+l

2

�1

l

1

+l

2

�1

i = 1

und

h	

l

1

+l

2

�1

l

1

+l

2

;	

l

1

+l

2

�1

l

1

+l

2

�1

i = 0

gilt. Die Wellenfunktion 	

l

1

+l

2

�1

l

1

+l

2

�1

geh

�

ort ni
ht zu der Darstellung von L mit der Quan-

tenzahl l= l

1

+ l

2

. Es ist dies eine Wellenfunktion, die den h

�

o
hsten no
h zur Verf

�

ugung

stehenden Eigenwert ~(l

1

+ l

2

� 1) von L

2

repr

�

asentiert. Sie wird demna
h, wie s
hon in

der Notation (24.12), angedeutet. zur Quantenzahl l= l

1

+l

2

�1 geh

�

oren. Auf die Wellen-

funktion (24.12) k

�

onnen wir wiederum den Operator L

�

anwenden und erhalten dann

die 2(l

1

+ l

2

� 1) + 1 linear unabh

�

angigen Funktionen 	

m

l

1

+l

2

�1

und die entspre
henden

Clebs
h-Gordon KoeÆzienten C

l

1

+l

2

�1;m

l

1

;l

2

;m

1

;m�m

1

. Dieses Verfahren k

�

onnen wir fortsetzen,

bis wir alle linear unabh

�

angigen Funktionen (24.8) ausges
h

�

opft haben. Davon gibt es

genau (2l

1

+ 1)(2l

2

+ 1). Bilden wir die Summe:

l

1

+l

2

X

l=jl

1

�l

2

j

f2l + 1g = (2l

1

+ 1)(2l

2

+ 1):

Daraus s
hlie�en wir, da� die Quantenzahl l genau von jl

1

� l

2

j bis l

1

+ l

2

l

�

auft.

Die Darstellung des Gesamtdrehimpulses L

2

, die wir dur
h das Produkt der Darstel-

lungen L

1

;L

2

erhielten, zerf

�

allt demna
h in die Darstellungen mit Gesamtdrehimpuls

l= l

1

+ l

2

bzw l= jl

1

� l

2

j.

Wir sind bei dieser Betra
htung von Wellenfunktionen 	

m

l

ausgegangen. Alle wei-

teren S
hritte waren jedo
h rein algebrais
her Natur und h

�

atten genau zum glei
hen

Ergebnis gef

�

uhrt, wenn wir von endli
hdimensionalen Darstellungen von L

1

und L

2

aus-

gegangen w

�

aren und statt der Wellenfunktionen die entspre
henden Vektoren im end-

li
hdimensionalen Vektorraum betra
htet h

�

atten. Dabei h

�

atten wir au
h halbzahligen

Drehimpuls mit ber

�

u
ksi
htigen k

�

onnen.

Wir sehen also, da� si
h zwei Darstellungen des Drehimpulses mit den Quantenzahlen

l

1

und l

2

als Produkt zu den Darstellungen des Drehimpulses mit den Quantenzahlen

l= l

1

+ l

2

bzw. l= jl

1

� l

2

j kombinieren lassen, wobei l in ganzen S
hritten von l

1

+ l

2

bis jl

1

� l

2

j jeden Wert genau einmal einnimmt.

Ganzzahlige Darstellungen kombinieren immer zu ganzzahligen, zwei halbzahlige zu

ganzzahligen, und eine halb- mit einer ganzzahligen Darstellung zu einer halbzahligen

Darstellung.

Die hier angegebene Methode erlaubt es ni
ht, die Clebs
h-Gordon KoeÆzienten f

�

ur

generis
hes l

1

und l

2

anzugeben, bei vorgegebenen Werten von l

1

und l

2

k

�

onnen die

Clebs
h-Gordon KoeÆzienten bere
hnet werden.
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Die Clebs
h-Gordon KoeÆzienten l

1

; l

2

=

1

2

sind:

m

2

l

1

2

�

1

2

l +

1

2

r

j+m+

1

2

2j+1

r

j�m+

1

2

2j+1

l �

1

2

�

r

j�m+

1

2

2j+1

r

j+m+

1

2

2j+1

(24.13)
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25 St

�

orungsre
hnung

Es gibt ni
ht viele Hamiltonoperatoren, deren Eigenfunktionen und Eigenwerte wie beim

freien Teil
hen, dem harmonis
hen Oszillator oder dem Wassersto�atom analytis
h ex-

akt bere
henbar sind. Sie stellen au
h physikalis
h nur einen Idealfall, wie vollkom-

men kr

�

aftefrei, harmonis
he Kr

�

afte (xxxxxberei
h) oder reines Coulombpotential, dar.

F

�

ur das relativistis
he physikalis
he System werden wir weitere Kr

�

afte ber

�

u
ksi
htigen

m

�

ussen, die dann zu einem Hamiltonoperator f

�

uhren, dessen Eigenfunktionen wir dann

ni
ht mehr exakt angeben k

�

onnen. In vielen F

�

allen werden aber diese zus

�

atzli
hen Kr

�

afte

\klein" sein, soda� wir mit einer n

�

aherungsweisen Bere
hnung der Eigenwerte und Eigen-

funktionen zufrieden sein k

�

onnen, wenn es um den Verglei
h mit experimentellen Daten

geht. Die St

�

orungsre
hnung liefert eine sehr allgemeine Methode, wie sol
he \st

�

orenden"

Ein


�

usse n

�

aherungsweise bere
hnet werden k

�

onnen.

Wir gehen dabei von einem Hamiltonoperator aus, der in zwei Teile zerf

�

allt, einen

streng l

�

osbaren Hamitonoperator H

0

und einen Operator, den wir H

I

nennen:

H = H

0

+ �H

I

(25.1)

Wir f

�

uhren einen zus

�

atzli
hen Parameter � ein, f

�

ur � = 0 haben wir das ungest

�

orte

Problem, das wir na
h Voraussetzung exakt beherrs
hen, f

�

ur einen speziellen Wert f

�

ur

� haben wir das relativistis
he Problem. Wir nehmen nun an, da� � so klein ist, da�

eine Potenzreihenentwi
klung in � erfolgrei
h ist.

Relativistis
hes Problem:

H	

n

= E

n

	

n

(25.2)

Idealisiertes Problem:

H

0

	

0

n

= E

0

n

	

0

n

(25.3)

Potenzreihenentwi
klung:

H = H

0

+ �H

I

E

n

= E

0

n

+ �E

1

n

+ �

2

E

2

n

+ � � � (25.4)

	

n

= 	

0

n

+ �	

1

n

+ �

2

	

2

n

+ : : :

Diese Potenzreihenentwi
klung setzen wir in (25.2) ein und verglei
hen die Potenzen in

�:

(H

0

+ �H

I

)

�

	

0

n

+ �	

1

n

+ �

2

	

2

n

+ : : :

�

=

�

E

0

n

+ �E

1

n

+ �

2

E

2

n

+ : : :

� �

	

0

n

+ �	

1

n

+ : : :

�

(25.5)

Verglei
h:

�

0

: H

0

	

0

n

= E

0

n

	

0

n

�

1

: H

0

	

1

n

+H

I

	

0

n

= E

0

n

	

1

n

+E

1

n

	

0

n

(25.6)

�

2

: H

0

	

2

n

+H

I

	

1

n

= E

0

n

	

2

n

+E

1

n

	

1

n

+E

2

n

	

0

n

96



Na
h Voraussetzung ist das Problem in 0-ter Ordnung in � streng gel

�

ost. Wir kennen alle

Eigenfunktionen, und sie bilden ein orthogonales und vollst

�

andiges Funktionensystem.

�

	

0

n

;	

0

m

�

= Æ

n;m

(25.7)

und jede zul

�

assige (quadratintegrierbare) Funktion l

�

a�t si
h na
h diesen Eigenfunktionen

entwi
keln.

� =

X

n




n

	

0

n

; 


n

=

�

	

0

n

; �

�

(25.8)

Wir studieren zun

�

a
hst den einfa
hen Fall, da� die Eigenwerte E

0

n

ni
ht entartet sind,

zu jedem Eigenwert E

0

n

geh

�

ort genau eine Eigenfunktion.

25.1 Ni
htentartete St

�

orungsre
hnung

Wir betra
hten in den Glei
hungen (25.6) die Glei
hung zur 1-ten Ordnung in � und

s
hreiben die Terme mit 	

1

n

links, und die mit 	

0

n

re
hts in der Glei
hung:

�

H

0

�E

0

n

�

	

1

n

=

�

E

1

n

�H

I

�

	

0

n

(25.9)

Wir multiplizieren nun diese Glei
hung mit 	

0�

n

und integrieren

�

uber das ganze Volumen:

�

	

0

n

;

�

H

0

�E

0

n

�

	

1

n

�

=

�

	

0

n

;

�

E

1

n

�H

I

�

	

0

n

�

(25.10)

Da H

0

ein hermitis
her Operator sein soll, k

�

onnen wir die linke Seite umformen:

�

	

0

n

;

�

H

0

�E

0

n

�

	

1

n

�

=

��

H

0

�E

0

n

�

	

0

n

;	

1

n

�

= 0 (25.11)

da 	

0

n

Eigenfunktion von H

0

zum Eigenwert E

0

n

ist. Da die Eigenfunktionen 	

0

n

au
h

normiert sein sollen, erhalten wir nun aus der Glei
hung (25.10):

E

1

n

=

�

	

0

n

;H

I

	

0

n

�

(25.12)

Wir k

�

onnen die erste Korrektur E

1

n

zu E

n

bere
hnen, ohne die entspre
hende Korrektur

der Wellenfunktion zu kennen. In vielen F

�

allen werden wir mit (25.12) s
hon einen

Betrag zum Energieeigenwert bere
hnet haben, der den Verglei
h mit dem physikalis
hen

System realistis
her ma
ht.

Wir bere
hnen nun die Korrektur der Wellenfunktion in 1-ter Ordnung in �. Dazu

invertieren wir formal den Di�erentialoperator H

0

�E

0

n

und erhalten aus (25.2)

	

1

n

=

�

H

0

�E

0

n

�

�1

�

E

1

n

�H

I

�

	

0

n

(25.13)

Um diesen formalen S
hritt sinnvoll zu ma
hen, entwi
keln wir 	

1

n

na
h den Eigenfunk-

tionen 	

0

n

, wie dies f

�

ur jede Funktion m

�

ogli
h sein sollte:

	

1

n

=

X




l

	

0

l

; 


l

=

�

	

0

l

;	

1

n

�

(25.14)
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Ist l 6= n, so k

�

onnen wir 


l

aus (25.13) bere
hnen:




l

=

�

	

0

l

;

�

H

0

�E

0

n

�

�1

�

E

1

n

�H

I

�

	

n

0

�

=

=

1

E

0

l

�E

0

n

�

	

l

0

;

�

E

1

n

�H

I

�

	

n

0

�

=

=

1

E

0

n

�E

0

l

�

	

l

0

;H

I

	

n

0

�

(25.15)

Hier haben wir wieder benutzt, da� H

0

hermitis
h ist, und da� die Eigenfunktionen 	

n

0

und 	

l

0

orthogonal sind f

�

ur l 6= l.

Nun zeigen wir, da� mit 	

1

n

au
h die Funktion �

1

n

= 	

1

n

+�	

0

n

mit beliebigem � � C

der Glei
hung (25.9) gen

�

ugt:

�

1

n

= 	

1

n

+ �	

0

n

�

H

0

�E

0

n

�

�

1

n

=

�

H

0

�E

0

n

�

	

1

n

=

�

E

1

n

�H

I

�

	

0

n

(25.16)

Die Konstante 


n

(25.14) ist dur
h (25.9) ni
ht bestimmt. Wir k

�

onnen sie demna
h glei
h

Null setzen oder dur
h eine geeignete Normierungsbedingung festlegen. Fordern wir

�

	

0

n

;	

n

�

= 1 (25.17)

als Normierungsbedingung, so ergibt si
h aus(25.17)

�

	

0

n

;	

1

n

�

= 


n

= 0 (25.18)

Wir haben 	

1

n

bere
hnet, wir m

�

ussen nun (25.15) in (25.14) einsetzen:

	

1

n

=

X

l 6=n

�

	

0

l

;H

I

	

0

n

�

E

0

n

�E

0

l

	

0

l

(25.19)

Die Gr

�

o�e

�

	

0

l

;H

I

	

0

n

�

nennt man ein

�

Ubergangsmatrixelement. Das entspre
hende In-

tegral mag beliebig kompliziert sein - au
h hier wird man im allgemeinen zu N

�

aherungs-

methoden greifen m

�

ussen. Die Beitr

�

age zu 	

1

n

sind demna
h mit dem Faktor E

0

n

� E

0

l

gewi
htet. Je gr

�

o�er der Energieunters
hied, desto geringer der Beitrag vom

�

Ubergangs-

matrixelement.

Wiederum s
hreiben wir die Beitr

�

age von 	

2

n

in der Glei
hung (25.6) na
h links:

�

H

0

�E

0

n

�

	

2

n

=

�

E

1

n

�H

I

�

	

1

n

+E

2

n

	

0

n

(25.20)

Multiplizieren wir mit 	

0

n

und integrieren, so emp�ehlt si
h

E

2

n

=

�

	

0

n

;

�

H

I

�E

1

n

�

	

1

n

�

=

�

	

0

n

;H

I

	

1

n

�

(25.21)
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Dies nun wegen der Hermitizit

�

at von H

0

und der Normierungsbedingung (25.17). Wir

haben demna
h E

2

n

bere
hnet:

E

2

n

=

X

l 6=n

�

	

0

n

;H

I

	

0

l

� �

	

0

l

;H

I

	

0

n

�

E

0

n

�E

0

l

=

X

l 6=n

j

�

	

0

n

;H

I

	

0

l

�

j

2

E

0

n

�E

0

l

(25.22)

Die Energiedi�erenz E

0

n

�E

0

l

bestimmt das Vorzei
hen von E

2

n

. F

�

ur den Grundzustand,

den Zustand mit kleinstem Eigenwert E

0

n

, ist die Korrektur E

2

n

immer negativ.

Die Korrektur 	

2

n

zur Eigenfunktion bere
hnen wir wieder dur
h formales Invertieren

von

�

H

0

�E

0

n

�

in (25.20) und dur
h eine Entwi
klung von 	

2

n

na
h den ungest

�

orten

Wellenfunktionen 	

0

n

. Dies kann nun beliebig fortgesetzt werden, und wir k

�

onnen nur

ho�en, da� die Potenzreihe ras
h konvergiert.

Dar

�

uber kann aber nur bei ganz speziellemH

0

undH

I

eine Aussage gema
ht werden.

Nun betra
hten wir den Fall, da� die Eigenwerte E

0

n

entartet sind. Dies wird in der

Regel der Fall sein, wir m

�

ussen uns nur an das Wassersto�atom erinnern.

25.2 Entartete St

�

orungsre
hnung

Wir nehmen nun an, da� der n-te Energieeigenwert von H

0

N -fa
h entartet ist, N wird

nat

�

urli
h von n abh

�

angen. Diese Eigenfunktionen numerieren wir mit einer zus

�

atzli
hen

Quantenzahl:

H

0

	

0;r

n

= E

0

n

	

0;r

n

; r = 1; � � �N

�

	

(0) r

0

n

0

;	

(0) r

n

�

= Æ

nn

0

Æ

r r

0

(25.23)

Wir wollen nun den Eigenwert E

r

n

und die Eigenfunktion 	

r

n

von H bere
hnen, die

si
h dur
h die St

�

orung aus E

0

n

und 	

0 r

n

ergibt.

In 1-ter Ordnung in � wird aus (25.6):

�

H

0

�E

0

n

�

	

1;r

n

=

�

E

1;r

n

�H

I

�

	

0;r

n

(25.24)

Wir verfahren wie zuvor, multiplizieren mit 	

� 0;r

0

n

und integrieren. Wir erhalten:

E

1;r

n

Æ

r r

0

=

�

	

0 r

0

n

;H

I

	

0 r

n

�

(25.25)

Gehen wir von einer beliebigen Wahl der Eigenfunktionen aus, so wird die Glei
hung

(25.25) ni
ht n

�

otig sein. Dies war aus physikalis
her Si
ht au
h zu erwarten. Wenn H

I

die Entartung aufhebt, dann wird das gest

�

orte System si
h in einem ganz bestimmten
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Zustand be�nden - die Natur brau
ht ja keine St

�

orungsre
hnung, um diesen Zustand

zu �nden. S
halten wir dann die St

�

orung ab (� ! 0), dann werden wir au
h bei einem

ganz bestimmten Zustand ankommen. Diesen m

�

ussen wir nun au
h w

�

ahlen, um mit der

Potenzreihenentwi
klung in � Erfolg zu haben.

Die Glei
hung (25.25) k

�

onnen wir also zun

�

a
hst als Bedingungsglei
hung f

�

ur die

Wahl der Funktionen 	

0 r

n

au�assen. Wir zeigen zun

�

a
hst, da� es sol
he Funktionen

immer gibt. Wir beginnen mit einer beliebigen Basis der entarteten Eigenfunktionen

	

0 t

n

und bere
hnen:

�

	

0 t

0

n

;H

I

	

0 t

n

�

=W

t;t

0

(25.26)

W

t;t

0

ist eine N mal N Matrix, wir zeigen,da� sie hermitis
h ist:

W

t;t

0

�

=

�

	

0 t

0

n

;H

I

	

0 t

n

�

=

�

	

0 t

n

;H

I

	

0 t

0

n

�

=W

t t

0

(25.27)

weil H

I

hermitis
h ist.

Eine endli
hdimensionale hermitis
he Matrix kann man immer diagonalisieren:

C

+

WC = D (25.28)

wo D diagonal ist. In Komponenten:

C

�

t

0

r

0

W

t

0

t

C

t r

= Æ

r r

0

W

(r)

(25.29)

Dies entspri
ht aber genau der Basiswahl:

	

0;r

(n)

= 	

0;t

n

C

t r

(25.30)

In dieser Basis ist somit die Glei
hung (25.25) ri
htig, und wir haben E

1 r

n

bere
hnet:

E

1;r

n

=W

r

=

�

	

0 r

n

;H

I

	

0 r

n

�

(25.31)

Bei der Bere
hnung von 	

1 r

n

na
h 	

0 r

l

bemerken wir, da� die Beitr

�

age von 	

0 r

n

an 	

1 r

n

dur
h die Glei
hung (25.24) ni
ht bestimmt sind. Wir for
ieren sie dur
h die Normierung:

�

	

0 r

0

n

;	

r

n

�

= Æ

r r

0

(25.32)

Glei
hbedeutend in der 1-ten Ordnung St

�

orungsre
hnung mit:

�

	

0 r

0

n

;	

1 r

n

�

= 0 (25.33)

Die Beitr

�

age mit l 6= l zur Entwi
klung von 	

nr

bere
hnen wir analog zum ni
htentar-

teten Fall. Wir erhalten:

	

1 r

n

=

X

l 6=n;r

0

�

	

0;r

0

l

;H

I

	

0;r

n

�

E

0

n

�E

0

l

	

0;r

0

l

(25.34)
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Analog verfahren wir in der n

�

a
hsten Ordnung. Es ergibt si
h keine neue Bedingung

f

�

ur die Wahl der Funktionen 	

0 r

n

, da immer nur Matrixelemente von H

I

auftreten, die

s
hon diagonalisiert sind.
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26 We
hselwirkung des S
hr

�

odingerfeldes mit dem elek-

tromagnetis
hen Feld - Ei
hfeldtheorie

Das elektromagnetis
he Feld wird dur
h das elektris
he Feld E und das magnetis
he Feld

H bes
hrieben, diese lassen si
h dur
h ein skalares und ein Vektorpotential ausdr

�

u
ken:

E = �r��

1




�

�t

A

H = r�A (26.1)

Der Zusammenhang zwis
hen den Feldst

�

arken und dem Potential ist ni
ht eindeutig.

Addiert man zu A den Gradienten eines Skalarfeldes und zu � dessen Zeitableitung, so

�

andert si
h E und H ni
ht:

A

0

= A+r� ; H

0

= H

�

0

= ��

1




�

�t

� ; E

0

= E (26.2)

Dies nennt man eine Ei
htransformation.

Wir gehen nun von der freien S
hr

�

odingerglei
hung aus:

�

~

2

2m

�	 = i~

�

�t

	 (26.3)

und stellen fest, da� diese Glei
hung kovariant unter einer Phasentransformation ist.

	

0

(x; t) = e

i �

	(x; t) (26.4)

Eine Ei
hfeldtheorie wird nun so konstruiert, da� diese Kovarianz au
h f

�

ur orts- und

zeitabh

�

angige Phasen gilt.

	

0

(x; t) = e

ig�(x;t)

	(x; t) (26.5)

Die Konstante g ist zun

�

a
hst frei w

�

ahlbar. Die Glei
hung (26.3) besitzt nat

�

urli
h keine

sol
he Kovarianzeigens
haft, sie mu� abge

�

andert werden, um dem Prinzip der Ei
hinva-

rianz zu gen

�

ugen. Dies ges
hieht mit Hilfe von kovarianten Ableitungen. Wir bere
hnen

zun

�

a
hst r	

0

:

r	

0

= igr�e

ig�

+ e

ig�

r	 (26.6)

und erinnern uns daran, da� ein Term r� au
h im Transformationsverhalten (26.2)

des Vektorpotentials auftritt. Addieren wir einen Term A	 zur Ableitung in (26.6), so

erhalten wir eine kovariante Ableitung.

�

r� igA

0

�

	

0

= e

ig�

(r� igA) 	 (26.7)
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Wir haben also eine kovariante Ableitung konstruiert:

D = r� igA (26.8)

In glei
her Weise erhalten wir eine kovariante Zeitableitung:

D

t

	 =

�

�

�t

+ ig
�

�

	

�

�

�t

+ i

g




�

0

�

	

0

= e

ig�

�

�

�t

+ ig
�

�

	 (26.9)

Ersetzen wir in der freien S
hr

�

odingerglei
hung die Ableitungen dur
h kovariante Ab-

leitungen, so erhalten wir eine ei
hkovariante Glei
hung.

�

~

2

2m

DD	 = i~D

t

	 (26.10)

Wir behaupten, da� die Glei
hung (26.10) die We
hselwirkung des S
hr

�

odingerfeldes 	

und der elektromagnetis
hne Felder ri
htig bes
hreibt.

Um dies zu zeigen, gehen wir zun

�

a
hst von der We
hselwirkung mit einem elektro-

statis
hen Feld aus:

A = 0; E = �r� (26.11)

Dann wird die Glei
hung (26.10) zu:

�

~

2

2m

�	+ g
~�	 = i~

�

�t

	 (26.12)

Das Coulombpotential einer Ladung e

p

ist dur
h

� =

e

p

r

(26.13)

gegeben. Verglei
hen wir dies mit der potentiellen Energie in (1.7), so erhalten wir

�

Ubereinstimmung, wenn wir g wie folgt w

�

ahlen:

g =

e

e

~


(26.14)

wobei e

e

die Ladung des Elektrons ist (e

e

= �e

p

= �e

0

)

Die Konstante g, die wir in (26.5) zun

�

a
hst willk

�

urli
h eingef

�

uhrt haben, h

�

angt somit

von der Ladung e des Teil
hens ab, das dur
h die Wellenfunktion bes
hrieben wird. Dies

gilt dann au
h f

�

ur das Transformationsverhalten der Wellenfunktion:

	(

0

x; t) = e

i

e

~


�(x;t)

	(x; t) (26.15)
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F

�

ur neutrale Teil
hen ist demna
h e = 0, die Wellenfunktion transformiert si
h ni
ht.

Nun ist au
h die St

�

arke der Ankopplung des magnetis
hen Feldes an die Wellenfunk-

tion bestimmt.

D	 =

�

r�

ie

~


A

�

	 (26.16)

Multiplizieren wir dies mit �i~ und bezei
hnen �i~D als verallgemeinerten Impuls, so

erhalten wir die bekannte Bezei
hnung

� = P�

e




A (26.17)

Die S
hr

�

odingerglei
hung (26.10), die die Ankopplung eines elektromagnetis
hen Feldes

an ein Teil
hen mit Ladung e bes
hreibt, erh

�

alt die Form:

�

~

2

2m

�	+ i

e~

m


Ar	+

ie~

2m


(rA)	 +

e

2

2m


2

AA	+ e�	 = i~

�

�t

	 (26.18)

In der Coulombre
hnung gilt rA = 0, damit vers
hwindet dieser Term in der Glei
hung

(26.18).

Um die Ankopplung des magnetis
hen Feldes an das S
hr

�

odingerfeld zu verdeutli-


hen, betra
hten wir die Glei
hung (26.18) f

�

ur ein konstantes magnetis
hes Feld H. Das

dazugeh

�

orige Vektorpotential in der Coulombei
hung ist:

A =

1

2

H� x (26.19)

Davon

�

uberzeugt man si
h lei
ht dur
h Einsetzen in (26.1).

Damit erhalten wir aus (26.18) den We
hselwirkungsterm:

i

e~

m


Ar	 =

ie~

2m


(H� x)r	 = �i

e~

2m


H(x�r)	 = �

e

2m


H � L	 (26.20)

Das magnetis
he Feld koppelt demna
h an den Bahndrehimpuls, die Kopplungsdi
hte

ist dur
h die Ladung, und diese dur
h die Masse des Teil
hens bestimmt. Die Gr

�

o�e

je

e

j~

2m


bezei
hnet man als Bohrs
hes Magneton (Niels Bohr, D

�

anemark 1885-1962).

�

B

=

je

e

j~

2m


= 0; 927 � 10

�20

erg

G

(26.21)

Die bewegte Ladung des Elektrons f

�

uhrt demna
h zu einem magnetis
hen Moment

M =

�

B

~

L (26.22)

und entspre
hend zu einem Beitrag in der Energie:

E

M

= H �M =

�

B

~

H � L (26.23)
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Der Beitrag zur We
hselwirkung

e

2

2m


2

AA in (26.18) kann f

�

ur s
hwa
he magnetis
he

Felder zun

�

a
hst verna
hl�ssigt werden. Demna
h liefert der We
hselwirkungshamilton-

operator (26.23) f

�

ur ein H-Atom in einem s
hwa
hen konstanten magnetis
hen Feld

den wesentli
hen Beitrag zur Energieaufspaltung. Dies ist in

�

Ubereinstimmung mit den

experimentellen Daten, die demna
h unser Ei
hprinzip best

�

atigen.
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