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Teil I

Phinomenologische Erfahrungen, die zur
Formulierung der Quantenmechanik
fiihren

1 Plancksche Beziehung, De Brogliesche Beziehung und
Heisenbergsche Unschirferelation

Max Planck (Max Planck, Deutschland 1858-1948) war in der Lage, das Spektrum der
Hohlraumstrahlung unter der Annahme richtig zu beschreiben, dafl zwischen Energie
und Frequenz der Strahlung die Relation:

E = hv (1.1)

besteht. Die Konstante h hat die Dimension einer Wirkung - Energie mal Zeit, sie heift
Plancksche Wirkungskonstante. Thr numerischer Wert ergibt sich experimentell zu:

h
h= o =1.05457 10 2"erg sec (1.2)
™

Wir haben den Wert fiir 2 = % angegeben, da die Relation (1.1) meist mit der
Kreisfrequenz w=2nv geschrieben wird:

E = hw. (1.3)

Im Bereich der klassischen Physik gibt es fiir eine Relation wie (1.1) keine Be-
griindung, sie driickt eine vollkommen neue Erfahrung aus. Da die Einheiten erg und
sec unserer tiglichen Erfahrungswelt gut angepafit sind, zeigt der numerische Wert von
h auch, warum eine Relation wie (1.1) unserer téglichen Erfahrung so fremd ist.

De Broglie (Louis-Victor de Broglie, Frankreich 1892-1987) hat, wohl ausgehend
von den Beziehungen zwischen Energie und Impuls einerseits sowie Frequenz und Wel-
lenléinge andererseits, die folgende Relation postuliert:

=~ = hk k=2 1.4
P=5 , 3 (1.4)

Die Wellenzahl k£ kann auch vektoriel verstanden werden:

p = hk (1.5)



k ist nun der Wellenzahlvektor.

Die Relationen (1.1) und (1.5) werden nun so gedeutet, daf§ es sich bei £ und p um
die Energie und den Impuls einzelner Materieteilchen (Elektron, Proton etc.) handelt,
denen so ein Wellencharakter zugeordnet wird. Es ist erstaunlich, dafl der so postulierte
Wellencharakter eines Teilchens experimentell bestens bestéitigt werden konnte, wobei
die Konstanten in den Relationen (1.1) und (1.5) denselben numerischen Wert haben.

Dies ist ein physikalischer Sachverhalt, der unserer téglichen Erfahrung nicht nur
fremd, sondern zunichst sogar widerspriichlich erscheint. Klassisch sind die Begriffe
Teilchen, Bahnkurve, Energie und Impuls von den Begriffen Welle, Wellenausbreitung,
Frequenz und Wellenléinge sauber getrennt. Daf} es sich bei einer Verkniipfung dieser
Begriffe nicht um eine Verschmutzung unseres physikalischen Weltbildes, sondern um
eine von der Natur erzwungene Erweiterung dieses Weltbildes handelt, wird im Rahmen
der Quantenmechanik verstanden. Die Quantenmechanik 16st diesen scheinbaren Wider-
spruch vom gleichzeitigen Teilchen- und Wellenverhalten der Materie auf, dabei verlangt
sie von uns jedoch einen weiteren Abstraktionsschritt in der Formulierung und Inter-
pretation physikalischer Gesetze. Ziel dieser Vorlesung ist es, diesen Abstraktionsschritt
zu vermitteln und die unglaublichen Erfolge der Quantenmechanik durch die Diskussion
einfachster quantenmechanischer Systeme zu demonstrieren.

Die Relationen (1.1) und (1.5) fassen wir zunéchst als Konzentrat zahlreicher ex-
perimenteller Ergebnisse auf und erginzen dies noch mit einer weiteren Relation, der
Heisenbergschen Unschéirferelation (Werner Heisenberg, Deutschland 1901-1976):

h
ApAx > B (1.6)

Sie besagt, dafl bei einer Messung das Produkt der Unschiirfe der Impulsmessung
mit der Unschérfe der Koordinatenmessung nicht beliebig klein werden kann, vielmehr
immer grofler als g sein mufl . In unseren klassischen Vorstellungen findet sich kein
Anhaltspunkt fiir eine solche Relation.

Um zu zeigen, was fiir physikalische Folgerungen man aus dieser Relation ziehen
kann, versuchen wir mit Hilfe der Unschérferelation den Aufbau der Atome zu verste-
hen. Wir gehen von der experimentellen Tatsache aus, dafl das Atom aus einem positiv
geladenen Kern und negativ geladenen Elektronen besteht; das hat das Rutherford-
sche Streuexperiment gezeigt (Ernest Rutherford, England 1871-1937). ! Wir haben al-
so theoretisch das Keplerproblem (Johannes Kepler, Deutschland 1571-1630) (mit dem
Coulombpotential (Charles Augustin de Coulomb, Frankreich 1736-1806)) zu l6sen, um
die Bahnkurve des Elektrons zu bestimmen. Auf dieser Bahnkurve miifite das Elektron

allerdings elektromagnetische Wellen und damit Energie abstrahlen, das Elektron miifite

!Siehe die Diskussion in Theoretische Mechanik, Kap.11,
http://www.theorie.physik.uni-muenchen.de/~ wess



schliefllich in den Atomkern fallen - es géibe keine stabilen Atome. Soweit die klassische
Physik. Gilt jedoch eine Relation wie (1.6), dann kénnen Ort und Impuls nicht genauer
bestimmt werden als durch die Unschérfe festgelegt. Nahert sich das Elektron dem Kern,
so wird der Radius der Bahnkurve klein, damit die Impulsunschérfe und somit auch der
mittlere Impuls grof} - die kinetische Energie wird also grof. Damit die kinetische Ener-
gie klein wird, muf} der Impuls und damit Ap klein werden, damit wird Az und z grof}
, die potentielle Energie nimmt dem Betrag nach zu. Dazwischen muf} irgendwo ein Mi-
nimum der Energie liegen - dies wird die Grundzustandsenergie des Atoms sein. Diese
Grundzustandsenergie wollen wir nun abschétzen.

Klassisch ist der Ausdruck der Energie eines nicht relativistischen Teilchens in einem
Coulombpotential gegeben durch:

2 2
P eg
F=——-7— 1.7
2m r ( )

e? ist das Quadrat der Einheitsladung, Z die Kernladungszahl. Aus (1.7) ist ersichtlich,
daB €2 die Dimension Energie mal Lénge bzw. Wirkung mal Geschwindigkeit haben
muf. Es liegt nahe, e2 durch die Wirkungskonstante und die Lichtgeschwindigkeit, beides
universelle Naturkonstanten, auszudriicken:

e = ahc (1.8)
« heiflt Feinstrukturkonstante und hat den numerischen Wert
1
= — =0.0072992701 1.9
4T 137 (1.9)

Dieser Wert ist unabhéngig von den Einheiten, die man wé&hlt - diese bestimmen den
numerischen Wert von A und c.

Das Minimum der Energie (1.7) wollen wir nun unter der Bedingung r-p = & berech-
nen. Wir nehmen also an, daf§ Ort und Impuls im Grundzustand in der Gréfenordnung
der erlaubten Unschérfe sei und dafl das Produkt der Unschéirfen den jeweils kleinsten
Wert annimmt. Wir haben also das Minimum von E in Abhéngigkeit von p zu finden:

p?>  Zahc P>

EF=—— =— -7 1.1
2m rpp 2m P (1.10)

Die Nebenbedingung rp = h wurde verwendet.
Die Ableitung von E nach p verschwindet bei

po = Zamc (1.11)

Setzen wir dies in (1.10) ein, so erhalten wir die Grundzustandsenergie:

1
Ey = —§ZQOPmc2 (1.12)



Diese Energie stimmt fiir Z = 1 numerisch ziemlich genau mit der Grundzustands-
energie des Wasserstoffatoms iiberein.
Den Radius des Atoms im Grundzustand bestimmen wir aus ropg = i

1 A 1

ro = T = ZrBohr (1.13)
h
TBohr = moe = 0.5 10718 cm

Die Abschétzung der Grundzustandsenergie und des Atomdurchmessers im Grund-
zustand mit Hilfe der Unschérferelation liefert demnach sehr iiberzeugende Werte. Wir
sehen auch, dafl der Bohrsche Radius (Niels Bohr,Dénemark 1885-1962) verkehrt pro-
portional zur Masse m ist.

Die Geschwindigkeit des Elektrons bestimmen wir wie folgt:

vy = P _ ez (1.14)

m

Fir Z < é ist auch vy < ¢, in diesem Bereich und vor allem fiir Z = 1 ist der

nichtrelativistische Ansatz (1.7) durchaus gerechtfertigt.

Wird ein Elektron, das zunéchst praktisch ruht, von einem positiv geladenen Kern
eingefangen, dann wird die abgestrahlte Energie den negativen Wert der Grundzustand-
senergie besitzen. Nach Planck entspricht dies einer Frequenz von

1 1 2
v=—7B= §Z2a2m602% (1.15)

Hier haben wir die Masse des Elektrons explizit mit m,. bezeichnet, um sie nicht mit
der Zahl m in der Balmerserie zu verwechseln (Johann Jakob Balmer, Schweiz 1825-
1898). Vergleicht man dies nun mit der Balmerserie fiir die Frequenzen des von Atomen
ausgestrahlten Lichtes

1 1
2
R = 1.09737 - 10° em ™! , Rydbergkonstante

so wird v aus (1.15) dem Fall n = 1, m = oo entsprechen. Vergleichen wir (1.16) mit
(1.15), so erhalten wir
AT 9

Z°R = MeC (1.17)

Daraus ergibt sich ein Wert fiir die Rydbergkonstante
1
R= ﬁwa2Z202me (1.18)

Dies ist ein Wert, der mit dem experimentellen Wert der Rydbergkonstante gut iiber-
einstimmt (Johannes Robert Rydberg, Schweden 1854-1919).



2 Beugung am Doppelspalt

Wir folgen Richard Feynman (Richard Feynman, USA 1918-1988) und betrachten ein
fiktives Experiment, das unsere Erfahrung mit Streuexperimenten an quantenmechani-
schen Systemen zusammenfafit.

Ein Teilchenstrahl oder eine Welle mit moglichst genau definiertem Impuls bzw.
moglichst genau definierter Wellenléinge trifft auf einen Doppelspalt, wird gebeugt und
danach in einer Entfernung [ vom Doppelspalt, die im Vergleich zum Spaltenabstand a
sehr grof} sein soll (I>>a), registriert. Diese Anordnung wird in Abb.1 verdeutlicht.

Zahler

— i

—_— X

I>>a

Abb.1

Zunichst betrachten wir ein klassisches System, etwa realisiert durch einen Sand-
strahl. Die auf die Zéhlerwand auftreffenden Teilchen werden gezihlt und als Funktion
von z aufgetragen. Sind beide Spalte gedffnet, nennen wir die beobachtete Verteilung
der Sandkérner P ,[z], ist nur der Spalt 1 bzw. nur der Spalt 2 gedffnet, so nennen wir
die Verteilungen PX[z] bzw. Pf[z].

Abb.2 zeigt das erwartete Ergebnis:

R P Bl
/_\ /_\
A2 | a2 A2 | a2 A2 | a2
Abb2.



Wir sind nicht iiberrascht, dafl
Plolz] = P{*[2] + Py [a] (2.1)

gilt.

Machen wir den Strahl diinner und diinner, sodaf} schliellich immer nur ein Sand-
korn unterwegs ist, so wird sich an den Verteilungen nichts &ndern. Wir kénnen auch
den Weg jedes Sandkorns auf seiner Bahnkurve verfolgen und werden feststellen, dafl
ein Sandkorn entweder durch den ersten oder den zweiten Spalt hindurchfliegt. Stellen
wir mehrere Zahler auf, so werden wir ein bestimmtes Sandkorn immer nur in einem
bestimmten Zahler finden. Dies alles entspricht ganz unserer alltiglichen Erfahrung mit
der Bewegung von Teilchen.

Als néchstes machen wir das gleiche Experiment mit einer elektromagnetischen oder
mit einer Wasserwelle.

Sind beide Spalte gedffnet, werden wir ein typisches Interferenzmuster beobachten,
dargestellt in Abb.3.

1+J:X]

Abb.3 d

Mit d bezeichnen wir den Abstand der ersten beiden Maxima. Schlieflen wir den einen
oder anderen Spalt, so verschwindet das Interferenzmuster und wir beobachten:

PV[z] = P{*[z], P;"[z] = P;'[s] (2:2)
Pl{y[z] # P{"[a] + P,"[2]

Sind beide Spalte gedffnet, so konnen wir feststellen, dafi die Welle den Weg durch
beide Spalte findet, und daf} es die von Spalt 1 und 2 ausgehenden Wellen sind, die zu
der Interferenzerscheinung fithren (Gustav Robert Kirchhoff, Deutschland 1824-1887).
Mehrere Zahler werden beim Auftreten der Welle gleichzeitig ansprechen, die Wellen
werden nicht lokalisiert sein. Dies alles entspricht ganz unserer tagtéglichen Erfahrung
mit der Ausbreitung von Wellen.



Nun wollen wir das Experiment mit einem quantenmechanischen Teilchen, sagen wir
einem Elektron, durchfithren. Auch hier werden wir, wenn beide Spalte getffnet sind,
ein Interferenzbild beobachten, welches verschwindet, wenn nur einer der beiden Spalte
geodffnet bleibt:

P2 ,z] = P, [a]
PPlz] = PF[z], P2[z] = PF[x] (2.3)
PR ,[e] # PPla] + PYla]

Dabei werden wir jedoch feststellen, dafl ein Elektron immer nur in einem Zé&hler
registriert wird. Ist der Strahl so diinn, dafl immer nur ein Elektron unterwegs ist, so
wird immer nur ein Zihler ansprechen. Wir wissen nicht, welcher es sein wird. Nach
vielen Elektronen wird jedoch im zeitlichen Mittel die angegebene Verteilung auftreten.
Diese Verteilung konnen wir auch als Wahrscheinlichkeit interpretieren, daf ein Elektron
im Zahler an der Stelle = registriert wird. Das Elektron und seine elektrische Ladung
bleibt bei einer Messung streng lokalisiert.

Wie kommt es dabei zu einer Interferenzerscheinung? Wir fragen uns zunéchst, ob
das Elektron auch wirklich nur durch einen Spalt fliegt, auch wenn beide getffnet sind,
wie dies die Lokalisierung des Elektrons bei einer Messung verlangt, oder ob es doch
eine Bahn durch beide Spalte findet. Um dies experimentell festzustellen, streuen wir
eine elektromagnetische Welle an dem Elektron gleich hinter der Wand mit den beiden
Spalten, um so den Ort des Elektrons zu bestimmen. Ist die elektromagnetische Welle
intensiv und kurzwellig genug, so dal uns dies auch gelingt, so werden wir feststellen,
daf} das Elektron tatsichlich entweder durch den Spalt eins oder den Spalt zwei geflogen
ist. Tragen wir die Verteilung der Teilchen auf, die durch den Spalt eins kamen, obwohl
auch Spalt zwei gedffnet war, so finden wir die Verteilung PIQ [x], desgleichen bei Spalt
zwei. Tragen wir die jeweiligen Verteilungen gleichzeitig auf, jedoch wissend, daf} das
Elektron entweder durch den ersten oder zweiten Spalt kam, so finden wir die Verteilung
PIQ [:1:]-I-P2Q [z]. Die Interferenzfihigkeit des Elektrons wurde zerstort.

Wir kénnen nun versuchen, den Einfluf der Messung geringer zu machen, indem wir
zunichst die Wellenlidnge der elektromagnetischen Welle vergréflern. Wird diese grofier
als der Spaltenabstand a, so konnen wir den Ort, wo das Elektron durch den Spalt
kam, nicht mehr auflésen, die Interferenz stellt sich wieder ein, und wir finden Pf?m[x].
Im Ubergangsbereich werden wir bei einigen Elektronen den Ort messen kénnen, bei
anderen nicht, dementsprechend finden wir bei den georteten Elektronen die Verteilung
PlQ [a:]+P2Q [x], bei den nichtgeorteten die Verteilung PﬁQ[x].

Wir kénnen den Einflul der elektromagnetischen Welle auch verringern, indem wir
die Intensitit des Strahles verkleinern. Bei zu kleiner Intensitit werden wir jedoch nicht
mehr jedes Elektron sehen. Die gesehenen und georteten Elektronen werden die PlQ [z]+

PQQ [] Verteilung ergeben, die nicht gesehenen oder nicht georteten die Verteilung PlQ_|_2 [z]



Dies ist nun ein Phinomen, das mit unserer alltdglichen Erfahrung iiberhaupt nicht
mehr {ibereinstimmyt.

Nun versuchen wir noch, den Ort des Elektrons, wo es den Spalt passiert hat, durch
eine Impulsmessung im Zahler festzustellen. Wir messen dabei die xz-Komponente des
Impulses im Verhéltnis zum Betrag des Impulses, um so den Winkel zu messen, unter
dem das Elektron in den Z&hler geflogen ist. Dies wird durch Abb.4 deutlich:

~l
p
———  )%p

Abb.4

Um feststellen zu kénnen, durch welchen Spalt das Elektron geflogen ist, muf} dp/p <
a/l sein. Die Unschérfe der Impulsmessung mufl demnach kleiner sein als pa/I:

Ap < p% (2.4)
Nun verwenden wir die Unschirferelation (1.1), um Az abzuschéitzen. Wir wollen Az
moglichst klein haben, um die Maxima des Interferenzbildes auflésen zu konnen. Dazu
muf} naturgemifl Az < d sein, wobei d der Abstand der beiden Maxima in Abb.3 ist.
Der Abstand d der beiden Maxima berechnet sich fiir eine Welle zu
Al
d~—. 2.5
- (25)
Der Gangunterschied der Welle, die durch den Spalt eins kommt zur Welle, die durch
den Spalt zwei kommt, muf} gerade X sein, um ein Intensitdtsmaximum zu ergeben (siehe

Abb.5).



Na~d/I

Abb.5

Aus der Unschirferelation folgt unter Beriicksichtigung von (2.4) und (2.5)

h hl hd
A > — > — = —— 2.
T 2Ap > 2pa 2pA (26)

Verwenden wir jetzt noch die de Brogliesche Beziehung (1.4), so finden wir
Az >d (2.7)

Das heifit, messen wir die x-Komponente des Impulses so genau, dafl wir Spalt eins und
Spalt zwei in der Flugrichtung unterscheiden kénnen, dann wird infolge der Unschérfere-
lation Az so grof}, dafl wir keine Interferenz mehr sehen konnen. Messen wir z so genau,
dafl wir die Interferenz sehen konnen, so wird die Impulsunschéirfe so grof, dafl es nicht
mehr moglich ist zu bestimmen, aus welchem Spalt das Elektron kam.

Die Unschirferelation zeigt uns also, dal eine genaue Ortung des Elektrons das
Interferenzbild zerstéren muf.

10



3 Versuch, die bisherigen Erfahrungen mit einer Wellen-
funktion und einer Wellengleichung zu beschreiben

Es soll nun als gesichert gelten, dafl ein Teilchen auch wellenartige Phinomene zeigt.
Dementsprechend versuchen wir dem Teilchen eine Wellenfunktion zuzuordnen, und so-
weit als moglich unsere Erfahrung mit der klassischen Wellenausbreitung zu nutzen.
Die Wellenfunktion soll demnach eine komplexwertige Funktion von Raum und Zeit
sein. Um Interferenzerscheinungen zu beschreiben, soll fiir diese Wellenfunktion das Su-
perpositionsprinzip gelten. Im Falle der Beugung am Doppelspalt sollte es also eine
Wellenfunktion geben, fiir die gilt:

WUiio (X, t) = \Ill(x, t) + \IIQ(X, t) (31)

wobei ¥y die Wellenfunktion bei geschlossenem Spalt 2 und entsprechend ¥y die Wel-
lenfunktion bei geschlossenem Spalt 1 sein soll. Allgemein sollte mit ¥; und ¥y auch
c1 V1 + oWy, (¢1,co komplexe Zahlen) eine Wellenfunktion fiir das zu beschreibende Sy-
stem darstellen. Dies entspricht ganz unserer klassischen Erfahrung mit Wellenph&nome-
nen. Nur sollte jetzt die Wellenfunktion keiner direkten Beobachtung mehr zuginglich
sein. Obwohl also W5 sowohl hinter dem ersten wie dem zweiten Spalt von Null ver-
schieden sein kann, bedeutet dies nicht, dal wir das Teilchen gleichzeitig sowohl hinter
dem ersten als auch hinter dem zweiten Spalt messen konnen, wir kénnen es vielmehr
nur mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit hinter dem ersten oder hinter dem zweiten
Spalt messen.

Die Wahrscheinlichkeit muf} eine positive Zahl sein. Der Absolutbetrag einer kom-
plexen Zahl ist immer positiv. Wir postulieren daher als Wahrscheinlichkeitsdichte, das
Teilchen zur Zeit ¢ am Ort x zu messen fiir eine beliebige Wellenfunktion W:

p(x,t) = U*(x,t)U(x,t) = |\I/(x,t)|2 (3.2)

Fiir diese Wahrscheinlichkeit gilt sicher nicht das Superpositionsprinzip, dies ist im Ein-
klang mit (2.3).

Nun haben wir also einen Ausdruck fiir die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen bei einer
Messung hinter dem ersten oder hinter dem zweiten Spalt zu sehen:

p(w1,t) = Ui o(z1,1)Viya(r1,1) (3.3)
p(w2,1) = Ui, o(w2, 1)W1 42(2,1)

wobei z1 bzw. x5 der Ort des ersten bzw. des zweiten Spalts ist. Da aber die Messung des
Ortes die Interferenzfihigkeit des Teilchens zufolge der Unschérferelation zerstéren muf}
wird nach der Messung des Teilchens die Wellenfunktion nicht mehr W, 5 sein kénnen.
Messen wir das Teilchen am Ort x1, so soll infolge der Messung die Wellenfunktion auf

11



¥, reduziert werden, wobei ¢ ein Normierungsfaktor ist, der so gewédhlt werden muf,
daf} die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen irgendwo zu finden, eins bleibt. Somit folgt, dafl
beim Auftreffen auf die Zahlerwand die Verteilung PIQ sein wird; entsprechendes gilt bei
der Messung des Teilchens am Ort xo. Haben wir keine Messung durchgefiihrt, so bleibt
die Wellenfunktion W4, sie wird an der Zihlerwand die Verteilung PIQ+2 # PIQ —I—PIQ
ergeben.

Nun zur Wellengleichung. Um die zeitliche Anderung der Wellenfunktion zu be-
schreiben, brauchen wir eine Wellengleichung. Wegen des Superpositionsprinzips fiir die
Wellenfunktion nehmen wir an, dafl diese Gleichung linear in der Wellenfunktion sein
soll. Dann wird mit ¥; und ¥y auch ¢; ¥y 4 co W5 eine Losung der Wellengleichung sein.

Um eine spezielle Form dieser Wellengleichung zu finden, greifen wir auf die Planck-
sche und die De Brogliesche Beziehungen (1.1) und (1.4) zuriick und versuchen daraus
etwas fiir ein freies Teilchen zu lernen.

Klassisch ist die Bahnkurve eines freien Teilchens eine Gerade, entsprechend soll die
Wellenfunktion eine ebene Welle sein, wobei die Wellenfront senkrecht auf die Bewe-
gungsrichtung, also dem Impuls, steht.

Upr = C exp'kx=wt) (3.4)
hk=p, hw=EFE

Die Amplitude C ist willkiirlich. Betrachten wir die Wahrscheinlichkeit (3.2), das Teil-
chen zu einer bestimmten Zeit am Ort x zu finden, folgt aus (3.2)

pp(x,t) = C*C, (3.5)

sie ist also von Ort und Zeit unabhingig. Dies ist nicht iiberraschend, da es genau das
sagt, was wir infolge der Unschérferelation erwartet haben. Da fiir die Wellenfunktion
(3.4) der Impuls genau bekannt ist, Ap daher Null ist, mufl Az unendlich sein. Die
Gleichung (3.5) sagt uns dementsprechend, daf§ die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen an
irgendeinem Ort zu finden, {iberall gleich ist.

Akzeptieren wir (3.4) als die Wellenfunktion eines freien Teilchens, so folgt unmit-
telbar:

0
iha\yp,E = hw\Ilp,E = E‘I/p,E (3.6)

—’L.hV\I/p’E = hk‘I/p,E = p\I/p,E

In der Wirkung auf eine Wellenfunktion kénnen wir also folgende Ersetzung durchfiihren:

E — ih% (3.7)
p — —thV

12



Diese Ersetzung bezeichnen wir als Quantisierungsvorschrift. Wir kénnen mit dieser
Vorschrift jeder klassischen Funktion von F und p einen Differentialoperator zuordnen.
Aus der Beziehung

2
p
FE=— .
5 (3.8)
wird nun 5 ) )
h h
h—VU = ——— U=——AU .
' ot 2mVV 2m (3.9)

Dies ist eine Bewegungsgleichung fiir ein freies Teilchen. Ist die Wellenfunktion zu einer
bestimmten Zeit bekannt, so wird sie durch die Gleichung (3.10) fiir alle anderen Zeiten
festgelegt. Der entsprechende Zusammenhang zwischen Frequenz und Wellenzahl

_ h2 k2

w = —
2m

(3.10)

wird als nichtrelativistische Dispersionsbeziehung bezeichnet und entspricht genau den
von de Broglie erfolgreich postulierten Welleneigenschaften eines freien Teilchens.
Ergéinzen wir die Quantisierungsvorschrift (3.4) noch mit der Regel

x—+x , t—>t (3.11)
wie sie aus xW¥ = xWV und t¥ =tV folgt, so kénnen wir jeder klassischen Funktion von

x, p,t und E einen Differentialoperator zuordnen. Aus der Beziehung

2

E=2 v (3.12)
2m

wird aufgrund unserer Quantisierungsvorschriften (3.7) und (3.11)

0 h?

Dies ist die Schrodingergleichung (Erwin Schrédinger, Osterreich, Irland 1887-1961), die
die Physik unseres Jahrhunderts revolutioniert und tiefgreifend verdndert hat.
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4 Wahrscheinlichkeitsstromdichte
Als Wahrscheinlichkeitsdichte haben wir in (3.2) die Grofie
p(x,t) = U*(x,1)¥(x,1) (4.1)

postuliert. Nun wollen wir ihre zeitliche Anderung, die aus der Schrédingergleichung
folgt, untersuchen und zeigen, daf} sie fiir reelles Potential einer Kontinuititsgleichung
geniigt. Dazu werden wir auch die komplex konjugierte Schrédingergleichung benétigen:

I RN (4.2)
! ot 2m )
Berechnen wir nun
@ o) = (Lwtx,) ) W, 1) + 0 () (20,1 (43)
gt = \5 0 % U\ '
ih )
=4+— (T*AT — (ATH) T —(V* — U
ol (A~ (AT W) (V)
und fordern:
V*=V (4.4)
also relles V', so folgt aus (4.3):
9 xt) = Mg (wrve - (ver) ) (4.5)
at" " T oy, '

Wir haben die Kontinuititsgleichung fiir die Wahrscheinlichkeitsstromdichte j hergelei-
tet:

0 .
JES— y == 4-
atp—i—Vj 0 (4.6)
R (T*VIE — (VI*) D)
)= 2m

Diese Stromdichte hat physikalisch eine sehr anschauliche Bedeutung. Erinnern wir uns
an die Quantisierungsregel (3.7) fiir den Impuls, so enthilt 7 im wesentlichen 7= %ﬁ,
also den Geschwindigkeitsoperator.

Die Kontinuitétsgleichung ist Ausdruck fiir den Erhaltungssatz der Wahrscheinlich-
keit. Integrieren wir die Wahrscheinlichkeitsdichte iiber ein endliches Volumen V und
verwenden den Gaufischen Satz (Karl Friedrich Gauf}, Deutschland 1777-1855), so folgt
aus (4.6)

d - ——
— | Bzp(x,t) = — / d3zVj = / dF'j (4.7)
dt Jyv v F
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wobei F die das Volumen begrenzende Fliche ist. Die zeitliche Anderung der Aufent-
haltswahrscheinlichkeit des Teilchens im Volumen V ist durch den durch die Oberfliche
des Volumens erfolgten Flufi des Wahrscheinlichkeitsstromes gegeben.

Ist das Teilchen geladen, so identifizieren wir ep mit der Ladungsdichte und ef mit
der elektrischen Stromdichte - jeweils in der quantenmechanischen Wahrscheinlichkeits-
interpretation - e ist die Ladung des Teilchens.

Die Wahrscheinlichkeit, die elektrische Ladung in einem Volumen V zu finden, ist
dann durch i, @®zp(x,t) gegeben. Messen wir die Ladung im Volumen, so werden wir,
wenn es sich um ein Teilchen handelt, entweder die gesamte Ladung im Volumen V' oder
keine Ladung in diesem Volumen finden.

Die Grofe [, d*zp(x,t) gibt die Wahrscheinlichkeit an, die Ladung im Volumen zu
finden. Da die Ladung fiir ein Teilchen, das nicht irgendwie ins Unendliche verschwinden
soll, irgendwo sein muf} , miissen wir die Normierungsbedingung

/d?’avp(x,t) =1 (4.8)

fordern. Das heifit, die Wellenfunktion W¥(x,¢) soll quadratintegrierbar sein, W(x,t)
gehort also zu L?, dem Raum der quadratintegrierbaren Funktionen. 2:

/ Bri*v =1 (4.9)

Bei Integralen ohne Angabe des Volumens ist iiber den gesamten Raum zu integrieren.
Man wird natiirlich fragen, aus welcher Symmetrie der Erhaltungssatz (4.6) folgt.
Spéater werden wir sehen, daf} er aus der Invarianz der Schrédingergleichung unter einer

Phasentransformation
U (x,t) = " W(x,t) (4.10)

hergeleitet werden kann, « ist hier eine beliebige reelle Konstante, so dafl auch die
Normierungsbedingung (4.9) invariant bleibt.

2Siehe die Diskussion in Theoretische Mechanik, Kap.17,23,
http://www.theorie.physik.uni-muenchen.de/~ wess
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5 Erwartungswerte
Die Wahrscheinlichkeitsdichte, ein Teilchen zur Zeit t am Ort x zu finden, ist
plx, 1) = U (x, )W (x, 1 (5.1)

Daraus ergibt sich ein Mittelwert fiir die Messung der Ortskoordinate:

(x(t))g = /d?’xxp(x,t) = /d?’:z:\ll*(x,t)x\ll(x,t) (5.2)

Diesen Mittelwert bezeichnen wir auch als Erwartungswert. Es ist dies der im Mittel bei
einer Ortsmessung zu erwartende Wert.

Fiir eine physikalische Interpretation unseres quantenmechanischen Formalismus’
werden wir nach einem Erwartungswert fiir alle zu beobachtenden dynamischen Gréfien,
die wir Observable nennen werden, fragen.

Wir stellen diese Frage zunichst fiir den Impuls und gehen von der Uberlegung aus,
dal nach de Broglie eine ebene Welle den Zustand eines Teilchens mit festem Impuls
reprisentiert. In diesem Zustand sollte demnach die Wahrscheinlichkeit, den entspre-
chenden Impuls zu messen, gleich eins sein.

Im allgemeinen werden wir es mit Uberlagerungen von ebenen Wellen zu tun haben.

T(x) = ! . / d*kC (k) x> (5.3)
(2m)2

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Impulses wird sicher von den Koeffizienten C'(k)
abhingen.

Wir erinnern uns nun daran, daf (5.2) genau eine Fouriertransformation ® darstellt,
fiir die auch gilt

_ 1 3I x e*’ikx
o= / 20 (x) (5.4)

falls ¥ quadratintegrierbar ist.
Gleichzeitig gilt:

/ Bl (x) T (x) = / BRC* (k) C(K) (5.5)

Es ist nun mehr als naheliegend, C* (k)C'(k) als Wahrscheinlichkeitdichte fiir den Impuls
p =hk zu definieren. Daraus ergibt sich

(P)c = / d*2C* (k) ik C (k) (5.6)

3Siehe die Diskussion in Theoretische Mechanik, Kap.17,
http://www.theorie.physik.uni-muenchen.de/~ wess
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Setzen wir C'(k) aus (5.4) ein, dann finden wir den Erwartungswert des Impulses fiir
eine bestimmte Wellenfunktion ¥(x):

(p)w = (2;3 / &% &Pz &% ™Y U* (y)hke™ 20 (x) (5.7)

Wir kénnen nun im Integral fike "% ersetzen durch:

hke™ kX = e ikx (5.8)

Die Ableitung der Exponentialfunktion kénnen wir durch partielle Integration zu ei-
ner Ableitung von v umformen. Der Beitrag vom Rand fillt dabei weg, da ¥(x) im
Unendlichen verschwindet. Wir finden:

(p)y = / (2;)3 4% X=X @r 4Py U (y) (—ihV T (x)) (5.9)

Die k Integration ergibt eine §-Funktion, die wiederum die Integration iiber y erlaubt:

(P)v = / 4z U*(x) (—ihV) ¥(x) (5.10)

oder, fiir zeitabhéngige Wellenfunktionen:

(p(t))y = /d% T* (x, 1) (—ih V) T (x, 1) (5.11)

Um den Erwartungswert des Impulses zu bilden, miissen wir den durch die Quantisie-
rungsvorschriften (3.7) bestimmten Differentialoperator zwischen den Wellenfunktionen
einsetzen.

Vergleichen wir dies mit (4.6), so sehen wir, daf§ die Wahrscheinlichkeitsstromdichte
auch als Erwartungswert der Geschwindigkeit v= %p interpretiert werden kann.

Wir sind nun in der Lage, den Erwartungswert einer beliebigen Funktion von Koor-
dinaten und Impulsen zu bilden.

(Fyg = /d3a: U*(x,t)F(x, —ihV)¥(x, 1) (5.12)

Zu beachten ist, dal unterschiedliche Anordnungen der Reihenfolge x und p zu
unterschiedlichen Differentialoperatoren fithren. Als einfachstes Beispiel betrachten wir
das Produkt z - p;. Nach unserer Quantisierungsvorschrift erhalten wir

9,
.= b 1
xp x( Zh@x) (5.13)
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wihrend wir fiir p, - z nach der Leibnizregel (Gottfried Wilhelm Leibniz, Deutschland

=|—1th— = —ih + —ih— (5.14)
j 1 T 1 T 1 .14

erhalten. Impuls und Koordinaten vertauschen nicht! Die Formeln (5.13) und (5.14)

konnen auch in der Relation
TPy — Pr¥ = ih (5.15)

zusammengefafit werden.
Fiir den Ausdruck der Energie (3.12) ergibt sich dabei kein Problem, wir finden

(E)g = /d3:v T*(x, 1) {—%A + V(x,t)} U(x,t) (5.16)
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6 Adjungierte und hermitische Operatoren

Allgemein werden wir erwarten, dafl messbare Grofien reelle Erwartungswerte besitzen.

Aus (5.13) folgt daraus:

(Fyg = /d3a:\I/* (FU) = (F)y = /d?’x (FO)* T (6.1)

Es sollte also fiir Wellenfunktionen, fiir die wir den Erwartungswert von F' bilden kénnen,

/ d*c U* (FU) = / d* (FO)* ¥ (6.2)
gelten. Nun bilden wir Superpositionen von zwei solchen Wellenfunktionen:
Uy =T + Uy U= U + 90, (63)
Aus (6.2) folgt fiir ¥y:

/d3a: U FU, +/d3x T3P, = /d% (FU)* W, +/d3a: (FUo)* Ty (6.4)
und fiir Wy
/d3:z: TR, — /d?’x TP, = /d% (FU)* 0, —/d3:z: (FU)*T;  (6.5)

Dies ergibt:
/d% TR, = /d3:1: (FU) T, (6.6)

fiir beliebige Wellenfunktionen Wy, Uo, fiir die das Integral (6.6) existiert.

Dies ist eine Bedingung an den Differentialoperator F. Operatoren, die dieser Be-
dingung geniigen, nennt man hermitisch.

Observable, also Differentialoperatoren, die wir mit einer Messung in Verbindung
bringen kénnen, miissen demnach hermitisch sein. Dann sind ihre Erwartungswerte auch
reell, sofern die Integrale (6.1) existieren.

Den Operator H, der sich nach den Quantisierungsvorschriften aus der Hamilton-
funktion ergibt, nennen wir Hamiltonoperator:

—hK?

H=—"A :
Zy +V (6.7)

Fiir reelles V' ist H hermitisch. Um dies zu zeigen, miissen wir nur noch wissen, daf§ der
Laplaceoperator (Pierre Simon Laplace, Frankreich 1749-1827) ein hermitischer Opera-
tor ist. Nun gilt aber:

T (AT,) — (AT = V (T5(VTy) - (VF}) D) (6.8)
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Integrieren wir (6.8) und nehmen an, dafl die Wellenfunktionen ¥; und ¥9 im Unendli-
chen schnell genug verschwinden, dann folgt:

/d3a: TIAT, = /d3a: (AT Ty = /d3a: (AT)* Ty (6.9)
Ebenso ist der Ortsoperator x und der Impulsoperator —:AV hermitisch:
/ d’r Ux ¥ = / d*r (x0)* T (6.10)
/d?’x T (—ih V)T = /d3x (—ihV T)* T

Der Vorzeichenwechsel bei der partiellen Integration wird durch den Vorzeichenwechsel
beim komplex Konjugieren kompensiert. Der Operator V wire nicht hermitisch.
Wirkt ein Differentialoperator F' auf eine Wellenfunktion Ws, so kann man im Integral

/d% TP, (6.11)
durch partielle Integration F' auch zu einem Operator, der auf Wy wirkt, umformen:
/d% TRy = /d% (F1 )"0, (6.12)

Der so entstandene Operator F! heiit der zu F adjungierte Operator. Es ist leicht zu
sehen, daf}

/d% R, = /d3:1: (FU,)* T, (6.13)
gilt, sowie:
/d3:1: UIFGU, = /d3:z:(GTFT\Ifl)*\Ilg (6.14)

Alle diese Beispiele sind natiirlich nur sinnvoll, wenn die entsprechenden Integrale auch
existieren. Dies wird nicht immer der Fall sein, obwohl ¥; und ¥, quadratintegrierbar
sind. Man denke etwa an einen Operator ™, der das Konvergenzverhalten der Integrale
stark verdndert.

Der Definitionsbereich des Operators F' mufl demnach so eingeschrinkt werden, daf
FU quadratintegrierbar ist. Der Definitionsbereich des Operators FT wird sich im all-
gemeinen vom Definitionsbereich des Operators F' unterscheiden, er wird grofler als der
Definitionsbereich des Operators F' sein.

Ist ein Operator hermitisch, dann ist unter dem Integral F' gleich F. Als Operatoren
wollen wir sie aber nur dann als gleich bezeichnen, wenn auch ihr Definitionsbereich
iibereinstimmt. Gilt in diesem Sinne

Fi=F (6.15)
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und ist der Definitionsbereich dicht in L?, dann nennen wir den Operator selbstadjun-

giert. Gilt nur
(FH)t = Ff (6.16)

mit dichtem Definitionsbereich, dann nennen wir den Operator wesentlich selbstadjun-
giert.

21



7 Zeitliche Anderung von Erwartungswerten

Die Schridingergleichung erlaubt es, die zeitliche Anderung der Wellenfunktion und da-
mit auch der Erwartungswerte zu berechnen. Wir wollen nun zeigen, daf} die zeitlichen
Anderungen der Erwartungswerte eine Form annehmen, die an die klassischen Bewe-
gungsgleichungen erinnert.

Wir beginnen mit der zeitlichen Anderung des Erwartungswertes des Ortes:

%(x)w = /d3a: {\II*X\II + \II*X\I/*} (7.1)
Die Zeitableitung der Wellenfunktion haben wir mit U bezeichnet. Aus der Schrodin-
gergleichung folgt nun

%(xm = %/d% {(HV*)x¥ — U*xHU} (7.2)
Nun verwenden wir, dal HU*=(HWY)* und H ein hermitischer Differentialoperator ist.

Dann folgt aus (7.2)
d iy i

(X = - /d?’x U* (Hx — xH) ¥ (7.3)

Zur Berechnung der zeitlichen Anderung des Erwartungswertes des Ortes miissen wir
demnach den Ausdruck
Hx —xH (7.4)

auswerten. Wir setzen fiir H (3.12) ein und erhalten:

h? h? h?

was wiederum leicht auszurechnen ist:
Ag! = 99zt = o {5@ + xlak} =20 +2'A (7.6)

Wir erhalten also, wenn wir dies in (7.3) einsetzen:

d ih 3
1
= E(P)\D (7.7)

Dies erinnert an die klassische Gleichung v= %p.
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Nun berechnen wir die zeitliche Anderung des Erwartungswertes des Impulses:

%(p)w = /d% (" (=inve) + 0 (-inv i)}
_ % / P {HU*(—ihVT) — U (~ihV H)} (7.8)

Nach einer analogen Umformung, die von (7.2) zu (7.3) gefiihrt hat, sehen wir, daf} wir
den Ausdruck
HYV - VH (7.9)

auszuwerten haben. Dies ergibt durch Einsetzen von (3.12):

HYV - VH=-VV (7.10)
Aus (7.8) folgt
d
2 (Plw = (=VV)y (7.11)

Diese Gleichung erinnert an die Newtonsche Bewegungsgleichung.

Die Gleichungen (7.7) und (7.11) werden als Ehrenfestsches Theorem bezeichnet
(Paul Ehrenfest, Osterreich 1880-1933). Dieses besagt, daB die klassischen Gleichungen
fiir die Mittelwerte gelten:

d 1

X = {—plv
%(ph = {(=VV)v (7.12)

Nun wollen wir noch die zeitliche Anderung des Erwartungswertes einer beliebigen
Observablen berechnen.

o,

ot '’

- %/d% {HUV*FU — U*FHU} + (%—f)w
OF

_ i s g _ or
- h/dm (HF ~ FHY U + (%)
i OF

= h<HF_FH>\IJ+<E>\I!

(Fyy = /d% {\I/F\I/ +\I/*F\il} +( (7.13)

dt

Die Rechenschritte folgen genau dem Weg, dem wir fiir die Orts- und Impulsobservable
vorgezeichnet haben, sie konnen leicht nachvollzogen werden.
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Der Ausdruck (7.13) kann nun mit der Poissonschen Formulierung der Bewegungs-
gleichungen der klassischen Mechanik verglichen werden 2.

. oF
F={fH}+— (7.14)
ot
Es liegt nahe, auch fiir Differentialoperatoren eine Klammer zu definieren:
[F\Hl=FH—-HF (7.15)

Wir bezeichnen diese Klammer als Kommutator der Differentialoperatoren F' und H.
Der Kommutator geniigt denselben abstrakten Rechenregeln wie die Poissonklammer
(Theor. Mechanik, 33.10):

[F,G] = —[G, F]
[ClFl -I-CgFg,G] = Cl[Fl,G] + CQ[FQ,G] c1,c0€C
[FG,H] = F[G, H] + [FH, G] (7.16)

sowie der Jacobiidentitdt (Theor. Mechanik, 33.11) (Carl Gustav Jacobi, Deutschland
1804-1851).
[4,[B,Cl] +[B,[C, A]] + [C,[A,B]] = 0 (7.17)

Dies ist durch explizites Rechnen leicht nachweisbar. Wir iiberpriifen die letzte Identitéit
in (7.16):

[FG,H] = FGH — HFG
— F(GH — HG) + FHG — HFG
= F|G,H]|+ [F,H|G (7.18)
In der Gleichung (5.15) haben wir den Kommutator der Orts- und Impulsvariablen

berechnet.
[xl, pk} — ihol (7.19)

Dies sind die beriihmten Heisenbergschen kanonischen Vertauschungsrelationen, sie er-
innern an die Poissonklammern der kanonischen Variablen.

“Siehe die Diskussion in Theoretische Mechanik, Kap.33,
http://www.theorie.physik.uni-muenchen.de/ wess
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8 Schwankungsquadrate und die Heisenbergsche Unschirfe-
relation

Wir wissen nun, wie wir Erwartungswerte dynamischer Variablen berechnen kénnen. Ein
Ma#f fiir die mittlere Abweichung einer Messung vom Mittelwert ist nach Gaufl durch
das Schwankungsquadrat definiert.

Fiir die Koordinaten:

(Az)g = ((z = (2)°))y = (#%)v — (2)§ (8.1)
und ebenso fiir den Impuls:
(Ap)y = (0= )*)y = P*)w — () (82)

Die Mittelwerte werden hier geméf unserer Definition (5.12) gebildet.

Bevor wir uns der Heisenbergschen Unschirferelation (1.6) zuwenden, wollen wir die
mathematische Struktur unserer bisher entwickelten quantenmechanischen Formalismen
etwas ndher ansehen.

Das Superpositionsprinzip (3.1) entspricht der Definition eines linearen Raumes. Die
Wellenfunktionen sind Elemente dieses Raumes, und mit ¥y, W5 ist auch
1 V1 + Uy (c1,c9€C) ein Element dieses Raumes. Die iiblichen Rechenregeln eines
linearen Raumes sind unmittelbar einsichtig. Dementsprechend werden wir die Wellen-
funktion in Zukunft auch Zustandsfunktion oder Zustandsvektor nennen. Zustandsfunk-
tion deshalb, weil sie den Zustand eines physikalischen Systems beschreibt und sich aus
ihr die Erwartungswerte physikalischer Observablen berechnen lassen. Zustandsvektor
weist darauf hin, daf§ sie Vektoren in einem linearen Raum sind.

Auf diesem linearen Raum ist in natiirlicher Weise ein Skalarprodukt definiert. Fiir
dieses Skalarprodukt werden wir die Bezeichnung (¥, ®):

(T, ) = /d%; T*P (8.3)

einfiithren. Dieses Skalarprodukt ist linear in ® und antilinear in W:

<‘I/, a® + CQ<D2> = <\I/, (I)1> + CQ<\I/, (I>2>
(Cl‘Ifl +CQ‘I/2,(I>> = C){<\I/1,<I)> +C;<\I/1,(I>> (84)
Die iiblichen Eigenschaften eines Skalarproduktes und der daraus gebildeten Norm sind

unmittelbar einsichtig.
Norm:

19 = (¥, %) >0 (8.5)
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Die Norm einer Wellenfunktion ist genau dann Null, wenn die Wellenfunktion Null ist.

Trotz der abstrakten Schreibweise fiir das Skalarprodukt und die Norm denken wir
dabei immer an die Definition durch das Integral (8.3). Diese Definition des Skalar-
produktes erfiillt alle Bedingungen, die es uns erlauben, von einem Hilbertraum zu
sprechen. Es ist dies der Hilbertraum der quadratintegrierbaren Funktionen L2, den
wir schon mehrmals erwiahnt haben. (David Hilbert, Deutschland 1862-1943). In diesem
Abschnitt wollen wir diese Fragestellung nicht vertiefen.

Wir wollen jedoch eine wichtige Ungleichung fiir das Skalarprodukt, die Cauchy-
Schwarzsche Ungleichung, beweisen, die uns direkt zur Heisenbergschen Unschérferela-
tion fithren wird (Louis Augustin Cauchy, Frankreich 1789-1857), (Hermann Amandus
Schwarz, Deutschland 1843-1921). Diese Ungleichung lautet:

(T, @) <[] (8.6)

Wir nehmen nun an, dafy ®#0 sei, da (8.6) sonst trivial wire, und beweisen (8.6). Dazu
betrachten wir die Wellenfunktion

B (D, )
X—\I/—<q)’q)><1) (8.7)
Sie steht senkrecht auf ®:
(D, x) = (P, V) — %(@, d) =0 (8.8)

Wie fiir alle Zustandsvektoren gilt auch fiir y:

{(x:x) >0 (8.9)
Wir setzen (8.7) in (8.9) ein und beriicksichtigen (8.8):
(D, ) (@,0) _\ _ (D, )
<\I/ -~ (q)’q)><1>> - <\1fo/ - (q)’q)><1>> >0 (8.10)

Dies ergibt unmittelbar (8.6), wenn wir mit (®, ®) multiplizieren:
(T, U)D, D) — (B, T)(T,B) > 0 (8.11)
Dies ist identisch mit (8.6), da fiir alle Wellenfunktionen
(B, T) = (T, )" (8.12)

gilt. Dies folgt unmittelbar aus der Definition (8.3).
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Die Eigenschaft (6.6) eines Differentialoperators, sagen wir A, hermitisch zu sein,
hat in unserer neuen Schreibweise eine einfache Form:

/ U AD = / P (AD)*
(U, AD) = (AT, B) (8.13)

Dies verwenden wir, um das Schwankungsquadrat eines hermitischen Operators A als
Norm eines Vektors zu schreiben. Dazu beriicksichtigen wir, dafl mit A auch A —(A) ein
hermitischer Operator ist.

(AA) = ((

= {(A- 24)v,(A-rdyv) (8.14)

- AA)2>qu - <x1/ (A - AA)Q\IJ>

s

Nun zur Unschirferelation.Um die Rechnung iibersichtlich zu machen, fithren wir
zunéchst die Bezeichnung

r—(z)g =A , p—(p)v=B (8.15)

ein. Wir werden von nun an nur noch davon Gebrauch machen, dal A und B hermitische
Operatoren sind.
Das Produkt der Schwankungsquadrate (Az)2(Ap)2, formen wir geméf (8.14) um
und erhalten:
(Az)%(Ap)2 = (AU, AT) (BT, BU) (8.16)

In dieser Form bietet sich die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung fiir die folgende Abschétzung
an:

(AU, AV)(BY, BU) > |(AV, BU)|? (8.17)
Nun bedarf es noch einiger Umformungen an [{A¥, BU)|2. Wir beginnen mit
1 1
(AU, BU) = (I, ABT) = <\11 <§(AB ~BA)+ 5(AB + BA)) \I/> (8.18)

Den Kommutator der Operatoren A, B haben wir bereits in (7.15) mit einer Klammer
bezeichnet:
[A,B] = AB — BA (8.19)

Dasselbe tun wir noch mit dem Antikommutator. Wiederum vereinfacht sich die Scheib-
weise von (8.18), ohne dafl wir wirklich etwas berechnet hétten:

(AT, BU) = %<qf ([4, B +{A,B}) ‘I/>
- %((\y (4, BJD) + (0, {4, B} ")) (8-20)
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Desgleichen finden wir:
(BU, AT) = (W, (B, 4] + {B,A}) V)

(¥, (~[4,B] +{4,B}) v)

DN = DN = DN =

(— (U,[A, B]W) + (\I/,{A,B}\I/)) (8.21)

Dies deshalb, weil der Kommutator antisymmetrisch und der Antikommutator symme-
trisch ist.
Nun zuriick zu (8.17).

(AU, BU)|? = (AU, BU) (AT, BU)* = (AU, BU)(BU, A) (8.22)

Dies wegen (8.12). Nun verwenden wir (8.20) und (8.21):

(AW, B)? = i((qz (4, B) + (¥, {4, B}0)) (¥, {4, B}w) — (0, [4, B]¥))
- i((qz {4, BY)? - (U,[4, B]V)?) (8.23)

Nun zeigen wir noch, daf (¥, {4, B}¥)? positiv und (U, [A, B]¥)? negativ ist. Dazu
verwenden wir die Eigenschaft (8.13) hermitischer Operatoren.

(U, ABT) = (AU, BU) = (BAV, T) (8.24)

Die Reihenfolge der Operatoren AB hat sich umgedreht. Deshalb gilt fiir den Antikom-
mutator:

(U,{A, B}U) = ({4, B} ¥, T) (8.25)
und fiir den Kommutator:
(W, [A, B]®) = —([A, B]¥, T) (8.26)
Es ist also
(U, {A, BYU)? = (U, {A, B}U)({A, B}V, T) = |(T, {A, B}T)|? (8.27)
und desgleichen
(T, [A, B]T)? = —|(T,[A, B]T)|? (8.28)
Setzen wir dies in (8.23) ein, so erhalten wir:
(AT, BU)|* = i (1€, {4, BYO)* + (T, [4, B]T)?) (8.29)
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und damit gilt sicher

(AU, BE)|> > ~ (¥, [A, B]T)|? (8.30)

1

1

da wir ja nur einen positiven Term weggelassen haben.
Kombinieren wir dies mit (8.17), so erhalten wir:

(AU, AV)(BY, BU) > —|(T, [A, B]¥)|? (8.31)

3
4
Hiitten wir mit beliebigen Operatoren A, B begonnen und wie folgt definiert:

A=A—-(Ay , B=B-(B)y (8.32)
so hitten wir die allgemeine Unschérferelation

(AAY(ABY, > (¥, [A, Bw)P (5.3

erhalten. Auf der rechten Seite konnten wir den Kommutator von A und B schreiben,
da
[A, Bl = [A - (A)y, B— (B)v] = [4, B] (8.34)

gilt. (A)g und (B)y sind ja Zahlen, die mit allen Operatoren vertauschen.

Um zur Heisenbergschen Unschérferelation zu gelangen, setzen wir in (8.34) fiir die
Operatoren A, B die Operatoren = und p ein. Deren Kommutator haben wir schon in
(7.19) berechnet:

[z,p] =ik (8.35)

Aus (8.34) folgt nun fiir normierte Wellenfunktionen W:
1
(B} Ay > 11 (830

Die rechte Seite ist in diesem besonderen Fall unabhingig von der Wellenfunktion ¥,
somit haben wir die Unschérferelation (1.6) in unserem Formalismus wiedergefunden:

(Az)w(Ay)w > %h (8.37)

Wir haben also gezeigt, dafl die Beschreibungsweise quantenmechanischer Systeme,
wie wir sie in Kapitel 3 und 4 formuliert haben, die Heisenbergsche Unschérferelation
bedingt. Desgleichen wissen wir, dafl die Plancksche Beziehung und die de Brogliesche
Beziehung in dieser Beschreibungsweise erfiillt sind. Wir haben also eine Beschreibungs-
weise formuliert, die der quantenmechanischen Erfahrung, wie wir sie in den ersten
beiden Kapiteln in abstrahierter Form prisentiert haben, entspricht.

Im folgenden miissen wir uns um detailliertere Konsequenzen dieser quantenmecha-
nischen Beschreibung bemiihen und zeigen, daf} sie mit den experimentellen Erfahrungen
dann auch im Detail iibereinstimmt.
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9 Das Minimale Wellenpaket

Die Heisenbergsche Unschirferelation

ApAzx >

N | St

(9.1)

gilt unabhéngig von der jeweiligen Wellenfunktion. Wir haben sie aufgrund von Abschétzun-
gen hergeleitet. Hier stellen wir die Frage, ob es Wellenfunktionen ¥ gibt, fiir die in (9.1)
das Gleichheitzseichen gilt. Wir werden sehen, daf es sie gibt, es sind die Gaufischen
Glockenfunktionen. Damit ist dann auch gezeigt, dafi die Abschéitzung (9.1) nicht ver-
bessert werden kann.

Bei der Abschétzung im vorhergehenden Kapitel haben wir zunéichst nach solchen
Funktionen zu fragen, fiir die in der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung (8.6) das Gleich-
heitszeichen gilt. Dies wird genau dann der Fall sein, wenn die Funktion

(@, 7)
(@, )

x=v— o (9.2)

verschwindet, genau dann ist (x, x)=0. Es ist klar, daB x =0 lineare Abhéngigkeit der
Funktionen ¥ und @ bedingt. Wir zeigen, dafl dies auch ausreicht. Es gelte

T =\ (9.3)
dann folgt
(D, D)
=2d — d = 4

In der Notation von (8.9) bedeutet dies:
BU = ) AU (9.5)
oder p
(—ih— — (p)) U=A(z—(z)¥ (9.6)
dz
Diese Differentialgleichungs ist leicht zu 16sen:

¥ e RGP0 0 0.1)

Wir ergéinzen im Exponenten das Quadrat und lassen den Beitrag weg, der nur die
Normierung dndert. o
T ~ e (@—(@)*+7 D)z (9.8)
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Bei der Abschiatzung im vorhergehenden Kapitel haben wir auflierdem auch noch den
Ausdruck
(U,{A,B}V) = (V,(AB+ BA)¥) =0 (9.9)

vernachldssigt. Damit in der Relation (8.37) das Gleichheitszeichen gilt, muf}
(U, (AB+ BA)U) =0 (9.10)

sein. Da, A und B hermitische Operatoren sind, konnen wir diese Bedingung wie folgt
umformen:

(U, ABV)) = —(BU, AT) (9.11)
Wir kombinieren dies mit (9.5) und erhalten:
MU, A%T) = (AAT, AT) = \*(T, A?T) (9.12)
wir finden die Bedingung
Af == (9.13)

A mufl demnach rein imaginéir sein. Um normierbare Wellenfunktionen zu erhalten, muf}
der Imaginérteil von A positiv sein.

Wir erhalten aus (9.8):

1
- <%> Y e k3 e e (9.14)

Den Normierungsfaktor haben wir so gewéhlt, daf
/d3a: T =1 (9.15)
gilt. Dabei haben wir das Gaufsche Integral: °

/ dBree = [T (9.16)

a

verwendet. Differenzieren wir die rechte und die linke Seite nach a, so erhalten wir

: 1 /=
dPrate® =2 | = 9.17
/ T L€ 5\ 23 (9.17)
Dies macht es uns leicht, das Schwankungsquadrat von z fiir die Wellenfunktion (9.14)

zu berechnen:
s 1A

T2
®Siehe die Diskussion in Theoretische Mechanik, Kap.17,
http://www.theorie.physik.uni-muenchen.de/~ wess

(Az) (9.18)
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wir kénnen also || in (9.14) durch (Az)? ersetzen und finden das Ergebnis:

)+

U = (2n(Ax)?) de Tan? @@ (9.19)

Dies ist eine Gaufische Glockenfunktion. Genau fiir diese Funktion gilt das Gleich-

heitszeichen in der Heisenbergschen Unschirferelation. Die Funktion (??) werden wir
als Gaufisches Wellenpaket bezeichnen.
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10 Impuls und Ortseigenfunktionen

Wie fiir endlichdimensionale Matritzen formulieren wir auch fiir lineare Differentialope-
ratoren ein Eigenwertproblem. A sei ein linearer Operator, dann ist

AT, = a¥, (10.1)

eine Eigenwertgleichung. Die eventuell komplexe Zahl o heifit Eigenwert des Operators
a, und V¥, ist die dazugehorige Figenfunktion. Das mathematische Problem besteht nun
darin herauszufinden, fiir welche Differentialoperatoren und fiir welche a einigermafien
verniinftige Eigenfunktionen existieren.

Existiert eine normierbare Eigenfunktion zu einem bestimmten Eigenwert a, dann
ist a auch der Erwartungswert des Operators A fiir diese Eigenfunktion.

/ PrUAY, =a (10.2)

Fiir Differentialoperatoren, die eine Observable representieren, sollte a reell sein, wie es
fiir hermitische Operatoren auch der Fall ist:

a* = /d3:c (AD)*T = /d3:c T* AV = a (10.3)
Das Schwankungsquadrat verschwindet fiir Eigenfunktionen:
(A, = [ d w4~ (@)/v, =0 (10.4)
Dies folgt aus (10.1).

Es ist auch leicht zu zeigen, dafl zwei Eigenfunktionen eines hermitischen Operators
A, die zu verschiedenen Eigenwerten gehoren orthogonal sind. Es sei:

A‘Ifl = a1\111 (105)
ATy = a9Uy , a1 7é a2
Existiert nun das Integral
/d% USAT, = a, /d3:1: T30, (10.6)
so gilt auch
/d3:v TAT, = /d?’:v (ATo)* Ty = ag/d?’x T30, (10.7)
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Das kann nur richtig sein, wenn
/d3x T3W; =0 (10.8)

gilt, d.h. beide Eigenfunktionen sind zueinander orthogonal.
Um mehr iiber dieses Eigenwertproblem zu lernen, wenden wir uns dem Impulsope-
rator zu.

—ihV Uy = Bk (10.9)

Diese Differentialgleichung ist leicht zu l6sen:
Ty = Ae™™ (10.10)

Fiir alle reellen Eigenwerte p=/fk existiert also eine Losung dieser Differentialgleichung,
und dies sind auch die einzigen brauchbaren Lésungen. Wire ndmlich p komplex, dann
wiirde die Eigenfunktion in bestimmte Richtungen fiir |x| — oo divergieren, die Funktion
nicht quadratintegrierbar sein.

Nun sind die Funktionen Wy zwar nicht so verniinftig, gleich quadratintegrierbar
zu sein. Wir kennen sie jedoch von der Fouriertransformation und wissen mit ihnen
umzugehen.

Hier wollen wir uns zunéchst davon iiberzeugen, dafl die Impulseigenfunktionen auch
eine physikalisch sinnvolle Interpretation erlauben. Wir haben sie in Kapitel 3 als ebe-
ne Wellen kennengelernt und wissen, dafl sie im Einklang mit der Unschirferelation
einen Zustand konstanter Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte darstellen. Pro Volumen
V' werden sich in diesem Zustand

N = / d’c A*A = A*AV. (10.11)
1%

Teilchen befinden. Demnach hat A*A die Dimension [[3].
Betrachten wir die Wahrscheinlichkeitsstromdichte (4.1), so finden wir
hk
j=—A"A=vA*A (10.12)
m
Es werden also vA* A Teilchen pro Zeiteinheit durch eine Flicheneinheit stromen. j hat,
wie auch aus (4.6) ersichtlich, die Dimension [sec™'1~2]. Die Zahl der Teilchen, die sich
in einem Zylinder der Linge v hinter der auf der zur Ausbreitungsrichtung senkrechten
Einheitsfliche befinden, ist genau vA* A. Dies ist auch die Zahl der Teilchen, die infolge
ihrer Geschwindigkeit v pro Zeiteinheit durch die Einheitsliche stromen. Die ebene

Welle (10.10) reprisentiert sinngeméif einen Teilchenstrahl mit Impuls Ak und einer
Teilchendichte A*A.
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Dies ist natiirlich ein sehr idealisierter Zustand, der experimentell sicher nicht pripa-
riert werden kann. Wir werden es experimentell immer mit einer Impulsverteilung zu
tun haben:

d ikx
T(x) = / _C(K)e (10.13)
(2)2

Spezielle experimentelle Ergebnisse, die von der speziellen Impulsverteilung C'(k) abhéingen,
werden uns aber meist auch nicht interessieren - Experimentalphysiker werden versu-
chen, diese Impulsverteilung so gut als moglich einer ebenen Welle anzunidhern - auch
sie haben einen idealisierten Zustand im Sinn, genauso wie Theoretiker, fiir die es eben
einfacher ist, mit der Experimentalfunktion zu rechnen.

Wir kénnen natiirlich versuchen, die Wellenfunktionen auf ein endliches Volumen zu
beschrianken, das so grof} ist, daf} die Einfliisse des Randes dieses Volumens das eigentlich
zu untersuchende physikalische System nicht mehr stéren. Wir wihlen einen Kubus mit
Kantenldnge L und werden nur periodische Funktionen zulassen, sodafy die Randtherme
beim partiellen Integrieren keine Rolle spielen.

Wir beschrinken uns demnach auf Losungen der Eigenwertgleichung (10.9) der Form

2

1 ixn2
Uy = —— e 10.14
VI zn: (1014
n = (ny,n9,ng) ,n;eZ, ganze Zahlen
L << L
<z
2 - — 2
Die Funktionen (10.14) sind normiert:
L
23 *
/ d°r ugun =1 (10.15)
L
-3

Diese Normierung nennt man Box-Normierung. Das Volumen kann natiirlich beliebig
grof} und soll sehr grofl im Verhéltnis zur Versuchsanordnung sein.

Die Impulse haben nun diskrete Eigenwerte:

2
p=hrT2 neZ (10.16)
L

Der Abstand dieser Eigenwerte wird mit wachsendem L kleiner.

Vom Fouriertheorem ¢ wissen wir, da die Funktion (10.14) fiir die periodischen
Funktionen, und die Funktionen (10.13) fiir die quadratintegrierbaren Funktionen ein

bSiehe die Diskussion in Theoretische Mechanik, Kap.17,23
http://www.theorie.physik.uni-muenchen.de/ wess
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vollstdndiges und orthogonales Funktionensystem bilden: Orthogonal:

3
/ d*c UppUm = Omn (10.17)
/d3x upuy = 6(k — 1) (10.18)
Wobei die Funktionen (10.14) wie folgt zu normieren sind:
1.
U (x) = —— €K (10.19)
(2m)?
Vollsténdig:
> un(x)up(y) = dp(x —y) (10.20)

(10.21)

01, ist die periodische § Funktion. wir kénnen also jede Funktion durch ihre Fourierkom-
ponenten darstellen:

Uy (x) =) cntin(x) (10.22)

T(x) = / A% (k) (x)

Die Entwicklungskoeffizienten berechnen sich infolge der Orthogonalitétsrelation:

o[t

Cn = /_j d*r ul (x) W (x) (10.23)

L
2

ck) = /d?’x uy (x)U(x)

Aus der Vollsténdigkeitsrelation folgt dann

ol

/ FPrUiU, =Y chen (10.24)

n

/ d’r U* 0 = / d%k ciex
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Bei der Zerlegung in Fouriermoden (10.29) haben wir wirklich keinen Beitrag vergessen.
Aus (10.24) folgt nun:

N h2m .
/L drliply =) (Tn> cken (10.25)
2

n

ol

/ d’r U pl = / A%k (hk)cjcx
(10.26)

wir kénnen also ¢*c tatsichlich als Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Impuls interpre-
tieren. Wird der Zustand eines Teilchens durch eine Impulseigenfunktion beschrieben,
dann ist in der Box-Normierung die Wahrscheinlichkeit, den entsprechenden Eigenwert
zu messen, gleich eins, fiir alle anderen Eigenwerte ist sie gleich Null.

Eine solche Eigenschaft héitten wir gerne fiir jede Observable. Wir werden als Ob-
servable nur solche Differentialoperatoren zulassen, die hermitisch sind, und die ein
vollstindiges und orthogonales Eigenfunktionensystem besitzen.

Wir verzichten hier darauf, diese Klasse von Differentialoperatoren mathematisch
genauer zu definieren, es sei nur erwéhnt, dafl in diesem Zusammenhang die Begriffe
“selbstadjungiert” und “wesentlich selbstadjungiert” eine wichtige Rolle spielen. Wir
begniigen uns mit der Aussage, dafl es eine geniigende Anzahl solcher Operatoren gibt.

Zusammenfassend verlangen wir fiir eine Observable, dafl sie durch einen hermiti-
schen Differentialoperator dargestellt wird, nennen wir ihn A, und daf} A ein vollstiandi-
ges und orthogonales Funktionensystem besitzt. Die Menge dieser Eigenwerte, die wir
Eigenwertspektrum nennen, kann diskret oder kontinuierlich sein. Im folgenden werden
wir sehen, dafl bei Hamiltonoperatoren beide Félle auftreten kénnen.

Fiir Observable werden dann die Eigenfunktionen dieselbe Rolle spielen, wie wir
sie fiir den Impuls diskutiert haben. Jede Wellenfunktion 148t sich nach diesen Eigen-
funktionen entwickeln, die Darstellung durch Eigenfunktionen ist vollstdndig, und das
Absolutquadrat der Entwicklungskoeffizienten gibt die Wahrscheinlichkeit an, den ent-
sprechenden Eigenwert zu messen.

Daraus ergibt sich die weitere Eigenschaft von Observablen, dafl bei einer genauen
Messung immer nur ein Eigenwert gemessen werden kann. Gleichzeitig ist es sinnvoll zu
postulieren, daf} bei einer so genauen Messung die Wellenfunktion auf die entsprechende
Eigenfunktion reduziert wird. Wir wollen nicht darauf eingehen, was bei einer solchen
Messung tatsichlich vor sich geht - einfach deshalb, weil es niemand wirklich weif3.

Dieses Postulat der Quantenmechanik zeigt uns, wie wir Zusténde priparieren kénnen
- durch eine genaue Messung. Die Wellenfunktion, selbst keine mefibare Grofie, kann je-
doch prépariert werden.

Als weiteres Beispiel wollen wir noch die Ortseigenfunktionen betrachten. Wir be-
schrinken uns dabei auf eine Dimension.
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Die Eigenfunktionen sind die § Funktion:

zd(r —a) = ad(z — a) (10.27)

Sie sind orthogonal:
/d$5(:1:—a)5(:1:—b) = d(a — b) (10.28)

Sie sind vollstindig:
/da 5z —a)d(z' —a) =d(z — ') (10.29)

Jede Funktion 148t sich nach diesen Eigenfunktionen entwickeln:
U(z) = /da z —a)¥(a) (10.30)

Der Wellenfunktion kommt demnach die Rolle des Entwicklungskoeffizienten nach Orts-
eigenfunktionen zu.

Wir wissen, dafl Impuls und Koordinaten nicht gleichzeitig scharf messbar sind. Aus
der Relation (8.31) folgt fiir beliebige Oservable, daff sie nur dann scharf messbar sind,
wenn ihre Differentialoperatoren vertauschen. Nur dann wird es ein Funktionensystem
geben, das fiir beide Observable gleichzeitig ein System von Eigenfunktionen bildet.
Denn gibt es ein solches System Wg(z), dann gilt fiir jede solche Funktion

ABVYg = ab¥g = BAUg (10.31)
Da das Funktionensystem im Hilbertraum dicht liegt, folgt daraus
[A,B] =0 (10.32)

Wir postulieren noch, daf} es fiir jedes System einen vollstindigen Satz von kommu-
tierenden Observablen gibt. Eine gleichzeitige genaue Messung aller dieser Observablen
soll dann den Zustandsvektor des Systems bis auf eine Phase eindeutig festlegen.
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11 Die zeitunabhingige Schréodingergleichung

Wir beschriinken uns jetzt auf Potentiale, die zeitunabhéingig sind.
Schrodingergleichung:

0 la - (A v) o= mo (11.1)
F TR 2m x - '

Das Potential V' héngt nicht explizit von der Zeit ab.
Die Gleichung (11.1) 16sen wir mit einem Produktansatz:

W(x,1) = (1) - ulx) (11.2)
Wenn wir (11.2) in (11.1) einsetzen, erhalten wir
ihp(t)u = p(t)Hu (11.3)

Wir dividieren diese Gleichung durch ¥ =u:

p(t) _ Hu
(p _u

ih (11.4)
Da die linke Seite nur von der Zeit ¢ und die rechte Seite nur von den Koordinaten x
abhingt, muf} die rechte und die linke Seite eine von Zeit und Ort unabhéngige Konstante
sein.

Wir bezeichnen diese Separationskonstante mit E:

I E  ,  ihp=Ep (11.5)

v

und "
“Y—EF ., Hu=Eu (11.6)

u

Beide Gleichungen haben die Gestalt einer Eigenwertgleichung. (11.5) 148t sich unmit-
telbar losen.

© ~ e wEt = gmivt (11.7)
hw=F

Die Gleichung (11.6) ist eine Eigenwertgleichung fiir den Hamiltonoperator, sie heif}t
zeitunabhéngige Schrédingergleichung:

Hu, = E,u, (11.8)
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wobei n die Eigenfunktionen durchnumeriert. Fiir n # m mufy der Eigenwert F,, nicht
notwendigerweise von FE,, verschieden sein. Gibt es zu einem Eigenwert F, mehrere
linear unabhéngige Eigenfuntionen, dann sagen wir, dafl der Eigenwert entartet ist.

Die Wellenfunktion (11.2) nenn man stationire Losungen der Schrodingergleichung
(11.1).

U = e~ 7 Plyp(x) (11.9)

Stationér deshalb, weil die Erwartungswerte von Observablen, die nicht explizit von der
Zeit abhhingen, zeitlich konstant sind.

Wir zeigen nun, daf} alle Losungen von (11.1) sich als Superposition von stationdren
Losungen schreiben lassen.

U(x,t) = ene” 7Pty (x) (11.10)

Zur Zeit t = 0 wird dies zu

T(x,0) = cptun(x) (11.11)

n

Nun erinnern wir uns daran, daf§ H eine Observable sein soll und damit die Eigenfunk-
tionen ein vollstindiges und orthogonales Funktionensystem bilden. Die Superposition
(11.11) stellt demnach eine allgemeine Wellenfunktion dar

> entin(x) = x(x) (11.12)

Die Entwicklungskoeffizienten berechnen sich aus dem vorgegebenen Wellenpaket wie
folgt:

Cp = /d?’:z:u;';(x)x(x) (11.13)

Geben wir zu einer bestimmten Zeit (¢ = 0) die Wellenfunktion y vor, so ergibt sich
aus (11.10) die Wellenfunktion als Losung der Schrodingergleichung zur Zeit ¢:

B t) = 3 / dy s (y)x(y)e TP (x) (11.14)
= /d3y 3" e i Bty (x)ug (v)x(v)

Die Summe unter dem Integral kann man fiir vorgegebenes H unabhéingig von den
Anfangswerten x(x) berechnen.

S e ity (x)ul(y) = G(x,y.1) (11.15)
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Die Funktion G(x,y, ), die man auch Propagator nennt, ” propagiert die Wellenfunktion
von der Zeit £ = 0 hin zur Zeit ¢ = ¢:

U(x,t) = /d3yG(x,y,t)\I/(x,0) (11.16)

Da die Vorgabe zur Zeit ¢ = 0 beliebig und die Losung durch diese Vorgabe auch
eindeutig bestimmt ist, haben wir die allgemeine Losung der Schrodingergleichung (11.1)
gefunden.

"Siehe die Diskussion in Theoretische Mechanik, Kap.11,
http://www.theorie.physik.uni-muenchen.de/~ wess
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Teil 11
Eindimensionale Systeme

Wie in der Mechanik wenden wir uns zunéchst den eindimensionalen Problemen zu, von
denen einige analytisch streng losbar sind. An diesen Beispielen werden die Eigenheiten
quantenmechanischer Systeme deutlich, und wir lernen die durch die Quantenmechanik
bedingte physikalische Situation kennnen.
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12 Kriaftefreies Teilchen

Der einfachste Fall ist sicher der eines freien Teilchens, also V' =0. Hamiltonoperator:

1 h? d?
H=_—p*=——— 12.1
om? 2m d?z (12.1)
Zeitunabhingige Schrodingergleichung:
n? d?
Die entsprechenden Eigenfunktionen sind die Impulseigenfunktionen:
1 ik h2 k2 p2
- E=— = 12.3
Uk ﬁﬂ'e ’ 2m 2m ( )

Das Eigenwertspektrum ist kontinuierlich, der Eigenwert E ist entartet, zu jedem Ei-
genwert £ > 0 gibt es genau zwei linear unabhéingige Wellenfunktionen

1 ikx 1

= —e"" U_p = —e

V2 V2r

Diese Entartung haben wir erwartet, da die Gleichung (12.2) invariant unter Spiegelung
ist:

m —ike (12.4)

P T =—x (12.5)

Daraus folgt, dafl mit u(z) auch u(—z) eine Lésung der Gleichung (12.2) sein mufl . Um
dies zu zeigen, bezeichnen wir die Funktion u(—z) mit 4(x):

(z) = u(—z) = u(z)) (12.6)

Dies definiert die Funktion @(z). Fiir die Ableitungen gilt nun:

d . d d? . d?
%u(ﬁ) = —@u(x'), %u(x) = Wu(x') (12.7)
Aus der Schrodingergleichung (12.2) folgt:
n d? . n? d?
“omdzn ") = o g7 = (12:8)

= Fu(z') = Fi(x)
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Die Funktion 4 (z) ist demnach Losung der Schréodingergleichung zum gleichen Energie-
eigenwert F wie u(z). Dies bedingt die Entartung. Damit sind auch die Linearkombina-
tionen

(u(z) + u(=x))

n—\w|n—\

alr) = 7 (u(r) (=) (12.9)

Losungen der Eigenwertgleichung (12.2) zum gleichen Eigenwert; ug(z) ist eine gerade
Funktion, u,(z) ungerade.

Wir betrachten jetzt noch ein Anfangswertproblem. Zur Zeit t = 0 sei die Wellen-
funktion als Gaufisches Wellenpaket vorgegeben:

U(z,0) = (3)1 e~ 307’ (12.10)

™

/d3:1:\11*(:1:,0)\11(:1:,0) :\/g/d?’xe”2 =1 (12.11)

Wir wollen sehen, wie sich dieses Gauflsche Wellenpaket mit der Zeit dndert. Dazu
superponieren wir stationire Losungen:

U(z,0) ist normiert:

U(z,t) = L/dk c(k)e"(’”—%t). (12.12)
) \/§7T
Die Koeffizienten ¢(k) werden durch die Fouriertransformierten von (12.10) bestimmt:
1 ,
c(k) = — [ dz T (z,0)e " 12.13
() = = [ dr (a0 (12.13)

Um die Integrationen auszufiihren, werden wir folgende Integrale verwenden:

[ dz e’ :\/E (12.14)
a

: 1 /=
d 2 —axZ:_ B
[ dzz®e 5\ 33

f dx efaIQiibx — 567%
a
Fiir ¢(k) erhalten wir :

c(k) = L (ﬂ)‘ll /dx e~kre57” = L %6_];_2 (12.15)
- Vor \« - \7a ’



die Fouriertransformierte des Gaulschen Wellenpaketes ist wieder ein Gauflsches Wel-
lenpaket.
Das Schwankungsquadrat der Koordinaten berechnet sich fiir die Wellenfunktion
(12.10) mit Hilfe von (12.14) zu:
1

(Az)?|i=p = - (12.16)

In gleicher Weise berechnet sich das Schwankungsquadrat des Impulses aus:

ah?
(Ap*)*r=0 = =~ (12.17)

Das ist genau das Ergebnis, das wir aus der Unschirferelation erwartet haben.
Das Integral (12.12) berechnen wir wiederum mit Hilfe von (12.14)

1 . Bk 1 k2
U(z,t) = — dkel(’”—mt%(—) e 12.18
(@1) = = / — (12.18)
_ (Ef L ()

s iha

Y1+

Wir sehen, daf das Wellenpaket auseinander fliet. Die Wellenfunktion (12.18) ist kein
Gaufisches Wellenpaket mehr, wohl aber die Wahrscheinlichkeitsdichte:

=

)
pla) = V(@) W(2) = (1) =m0 \ T (12.19)
™ 14+ h2a2t?
m2
Auch fir die Wellenfunktion (12.17) kénnen wir das Schwankungsquadrat der Ortsko-
ordinate berechnen, wiederum mit Hilfe von (12.14). Wir erhalten:

K22

A 2 _ A 2 s
( :I’.)t ( I)t0+4m2(AI)%:O

(12.20)
Die “Geschwindigkeit”, mit der das Wellenpaket auseinanderflieit, ist demnach durch
seine Breite zur Zeit t = 0, ((Az)%_,) bestimmt. Das Schwankungsquadrat nimmt um
den Betrag h?t?/4m?(Ax)?_, zu. Sind Zeit und Masse im Bereich unserer téiglichen
Erfahrung, dann sieht man, dafl der Faktor h? eine Beobachtung solcher Phinomene
ausschliefit.

Verwenden wir nun die Unschirferelation zur Zeit ¢ = 0, so folgt aus (12.19):

(Ap)%:ot2

(Az) = (Aw)y, +— 5 (12.21)
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Wir verstehen also das Auseinanderflielen als Folge der Unschérferelation. Im urspriing-
lichen Wellenpaket ¢ = 0 sind Impulskomponenten der Grélenordnung (Ap);—o, damit
auch Geschwindigkeitskomponenten der Grofienordnung (Av);—g = % enthalten.
Genau diese Komponenten treten in (12.21) auf. Es ist die Breite (Az)i—g, die diese
Groflenordnung bestimmt, da zu einer spateren Zeit die Wellenfunktion nicht mehr die
Gestalt eines GauBschen Wellenpaketes (9.19) hat.

Das Auseinanderflieen des Wellenpaketes eines freien Teilchens ist ein typisch quan-

tenmechanisches Phinomen, die klassische Mechanik kennt dies nicht.
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13 Die Potentialstufe

Im folgenden werden wir Probleme behandeln, bei denen das Potential an bestimmten
Stellen unstetig ist. Das einfachste Beispiel ist eine Potentialstufe, bei der das Potential

bei sagen wir z =0 von V =0 auf V =V > 0 ansteigt. Dies ist in Fig.(6) dargestellt:
\%

V=\(x)

Fig.6

Natiirlich ist eine solche Unstetigkeit nur ein idealisierter Grenzfall eines in einem kleinen
Intervall sehr schnell ansteigenden Potentials. Eine exakte Losung der Schrodingerglei-
chung fiir das tatséichliche Potential mag aber beliebig kompliziert sein. Auflerdem sind
wir an Effekten, die vom speziellen Verlauf des Potentialanstiegs abhingen, auch nicht
interessiert. Daher ist es sinnvoll, den idealisierten Fall zu betrachten.

Bevor wir die entsprechende Schrédingergleichung 16sen, miissen wir einige prinzipiel-
le Bemerkungen vorwegschicken. Die Schrodingergleichung enthélt die zweite Ableitung
nach den Koordinaten. Ist eine Wellenfunktion zweimal stetig differenzierbar, dann kann
das Potential keine Unstetigkeit besitzen. Eine Unstetigkeit des Potentials bedingt, dafl
die Wellenfunktion nicht zweimal stetig differenzierbar ist.

Ist die erste Ableitung nur stetig, jedoch nicht stetig differenzierbar, dann wird die
zweite Ableitung eine Sprungstelle aufweisen. Dies entspricht der Gleichung:

d
—la| = 6(z) (13.1)

Fiir die Wellenfunktion werden wir an der Sprungstelle zg demnach verlangen, daf} die
Funktion sowie die erste Ableitung stetig sind:

U_ () = W (o) (13.2)
T (z0) = UL (z0)

Hier bezeichnet W (zg) bzw. ¥ (zo) den Wert der Funktion ¥, den sie von links kom-
mend bzw. von rechts kommend an der Stelle £y annimmt.
Hat das Potential jedoch eine unendliche Sprungstelle, dann wird die erste Ableitung
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der Wellenfunktion an dieser Stelle unstetig sein. Dies entspricht der Gleichung:

d
%0(:1:) = 0(z) (13.3)

In diesem Fall werden wir nur die Bedingung
V(o) = W (20) (13.4)

fordern kénnen.
Nun zu unserem Beispiel der Potentialstufe: Schrodingergleichung:
n? d?
———=U 4+ 0(x)H¥ = ET 13.5
U+ 0()Vo (13.5)
Wir werden diese Gleichung zunichst fiir # < 0 und dann fiir > 0 16sen und die
Losungen entsprechend (13.2) an der Sprungstelle des Potentials aneinander fiigen.
Als erstes suchen wir die Losungen fiir £ < V) und erhalten die Gleichungen fiir die
beiden Bereiche z < 0 und x > 0:

R d?
R d?
—%@‘15(37) = (E—-V)¥s(z)

Es ist natiirlich die Bezeichnung

1
k=—-V2mE und K = ﬁ\/Qm(Vg —E) (13.7)

St| =

einzufithren. Wir finden fiir (13.6) die Losungen:

U, = Aeh® 4 Be ke (13.8)
\Il> = Ce_Kx

Fiir z > 0 gibt es nur diese eine Losung, die fiir x — oo nicht divergiert.
Aus (13.2) folgt

A+B=C (13.9)
ik(A—B) = —KC
Dies sind zwei Gleichungen fiir drei Unbekannte, zwei der Konstanten lassen sich dem-

nach als Funktion der anderen Konstante ausrechnen. Bevor wir dies tun, iiberlegen wir
uns die physikalische Bedeutung der Konstanten.

48



Die Konstante A ist die Amplitude der von links einlaufenden Welle. Der Wahr-
scheinlichkeitsstrom und die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte der einlaufenden Well
U ,in = Ae*® betrigt

. hk
Jein = |A]P— = |A[*v (13.10)
m
Pein = |A|2
Die Konstante B ist die Amplitude der nach links auslaufenden Welle ¥, = Be %

. hk hk
jaus = =|BI*— = |Bf*'v v =—— (13.11)

m
Paus = |B|2

Fiir die Wellenfunktion ¥ = e %* verschwindet der Wahrscheinlichkeitsstrom, wie fiir
jede relle Wellenfunktion. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte betragt:

p=|C%e K2 (13.12)

fallt also exponentiell ab.

Wir werden mit der Schodingergleichung (13.2) die folgende experimentelle Situation
beschreiben wollen:

Links von der Potentialstufe befindet sich eine Quelle einlaufender Teilchen. Die
Intensitit des Strahles, d.h. die Konstante A, ist durch die Quelle bestimmt. Der Strahl
trifft auf die Poentialstufe und wird reflektiert. Die Zahl der reflektierten Teilchen, also
die Amplitude B, mufl berechnet werden. Demnach werden wir A als freien Parameter
bei der Losung der Gleichungen (13.9) betrachten. Wir finden:

k—iK 2k
= A = 13.1
k+iK » C k+iK (13.13)
4k
BE=14P  [CF = 5 5mlAP

Die Zahl der pro Zeiteinheit nach links auslaufenden Teilchen geteilt durch die Zahl der
pro Zeiteinheit von links einlaufenden Teilchen nennen wir den Reflexionskoeffizienten.

_ 1B

In unserem Fall finden wir r = 1, alle Teilchen werden reflektiert. Dies entspricht dem
klassischen Fall. Wir finden aber auch, da§ die Welle in den klassisch verbotenen Bereich
z > 0 eindringt. Die Wahrscheinlichkeit fiir > 0, ein Teilchen zu finden, ist gegeben

durch )
_ 4k
ps = |C|?e 2T = Rl 2Kz) 4)2 (13.15)

49



Dies ist eine typisch quantenmechanische Eigenschaft, die in der klassischen Mechanik
nicht auftritt.
Wir betrachten die Aufenthaltswahrscheinlichkeit und die Stromdichte fiir z < 0:

p< = |Ae™*T 4 Be T2 (13.16)
. k2 — K? 2kK .
= 2A A <]. + m COS 2k$ — m Sln2kI>
jeo = ;’_k {(A*e—ikx + B*eikx> (Aeikx _ Be—ikx)
m

+ (Aeikx + Be—ikx) (A*e—ikx _ B*ezkx>}

=v(A*A—-B*B)=0
Messen wir mit p < fiir z < 0 die Zahl der Teilchen unabhéingig von ihrer Flugrichtung,
so zeigt (13.21) ein typisches Interferenzbild. Durch diese Messung kénnen wir sogar den
Parameter K und damit via (13.7) die Potentialhdhe Vj bestimmen. Messen wir jedoch
j < und damit auch die Flugrichtung der Teilchen, so erhalten wir das typisch klassische
Ergebnis. Die Zahl der ein- wie auslaufenden Teilchen ist gleich.

Wird die Potentialstufe unendlich, Vy = oo, so wird auch K unendlich. Rechts von der

Potentialstufe verschwindet die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen zu finden. Auflerdem
erhalten wir aus (13.13) B = —A. Damit wird (13.8) zur stehenden Welle:

U =2iAsinkz, U, =0 (13.17)

Dies hitten wir auch aus der Bedingung (12.12) erhalten, da ja s in diesem Fall Null
sein muf.
Nun suchen wir noch die Losungen fiir £ > V;. Es ist natiirlich, die Bezeichnung

1 1
k= ﬁvaE und ¢ = 7 2m(E — V) (13.18)

einzufithren. Wir finden die Losungen fiir (13.6):

U, = Aeh® 4 Be~ ke (13.19)
T, = Ce'% + De 47

Aus (13.2) folgt nun

A+B=C+D (13.20)
k(A= B) = ¢(C - D)

Dies sind zwei Gleichungen fiir vier Unbekannte. In der experimentellen Situation, die
wir beschreiben wollen, sollten nur Teilchen von links aus einer Quelle einlaufen, von
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rechts sollten keine Teilchen auf die Potentialstufe zulaufen. Dementsprechend wéhlen
wir A als freien Parameter und setzen D gleich Null. Aus (13.19) ergeben sich B und C"

k= 2k
qA _

= — 13.21
k-l-q ’ k+q ( )

Wenn wir nun die Zahl der pro Zeiteinheit nach rechts auslaufenden Teilchen durch die
Zahl der von links einlaufenden Teilchen teilen, erhalten wir neben dem Reflexionskoef-
fizienten r auch den Transmissionskoeffizienten :

|BI> _ (k—q)®
= = 13.22
AF " oy 1322)
L 4CF _ 4kq
KA (R +q)?
Da die Teilchenzahl erhaltne bleibt, gilt natiirlich
r+t=1 (13.23)
Auflerdem folgt aus (13.16) und (13.21):
hk ho 4k2q
i« = — (JA? = |B)Y) = ———|4)? 13.24
J< m(| | | |) (k+q)2| | ( )
. ha, 2 h 4k*q 2
= — A
J> m| | (k—l— )2| |

Der Strom bleibt erhalten.

Die Zahl der reflektierten Teilchen nimmt mit zunehmender Energie ab, da mit £ —
oo geméB (13.18) k — ¢ strebt. Dementsprechend finden wir auch ¢ — 1 Wir n&hern uns
damit immer mehr dem klassischen Fall, in dem es keine Reflexion gibt. Das Auftreten
der Reflexion ist eine typisch quantenmechanische Erscheinung.
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14 Die Potentialschwelle

Wir betrachten nun ein Potential mit endlicher Reichweite. Das Potential verschwindet
fiir |z| > a und ist konstant fiir || < a. Dies ist in Fig. 7 dargestellt. Es wéire nahe-

\

—a a

Fig.7

liegend, die Spiegelungssymmetrie dieses Potentials zu nutzen und nach geraden und
ungeraden Losungen der Schrédingergleichung zu suchen. Dies wiirde es uns erlauben,
die Anschluibedingung (??) nur an einer Sprungstelle des Potentials zu beriicksichti-
gen, an der anderen Sprungstelle wiire sie infolge der Symmetrie erfiillt. Da aber die
Randbedingung, die wir an die Loésung stellen wollen, nur ein von links einlaufender
Teilchenstrahl, die Symmetrie verletzt, wiirden wir die Arbeit bei der Anpassung der
Losung an die Randbedingung zu leisten haben. Wir verzichten daher auf diese Moglich-
keit, wollen aber das Anschlieflen der Losungen etwas systematisieren.

Die Schrédingergleichung, eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, wird im all-
gemeinen in jedem Bereich zwei linear unabhingige Losungen besitzen:

v, = A 4+ Bu® (14.1)
Die Anschlulbedingung fithrt nun zu zwei linear unabhéngigen Gleichungen fiir die
vier Konstanten A, B, C, D. Daraus kénnen immer die Konstanten der angeschlossenen
Losung aus den Konstanten der anzuschlieBenden Losung berechnet werden.
Gleichungen:
Au (0) + BuD (29) = Cul (wg) + Dul () (14.2)
AL (w0) + Bu (20) = Cul) (o) + Dul? ()
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Wir definieren eine Matrix:
(1) (2)
uy’ (xg), us’(x
M (zg) = ( < (@0) /f2)( 0)> (14.3)

und eine analoge Matrix M- (z¢). Die Gleichung (14.2) schreiben wir damit in Matrix-
form:

M (o) (g) = M- (z0) (g) (14.4)

Das erwiinschte Ergebnis ist:

<g> = M>1(I0)M<($0)<g> = G><($o)<g> (14.5)

So kénnen wir bei jeder Sprungstelle verfahren. Die Matrix G propagiert sozusagen
die Konstanten aus einem Bereich in den néchsten Bereich. Fiir diese Propagation gilt
Stromerhaltung. Um dies zu zeigen, schreiben wir die Wahrscheinlichkeitsstromdichte
(14.2) fiir die Wellenfunktion:

¥ = AuV(z) + Bu? (x) (14.6)

Indem wir auch hier die Matrix M wie in (14.3) einfiithren.

j= % (T — (U%)'T) =
_ %(A*B*)Mt(x) (_01 é) M(z) (g) (14.7)

Die letzte Zeile erfordert eine kurze Rechnung, die aber leicht nachzuvollziehen ist.
Damit wird die Stromdichte an der Stelle z( fiir die Wellenfunktion rechts der
Sprungstelle:

ioGan) = 220 D ) () ) M) () (148

2m 2m,
Wir setzen nun (14.5) fiir (C, D) ein. Dies ergibt:

(475G antl ) () ) Mo (o016 can) () =

(A*, BH)ML (20) (_01 é) M (o) (g) (14.9)
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und damit haben wir gezeigt, daf§

> (7o) = j<(wo) (14.10)

gilt. Bei der Potentialschwelle gibt es zwei Sprungstellen. Die Bereiche wollen wir mit
1,111,111 wie folgt bezeichnen:

I:z < —a
II: —a<z<a (14.11)
I : z > a

Fiir die Konstanten wiahlen wir (4, B), (C,D), (F,G). E ist wegen der Energie zu
kostbar. Aus der Gleichung (14.5) folgt in:

(p) = cnat=0(3)

(g) = Grrrar(e) <g> (14.12)

(g) = Gr1.11(e) Gr1.1(—0) (g) (14.13)

Es bleiben noch die Matrizen M zu bestimmen.
Wir betrachten zunéchst den Fall E < Vj: Es ist wieder zweckmiflig, die Variablen:

1 [E 1 [(Vo—E)
k=g m=a (14.14)

einzufithren. Die Lésungen lauten dann:

und schliefflich:

uy = Ae'*T 4 Be~ik®
ugp = Ce™ 4 De ™" (14.15)
Uy = Feikm + Geii]m

(14.16)
Dies fiihrt zu folgenden Matrizen:
eikxo ef'ikxo
MI(IO) = <ikeikx0 _Z'ke—ikxo> = MIH(IO)
eho e—KTo
My (zo) = <H6m~0 _Henxo> (14.17)
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My (zo) = Myyy(zo) gilt fiir unser spezielles Potential, hier macht sich die Symmtrie
bemerkbar.

Zwei mal zwei Matrizen sind leicht zu invertieren und zu multiplizieren. Als Ergebnis
finden wir (mit o = K + ik):

1 [ae @70 g*e 270
G1r1(z0) = 5= < «_oxo o > (14.18)

2k \ a'e e
wir brauchen noch Gyrp_y1(20). Es ist aber
Gr1L11(%0) = o1 111(%0) (14.19)
und wegen der Symmetrie des Potentials:
Grr1ri(zo) = Grr1(zo) (14.20)

Wir setzen dies in (14.13) ein und erhalten

(g) — Gl (@Grpi(—0) <;‘> - (14.21)

N 1 e~ 2tka (k2 _k?) sinh(2ka)+2ikk cosh(2ka)] (k2+k?) sinh(2ka) A
 2kk —(k24k?) sinh(2ka) e?tka (k2 —k?)sinh(2ka)+2ikk cosh(2na)] B

Unsere Randbedingung, ein von links einlaufender Teilchenstrahl, bedeutet, dafl wir iiber
A frei verfiigen wollen. Rechts soll es nur einen auslaufenden Strahl geben, d.h. G = 0.
Aus dieser Bedingung folgt aus (14.21)

A~ eke[(k2 — k2)sinh(2ka) — 2ikk cosh(2ka)] '

Die Amplitude der reflektierten Welle ist durch die Amplitude A der einlaufenden Welle
bestimmt. Der Reflexionskoeffizient berechnet sich zu
2 sinh?(2ka)

- 14.23
sinh?(2ka) + 4k262 (k2 + 2) 2 (14.23)

_|B
"= a

Um die Amplitude F' der auslaufenden Welle zu berechnen, empfiehlt es sich, die Matrix
in (14.21) zu invertieren. Da wir in (??) G = 0 verlangt haben, folgt

F e~ 2ika
Z = — 2_k2 . (1424)
cosh(2ka) — "= sinh(2ka)
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Dies ergibt den Transmissionskoeffizienten:

2 4k%K2 (K2 + k?) 2 1

- sinh?(2ka) 4 4k2k2 (k2 + K2)=2 - 1+ (k:]:;'f;)z sinh?(2ka)

F
= |— 14.2
=[5 (14.25)

Es ergibt sich natiirlich r + ¢ = 1 wie es auch sein mufl.

Den rein quantenmechanischen Effekt, dafl es auch fiir £ < Vj eine endliche Wahr-
scheinlichkeit ¢ gibt, daf} der Teilchenstrom die Potentialschwelle iiberwindet, nennt man
Tunneleffekt. Dies ist ein Effekt, der an vielen quantenmechanischen Systemen beobach-
tet wird.

1 [E-Vg

Um den Fall E > Vj zu beschreiben, miissen wir nur s durch iq = 34/ 55~

setzen. Die gesamte Rechnung bleibt unverindert. Wie aus (14.25) ersichtlich, wird bei
bestimmten Energien ¢ = 1, ndmlich bei 2ka = 7 - n. Dazwischen nimmt ¢ immer ein
Minimum an, ndmlich bei 2ka = 17(2n + 1).

er-

o6



15 Gebundene Zustinde im Potentialtopf

Damit gebundene Zustinde auftreten konnen, soll das Potential fiir |z] < a negativ sein.

V(z) = -V O(a — |z|); Vo >0 (15.1)

Die Wellenfunktionen gebundener Zustéinde sollen im Unendlichen verschwinden und

quadratintegrierbar sein. Dies ist eine unter der Spiegelung (1.5) symmetrische Randbe-

dingung, wir werden daher gerade und ungerade Eigenfunktionen betrachten.
Schrodingergleichung:

2] >a: —L£ L g =y (15.2)
] <a: L LG = (BE+ V)T (15.3)

Die Gleichung (15.2) hat nur fiir £ < 0 normierbare Lésungen. Die normierbare Losung
fiir den Bereich I, z < —a, hat die Form

1
U, = ef7 qquadK = ¥ 2m(—FE) (15.4)
Dementsprechend finden wir fiir den Bereich 111, x > a:
U =e K¢ (15.5)

Im Bereich 1, |z| < a, gibt es zwei linear unabhéngige Losungen:

1
Uy = A-cos(kr) + B - sin(kx), k= ﬁ\/2m(E + W) (15.6)
Wir betrachten zunichst die geraden Wellenfunktionen.
U, = Acotcos(kz), ¥ = KT = K7 (15.7)

Es geniigt, die Anschlufibedingungen bei z = a zu erfiillen, bei x = —a sind sie dann
infolge der Symmetrie erfiillt:

Acos(ka) = e K¢
kAsin(ka) = Ke K¢ (15.8)

Daraus ergibt sich die transzendente Gleichung

K
tan(ka) =

- (15.9)
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Es sind die Werte von k zu finden, fiir die diese Gleichung erfiillt ist. Wir betrachten
(15.9) als Funktion der Variablen Z = ka und natiirlich K als Funktion von k

2m

K?=—k?+ 77 V0 (15.10)
Die zu l6sende Gleichung lautet nun:
tan Z = # (15.11)
Hier haben wir die dimensionslose Konstante
c= QH—?W)J (15.12)

eingefiihrt. Die Losungen von (15.11) lassen sich graphisch leicht finden. wir zeichnen die
linke Seite und die rechte Seite der Gleichung (15.11) (Abb.) und finden graphisch die
Schnittstellen. Im Bereich Z > 0 ist die linke Seite monoton ansteigend und die rechte
Seite monoton fallend. Die rechte Seite wird bei Z = ¢ gleich Null. Da wir gebundene
Zustéinde fiir —Vy < E < 0 erwarten, ist sowohl K als auch k positiv, die Schnittstellen
der beiden Funktionen miissen also im ersten Quadranden liegen. Dort finden wir in
jedem Intervall nm < Z < (n + 1)m genau eine Schnittstelle, solange (n + 1)7 < ¢ gilt.
Die Zahl N, der gebundenen Zustinde hingt somit von ¢ ab und betréigt:
c

N, =15] (15.13)

wobei [£] die néchstgrofiere natiirliche Zahl zu £ ist. Ist ¢ > 0, so gibt es mindestens
einen gebundenen Zustand mit einer geraden Wellenfunktion.
Die Energieeigenwerte ergeben sich aus (15.6)

h2
Ey=-Vo+ Z2 (15.14)

2ma?"?
wobei Z; die s-te Schnittstelle in Fig.() ist s =1---[£].

T
Nun betrachten wir die ungeraden Wellenfunktionen:

Urr = Bsin(kz), Uy = X% U = —e7 K2 (15.15)
Anschluibedingung:
Bsin(ka) = —e™ X
kB cos(ka) = Ke K¢ (15.16)
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Daraus ergibt sich die transzendente Gleichung

N )
cotan Z = Y& 27 (15.17)
A
Die Funktionen sind in Fig.() gezeichnet. ¢ mufl grofler als 7/2 sein, damit es eine

ungerade Losung gibt. Fiir die Zahl der ungeraden Lésungen N, gilt:

/22N, — 1) <e<7/2(2N, +1) (15.18)
Daraus folgt:
c 1
No=|—-—-<2 15.1
)=[5—3] (15.19)

Es gilt natiirlich wieder Gleichung (15.14) mit Z,, als Schnittstelle.

Gerade und ungerade Wellenfunktionen wechseln einander mit wachsender Energie
ab.

Bei unendlich tiefem Potentialtopf bleibt nur die Anschlufibedingung

cos(ka) = 0, ka = (n+1/2)r (15.20)
fiir die geraden Wellenfunktionen und
sin(ka) = 0, ka = nm (15.21)

fiir die ungeraden Wellenfunktionen.

Im Kapitel () haben wir gezeigt, dal bei Spiegelsymmetrie mit ¥(z) auch ¥(—x)
eine Lésung der zeitunabhingigen Schrodingergleichung ist. Die beiden Losungen haben
wir dann zu geraden und ungeraden Losungen kombiniert, dabei kann natiirlich eine
der Kombinationen identisch Null sein. Bei den gebundenen Zustéinden im Potentialtopf
ist dies der Fall, wie wir soeben gesehen haben. dies liegt daran, dal bei gebundenen
Zustdnden nur eine Losung fiir z — + oo zuléssig ist.

Wir zeigen nun, dafl bei eindimensionalen Problemen kein gebundener Zustand ent-
artet sein kann. Dazu nehmen wir an, dafl es zwei normierbare Losungen gibt, die zur
gleichen Energie gehdren:

h,2
h2
—5 L+ VU, = ET, (15.22)

Daraus folgt:
vl 2m
1l _22 _2(WV_E 15.23
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Diese Gleichung besagt aber, da} ¥; und W5 unabhiingig sind:
U0y — iU, =0 (15.24)

Daraus folgt
U\ Uy — ULTy = const. (15.25)

Da aber ¥; und W9 im Unendlichen verschwinden miissen, folgt ebenfalls:
U\ Uy — WL0y =0 (15.26)

Dies bedingt, dafl ¥y = ¢ - Uy, da sich der log ¥y vom log ¥y nur um eine Konstante
unterscheiden kann.
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16 Der harmonische Oszillator

Wie wir in der klassischen Mechanik ® gesehen haben, bietet sich der harmonische Oszil-
lator fiir Systeme, die eine Ruhelage besitzen, als erste Ndherung an. Diese seine Rolle
behilt er in der Quantenmechanik bei - ein Grund, ihn eingehend zu behandeln.

Wir quantisieren den harmonischen Oszillator, indem wir in der Hamiltonfunktion

2
p K
H=—+— 16.1
- + 5% (16.1)
den Impuls durch den entsprechenden Differentialoperator (3.7) ersetzen. So erhalten
wir den Hamiltonoperator:
n? d? mw?
H=———+— 16.2
2m dx? + 2 (16.2)
Hier haben wir die “Federkonstante” K durch die klassische Frequenz w= % ersetzt.
Nun gilt es, die entsprechende Eigenwertgleichung zu 16sen.
h2 d2 2
+ I :1:2> Up=EVE (16.3)

HUp= (- &
B ( 2m dz? 2

Wir versuchen erst die in dieser Gleichung auftretenden Konstanten moglichst zu elimi-
nieren, um eine charakteristischere Form der Differentialgleichung zu erhalten. dies tun
wir, indem wir zunéichst eine dimensionslose Variable ¢ einfiihren:

d d

% = ad_ﬁ’ ) = u({) (16-4)

§ = ar,

Damit wird (??), wenn wir die Ableitung von n nach ¢ mit u’ bezeichnen, zu:

2 92
o~ ,

2m

2
- %g% +Eu=0 (16.5)

Nun multiplizieren wir die Gleichung (16.5) mit einer Konstanten, um den Term &2u
von seinem Faktor zu befreien:

h2 2 2 2
mZ—O;Zu" . %Eu =0 (16.6)

Wihlen wir nun fiir « e

8Siehe die Diskussion in Theoretische Mechanik, Kap.11,
http://www.theorie.physik.uni-muenchen.de/~ wess
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. 2,
und bezeichnen 3132 mit \:

202 2
A= p-""pg (16.8)

mw? h2w
so erhilt (??) eine sehr charakteristische Form:

"' =N —&Hu=0 (16.9)

In dieser Form kénnen wir die Differentialgleichung und ihre Lésungen auch in der
mathematischen Literatur finden. Wir wollen aber die Lésungen hier explizit berechnen
und dabei die Standardschritte bei der Losung solcher Differentialgleichungen skizzieren.

Wir 16sen die Gleichung (??) erst im asymptotischen Bereich £ — oo, wobei wir nur
die in diesem hinaus fithrenden Terme beibehalten:

u" — 2u~ 0 (16.10)

Asymptotisch ist diese Gleichung gelost durch

1

u=e3¢ (16.11)
u = —§u , w' o~ §2u

Dies ist eine Losung, die im Unendlichen sehr schnell gegen Null konvergiert.
Nun multiplizieren wir die asymptotische Losung mit einer Funktion H(§):

1¢e2

u(¢) = H(¢)e 2¢ (16.12)
und leiten aus (??) die Differentialgleichung fiir H (&) her:
W(€) = (H' — EH)e s (16.13)
W' (&) = (H" — 2¢H' — H + ¢2H)e 3¢
Dies in (16.10) eingesetzt ergibt:
H" —2tH'+(A=1)H =0 (16.14)

Es ist sofort einsichtig, daf3 eine Konstante Hy=cq die Gleichung l6st, fiir den Eigenwert
A erhalten wir dann A=1 oder mit (16.7)

1
Ey = ghw (16.15)

Dies ist ein Eigenwert der Gleichung (??), die entsprechende normierte Wellenfunktion
ist.

2\ 2 5 .
\Ilo(x)z(a—> g3’ 2 =Y (16.16)



Um weitere Losungen zu erhalten, machen wir fiir H einen Potenzreihenansatz:
o¢]
H(E) =) cnl’ (16.17)
n=0

Negative Potenzen von ¢ kommen nicht in Frage, da H () sonst bei £ =0 divergent wére.
Mit diesem Ansatz gehen wir in die Gleichung (??) und erhalten:

Z {n(n —1)cp€™ 2 = 2ncy €™ + (A — 1)cp €™} e28 =) (16.18)

n=0

Wir vergleichen die gleichen Potenzen von ¢ und erhalten
(n+1)(n+2)cpre2 —2nc, + (A =1)c, =0 (16.19)

Negative potenzen von ¢ treten dabei in (16.18) nie auf, da die entsprechenden Terme
von ™2 mit n(n—1) multipliziert sind. Die Gleichung (16.19) ist eine Rekursionsformel,
fiir die Koeffizienten c¢,,. Die Lésung

oM +1— A
nir = nt . (16.20)

nt1)mn+2)°

verbindet gerade (ungerade) Werte von n mit geraden (ungeraden) Werten. Dies war zu
erwarten, da wegen der Spiegelungsinvarianz der Differentialgleichung (??) gerade und
ungerade Funktionen fiir sich Losungen sind, wie es in (12.9) diskutiert wurde.
Um das Konvergenzverhalten der Reihe (??) abzuschétzen, betrachten wir das Verhélt-
nis cp42 72U ¢, im limes n — oo:
Cn+42
Cn

2
— 16.21
2 (16.21)

Vergleichen wir dies mit dem Verhalten von 6%52, so sehen wir, dafl die Funktion e3&
von H fir £ — oo majorisiert wird. Dies wiirde fiir die Wellenfunktion ¥(z) bedeuten,
daf} sie im Unendlichen divergiert, aufler die Reihe bricht ab. Dies wird fiir A=2n + 1
der Fall sein. In diesem Fall wird H ein Polynom, und ¥(z) ist eine quadratintegrierbare
Wellenfunktion. Das Polynom ist dann ein Polynom nten Grades, da aus (16.20) folgt,
daB ¢,12 verschwindet, ¢, jedoch von Null verschieden ist, wenn nicht H identisch Null
sein soll. Das Polynom bezeichnen wir mit H, es heif}t hermitisches Polynom n-ten
Grades.

Aus der Forderung nach Normierbarkeit der Wellenfunktion finden wir, daf§ die Ei-
genwerte nur diskrete Werte annehmen koénnen:

A 1
Fp=gA=holnts) n=012,.. (16.22)
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Die entsprechenden Eigenfunktionen sind

2

U, (2) = NpHy(az)e 27 (16.23)

Die Normierungskonstante IV, wird noch berechnet werden.

Wir sehen, dafl der Energieeigenwert (16.15) der niedrigste Energieeigenwert ist.
Wir bezeichnen diesen Zustand des harmonischen Oszillators als Grundzustand und die
Wellenfunktion (16.16) als Grundzustandswellenfunktion. Sie ist eine Gaufische Glocken-
funktion.

Den niedrigsten Energieeigenwert des harmonischen Oszillators hitten wir auch {iber
die Unschérferelation wie beim Wasserstoffatom in Kapitel 2 abschitzen konnen. Dies
hitte den exakten Energieeigenwert (16.15) ergeben, da die GauBlsche Wellenfunktion
ja gleichzeitig das minimale Wellenpaket ist. Die nicht verschwindende Grundzustands-
energie des harmonischen Oszillators ist also eine Folge der Unschérferelation.
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17 Hermite Polynome

Fiir die Hermiteschen Polynome gibt es ein erzeugendes Funktional:

S, s) = & (5787 = o874 2s¢ (17.1)
N
S AT .
— n!

Wir behaupten, dafl die Entwicklungskoeffizienten der Funktion S nach der Verédnderli-
chen s bis auf einen Faktor (n!)~! die Hermiteschen Polynome sind. Zunéchst sind die
Funktionen H,({) in (17.1) offenbar Polynome von hochstens n-tem Grad. Dies sieht
man, indem man die Exponentialfunktion in (17.1) nach S entwickelt.

Nun wollen wir noch zeigen, dafi die Funktionen H,(£) auch der Hermiteschen Dif-
ferenzialgleichung () geniigen.

H) —2¢H, +2nH, =0 (17.2)

Um dies zu zeigen, differenzieren wir S nach &:

0S > o 20, N |
o0 _ o —8242s¢ _ n on+l _ Lo
9 =2se™" P =)0 " —Zn!Hns" (17.3)
n=0 n=0
Durch Koeffizientenvergleich finden wir:
H) =2nH, (17.4)

Dies gilt auch fiir n = 0, da aus (17.1) Hy = 1 folgt. Differenzieren wir (17.4) nochmals
nach ¢, dann erhalten wir:

H" =2nH! | =2n(n—1)H, o (17.5)

Nun differenzieren wir S nach s und erhalten:

85 _2_'_2&-
08 _acargeie=y

n

1 e
mHn(g)S ! (17.6)

Wir entwickeln nun auch die Exponentialfunktion in (17.6) nach s und erhalten:
1 1
D25+ Ha(€) =2 — Hn(€) (=" +¢&57) (17.7)
n n

1
=2 Z H(_"H"‘l + EHy)s™
— !
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Vergleichen wir die Koeffizienten von S in (17.6) und (17.7), so ergibt dies:

Hp1 = 26H, —2nH, |  oder (17.8)
H, = 2¢H, 1 —2(n—1)H, »

Ersetzen wir nun H,, 1 und H,,_5 in (17.8) durch Ableitungen von H,,, wie dies mit Hilfe
von (17.4) und (17.5) moglich ist, dann erhalten wir aus (17.8) genau die Hermitesche
Differentialgleichung (17.2).
Die Gleichung (17.1) erlaubt es, die Hermiteschen Polynome einigermaflen miihelos
zu berechnen. on
5o Sln=0 = Hy (17.9)

folgt aus (17.1). Wir formen dies noch einmal um:

o 2 O (g2 2 —(5—£)2
Wir erhalten damit aus (17.9)
n
H, = (—1)%52;—@652 (17.11)

Die ersten Hermiteschen Polynome sind:

Hy =1

H, =2¢

Hy = 462 -2

Hz = 8¢% —12¢ (17.12)

Hy = 16¢* — 48¢%2 + 12
Hs = 3265 — 16063 4 120¢
Die Eigenfunktionen (16.23) des harmonischen Oszillators sind

2,2

U, (x) = Nan(a:c)e_%a T (17.13)
ot = e
Ok
Der Normierungsfaktor N, ist durch die Normierungsbedingung
/dm T, = |Nn|2/d:c|Hn(ax)|2e“2f2 =1 (17.14)
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bestimmt. Um dieses Integral zu berechnen, nehmen wir das erzeugende Funktional
(17.1) zu Hilfe und verwenden (13.6) zur Integration:

/ de S(€,5)S (&, t)e™ = / de =o' TP H2HEE (17.15)
— /dse—(f—s—t)2+25t
:ﬁBQSt :\/EZ%Qnsntn
n=0

Setzen wir die Entwicklung (17.1) nach Hermite Polynomen in dieses Integral ein, so
ergibt dies

/ deS(E)Se e € =Y 1 / dg H, (§) Hy(€)e ¢ 5™t (17.16)

nll!
l
Vergleichen wir dies mit (17.15), so erhalten wir das Ergebnis:

[ de O Hi©eE =yr2nionn (17.17)

Uy (1) =, /ﬁ[—[n(ax)e*%o‘%2 (17.18)

bilden demnach ein orthogonales und normiertes Funktionensystem:

Die Eigenfunktionen

/d:z: U (2) ¥y (z) = Spm (17.19)

Auf den Beweis, dafl dieses Funktionensystem auch vollstindig ist, wollen wir hier ver-
zichten und verweisen auf die einschligige mathematische Literatur. So wie wir expe-
rimentelle Ergebnisse “glauben”, ohne die Experimente selbst nachzuvollziehen, wollen
wir auch mathematische Ergebnisse glauben, ohne die Beweise selbst nachzuvollziehen.

Die Hermiteschen Polynome kann man auch als Polynome auffassen, die mit dem
Ma8 ¢’ orthogonalisiert sind. Dazu die ersten Beispiele.

Hy = 1 legt die Normierung des Polynoms 0-ter Ordnung fest. Das Polynom 1-
ten Grades, das zu Hj orthogonal ist, ist H; = 2£, wobei die Normierung wiederum
willkiirlich gewahlt ist. Das Integral

/dg HoHie € =0 (17.20)
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verschwindet, da der Integrand antisymmetrisch unter £ — —¢ ist. Nun wollen wir das
Polynom zwieter Ordnung berechnen.

1
/d§ Ho(er + c262)e € =y/m(er + 502) =0 (17.21)
Daraus folgt ¢ = —2c¢1, in Ubereinstimmung mit (17.12). Einen linearen Term haben

wir weggelassen (17.21), da der Integrand wieder antisymmetrisch wire. Desgleichen ist
H, in Hy orthogonal.

So kénnten wir Ordnung fiir Ordnung verfahren und mit Hilfe des Schmidtschen Or-
thogonalisierungsverfahrens () die Hermite Polynome konstruieren. Die entsprechenden
Integrale kann man immer wieder durch Differenzieren des ersten Integrals von (13.6)
nach a berechnen.

Die Kenntnis der Hermite Polynome erlaubt es uns, das Verhalten der Eigenfunk-
tionen W, des harmonischen Oszillators fiir Groflen n, d.h. fiir grole Energie, zu unter-
suchen. Wir wollen zeigen, daf sich |¥,|? fiir groBes n der klassischen Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit n&hert.

Dazu miissen wir zunichst des Begriff der klassischen Aufenthaltswahrscheinlichkeit
einfithren. Wir denken uns dazu die Beobachtung des harmonisch schwingenden Teil-
chens durch ein Fenster, das nur den Blick auf einen kleinen Bereich der Bahnkurve
freigibt. Die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen in diesem Fenster zu sehen, wird natiirlich
proportional zur Zeit sein, die das Teilchen auf diesem Teil der Bahnkurve wihrend einer
Schwingung verbringt.

1 1 dx
dr = —=dt = —— 17.22
() = it = L& (17.22)
1 1
pri(r) = v(:z:)f

Losen wir Bewegungsgleichung de klassischen Aufenthaltswahrscheinlichkeit mit maxi-
maler Auslenkung xg, so erhalten wir

v=w/12—12 | T:g (17.23)

Daraus ergibt sich
1

pri(@) = ——
(=) m/zé — 1?

Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist so normiert, daf

zo
[ oot -1

—x0

(17.24)
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gilt. Wir vergleichen dies graphisch mit der quantenmechanischen Aufenthaltswahr-
scheinlichkeitsdichte p(z) =|¥, (z)|?.

Fiir grofles n ndhert sich die quantenmechanische Aufenthaltswahrscheinlichkeit der
klassischen Aufenthaltswahrscheinlichkeit an. Dies ist Ausdruck des Bohrschen Korre-
spondenzprinzips, das besagt, daf ein quantenmechanisches System fiir grofle Quanten-
zahlen (in unserem Fall n) sich dem klassischen System annihert. Grofie Quantenzahl
bedeutet dabei, dal Aiwn, also die Energie, grof} gegen Aw, also dem quantenmechani-
schen Energieintervall, dem Energiequant, sein soll.
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18 Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

Der harmonische Oszillator erlaubt eine algebraische Behandlung, die einen neuen Ein-
blick in die Struktur quantenmechanischer Systeme ermdoglicht.
Wir gehen dabei von den kanonischen Vertauschungsrelationen (7.19)

[z,p] = ih (18.1)

aus, ohne daran zu denken, daf§ der Operator p durch die Quantisierungsvorschrift (3.7)
definiert ist. Die Gleichung (18.1) ist ein Beispiel einer algebraischen Relation.

Wir werden sehen, dafl diese Relation gemeinsam mit der Annahme, daf es sich bei
den Grofien z und p um lineare Operatoren in einem Hilbertraum handelt, sehr viel iiber
ein quantenmechanisches System lernen kann.

Als spezielles System wihlen wir den harmonischen Oszillator. Die klassische Ha-
miltonfunktion ist die Summer zweier reeller Quadrate und 14t sich demnach als Abso-
lutquadrat einer komplexen Zahl schreiben. Bis auf einen Normierungsfaktor wire dies
fur

1
vV 2mhw

1 .
= m{mwx —ip}

der Fall. Nun sollten aber a und ! lineare Operatoren sein, deren algebraische Struktur
durch (18.1) definiert ist. Aus (18.1) folgt:

{mwz + ip} (18.2)

al

[a,al] =1 (18.3)

Dies ist leicht zu zeigen:

1
[mwz + ip, mwz — ip] = ——— (hmw + hmw) =1 (18.4)

=
[, 0] 2mhw

2mhw
Der Normierungsfaktor fiir a und a' wiirde so gewihlt, da in (18.3) die linke Seite
gerade 1 ergibt.

Wir berechnen nun afa:

1
aal = S (mwz — ip) (mwz + ip) (18.5)
1 .
= %{mQC/JQl'Q +p2 + mwl[x,p]}
1, p?  mw? , 1
“hwlom T )
1 1
S
hw 2
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Wir finden als wichtiges Ergebnis:

1
H = hw(aa® + 5) (18.6)
Verwenden wir weiterhin die Relation (18.3), so folgt:
[a'a,a] = al[a,a] + [af,a)a = —a (18.7)
und
[a'a,a] = a'[a,a'] + [af, al)a = of (18.8)
Hier haben wir die letzte Relation aus (7.15) beniitzt. Es gilt demnach:
[H,a] = —hwa (18.9)
[H,a'] = —fwa'
(18.10)

Bisher haben wir nur die algebraische Relation (18.1) verwendet. Nun nehmen wir auch
noch an, dafl  und p Observablen sind, d.h. hermitische lineare Operatoren mit einem
vollstindigen und orthogonalen System von Eigenvektoren.

Der Operator af in (18.2) sei der zu a adjungierte Operator. ?

Fiir die weitere Behandlung empfiehlt es sich, die Notation von Kap.7 zu iiberneh-
men. DaB af der zu a adjungierte Operator ist, bedingt dann:

(®,aT) = (a'®, V)
(®,a' W) = (ad, )
Daraus folgt wiederum
(@, atal) = (aV,a®) > 0 (18.11)

Wir sehen, daB alle Erwartungswerte des hermitischen Operators afa baw. H nicht nur
reell, sondern auch positiv sind. dies gilt dann auch fiir die Eigenwerte.
Nehmen wir nun an, H hitte einen positiven reellen Eigenwert F

HUy = BV (18.12)

wobei U ein Vektor im Hilbertraum sein soll. Dann sind auch a!Up  (a¥g), falls diese
wieder Vektoren im Hilbertraum sind, Eigenvektoren von H. Dies zeigen wir nun mit
Hilfe von (18.9)
Ha'Ug = (Ha' —a'H 4+ o' H) g (18.13)
= [H,d'|O5 4+ a'EVp = (E + hw)a' Uy

Ist p der durch —iha% dargestellte Differenzialoperator, dann miifite man strenggenommen noch

zeigen, daB der zu a adjungierte Operator und der in (18.2) definierte Operator o' den gleichen Defini-
tionsbereich, dicht in L2, besitzen.
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a' U ist demnach Eigenvektor zum Eigenwert F + fiw.
Nun gilt aber auch in gleicher Weise

HaVp = (E — hw)a¥g (18.14)

aV g, falls es als Vektor im Hilbertraum existiert, ist Eigenvektor zum Eigenwert F — fiw.
Da aber alle Eigenwerte von H positiv sind, muf} es einen Eigenwert Ej geben, sodafl

aVp, =0 (18.15)

gilt. Sonst konnte man mit (18.14) zu negativen Eigenwerten weitergelangen. Diesen
Zustand nennen wir den Grundzustand und Fj die Grundzustandsenergie.
Der Grundzustand ist demnach durch (18.15) definiert, und aus (18.6) folgt:

1
H\I/EO = §hw\IlE0 (1816)

Dies ist auch das Ergebnis von (16.22). Die weiteren Eigenwerte von H folgen aus (18.13),
sie sind fiw(n + 3). Den entsprechenden Eigenvektor bezeichnen wir mit ¥y,

1
HY,, = hw(n + 5)‘1’71 (18.17)

Dies ist wiederum genau unser Ergebnis aus (16.23). Die Zustande ¥,, kénnen durch wie-
derholte Anwendung des Operators a! auf U5 (Tp,) erzeugt werden. Dies rechtfertigt
die Bezeichnung a als Vernichtungsoperator und af als Erzeugungsoperator. Sie vernich-
ten bzw. erzeugen jeweils ein Energiequant Aw. Im gleichen Sinne heifit der Operator
a'a Besetzungszahloperator.

Nun noch zur Normierung der Zustidnde. Sei ¥,, ein normierter Zustand:

(U, Tp) =1 (18.18)
Dann folgt:
(aT,,aW,) = (U,,a’a®,) =n (18.19)
und
(a"W,,al0,) = (U,, a0’ T,) =n+1 (18.20)

Damit sind die nomierten Zustinde ¥,,_; bzw. ¥, gegeben durch:

1

Uit :mcﬁ\yn (18.21)
bzw. )
U, | = —a'¥, (18.22)



Ist der Grundzustand ¥, normiert, so folgt daraus:

0, :ﬁ(cﬁ)”qzo (18.23)

Damit haben wir alle Energieeigenvektoren konstruiert. Wir zeigen noch, daf} sie ein
orthogonales System von Eigenvektoren bilden. Da sie Eigenvektoren von H sind, folgt

HY, = E, ¥, (18.24)
HY,, = E, ¥,
H ist hermitisch, demnach gilt

En<\11ma an) = Em<\1jma \Ijn>
Fir FE,, # E,, d.h. m # n folgt daraus
(U, Up) =0 (m #n) (18.26)

Ergebnis:
(lI/ma \I/n> = 6n,m (18.27)

Das Schwankungsquadrat von = bzw. p ist fiir diese Funktionen leicht zu berechnen.
Wir 16sen (18.2) nach z(p) auf:

T = \/%\/%(cw al) (18.28)
Ch fmw

p= =i [ a

Man sieht daraus unmittelbar, daf} alle Erwartungswerte von = bzw. p fiir Energieeigen-
vektoren verschwinden, da

(U, a0,) = (¥,,al¥,) =0 (18.29)

fiir alle U, gilt.
Um (Az)% 7zu berechnen, miissen wir demnach den Erwartungswert von z? berech-
nen:

hQ
(Az)g, = (Up,2°T,) = 5 (Un, (a+ ah)?w,) (18.30)
h? B2 1
2mw(\11n, (aa" + a'a)¥y,) — (n+ 2)
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Wollen wir die Wellenfunktionen als Funktionen der Koordinaten berechnen, so miissen
wir von der Darstellung (3.7) des Operators p ausgehen und die Grundzustandseigen-
funktion geméf der Definition von (18.15) berechnen:

(mwa:—l—h%)‘l/o(x) =0 (18.31)

Als Losung ergibt sich die normierte Grundzustandsfunktion

1

Uy = (@) 1 em3 (18.32)
hm

Dies ist genau die Wellenfunktion (??). Die Wellenfunktionen ¥,, ergeben sich dann aus

(18.23) durch Anwenden des Differentialoperators af auf Wy(z). Dies reproduziert die

Funktionen (17.18).

Wir haben in diesem Kapitel angenommen, dafl H ein hermitischer Operator mit
einem vollstdndigen und orthogonalen System von Eigenvektoren ist. Im Falle, daf} wie
(3.7) p durch —ih% dargestellt wird, ist dies auch der Fall. Man kann aber auch zeigen,
daf} alle Darstellungen von p dquivalent zu dieser Darstellung sind, wenn man fordert,
dafB z,p und der Hamiltonoperator des harmonischen Oszillators Observable sind.
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19 Kohirente Zustinde

Die Grundzustandsfunktion des harmonischen Oszillators (?7?) ist ein Gaufisches Wel-
lenpaket. Anders als beim freien Teilchen zerlduft dieses Wellenpaket nicht. Durch das
Potential entsteht eine riicktreibende Kraft, die aus dem Wellenpaket einen stationiren
Zustand macht.

Nun wollen wir dieses Wellenpaket aus dem Ursprung verschieben:

1

Wy(z) = (@) Te 3 (2 — d)? (19.1)
hm
und berechnen, wie sich dieses Wellenpaket zeitlich verdndert. Wir werden wiederum
feststellen, dafl dieses Wellenpaket nicht zerflieit, sein Absolutquadrat wohl aber nach
der klassischen Frequenz w um den Ursprung schwingt.

Wir zeigen zunéchst, dafi das Wellenpaket (19.1) Eigenzustand des Vernichtungsope-
rators a ist. Die Definition von a finden wir in (18.2):

d
aly = (mwz + h—)Ty (19.2)

1
vV 2mhw dz

mw ~
— [0, = 4T
\/ 2hd a=d¥y
= mw . . .
d =,/ ﬁd ist dimensionslos.

Dies bedeutet jedoch keinesfalls, dafl die kohdrenten Zustinde ¥, ein vollstindiges und
orthogonales Funktionensystem bilden. Der Operator a ist ja nicht einmal hermitisch,
die Konstante d kann in (19.2) auch komplex sein, die Eigenwertgleichung ist auch dann
erfiillt.

Wir werden nun die Relation (19.2) verwenden, um im algebraischen Kalkiil moglichst
viel iiber den in (19.1) definierten Zustand des kohidherenten Zustands, oder auch Glau-
berzustand (Roy Glauber), zu erfahren, vor allem seine zeitliche Entwicklung interessiert
uns. Dazu werden wir den Zustand Wd nach den Eigenfunktionen ¥, des harmonischen
Oszillators entwickeln:

Ug=> ey (19.3)

n

cn = c(Up, Uy)

Hier verwenden wir die Notation von Kap. .
Der Zustand ¥,, wurde algebraisch in (18.26) definiert. Wir verwenden diese Defini-
tion, um ¢, zu berechnen.

1
cn = (

ﬁ(af)"q/n,qzd) (19.4)
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Verwenden wir (18.12), so folgt unmittelbar:
L@, a0, i (T, T) (19.5)
C = — ,a = — y .
n = et = g e B

Da ¥, eine normierte Wellenfunktion sein sollte, gilt

o 00) = 1= 3 cen = 3w, w2 (19.6)

~ n!
= el (W, W) 2
Daraus ergibt sich der Normierungsfaktor
(W4, Tg)| = 31 (19.7)

Wir haben den Entwicklungskoeffizienten ¢, bis auf eine gemeinsame Phase, die die
Gleichung (19.2) so nicht festlegen kann, berechnet. Dazu wihlen wir frei:

. Jn
Ty=e 2N w, (19.8)

NG

Die kohérenten Zustinde sind keineswegs stationire bzw. Energieeigenzustéinde. Die
Wahrscheinlichkeit, einen bestimmten Energieeigenwert zu messen, betrigt:

1 - .
wp =c"cp = md"e_‘””2 (19.9)

Dies nennt man eine Poissonverteilung (Simeon Denis Poisson, Frankreich 1781-1840).
Die zeitliche Entwicklung der Wellenfunktion berechnen wir gemif} (13.7):

Vy(z,t) = Y cpe 7000, (19.10)
n

Y L'Jne—iwt<n+é>%
n:

11512 _i 1~ _.
— —3ld? —Swt (d —zwt)n\I]
e 21 e72 E e n
—~V/n!

Vergleichen wir dies mit (19.8), so sehen wir, daf§ die Summe in (19.10) leicht zu berech-
nen ist, wir miissen in (19.8) d nur durch de " ersetzen. Daraus folgt:

i

Ty(z,t) = e 2" Wyt (1, 0) (19.11)
1
— 7Th 4 e_%wte_n;_;;(x_de—iwty
mw
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Die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte fiir die Wellenfunktion (19.11) erhélt eine sehr
einfache und physikalisch einsichtige Form:

1
h 5 mw p
pa = Vy(z,t)Vy(z,t) = (%) e~ i (@=dcoswt)® (19.12)

Um von (19.11) zu (19.12) zu gelangen, haben wir e=™! = cos wt — isinwt verwendet
und dann das Absolutquadrat gebildet. Dabei haben wir vorausgesetzt, dafi d in (19.11)
reell ist.

Mit Hilfe der algebraischen Methode ist es auch einfach, den Erwartungswert des

Ortes und des Impulses zu berechnen. Wir gehen von (18.29) aus.

7
(War), 2 Way) =1/ 5= (La), (o + ') Ugr) (19.13)

= 2mw{<‘1’az s a¥gy) + (@0, Yay) t

mw 7zwt zwt
V 2mw 2h

= dcos wt.

Genauso:
mwh

(W), P q()) = —i 5 —— (Y, (@ — aT)\I/d(t)> (19.14)

= —mwd sin wt

Dies ist eine schéne Bestitigung des Ehrenfestschen Theorems aus Kap.7.
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20 Drehimpuls

Den Differentialoperator, der der Observablen Drehimpuls entsprechen sollte, erhalten
wir aus dem klassischen Drehimpuls durch unsere Quantisierungsvorschrift (3.7) oder
(5.13):

L = (r x p) (20.1)
Ly = yp, — 2py = —iﬁ(ya% - Za%)
Ly = 2py —xp, = —iﬁ(Z% - I%)
L, = zpy —yps = —ih(xa% - y%)

Wie in der klassischen Mechanik auch, hat der Drehimpuls auch in der Quantenmecha-
nik eine intime Beziehung zu Drehungen. Wir gehen daher auch hier wieder von den
Drehungen im dreidimensionalen Raum, der Gruppe SO(3), aus. Eine Drehung um die
z-Achse transformiert die Ortskoordinaten wie jeden Vektor wie folgt:

T =xcosp—ysing =z — ¢y + ... (20.2)
Yy =xsing+ycosp =y — o + ...

!

z =z =z

Hier handelt es sich um eine Drehung entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn. Rechts ha-
ben wir die ersten Terme einer Potenzreihenentwicklung in ¢ hingeschrieben. Ist ¢ in-
finitesimal, und vernachlissigen wir alle h6heren Potenzen von ¢, so ergibt dies die
inifinitesimale Drehung:

dr =1’ —x=—py (20.3)
y=y —y=yz
bz =2 —2=0

Wir erinnern daran, daf§ eine inifinitesimale Drehung um die Drehachse ¢ und den
infinitesimalen Betrag || wie folgt geschrieben werden kann:

Ix = [p X x| (20.4)

Nun betrachten wir die Anderung einer Funktion der Koordinaten unter einer infinite-
simalen Drehung (9.15):

dU(x) = U(x + ox) — ¥(x) (20.5)
= 0xVU = (p x x)VI

=%<p-(xxp)‘lf=%<ﬁ-L‘If
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In diesem Sinne sagen wir, dafl der Drehimpuls die Drehung erzeugt.

In der kanonischen Mechanik erzeugt die Poissonklammer mit dem Drehimpuls eben-
falls die Drehung an den Orts- und Impulsvariablen. '© Daher liegt es nahe, die entspre-
chenden Kommutatorrelationen zu untersuchen. Verwenden wir die kanonischen Ver-
tauschungsrelationen (7.19), so sehen wir, dafi der Drehimpulsoperator auch in diesem
Sinne die Drehung erzeugt.

L),x] = —ihox (20.6)
L),p] = —ihdp

(o
(¢

Wobei dx bzw. 0p der infinitesimalen Drehung (9.4) entsprechen. Dies ergibt eine ein-
fache Rechnung.
Die Vertauschungsrelationen (9.6) kann man auch mit Hilfe des e-Tensors formulieren

(6123 = 1):

(L7, 2] = iheipa’ (20.7)
[L',p*] = iheip’

Da der Drehimpuls selbst auch ein Vektor ist, ergibt sich ohne weitere Rechnung:
(L}, L7 = iheg L' (20.8)

Dies sind die Vertauschungsrelationen des Drehimpulses. Wir wissen auch, daf} sich die
Lange eines Vektors bei Drehungen nicht dndert, die Linge eines Vektors ist ein Skalar.
Daraus folgt:

L, L% =0 (20.9)
L>=L2+ L+ L

Die Relationen (9.8) und (9.9) sind fr die quantenmechanische Interpretation des Dre-
himpulses von grofiter Bedeutung. Aus ihnen folgt, dafl im allgemeinen die Komponen-
ten des Drehimpulses nicht gleichzeitig scharf gemessen werden kénnen, wohl aber eine
Komponente des Drehimpulses. Wir withlen L, und L2

Die Operatoren L, und L? sind natiirlich hermitisch, und wir werden zeigen, daf
es ein vollstindiges und orthogonales Funktionensystem gibt, dessen Funktionen gleich-
zeitig Eigenfunktionen von L, und L? sind. L’ und L? sind demnach Observable im
strengen Sinn.

10Gjehe die Diskussion in Theoretische Mechanik, Kap.11,
http://www.theorie.physik.uni-muenchen.de/~ wess
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Bei rotationsinvarianten oder kovarianten Problemen empfiehlt es sich, zu Polarko-
ordinaten iiberzugehen. !

x = rcossinf (20.10)
x = rsinpsind

z = rcosf

Wir berechnen zunéchst die Ableitungen nach den Winkeln ¢ und 6.

% = —rsin@singpa—i +rsin0cosgo(% (20.11)
i
= —y% + xa—y = ﬁLz
ebenso:
(20.12)
0 0 . .
%= rcos@cosgo% —I—rcosHsmgoa—y — rsm@a

Um die rechte Seite wieder durch Koordinaten ausdriicken zu kénnen, multiplizieren wir
(9.13) mit sin ¢ und erhalten:

% = rcosf <singocos go% + sin? go%) — y% (20.13)
= rcosf | siny cos i—i—g—cos2 9y_,0
N L P oy go(?y Y52
= zg - 2-l-rcos cot 2—:1:2
- Toy > v Yor dy
Kombinieren wir dies mit (9.12), so erhalten wir
sin @% + cos pcot 6‘% = —%Lx (20.14)
und ebenso bei Multiplikation mit cos ¢ von (9.13)
—cos go% + sin cot 9% = —%Ly (20.15)

Siehe die Diskussion in Theoretische Mechanik, Kap.11,
http://www.theorie.physik.uni-muenchen.de/~ wess
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Wir fassen zusammen:

0
L, = —ih— 20.1
i oy (20.16)
. .0 0
L, = ih (sm@% + cos p cot 9%>

L, =ih (cos go% + sin g cot 9%)

1 0 0 1 6?
L2 - _ 2 i v - v
L {sinG 00 Sm089 * sin26‘8tp2}
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21 Drehimpulseigenfunktionen

Auf Grund der Vertauschungsrelationen (16.2) und (16.2) kann nur eine Komponente
des Drehimpulses mit dem Betrag des Drehimpulses ein gemeinsames System von Eigen-
funktionen besitzen. Die Wahl von Lz ist durch die Auszeichnung der Z Komponente
bei den Polarkoordinaten schon vorweggenommen.

Die Eigenwertgleichung fiir Lz lautet:

0

Lz¥,, = —th—
VA () t 9

Ui (p) = hmPpm () (21.1)
wobei m zunichst irgend eine Zahl sein kann. Beriicksichtigen wir jedoch die Randbe-
dingung ¥(0) = ¥(27), die besagt, daf sich die Wellenfunktion bei einer Drehung um
27 nicht dndern soll, so finden wir als Eigenfunktionen

U, = ! eime m ganzzahlig (21.2)

m \/ﬂ )
Diese Funktionen bilden nach dem Fouriertheorem fiir periodische Funktionen im Inter-
vall von 0 bis 27 ein vollstindiges und orthogonales Funktionensystem.
Nun zu L?. In Polarkoordinaten lautet die Eigenwertgleichung infolge von (16.2):

1 0 0 1 0
g St o5 + o o | ¥ = AT 21.
5o 20050 T -5 05 MO, 0) = PATL(0,9)  (21.3)

L?0,(0, ) = —h?

wobei A zunéichst willkiirlich ist. Die Wellenfunktion soll im Bereich 0 < 6 < 7 und
0 < ¢ < 27 quadratintegrierbar sein, was unter anderem bedingt, dal ¥ bei § = 0 und
# = 7 endlich sein soll.
Die Wellenfunktion Wy soll gleichzeitig Eigenfunktion von Ly sein. Wy (6, ) mufl
demnach die Form
‘II)\,m(ga (P) = X/\,m(e) e (214)

haben. Dies ergibt fiir x ,(0) die Gleichung:

1 d d m?
gL - ™y 6) = 21.
<sin0 0% snte >X*’m() 0 (21.5)

Nun empfiehlt sich eine Variablensubstitution:

0 ., 0
59 = Sinbz— xoaum(0) = Paw), A=10+1) (21.6)

Dann wird aus (21.5):

w = cos B,
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d d m?2
1—w?)— + X — P (w)=0 21.7
{La-f - naw) @17

Da bei der héchsten Ableitung der Faktor (1 — w?) auftritt, werden die Funktionen im
allgemeinen bei w? = 1 Singularititen aufweisen, auBer wenn P, (6) ein Polynom ist. Dies
kann durch eine Potenzreihenentwicklung, dhnlich wie beim harmonischen Oszillator,
gezeigt werden. Polynome existieren als Losung von (21.7) fir A = (I + 1), | ganzzahlig.
Dies sind dann die assoziierten Legendrepolynome P/".

Den einfachsten Fall erhalten wir fiir m = 0, dann heiflen die Polynome Legendre-
polynome P; (Adrien-Marie Legendre, Frankreich 1752-1832). Wir betrachten zunichst
diesen Fall:

(dcalu (1—w)%+)\> P(w) =0 (21.8)

Wir konnten wie beim harmonischen Oszillator wieder mit einer Potenzreihenentwick-
lung beginnen, ziehen es aber vor, gleich die erzeugende Funktion der Legendrepolynome
anzugeben.

T(w,s) = m ZPI (21.9)

Es ist zunéchst sofort einsichtig, daf} die Entw1cklungskoeﬂiz1enten P, Polynome in w

von der ordnung / sind. Weiter finden wir fiir w = 1 und fiir w = —1
1 - ;
— =D hs
=0
! —ip( 1)s! (21.10)
1+s — l s '

Daraus folgt unmittelbar
P(1) =1, P(-1)=(-1) (2L.11)

Zu zeigen ist, da} die so definierten Polynome P; der Differentialgleichung (18.9) mit
A = I(I + 1) geniigen. Dazu betrachten wir zunichst die Ableitung der erzeugenden
Funktion T' nach s:

0 w—3s
&T(w s) = 1 —2sw + 52
(—2sw + s )2T= (w—38)T (21.12)

0s

Entwickeln wir T' nach Potenzen von s und vergleichen die gleichen Potenzen von s, so
ergibt dies
(+1)Py1=Q2+1)wPh —1P 4 (21.13)
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Dies ist eine Gleichung, die Polynome mit unterschiedlichen Werten von [/ in Beziehung
setzt. Wir brauchen jedoch eine Gleichung, die Ableitungen des Polynoms fiir einen Wert
von / in Beziehung setzt. Dies sollte dann die Gleichung

22 Algebraische Behandlung des Drehimpulses

Auf Grund der kanonischen Vertauschungsrelationen (7.19) erfiillen die Komponenten
des Drehimpulses die algebraische Relation:

[La, Ly] = ihL. (22.1)

Durch zyklisches Vertauschen der Indizes erhélt man alle weiteren Relationen. Die so
definierte Algebra ist ein Beispiel einer Lie Algebra, die Elemente dieser Algebra (hier
die L;) heien Erzeugende der Algebra.

Lie Algebren wurden in der Mathematik unabhingig von der Quantenmechanik un-
tersucht. In der Darstellungstheorie der Lie Algebren kommt der Frage nach endlichdi-
mensionalen Matrizen, die auf Grund der Matrixmultiplikation die algebraischen Rela-
tionen erfiillen, besondere Bedeutung zu. Man sagt, die Erzeugenden werden dargestellt.

Wir wollen im Folgenden nur die Relationen (22.1) verwenden, um die Drehim-
pulskomponenten (durch Matrizen) darzustellen. Dabei nehmen wir Methoden aus der
Darstellungstheorie zu Hilfe.

Zunichst fithren wir eine neue Linearkombination der Erzeugenden ein.

Ly = L, +iL, (22.2)
Ly =L,

Fiir diese Elemente ergibt sich aus (22.1):

Ly, L3] = [Ly £iLy, L.) = ih(~L, +iL,) (22.3)
= FhL4
[L.,L_] = 2hL,

Die erste Relation erinnert uns an die Relationen fiir die Erzeugungs- und Vernichtungs-
operatoren des harmonischen Oszillators. Ly (L_) werden hier Aufsteige- (Absteige-)
Operatoren genannt, wir werden gleich sehen, daf sie den Eigenwert von L3 um A
erhdhen (erniedrigen).

In der Drehimpulsalgebra sind die L; hermitische Operatoren, in der Darstellung
sollen sie demnach durch hermitische Matrizen dargestellt werden.

Eine hermitische Matrix kann diagonalisiert werden. Wir nehmen daher an, dafy Lj
diagonal ist. Gleichzeitig konnen wir das Quadrat des Drehimpulses diagonalisieren, da

84



L? mit L3 vertauscht.
L>=L2+L)+L,=L,L_+L3—hLs (22.4)

Die Eigenvektoren von L3 und L? berechnen wir mit U7, sie sind jetzt Vektoren in
einem endlichdimensionalen Raum.

L3U7" = hmW" (22.5)
L2U" = RA(1 + 1) 0"

Die Eigenwerte Aim und /A2[(I + 1) sind zuniichst beliebige reelle Zahlen, da Lz und
L? hermitische Matrizen sind. Multiplizieren wir nun einen solchen Eigenvektor mit
L*(L™), so erhalten wir einen Eigenvektor mit dem Eigenwert i(m + 1) bzw. ii(m — 1).

L3Li U = {hLiLg+ Ly} (22.6)
= h(m £ 1)Ly}

Der Eigenwert von L? dndert sich nicht, da L2 mit L, (L_) vertauscht.
Die Eigenvektoren sind sicher orthogonal fiir unterschiedliche Eigenwerte, wir neh-
men an, daf sie auch normiert sind. Dies ergibt fiir das Skalarprodukt der Vektoren:

( ?lv \I];n> = 5m,n’5l,l’ (22.7)
Somit folgt aus (22.6)

Ly = B Ui (22.8)
LM =al W,

Die Normierungskonstanten o und S miissen noch berechnet werden. Da die Darstel-
lungsmatrizen endlichdimensional sein sollten, muf} es einen gréfiten bzw. kleinsten Ei-
genwert von Lz geben. Wir nennen diese Eigenwerte m bzw. m. aus (22.8) folgt nun:

L, U =0 : B =0 (22.9)
LUr=0 , ad,=0
Wir wenden nun L L auf ¥}" an:
LiL V" =al, L ot =al g o (22.10)

Die Matrix L, L _ liBt sich aber auch durch L? und Lz ausdriicken, wie aus (22.4)
ersichtlich ist:

LiL O = (L? — Lj + hL3) " (22.11)
=211+ 1) +m —m?)T"
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Vergleichen wir (22.11) mit (22.10), so erhalten wir:
ol Bl = R0+ 1) —m(m —1)) (22.12)
Wihlen wir fiir m den grofiten Eigenwert m, so folgt aus (22.9):
LyL_ U =[L,, L]0 = 2AL3 0" = 2R*m T (22.13)
Kombinieren wir dies mit (22.11), so sehen wir, daf}
(l+1)—m(m—1) =2m (22.14)

gilt. Dies ergibt die Beziehung zwischen dem grofiten Eigenwert von Lz und dem Eigen-
wert von L?
m=1 (22.15)

Bisher wissen wir noch nicht, ob [ bzw. m ganzzahlig sein miissen. Nun muf} es aber
auch einen kleinsten Eigenwert geben. Wir konnten das gleiche Spiel fiir den kleinsten
Eigenwert wiederholen oder aber aus (22.9) und (22.12) folgern:

OBy = 0= H(I(L + 1) = m(m — 1)) (22.16)

Die Nullstellen der rechten Seite sind m=1[+1 und m = —I. Der Wert [+ 1 kommt nicht
als kleinster Figenwert in Frage, da er groflier als der grofite Eigenwert ist. Es bleibt die
Beziehung:

m = —I (22.17)

vom grofiten Eigenwert m = [ kommt man durch L_ in ganzzahligen Schritten zum
kleinsten Eigenwert m = —[. Dies sind 2/ 4+ 1 Schritte. Die Darstellung (die Darstel-
lungsmatrizen) ist demnach 2/ + 1-dimensional. Da dies eine gerade Zahl n sein muf
folgt

1
2+1=n , I=g{n-1 (22.18)

[ kann demnach ganz- oder halbzahlig sein.

Als Ergebnis erhalten wir, dafl es in jedem ganz- oder halbzahligen Wert von [ eine
Darstellung der Drehimpulsalgebra durch (2] + 1)-dimensionale Matrizen gibt.

Es bleibt noch a und 8 zu berechnen. Aus der Hermizitét von L, und L, folgt:

=1 (22.19)
was fiir die Matrixelemente besagt:

(O Lowpy = (U, LLe) = (U, L wp) (22.20)
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Fiir die o, 8 folgt daraus
ot =g (22.21)

Da die Phase der Eigenvektoren frei wihlbar ist, kénnen wir aus (22.12) schliefien:

B =al, = /(I +1) —m(m+ 1) (22.22)
Die Darstellungsmatrizen wirken demnach wie folgt auf die Eigenvektoren:
L3y = U" = im3}" (22.23)
LU = B/I(1+1) —m(m + 1)TmH!

L U™ = /Il +1) —m(m — 1)T~!
L2U" = ml(l + 1)

Dabei ist [ ganz- oder halbzahlig, m durchliuft in ganzzahligen Schritten die Werte von
—I bis +I, die Darstellung ist (2! + 1)-dimensional.

wir haben bei der Konstruktion der Darstellung (22.23) angenommen, dafi man mit
L* bzw. L™ von jedem Vektor der Basis ¥/ zu jedem anderen Vektor der Basis gelangen
kann. Solche Darstellungen nennt man irreduzibel, der Darstellungsraum, auf den die
Matrizen wirken, zerfillt nicht in invariante Teilrdume. Bis auf Ahnlichkeitstransforma-
tionen sind die in (22.23) angegebenen Matrizen die einzigen irreduziblen Darstellungen
der Algebra (22.1). Durch Aneinanderfiigen von irreduziblen Darstellungen kann man
zu neuen, aber dann reduziblen Darstellungen gelangen.

Am Ende wollen wir nun noch die Darstellungsmatrizen fiir /= aus (22.23) ablesen.
1 1

Es gibt zwei linear unabhiingige vektoren W2, ¥, 2. In dieser Basis finden wir fiir
2 2

h(L 0
— 2
L3_2(0_%> (22.24)
h(01
L+_§(00
h(00
L= 5(10)

Losen wir (22.2) nach L, L, und L, auf, so erhalten wir:

L=jo (22.25)

Mit den Paulimatrizen:

01 0 —i 10
axz(l()) , ay=<i OZ> , aZ=<0_1> (22.26)
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Daf die in (22.24) definierten Matrizen die Relation (22.1) erfiillen, ist durch einfaches

Nachrechnen leicht zu iiberpr'f.en.
Kasimiroperator.

[L,L* =0

Darstellung.

L3V, = mhv,,
LyLeWy = (LoLs + hL.)W,,
LyLaW,, = (m+1)ALoT,,
LYy = Bmt1¥mt1
L VY, = a,Vm_1

Hochstes m: Darstellung soll endlichdimensional sein. m=1

LU =0 , LY=oV

LiL_ U, =BV, = [Ly, L]0, = 2hL3 T, = 2121,

Oll,Bl = 2h2l
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23 Bahndrehimpuls und Spin
Den Drehimpuls haben wir geméf} der klassischen Mechanik in (22.23) durch
L=rxp (23.1)

definiert. Dieser Drehimpuls ist mit der Bewegung des Teilchens verkniipft, der Erwar-
tungswert verschwindet fiir Zustinde mit verschwindendem Impuls. Wir nennen ihn
daher Bahndrehimpuls. Wie in der klassischen Mechanik gilt auch hier fiir den Bahn-
drehimpuls

p-L=x-L=0 (23.2)

Im Kapitel 19 haben wir Eigenfunktionen von L, und L? konstruiert. Dabei konnten
wir feststellen, daf§ die Eigenwerte von L, ganzzahlige Vielfache von 7 sind. Der Bahn-
drehimpuls fiihrt demnach nur zu ganzzahligen Darstellungen der Lie Algebra (22.1).

Die Eigenfunktionen zu den Eigenwerten m = 0 und ! habne wir als die Legendre-
polynome erkannt. Wir kénnen nun die Methoden des vorangehenden Kapitels zu Hilfe
nehmen und durch Anwenden des Differentialoperators L; (L_) die Eigenfunktionen
fiir m > 0 (m < 0) aus den Eigenfunktionen mit m = 0 erzeugen.

Die Operatoren L1 berechnen sich aus (22.23) wie folgt.

> 8 a
— 1 _ ; _
Ly = he"{+ 7 +icot 0—} (23.3)

wir zeigen nun, daf wir durch Anwenden von L, auf die Kugelfunktionen Y, aus
(21.3) fiir m > 0 die Kugelfunktionen Y, erhalten. Dazu berechnen wir erst aus
(21.7) m > 0:

d 1 1
W) = =g i e 5P (23.4)

Benutzen wir dieses Ergebnis, um den Operator L (23.3) auf ¥;™ (21.3) anzuwenden,
so finden wir

2041 (1 —m)!

L Ym = (=1 m+1 —h i(m+1)<me+1 23.
= (A (| e e, (23.5)
Wir wissen aber auch, dafl nach (22.8) und (22.22)
LY™ =/(l—m)(+m+ 1)y (23.6)

gelten muBDies fithrt dann genau zu dem Ergebnis von (22.3) fiir Ylmﬂ. Wir verstehen
nun auch den e Faktor in (22.3). Analog verlduft die Rechnung fiir L_ bei m < 0.
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Die Kugelflichenfunktionen bilden demnach eine Basis im Hilbertraum L?, in der
der Bahndrehimpuls in eine Summe von Darstellungen mit ganzzahligen Werten von [
zerfillt. Jeder solcher Wert von | kommt genau einmal vor.

Experimente, etwa Ablenkung des Elektrons in einem magnetischen Feld, zeigen, daf}
das Elektron zwei Polarisationsmoglichkeiten des Drehimpulses besitzt. Auch wenn das
Elektron in Ruhe ist, kann es in einem magnetischen Feld zwei unterschiedliche Ener-
gieniveaus einnehmen. Dies kann man mit einem Eigendrehimpuls (Spin) des Elektrons
erkldren, der zum Wert [ :% des Drehimpulses gehért.

Die Natur macht also auch von den halbzahligen Werten von [ Gebrauch, die ent-
sprechenden Darstellungen haben wir konstruiert.

Um zu sehen, wie wir einen halbzahligen Spin in unseren Formalismus einbauen
koénnen, gehen wir zuriick zur Schrodingergleichung (3.10). Diese Gleichung ist invariant
unter Drehungen, wenn sich die Wellenfunktion bei Drehungen wie eine skalare Funktion
verhilt:

ST = U (a') — U(z) = %ch\Il (23.7)

Vergleiche dazu (3.10).

Wir wissen aber aus der Elektrodynamik, dafy es auch Vektorfelder gibt, das elektri-
sche und das magnetische Feld. Diese Felder gehéren dann zu einer dreidimensionalen
Darstellung der Lie Algebra (22.1), somit zu [ = 1. Das Vektorpotential transformiert
sich demnach wie folgt:

54T = £ (- Ls)pA" + = (0 [r x p) A’ (23.8)
Die Matrizen Lg sind die dreidimensionalen Darstellungsmatrizen (I = 1) des vorigen
Kapitels, wihrend L der Differentialoperator (20.1) ist.

Genauso kann es natiirlich auch Felder geben, die sich nach halbzahligen Darstel-
lungen transformieren. Nach der oben erwidhnten Erfahrung mit dem Elektron wird das
Feld, das das Elektron beschreibt, eine solche Transformationseigenschaft haben:

S, = igaaﬁqfﬂ + %cp e % p]¥a (23.9)
Hier haben wir die zweidimensionale Darstellung gemif} (22.25) verwendet.

Felder, die sich nach halbzahligen Darstellungen transformieren, nennt man Spinor-
felder, sie beschreiben Teilchen mit halbzahligem Spin, die man auch Fermionen nennt.
Teilchen mit ganzzahligem Spin nennt man Bosonen.

Die Transformationsgesetze (23.8) und (23.9) kann man in Matrixschreibweise noch
kompakter schreiben:

A = {(%¢-L5)®1+1®(%¢-L)}A (23.10)
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i

VAES {(%cp-a)@l-l—l@(hcp-L)}\If

In dieser Schreibweise habne wir das Symbol ® fiir ein Tensorprodukt verwendet. Der
Faktor vor dem Tensorprodukt soll als Matrix auf die Indizes des Feldes wirken, wihrend
der zweite Faktor als Differentialoperator wirkt.
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24 Addition des Drehimpulses

In der klassischen Mechanik besteht der Gesamtdrehimpuls eines Teilchens aus der Sum-
me der einzelnen Drehimpulse.

L =[r; x pi] + [r2 x po] = L1 + Ly (24.1)

Dies iibernehmen wir auch in der Quantenmechanik, wobei wir annehmen, daf} die dy-
namischen Variablen verschiedener Teilchen miteinander vertauschen. Dann folgt aus
(24.1):

[Li, Li| = ihejg; L (24.2)

Der Gesamtdrehimpuls erfiillt dieselben algebraischen Relationen wie die Drehimpulse
der einzelnen Teilchen.

Der Gesamtdrehimpuls wirkt auf Wellenfunktionen, die von den Koordinaten des
ersten Teilchens sowei des zweiten Teilchens abhidngen. Wir gehen nun davon aus, daf} das
erste (zweite) Teilchen je von einer Wellenfunktion beschrieben wird, die zu bestimmten
Quantenzahlen [y, mq(l2, m2) gehort. Das Produkt dieser beiden Wellenfunktionen ist
dann eine Zweiteilchenwellenfunktion, von der wir wissen, dal wir bei einer genauen
Messung der Einzeldrehiimpulse die Werte [;, m; erhalten.

g — \I/?fl\llgz (24.3)

l1,l2

Was erhalten wir bei einer Messung des Gesamtdrehimpulses? Dies ist genau die Frage,
die wir uns in diesem Kapitel stellen.
Aus (24.1) folgt, daB L, und L, mit Lg, vertauscht:

[LZa le] = [L27L2Z] =0 (24.4)

Die Wellenfunktion (24.3) wird also auch Eigenfunktion von L3 zum Eigenwert m =
mi + mso sein.
L™ = h(ma +mo) U™ = hm @) (24.5)

l1,l2

Nun betrachten wir L2:
L?=(L; +Ly)> =L+ L34 2L; - Ly (24.6)

Wir sehen, daBl weder Li, noch Ly, mit L? vertauscht, die Wellenfunktionen 24.3 werden
demnach nicht Eigenfunktionen von L? sein.

Wir gehen nun daran, Eigenfunktionen von L? zu konstruieren. Sie werden Linear-
kombinationen der Funktionen (24.3) sein. Wir wissen auch aus der allgemeinen Analyse
der Darstellungen, da nur Eigenwerte der Form A2I(l + 1) auftreten konnen.

1, ;
\Ij;n: Z Cl172;m1,m2\1}7;,112m2 (24.7)

mi,m2
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Die hier auftretenden Koeffizienten wollen wir berechnen. Sie heiss en Clebsch-Gordon
Koeffizienten und kénnen unter diesem Namen in der Literatur gefunden werden. (Clebsch),
(Gordon).

Aus (24.3) folgt bereits, daf§ Clll’r’?%ml’m2 nur von Null verschieden ist, falls m =
m1 + my ist.

Aus (24.5) folgt aber auch, dafl der grofite Eigenwert von L, gleich A(ly + I3) sein
mufl und daf} es fiir diesen Eigenzustand von L, genau nur eine Wellenfunktion gibt.
Der grofite Gesamtdrehimpuls [ mufl demnach auch genau [y + [ sein, und er kann nicht

entartet sein.

li+ls _ gmi,m
\I/liJrl; - ‘1111,112 ’ (24'8)

Nun wenden wir den Operator L_ auf diese Wellenfunktion an. Fiir die linke Seite
erhalten wir nach (24.8) und

Ltls _ dit gyl tla—1 =1
Lo = o 20 =20 + )P (24.9)

Erinnern wir uns an die Definition (24.3) von W;"}"™*, so finden wir fiir die rechte Seite:

I ! l1—1 3l li\gla—
LW = /20 U2 /20 U ! (24.10)

Vergleichen wir beide Seiten, so ergibt dies:

l l
htlo—1 |l 1 [y it
Ui, = ll+l2‘11li 0y + 11-1-12%1%; (24.11)

Wir haben die Clebsch-Gordon Koeffizienten

li+l2,l1+12—1
llal2;l1_1al2

li+l2,l1+12—1

und I loilyla—1

berechnet. Durch Fortsetzen des obigen Verfahrens, ndmlich durch sukzessives Anwenden
von L_, konnen wir alle Koeffizienten
l1+1l2,m
li,l2smy,m—my
berechnen.
Dies ergibt genau 2(ly + l2), linear unabhéingige Wellenfunktionen, die orthogonal
normiert sind.
Zur Quantenzahl m=1; 4+ [o — 1 gibt es nur eine zweite linear unabhingige Wellen-
funktion, die aus den Wellenfunktionen \112_1\1153 und \I/ﬁ \Ilg_1 kombiniert werden kann.
Wir wihlen eine Wellenfunktion, die normiert und zu (24.11) orthogonal ist.

l [
T - T TR T B W Ry |
Vi1 = L +0 vy, vy Ll s (24.12)
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Man iiberzeugt sich leicht, daf3

lhi+la—1 \qli+la—1\
<\Ijl1+l2—1’\yl1+l2—l> =1

und

li+l—1 qli+la—1\ _
<‘Ill1+l2 7\I/l1+l2_1> =0

gilt. Die Wellenfunktion \Ilﬁﬂ;j gehort nicht zu der Darstellung von L mit der Quan-
tenzahl [ =1, +l2. Es ist dies eine Wellenfunktion, die den héchsten noch zur Verfiigung
stehenden Eigenwert fi(l1 + 1y — 1) von Loy représentiert. Sie wird demnach, wie schon in
der Notation (24.12), angedeutet. zur Quantenzahl [ =1[; +I5—1 gehoren. Auf die Wellen-
funktion (24.12) kénnen wir wiederum den Operator L_ anwenden und erhalten dann

die 2(l1 + 1> — 1) + 1 linear unabhéingigen Funktionen ¥j? ;, ; und die entsprechenden

) -1 . . .
Clebsch-Gordon Koeffizienten Cllll—zzl-%m ’:Lml. Dieses Verfahren konnen wir fortsetzen,

bis wir alle linear unabhéngigen Funktionen (24.8) ausgeschopft haben. Davon gibt es
genau (217 + 1)(2ly 4+ 1). Bilden wir die Summe:

li+l2
M {20+ 1} = (24 +1)(2 +1).
I=|l1—12|

Daraus schlieen wir, dafi die Quantenzahl [ genau von |ly — l3| bis Iy + [ lduft.

Die Darstellung des Gesamtdrehimpulses L?, die wir durch das Produkt der Darstel-
lungen Lq,Ls erhielten, zerfillt demnach in die Darstellungen mit Gesamtdrehimpuls
[=11 419 baw [ =|l; — I3].

Wir sind bei dieser Betrachtung von Wellenfunktionen Wj" ausgegangen. Alle wei-
teren Schritte waren jedoch rein algebraischer Natur und hétten genau zum gleichen
Ergebnis gefithrt, wenn wir von endlichdimensionalen Darstellungen von L; und Lo aus-
gegangen wiren und statt der Wellenfunktionen die entsprechenden Vektoren im end-
lichdimensionalen Vektorraum betrachtet hitten. Dabei hétten wir auch halbzahligen
Drehimpuls mit beriicksichtigen kénnen.

Wir sehen also, daf} sich zwei Darstellungen des Drehimpulses mit den Quantenzahlen
[y und [y als Produkt zu den Darstellungen des Drehimpulses mit den Quantenzahlen
=11 + Iy bzw. [ =|l; — l2| kombinieren lassen, wobei [ in ganzen Schritten von Iy + [y
bis |l1 — l2| jeden Wert genau einmal einnimmt.

Ganzzahlige Darstellungen kombinieren immer zu ganzzahligen, zwei halbzahlige zu
ganzzahligen, und eine halb- mit einer ganzzahligen Darstellung zu einer halbzahligen
Darstellung.

Die hier angegebene Methode erlaubt es nicht, die Clebsch-Gordon Koeffizienten fiir
generisches /; und Iy anzugeben, bei vorgegebenen Werten von /; und /o kdnnen die
Clebsch-Gordon Koeffizienten berechnet werden.
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Die Clebsch-Gordon Koeffizienten [y, [y :% sind:

ma T _1I
[ 2 2
1 j+m+i j—m+i
I+3 \/ JESE \/ AT (24.13)

[ j—m+3 | [i+m+3
2 2j+1 2j+1

95



25 Storungsrechnung

Es gibt nicht viele Hamiltonoperatoren, deren Eigenfunktionen und Eigenwerte wie beim
freien Teilchen, dem harmonischen Oszillator oder dem Wasserstoffatom analytisch ex-
akt berechenbar sind. Sie stellen auch physikalisch nur einen Idealfall, wie vollkom-
men kraftefrei, harmonische Krifte (xxxxxbereich) oder reines Coulombpotential, dar.
Fiir das relativistische physikalische System werden wir weitere Kréfte beriicksichtigen
miissen, die dann zu einem Hamiltonoperator fiithren, dessen Eigenfunktionen wir dann
nicht mehr exakt angeben kénnen. In vielen Fillen werden aber diese zusétzlichen Kréfte
“klein” sein, sodaf} wir mit einer niherungsweisen Berechnung der Eigenwerte und Eigen-
funktionen zufrieden sein kénnen, wenn es um den Vergleich mit experimentellen Daten
geht. Die Storungsrechnung liefert eine sehr allgemeine Methode, wie solche “stérenden”
Einfliisse niherungsweise berechnet werden koénnen.

Wir gehen dabei von einem Hamiltonoperator aus, der in zwei Teile zerfillt, einen
streng 16sbaren Hamitonoperator Hy und einen Operator, den wir H; nennen:

H =Hy+ \Hj (25.1)

Wir fithren einen zusitzlichen Parameter A ein, fiir A = 0 haben wir das ungestorte
Problem, das wir nach Voraussetzung exakt beherrschen, fiir einen speziellen Wert fiir
A haben wir das relativistische Problem. Wir nehmen nun an, da A so klein ist, daf§
eine Potenzreihenentwicklung in A erfolgreich ist.

Relativistisches Problem:

HY, =E,V, (25.2)
Idealisiertes Problem:
HyU? = EOw0 (25.3)
Potenzreihenentwicklung;:
H = Hy+ \H;
E, = E)+\E, + NE2 + - (25.4)

T, = U0+ AT, + A202 4.
Diese Potenzreihenentwicklung setzen wir in (25.2) ein und vergleichen die Potenzen in
Al
(Ho + \H7) (U0 + AT} + 2202 +...) = (B + AEL + N2 E2 +...) (U2 + AT, +...)
(25.5)

Vergleich:

A0 Hyw! = EO0?

AV Howl 4 Hp9O = BOl + ELof (25.6)

M\ HgU? 4+ HiUl = 202 + Blol 4 B2l
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Nach Voraussetzung ist das Problem in 0-ter Ordnung in A streng gel6st. Wir kennen alle
Eigenfunktionen, und sie bilden ein orthogonales und vollstindiges Funktionensystem.

(T2, 07) = Onm (25.7)

und jede zulissige (quadratintegrierbare) Funktion 148t sich nach diesen Eigenfunktionen
entwickeln.

x=Y alh, o= (T0x) (25.8)
n

Wir studieren zuniichst den einfachen Fall, daf8 die Eigenwerte EO nicht entartet sind,
zu jedem Eigenwert E° gehort genau eine Eigenfunktion.
25.1 Nichtentartete Stéorungsrechnung

Wir betrachten in den Gleichungen (25.6) die Gleichung zur 1-ten Ordnung in A und
schreiben die Terme mit W) links, und die mit ¥Q rechts in der Gleichung:

(Ho — B,) ¥, = (B, — Hr) ¥y, (25.9)
Wir multiplizieren nun diese Gleichung mit W%* und integrieren iiber das ganze Volumen:
(¥, (Ho — Ep) W,,) = (T3, (B, — Hy) ) (25.10)

Da Hj ein hermitischer Operator sein soll, konnen wir die linke Seite umformen:
(U0, (Ho — Ep) ¥p,) = ((Ho — Bp) 93, 9) = 0 (25.11)

da ¥ Eigenfunktion von Hp zum Eigenwert EO ist. Da die Eigenfunktionen ¥¥ auch
normiert sein sollen, erhalten wir nun aus der Gleichung (25.10):

B} = (w2, Hyv) (25.12)

Wir kénnen die erste Korrektur E! zu E,, berechnen, ohne die entsprechende Korrektur
der Wellenfunktion zu kennen. In vielen Féllen werden wir mit (25.12) schon einen
Betrag zum Energieeigenwert berechnet haben, der den Vergleich mit dem physikalischen
System realistischer macht.

Wir berechnen nun die Korrektur der Wellenfunktion in 1-ter Ordnung in A. Dazu
invertieren wir formal den Differentialoperator Hy — EO und erhalten aus (25.2)

U, = (Ho— By) " (B} — Hy) W§ (25.13)

Um diesen formalen Schritt sinnvoll zu machen, entwickeln wir ¥} nach den Eigenfunk-
tionen WY wie dies fiir jede Funktion méglich sein sollte:

U, =>"a¥, o= (7] T, (25.14)
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Ist [ # n, so kénnen wir ¢; aus (25.13) berechnen:

c = (‘I’?, (Ho — E?
1 L (il
S~ B & (‘1’0, (E, — Hr) q’ﬁ) =

) (B — Hp) vE) =

n

1 l
= 55 (wh, Hwg) (25.15)

Hier haben wir wieder benutzt, dal Hy hermitisch ist, und daf} die Eigenfunktionen Ug
und ¥} orthogonal sind fiir [ # I.

Nun zeigen wir, da8 mit ¥} auch die Funktion y. = ¥l +a¥? mit beliebigem a e C
der Gleichung (25.9) geniigt:

Xn = U, + ol
(Ho — Ep) Xy = (Ho — E}) 9, = (E, — Hr) ¥, (25.16)

Die Konstante ¢, (25.14) ist durch (25.9) nicht bestimmt. Wir kénnen sie demnach gleich
Null setzen oder durch eine geeignete Normierungsbedingung festlegen. Fordern wir

(T),0,) =1 (25.17)
als Normierungsbedingung, so ergibt sich aus(25.17)
(U0, TL) =cp =0 (25.18)
Wir haben W} berechnet, wir miissen nun (25.15) in (25.14) einsetzen:

0 0
1 _Z (‘I’lvHI‘I’ ) 0
I#n n !

Die Gréfle (\Il?, H ,-\Il%) nennt man ein Ubergangsmatrixelement. Das entsprechende In-
tegral mag beliebig kompliziert sein - auch hier wird man im allgemeinen zu N&herungs-
methoden greifen miissen. Die Beitréige zu ¥} sind demnach mit dem Faktor EJ — E}
gewichtet. Je groBer der Energieunterschied, desto geringer der Beitrag vom Ubergangs-
matrixelement.

Wiederum schreiben wir die Beitrige von U2 in der Gleichung (25.6) nach links:

(Ho — B9) W2 = (BL — Hy) W + 200 (25.20)
Multiplizieren wir mit 0 und integrieren, so empfiehlt sich

E; = (Y, (Hr — E,) 9,) = (¥, HT,) (25.21)
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Dies nun wegen der Hermitizitdt von Hy und der Normierungsbedingung (25.17). Wir
haben demnach E2 berechnet:

(U0, HyoY) (99, Hy9Y)
Bi=2 E,fl; - ElU :

=y (v Hf;g) | (25.22)

I#n

Die Energiedifferenz E — EY bestimmt das Vorzeichen von EZ. Fiir den Grundzustand,
den Zustand mit kleinstem Eigenwert EY, ist die Korrektur E2 immer negativ.

Die Korrektur ¥2 zur Eigenfunktion berechnen wir wieder durch formales Invertieren
von (Hy— EY) in (25.20) und durch eine Entwicklung von ¥2 nach den ungestorten
Wellenfunktionen ¥0. Dies kann nun beliebig fortgesetzt werden, und wir kénnen nur
hoffen, daf die Potenzreihe rasch konvergiert.

Dariiber kann aber nur bei ganz speziellem Hy und Hy eine Aussage gemacht werden.

Nun betrachten wir den Fall, daf8 die Eigenwerte E entartet sind. Dies wird in der
Regel der Fall sein, wir miissen uns nur an das Wasserstoffatom erinnern.

25.2 Entartete Stérungsrechnung

Wir nehmen nun an, daf} der n-te Energieeigenwert von Hy N-fach entartet ist, N wird
natiirlich von n abhingen. Diese Eigenfunktionen numerieren wir mit einer zusétzlichen
Quantenzahl:

Ho¥%m = EOg0r r=1,---N

(q/(o) " \11((’)7") Y NP (25.23)

n' n

Wir wollen nun den Eigenwert ] und die Eigenfunktion ¥} von H berechnen, die
sich durch die Stérung aus EY und W0 ergibt.
In 1-ter Ordnung in A wird aus (25.6):

(Ho — Ep) W," = (B," — Hy) ¥, (25.24)

Wir verfahren wie zuvor, multiplizieren mit \I/;‘LO’TI und integrieren. Wir erhalten:
BV 6, = (\ygr’,m\ygr) (25.25)
Gehen wir von einer beliebigen Wahl der Eigenfunktionen aus, so wird die Gleichung

(25.25) nicht notig sein. Dies war aus physikalischer Sicht auch zu erwarten. Wenn H;
die Entartung aufhebt, dann wird das gestérte System sich in einem ganz bestimmten
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Zustand befinden - die Natur braucht ja keine Storungsrechnung, um diesen Zustand
zu finden. Schalten wir dann die Stérung ab (A — 0), dann werden wir auch bei einem
ganz bestimmten Zustand ankommen. Diesen miissen wir nun auch wihlen, um mit der
Potenzreihenentwicklung in A Erfolg zu haben.

Die Gleichung (25.25) kénnen wir also zuniichst als Bedingungsgleichung fiir die
Wahl der Funktionen WO" auffassen. Wir zeigen zunichst, daB es solche Funktionen
immer gibt. Wir beginnen mit einer beliebigen Basis der entarteten Eigenfunktionen
U2 und berechnen:

(\ygt’,H,ngt) = Wt (25.26)
Wht' ist eine N mal N Matrix, wir zeigen,dafl sie hermitisch ist:
Wit = (\ygt’,H,\pgt) - (\Ifgt,HI\Ifgt’) = Wt (25.27)

weil H; hermitisch ist.
Eine endlichdimensionale hermitische Matrix kann man immer diagonalisieren:

CTWC =D (25.28)
wo D diagonal ist. In Komponenten:
s WEC,, = 6,y WD) (25.29)
Dies entspricht aber genau der Basiswahl:

o = gltc,, (25.30)

(n)
In dieser Basis ist somit die Gleichung (25.25) richtig, und wir haben E!" berechnet:
EY =W = (T0", Hyv") (25.31)

Bei der Berechnung von W)" nach U?" bemerken wir, da die Beitréige von ¥9" an W)"
durch die Gleichung (25.24) nicht bestimmt sind. Wir forcieren sie durch die Normierung:

(\I/?;",\I/;) = (25.32)
Gleichbedeutend in der 1-ten Ordnung Stérungsrechnung mit:

(m?f’, \1/,1/") =0 (25.33)
Die Beitrige mit [ # [ zur Entwicklung von ™" berechnen wir analog zum nichtentar-
teten Fall. Wir erhalten:
(), o)

@O 925.34
EQ — E) : (25.34)

U= )

[#n;r!
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Analog verfahren wir in der nichsten Ordnung. Es ergibt sich keine neue Bedingung
fiir die Wahl der Funktionen 9", da immer nur Matrixelemente von H auftreten, die
schon diagonalisiert sind.
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26 Wechselwirkung des Schrodingerfeldes mit dem elek-
tromagnetischen Feld - Eichfeldtheorie

Das elektromagnetische Feld wird durch das elektrische Feld E und das magnetische Feld
H beschrieben, diese lassen sich durch ein skalares und ein Vektorpotential ausdriicken:
10

E= -Vd--2A
v c Ot

H=VxA (26.1)

Der Zusammenhang zwischen den Feldstirken und dem Potential ist nicht eindeutig.
Addiert man zu A den Gradienten eines Skalarfeldes und zu ® dessen Zeitableitung, so
dndert sich E und H nicht:

A'=A+VA ,H=H
10
»=d--—A,E'=E 26.2
Dies nennt man eine Eichtransformation.
Wir gehen nun von der freien Schréodingergleichung aus:
h? 0

——— AV =3h—T 26.
o zhat (26.3)

und stellen fest, daf} diese Gleichung kovariant unter einer Phasentransformation ist.
' (x,t) = e MI(x, 1) (26.4)

Eine Eichfeldtheorie wird nun so konstruiert, dafl diese Kovarianz auch fiir orts- und
zeitabhingige Phasen gilt. .
' (x,t) = 90 @ (x, 1) (26.5)

Die Konstante g ist zunéchst frei wihlbar. Die Gleichung (26.3) besitzt natiirlich keine
solche Kovarianzeigenschaft, sie mufl abgeindert werden, um dem Prinzip der Eichinva-
rianz zu geniigen. Dies geschieht mit Hilfe von kovarianten Ableitungen. Wir berechnen
zunichst VU’

V' = igVAeIh 4 9T T (26.6)

und erinnern uns daran, daff ein Term VA auch im Transformationsverhalten (26.2)
des Vektorpotentials auftritt. Addieren wir einen Term AW zur Ableitung in (26.6), so
erhalten wir eine kovariante Ableitung.

(V —igA’) ¥’ = e (V —igA) ¥ (26.7)
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Wir haben also eine kovariante Ableitung konstruiert:
D=V —igA (26.8)

In gleicher Weise erhalten wir eine kovariante Zeitableitung:
DV = | = +1i9cP | ¥
1gc
t o g

0 g ~ 0
— +iZ20 | U =N [ = +iged | T 26.9
<8t+zc > e (at—i-zgc > (26.9)
Ersetzen wir in der freien Schrédingergleichung die Ableitungen durch kovariante Ab-
leitungen, so erhalten wir eine eichkovariante Gleichung.

2
—h—DD\I/ = DU (26.10)
2m

Wir behaupten, daf die Gleichung (26.10) die Wechselwirkung des Schriodingerfeldes W
und der elektromagnetischne Felder richtig beschreibt.
Um dies zu zeigen, gehen wir zunéchst von der Wechselwirkung mit einem elektro-
statischen Feld aus:
A=0,E=-Vo (26.11)

Dann wird die Gleichung (26.10) zu:

Ay g genow —inlw (26.12)
2m g ot '

Das Coulombpotential einer Ladung e, ist durch
o="2 (26.13)

gegeben. Vergleichen wir dies mit der potentiellen Energie in (1.7), so erhalten wir
Ubereinstimmung, wenn wir g wie folgt wéhlen:
€e
= — 26.14
9= 7 (26.14)

wobei e, die Ladung des Elektrons ist (e, = —e, = —ep)

Die Konstante g, die wir in (26.5) zunéichst willkiirlich eingefiihrt haben, hingt somit
von der Ladung e des Teilchens ab, das durch die Wellenfunktion beschrieben wird. Dies
gilt dann auch fiir das Transformationsverhalten der Wellenfunktion:

U('z,t) = A0 W (x, 1) (26.15)
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Fiir neutrale Teilchen ist demnach e = 0, die Wellenfunktion transformiert sich nicht.
Nun ist auch die Stirke der Ankopplung des magnetischen Feldes an die Wellenfunk-
tion bestimmt.

ie
DU = ——A U 26.1
(V e ) (26.16)

Multiplizieren wir dies mit —i% und bezeichnen —iAD als verallgemeinerten Impuls, so
erhalten wir die bekannte Bezeichnung

m=P-°A (26.17)
c
Die Schrodingergleichung (26.10), die die Ankopplung eines elektromagnetischen Feldes
an ein Teilchen mit Ladung e beschreibt, erhilt die Form:

2 . 2
A+ i ave 4 P gAY
2m mc 2mece 2

3 AAVY +edV = ih%\ll (26.18)
In der Coulombrechnung gilt VA = 0, damit verschwindet dieser Term in der Gleichung
(26.18).

Um die Ankopplung des magnetischen Feldes an das Schrodingerfeld zu verdeutli-
chen, betrachten wir die Gleichung (26.18) fiir ein konstantes magnetisches Feld H. Das
dazugehorige Vektorpotential in der Coulombeichung ist:

A= %H X X (26.19)

Davon iiberzeugt man sich leicht durch Einsetzen in (26.1).
Damit erhalten wir aus (26.18) den Wechselwirkungsterm:

h
i AV = L Hxx) VU = i H(xx V) = ———H-LU  (26.20)
mc mc 2mc 2mc

Das magnetische Feld koppelt demnach an den Bahndrehimpuls, die Kopplungsdichte
ist durch die Ladung, und diese durch die Masse des Teilchens bestimmt. Die Gréfie Lec|h

2me
bezeichnet man als Bohrsches Magneton (Niels Bohr, Dédnemark 1885-1962).
h
= Ll o 907 192019 (26.21)
mc
Die bewegte Ladung des Elektrons fithrt demnach zu einem magnetischen Moment
M = 1B (26.22)
h
und entsprechend zu einem Beitrag in der Energie:
Ey=H-M="g.L (26.23)

h

104



Der Beitrag zur Wechselwirkung %AA in (26.18) kann fiir schwache magnetische
Felder zunéichst vernachlssigt werden. Demnach liefert der Wechselwirkungshamilton-
operator (26.23) fiir ein H-Atom in einem schwachen konstanten magnetischen Feld
den wesentlichen Beitrag zur Energieaufspaltung. Dies ist in Ubereinstimmung mit den

experimentellen Daten, die demnach unser Eichprinzip bestitigen.
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