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Streutheorie

Unser Wissen �uber den Aufbau der Materie beruht zum gr�o�ten Teil auf Ergebnis-

sen von Streuexperimenten. Hier wollen wir nun Streutheorie im Rahmen der Quanten-

mehanik betrahten.

Den Experimenten gemeinsam ist das Vorhandensein einer Quelle f�ur einen Teilhen-

strahl, der dann an einem Streuzentrum gestreut wird. Mit Hilfe von Detektoren werden

shlie�lih die in vershiedene Rihtungen gestreuten Teilhen gemessen.

Shematish sieht dies so aus:

Quelle

Detektor

Streuzentrum

θ : Streuwinkel

Dabei denken wir uns die Quelle ins Unendlihe vershoben und den einlaufenden

Strahl als ebene Welle. Auh die Detektoren seien ins Unendlihe vershoben, und die

auslaufende Welle stellen wir uns als Kugelwelle vor. Dies ergibt ein statishes Bild einer

homogen einlaufenden Welle und ebenfalls einer statishen auslaufenden Kugelwelle.

Daher sheint die Behandlung dieses Systems mit der station�aren Shr�odingergleihung

sinnvoll.

1 Station�are Streutheorie

Die zeitabh�angige Shr�odingergleihung wird bei zeitunabh�angigem Potential durh Sep-

aration der Zeit zur zeitunabh�angigen oder station�aren Wellengleihung.

Shr�odingergleihung:

i~
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�t

	(x; t) = H	(x; t) (1.1)
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Separation der Zeit:

	(x; t) = e

�

i

~

Et

 (x) (1.2)

Station�are Shr�odingergleihung f�ur Hamiltonoperatoren, die niht von der Zeit ab-

h�angen:

H = E  (1.3)

Wir nehmen an, da� sih der Hamiltonoperator aus dem kinetishen Teil und einem

zeitunabh�angigen Potential zusammensetzt, wobei der Einfahheit halber zun�ahst auh

angenommen wird, da� das Potential bei gro�en Abst�anden (r > R) vershwindet.

H = �i~

2

�

2m

+ V (x); V (x) = 0 f�ur r = jxj =

p

x�x > R: (1.4)

Dies entspriht reht gut realistishen physikalishen Systemen.

Die einlaufende Welle kommt aus einer Quelle, die au�erhalb der Reihweite des

Potentials liegt. Sie wird demnah durh eine L�osung der freien Shr�odingergleihung

beshrieben.
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ein

= E  

ein

(1.5)

Wir nehmen an, da� die Quelle eine ebenen Welle pr�apariert:

 

ein

= Ae

ik�x

(1.6)

Aus (1.5) folgt:

E =

~

2

k

2

2m

(1.7)

wobei ~k den Impuls der Welle darstellt.

Aus der Interpretation der Quantenmehanik wissen wir, da�

� = 	

�

	 = A

�

A (1.8)

die Wahrsheinlihkeitsdihte ist, ein Teilhen an dem jeweiligen Ort vorzu�nden. Diese

Teilhendihte ist die Zahl der Teilhen per Volumeneinheit. A hat demnah die Dimen-

sion [l

�3=2

℄.

Den Teilhenstrom, d.h. die Zahl der pro Zeit und Fl�aheneinheit einlaufenden

Teilhen, erhalten wir aus der Wahrsheinlihkeitsstromdihte:
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�

A (1.9)

wobei v =

p

m

die Geshwindigkeit der einlaufenden Teilhen ist. Die Zahl n der pro

Zeit und Fl�aheneinheit durh eine zur Geshwindigkeit senkrehten Fl�ahe einlaufenden

Teilhen ergibt sih zu n = vA

�

A und hat die Dimension [l

�2

t

�1

℄. Die Teilhendihte A

�

A

und der Impuls ~k sind die harakteristishen Gr�o�en f�ur den von der Quelle erzeugten

Teilhenstrom.
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Die Detektoren stehen au�erhalb der Reihweite des Potentials. F�ur die auslaufende

Kugelwelle ist wiederum die freie Shr�odingergleihung zust�andig.

Die Zahl der in einen Winkelbereih d
 gestreuten Teilhen dN wird proportional

zur Fl�ahe r

2

d
 sein. Um einen konstanten Teilhenu� in einen solhen Bereih zu

erhalten, m�ussen wir annehmen, da� die Wellenfunktion wie

1

r

abf�allt. Wir suhen also

eine L�osung der Gleihung (1.5) mit diesen Randbedingungen bei gro�em Radius r.

In Kugelkoordinaten:

�

~

2

2m
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�
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+
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r
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�r
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 �

1

2m

1

r

2

L

2

 = E  (1.10)

Die f�ur r !1 f�uhrenden Terme gen�ugen der sih aus (1.10) f�ur  =

1

r

� ergebenden

Gleihung:

�

~

2m

�

2

�r

2

� = E � (1.11)

mit der L�osung:

� = f(�; ')e

ikr

; E =

~

2

k

2

2m

(1.12)

Den Termmit e

�ikr

haben wir weggelassen, da er eine einlaufende Kugelwelle darstellt.

Dies folgt aus dem Wahrsheinlihkeitsstromvektor (1.9).

Das Fl�ahenelement senkreht zum Radius hat die Rihtung

x

r

. Die Zahl der pro

Zeit und Winkeleinheit auslaufenden Teilhen ist demnah gegeben durh

dN = �

i~

2m
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 (1.13)
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d


= A

�

Av jf(�; ')j

2

d


Dies ergibt sih durh Einsetzen von (1.12) f�uer den bei r!1) noh beitragenden

Term. Da dN die Dimension [t

�1

℄ haben mu� (Winkel sind dimensionslos), ergibt sih

die Dimension von jf(�; ')j

2

zu [l

2

℄.

Unser Streuproblem legt es also nahe, eine L�osung der Shr�odingergleihung (1.3) zu

suhen, die sih asymptotish (f�ur r !1) verh�alt wie:

 = A

n

e

ikz

+

1

r

f(�; ')e

ikr

o

f�ur r !1 (1.14)

Die einlaufende Welle wurde in die z-Rihtung gelegt. Zu bemerken ist, da� der erste

Term, die einlaufende ebene Welle, auh einen Anteil f�ur die in die Vorw�artsrihtung

auslaufende, ungestreute Welle enth�alt. Ein entsprehender Anteil im zweiten Term, der

auslaufenden Kugelwelle, mu� daf�ur sorgen, da� bei elastisher Streuung die Gesamt-

teilhenzahl erhalten bleibt.
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Gemessen wirdmit der besprohenen Versuhsanordnung der di�erentielleWirkungs-

quershnitt d�, de�niert als:

d� =

dN

n

= jf(�; ')j

2

d
 (1.15)

Er hat demnah die Dimension einer Fl�ahe und ist durh das Absolutquadrat der

Streuamplitude f(�; ') gegeben. Der Wirkungsquershnitt h�angt von der Energie der

einlaufenden Teilhen und dem Potential ab, niht jedoh von der speziellen Teilhen-

zahldihte.

Integrieren wir �uber den gesamten Raumwinkel, so erhalten wir den totalen Wirkungs-

quershnitt:

� =

Z

d� =

Z

jf(�; ')j

2

d
: (1.16)

Zur Berehnung des Wirkungsquershnitts haben wir die Shr�odingergleihung (1.3)

mit den Randbedingungen (1.14) zu l�osen, genauso wie f�ur die Berehnung der gebun-

denen Zust�ande die Shr�odingergleihung mit den Randbedingungen  ! 0 f�ur r !1

zu l�osen ist.

Da wir f�ur die auslaufende Welle eine Kugelwelle angesetzt haben, ist es naheliegend,

die Shr�odingergleihung (1.3) auh in Kugelkoordinaten zu l�osen.

2 Elastishe Streuung, Partialwellenzerlegung

Um das einfahere Problem zuerst zu betrahten, nehmen wir an, da� das Potential

radialsymmetrish ist, legen die Einfallsrihtung in die z-Ahse und entwikeln nah

Legendrefunktionen.

Zur Erinnerung:

P

l

(1) = 1;

�

Z

0

P

l

(os �)P

l

0

(os �) sin � d� =

2

2l + 1

Æ

l

0

l

(2.1)

Die ebene Welle hat folgende Zerlegung:

e

ikr os �

=

1

X

l=0

(2l + 1)i

l

j

l

(kr)P

l

(os �) (2.2)

Die sph�arishe Besselfunktion j

e

(kr) hat dabei f�ur r ! 1 folgendes asymptotishe

Verhalten:

j

l

(kr)!

1

kr

sin(kr �

1

2

l�) (2.3)

Dies ist im Einklang mit der allgemeinen Form der L�osungen der Gleihung (1.11),

die die asymptotishe Form der Wellenfunktion bestimmt. Dabei kann man zuerst die

Wellenfunktion nah Drehimpulseigenfunktionen (Kugel�ahenfunktionen) entwikeln
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und erh�alt dann f�ur jedes l asymptotish eine Gleihung der Form (1.11). Die allgemeine

L�osung f�ur festes l kann geshrieben werden als:

�

l

= �

l

sin(kr �

1

2

l� + #

l

) (2.4)

wobei die Phase #

l

im Einklang mit (2.3) angesetzt wurde. Um auh mit (2.2) im

Einklang zu sein, shreiben wir die asymptotishe Form der allgemeinen L�osung der

Shr�odingergleihung wie folgt:

 =

1

X

l=0

(2l + 1)i

l

a

l

1

kr

sin(kr �

1

2

l� + #

l

)P

l

(os �) (2.5)

Die Konstanten a

l

sind die Amplituden der Partialwellen, #

l

nennt man partielle

Streuphasen. Allgemein k�onnten die Streuphasen komplexe Zahlen sein. Wir werden

gleih zeigen, da� sie bei einer elastishen Streuung reell sein m�ussen.

Wir vergleihen (2.5) mit (1.14), da ja die allgemeine L�osung (2.5) unserem Stre-

uproblem angepa�t werden mu�:

 =

1

X

l=0

(2l + 1)i

l

a

l

1

kr

sin(kr �

1

2

l� + #

l

)P

l

(os �) (2.6)

= A

n

1

X

l=0

(2l + 1)i

l

1

kr

sin(kr �

1

2

l�)P

l

(os �) +

1

r

f(�)e

ikr

o

Wegen der Rotationssymmetrie h�angt f nur vom Polarwinkel � ab.

Als n�ahstes vergleihen wir die beiden Seiten dieser Gleihung f�ur die e

�ikr

und e

ikr

Anteile.

F�ur e

�ikr

folgt:

Ae

+i#

l

= a

l

(2.7)

und f�ur e

ikr

:

f(�) =

1

2ik

1

X

l=0

(2l + 1)(e

2i#

l

� 1)P

l

(os �) (2.8)

Die Bedeutung der Streuphasen ist hier klar ersihtlih. Vershwinden die Stre-

uphasen, so bleibt die Welle eine ebene Welle, und es �ndet keine Streuung statt. Die

Kenntnis aller Streuphasen ist gleihbedeutend mit der Kenntnis der Streuamplitude.

Wir zeigen nun, da� bei einer elastishen Streuung die Streuphasen reell sein m�ussen.

Wir shreiben nohmals die Gesamtwellenfunktion, die sih aus einlaufender und aus-

laufender Welle zusammensetzt gem�a� (2.5) und (2.7):

 = A

1

X

l=0

(2l + 1)i

l

e

i#

l

1

kr

sin(kr �

1

2

l� + #

l

)P

l

(os �) (2.9)

Bei einer elastishen Streuung m�ussen bei gleih bleibender Energie durh eine ge-

shlossene Kugel�ahe gleih viele Teilhen ein- wie auslaufen. Der gesamte Flu�, in-

tegriert �uber eine Kugel�ahe, mu� demnah Null ergeben. Setzen wir (2.9), also die
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gesamte Wellenfunktion von  , in der ersten Zeile von (1.13) ein, integrieren �uber den

gesamten Raumwinkel und ber�uksihtigen die Orthogonalit�atsrelation (2.1), so erhalten

wir asymptotish (r !1):

sin(kr �

1

2

l� + #

�

l

) os(kr �

1

2

l� + #

l

)

� os(kr �

1

2

l� + #

�

l

) sin(kr �

1

2

l� + #

l

) = 0 (2.10)

oder, gleihbedeutend:

tan(kr �

1

2

l� + #

�

l

) = tan(kr �

1

2

l� + #

l

) (2.11)

Diese Gleihung ist nur f�ur reelle Streuphasen (#

�

l

= #

l

) erf�ullbar.

Um den gesamten Wirkungsquershnitt zu berehnen, verwenden wir (2.1):

� = 2�

�

Z

0

jf(�)j

2

sin �d� (2.12)

=

4�

k

2

1

X

l=0

(2l + 1) sin

2

#

l

Der Beitrag jeder Partialwelle zum totalen Wirkungsquershnitt ist demnah durh

4�

k

2

(2l + 1) beshr�ankt.

Wir erwarten, da� der totale Wirkungsquershnitt durh die Amplitude in der Vor-

w�artsrihtung bestimmt ist, da ja Teilhenzahlerhaltung gilt und alle gestreuten Teilhen

von der einlaufenden ebenen Welle herkommen. Wir erhalten:

f(0) =

1

X

l=0

1

k

(2l + 1)e

i#

l

sin#

l

(2.13)

f(0)� f

�

(0) =

2i

k

1

X

l=0

(2l + 1) sin

2

#

l

Vergleihen wir dies mit (2.12), so erhalten wir das "optishe Theorem":

� =

4�

k

Imf(0) (2.14)

Es ist eine der wenigen Formeln, in der die Amplitude linear in einer physikalish

messbaren Gr�o�e - wie hier im totalen Wirkungsquershnitt - auftritt. Es handelt

sih dabei um eine Interferenz der beiden Anteile von (1.14), der einlaufenden und

der gestreuten Welle.

Bisher haben wir uns nur mit der asymptotishen Form der Wellenfunktion auseinan-

dergesetzt und haben noh keinerlei Shritte unternommen, um bei nihtvershwinden-

dem Potential die Shr�odingergleihung wirklih zu l�osen. Dies ist die eigentlih shwierige

Aufgabe in unserer Behandlung der Streutheorie und kann nur f�ur wenige Potentiale

wirklih geshlossen durhgef�uhrt werden. F�ur die meisten F�alle sind wir auf N�aherungs-

verfahren angewiesen. Dem gebr�auhlihsten dieser Verfahren, der St�orungstheorie,

wollen wir uns jetzt zuwenden.

7



3 Greenshe Funktionen und St�orungstheorie

Anders als bei der Berehnung der Energieeigenfunktionen ist beim Streuproblem der

Energieeigenwert vorgegeben. Die Quelle liefert einen Strahl mit fester Energie, die sih,

da wir ja eine elastishe Streuung behandeln, niht �andert. Wir m�ussen demnah die

Gleihung

�

�

~

2

2m

�+ V

�

 = E (3.1)

bei vorgegebenem E und mit den Randbedingungen (1.14) l�osen. Mit U =

2m

~

2

V und

E =

~

2

2m

k

2

wird aus (3.1):

(� + k

2

) = U (3.2)

Hier bietet sih nun die Methode der Greenshen Funktionen zur L�osung dieser Glei-

hung an.

Die Greenshe Funktion ist de�niert als L�osung der Gleihung:

(� + k

2

)G

0

(x) = Æ(x) (3.3)

Eine L�osung dieser inhomogenen Gleihung ist nat�urlih nur bis auf eine L�osung der

homogenen Gleihung festgelegt. Dies gibt uns die M�oglihkeit, die L�osungen vorgegebe-

nen Randbedingungen anzupassen. Haben wir eine L�osung von (3.3), so k�onnen wir die

Di�erentialgleihung (3.2) in eine Integralgleihung umshreiben:

 (x) =  

0

(x) +

Z

d

3

x

0

G

0

(x� x

0

)U(x

0

) (x

0

) (3.4)

wobei  

0

eine L�osung der homogenen Gleihung und G

0

die freie Greenshe Funktion

ist. Diese Form der Gleihung bietet sih nun f�ur eine St�orungsrehnung an, in der wir

nah Potenzen des Potentials entwikeln - wir stellen uns das Potential multipliziert mit

einem \kleinen" Parameter vor und entwikeln nah diesem Parameter. Ohne Potential

ist die L�osung  

0

. Setzen wir nun  

0

in die rehte Seite f�ur  ein, so erhalten wir die

erste Korrektur zur ungest�orten L�osung. Durh Iteration ho�en wir eine L�osung der

Gleihung anzun�ahern. Es sei  

n

die n-te N�aherung, dann liefert unsere Methode:

 

n+1

=  

0

+

Z

G

0

U 

n

: (3.5)

Die Konvergenz dieses Verfahrens wird weitgehend vom tats�ahlihen Potential abh�an-

gen und kann demnah niht mit allgemeinen

�

Uberlegungen gezeigt oder widerlegt wer-

den.

Wir bem�uhen uns nun um die L�osung der Gleihung (3.3). Fourierentwiklung liegt

nahe:

G(x) =

1

(2�)

3=2

Z

d

3

q

e

G

0

(q)e

iq�x

(3.6)

Aus (3.3) folgt f�ur G:

G(x) =

1

(2�)

3

Z

d

3

q

e

iq�x

�q

2

+ k

2

(3.7)
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Wir berehnen dieses Integral. Mit � bezeihnen wir den Winkel zwishen q und x

und integrieren zun�ahst �uber den Winkel:

G

0

(x) =

1

(2�)

2

1

Z

0

dq

�

Z

0

d�

e

iqr os �

�q

2

+ k

2

q

2

sin � (3.8)

G(x) =

1

(2�)

2

1

ir

1

Z

0

dq q

e

iqr

� e

�iqr

k

2

� q

2

(3.9)

=

1

(2�)

2

1

ir

1

Z

�1

dq q

e

iqr

k

2

� q

2

Wir sehen, da� der Integrand bei q

2

= k

2

eine Singularit�at besitzt. Dies entspriht

genau den L�osungen der homogenen Gleihung, und deren Beitr�age k�onnen durh den

Integrationsweg um die Singularit�aten festgelegt werden, wenn wir mit der Integration

in die komplexe q Ebene ausweihen:

Re q

Im q

q=-k

q=+k

Hier haben wir einen m�oglihen Integrationsweg angegeben. Die entsprehende

L�osung bezeihnen wir mit G

+

0

und meinen damit, da� wir die rehte Singularit�at im

positiven Sinn und die linke im negativen Sinn umlaufen. Im Unendlihen k�onnen wir

den Integrationsweg, wie angedeutet, shlie�en, da r positiv ist und demnah der Inte-

grand von (3.9) bei positivem Imagin�arteil von q exponentiell abf�allt.

Das Integral kann nun mit Hilfe des Residuensatzes ausgewertet werden. Wir erhal-

ten

G

+

0

= �

1

4�

1

r

e

ikr

: (3.10)

F�ur k = 0 erkennen wir das Coulombpotential wieder, mit dessen Hilfe die Poisson-

she Gleihung integriert werden kann.

1

(2�)

3=2

Z

d

3

q

e

iq�x

q

2

+ k

2

=

r

�

2

1

r

e

�kr

(3.11)

1

(2�)

3=2

Z

d

3

x e

�iq�x

1

r

e

�kr

=

r

2

�

1

q

2

+ k

2

:
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Hier beahten wir, da� die Greenshe Funktion (3.10) genau der asymptotishen

Bedingung unserer Kugelwelle in (1.14) entspriht. Die Integralgleihung (3.4) kann

demnah auh verwendet werden, um aus einer bekannten L�osung der Shr�odingerglei-

hung die Streuamplitude zu berehnen. Dazu setzen wir (3.10) in (3.4) ein und lassen

r gegen unendlih gehen.

jx� x

0

j =

q

x

2

� 2x � x

0

+ x

0

2

(3.12)

= r �

x

r

� x

0

+O(

1

r

)

Der Einheitsvektor

x

r

vershwindet niht f�ur r !1.

Wir erhalten

 

r!1

�! e

ik�x

�

1

4�

1

r

e

ikr

Z

d

3

x

0

e

�ik

x

r

�x

0

U(x

0

) (x

0

) (3.13)

Wir f�uhren nun den Vektor

^

k ein:

^

k

i

= k

x

i

r

(3.14)

Dies ist ein Vektor vom Betrag k und der Rihtung des Vektors x, welhe durh die

Winkel � und ' harakterisiert ist. Der Vektor

^

k h�angt demnah nur noh von diesen

Winkeln und niht von r ab. Ein Vergleih mit (1.14) zeigt:

f(�; ') = �

m

2�~

2

Z

d

3

x

0

e

�i

^

k�x

0

V (x

0

) (x

0

) (3.15)

Setzen wir nun f�ur  die L�osung der freien Gleihung  

0

= e

ik�x

ein, so erhal-

ten wir die Streuamplitude in der ersten Ordnung St�orungstheorie, in der sogenannten

Bornshen N�aherung:

f(�; ') = �

m

2�~

2

Z

d

3

x

0

e

i(k�

^

k)�x

0

V (x

0

) (3.16)

Hier ist ~k der Impuls der einlaufenden Welle und

^

k ein Vektor in die durh � und

' festgelegte Rihtung mit Betrag k.

Die Streuamplitude in der Bornshen N�aherung ist demnah durh die Fouriertrans-

formation des Potentials gegeben.

4 Coulomb Streuung

Das Coulomb Potential kann asymptotish siher niht vernahl�assigt werden. Eine be-

w�ahrte Methode in der Physik ist, nun einen \uto�" einzuf�uhren, d.h. in unserem

Fall das Potential bei gro�en Abst�anden so zu �andern, da� es unseren Voraussetzungen

einigerma�en entspriht. Diese

�

Anderung soll von einem Parameter so abh�angen, da�

unser urspr�unglihes Potential im Grenzfall realisiert wird.
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Wir w�ahlen ein Yukawa Potential.

V (x) = �

e

��r

r

(4.1)

Dieses Potential f�allt f�ur r!1 hinreihend shnell ab, so da� wir annehmen k�onnen,

da� unsere Methoden zur Berehnung des Wirkungsquershnitts anwendbar sind. Am

Ende der Rehnung lassen wir dann �! 0 gehen und ho�en, ein vern�unftiges Ergebnis

zu erhalten.

Das Yukawa Potential ist aber auh f�ur sih genommen interessant. Es entspriht

aber auh dem Potential eines Austaushteilhens mit Masse �.

Es beshreibt z.B. ganz gut ein abgeshirmtes Coulombpotential in einem wassersto�-

�ahnlihen Atom.

Wir lernen zun�ahst, dieses Potential Fourier zu transformieren. Dabei f�allt die

�

Ahnlihkeit von (4.1) mit mit (3.10) auf. Betrahten wir (3.10) bei rein imagin�arem k

und positivem Imagin�arteil k = iK, K � 0, dann entsprehen sih (3.10) und (4.1).

Eine Vershiebung der Singularit�at im Integral (3.9) auf die positive imagin�are Ahse

entspriht demnah der Fouriertransformation des Yukawa Potentials:

1

(2�)

3=2

Z

d

3

q

e

iq�x

q

2

+ k

2

=

r

�

2

1

r

e

�kr

(4.2)

1

(2�)

3=2

Z

d

3

x e

�iq�x

1

r

e

�kr

=

r

2

�

1

q

2

+ k

2

:

Hier beahten wir, da� die Greenshe Funktion (3.10) genau der asymptotishen

Bedingung unserer Kugelwelle in (1.14) entspriht. Die Integralgleihung (3.4) kann

demnah auh verwendet werden, um aus einer bekannten L�osung der Shr�odingerglei-

hung die Streuamplitude zu berehnen. Dazu setzen wir (3.10) in (3.4) ein und lassen

r gegen unendlih gehen.

jx� x

0

j =

q

x

2

� 2x � x

0

+ x

0

2

(4.3)

= r �

x

r

� x

0

+O(

1

r

)

Der Einheitsvektor

x

r

vershwindet niht f�ur r !1.

Wir erhalten

 

r!1

�! e

ik�x

�

1

4�

1

r

e

ikr

Z

d

3

x

0

e

�ik

x

r

�x

0

U(x

0

) (x

0

) (4.4)

Wir f�uhren nun den Vektor

^

k ein:

^

k

i

= k

x

i

r

(4.5)

Dies ist ein Vektor vom Betrag k und der Rihtung des Vektors x, welhe durh die

Winkel � und ' harakterisiert ist. Der Vektor

^

k h�angt demnah nur noh von diesen
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Winkeln und niht von r ab. Ein Vergleih mit (1.14) zeigt:

f(�; ') = �

m

2�~

2

Z

d

3

x

0

e

�i

^

k�x

0

V (x

0

) (x

0

) (4.6)

Setzen wir nun f�ur  die L�osung der freien Gleihung  

0

= e

ik�x

ein, so erhal-

ten wir die Streuamplitude in der ersten Ordnung St�orungstheorie, in der sogenannten

Bornshen N�aherung:

f(�; ') = �

m

2�~

2

Z

d

3

x

0

e

i(k�

^

k)�x

0

V (x

0

) (4.7)

Wir wollen das Problem der Streuung an einem Yukawa Potential st�orungstheoretish

behandeln. Entsprehend der Formel (4.7) m�ussen wir das Potential fouriertransformieren.

Dies haben wir soeben gelernt. Die Gleihung (4.2) ergibt demnah

f(�) = �

2�m

~

2

1

�

2

+ (k �

^

k)

2

(4.8)

und den partiellen Wirkungsquershnitt

d� =

�

2�m

~

2

�

2

1

�

�

2

+ (k �

^

k)

2

�

2

d
: (4.9)

Der Winkel zwishen der Einfallsrihtung des Strahls (z-Rihtung) und dem Strahl

zum Detektor (x-Rihtung) sei �. Damit ergibt sih:

(k �

^

k)

2

= 2k

2

(1� os �) =

�

2k sin

�

2

�

2

(4.10)

Ber�uksihtigen wir dies in (4.9), so erhalten wir:

d� =

�

2

�

4E

k

sin

2

�

2

+

~

2

2m

�

2

�

2

d
 (4.11)

Der Wirkungsquershnitt ist eine Funktion der Energie des einfallenden Teilhens

und des Streuwinkels. Lassen wir nun in (4.11) �! 0 gehen, so erhalten wir die Ruther-

fordshe Streuformel, wie wir sie aus der klassishen Physik kennen. Unser Vorgehen

hat demnah zu einem sinnvollen Ergebnis gef�uhrt. Auh eine exakte Behandlung der

quantenmehanishen Coulomb Streuung reproduziert dieses Ergebnis. Dies wollen wir

hier jedoh niht versuhen. Bemerkenswert ist auh, da� f�ur � = 0 keine explizite

Abh�angigkeit des Wirkungsquershnitts von ~ auftritt, obwohl er quantenmehanish

berehnet wurde.

Obwohl Rutherford seinen Experimenten die klassishe Streuformel zugrunde legte,

konnte er die rihtigen Shl�u�e ziehen, obwohl er ein atomares System untersuhte, f�ur

das, wie wir heute wissen, die Quantenmehanik zust�andig ist.
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5 L�osungen der radialen Wellengleihung

In diesemKapitel werden wir die L�osungen der freien radialenWellengleihung studieren.

Sie werden uns wihtige Hinweise f�ur die Streuamplituden, vor allem f�ur ihr Verhalten

bei niedrigen Energien, geben. Die Gleihung lautet:

�

~

2

2m

�

d

2

dr

2

+

2

r

d

dr

�

l(l + 1)

r

2

�

R

l

(r) = ER

l

(r): (5.1)

Wir de�nieren:

E =

~

2

k

2

2m

; � = kr: (5.2)

Gleihung (5.1) wird nun zu:

R

00

l

(�) +

2

�

R

0

l

(�)�

l(l + 1)

�

2

R

l

(�) +R

l

(�) = 0 (5.3)

Die k Abh�angigkeit der L�osung von (5.1) ist nur mehr in der De�nition von � er-

sihtlih. Zu beahten ist, da� es sih um eine k Abh�angigkeit der L�osung handelt,

obwohl die Gleihung selbst nur von k

2

abh�angt. Eine solhe k Abh�angigkeit sieht man

auh shon in der ebenen Welle (1.6) und den Randbedingungen (1.14).

Wir zeigen nun, da� wir die L�osung der Gleihung (5.3) f�ur l+1 auf die L�osung der

Gleihung f�ur l zur�ukf�uhren k�onnen. Dazu de�nieren wir neue Funktionen �

l

(�):

�

l

(�) = �

�l

R

l

(�) (5.4)

Sie gen�ugen in Folge von (5.3) der Gleihung:

�

00

l

+

2(l + 1)

�

�

0

l

+ �

l

= 0 (5.5)

Die neue Funktion u

l

:

u

l

=

1

�

d

d�

�

l

(5.6)

gen�ugt der Gleihung:

u

00

l

+

2(l + 2)

�

u

0

l

+ u

l

= 0 (5.7)

wie man durh Nahrehnen leiht zeigen kann. Wir haben somit eine L�osung von (5.5)

f�ur l + 1 gefunden.

�

l+1

=

1

�

d

d�

�

l

(5.8)

Beginnen wir mit L�osungen f�ur l = 0, so k�onnen wir die L�osungen von (5.5) durh

Di�erenzieren erhalten. F�ur l = 0 lautet die Gleihung:

�

00

0

+

2

�

�

0

0

+ �

0

= 0 (5.9)
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Sie besitzt zwei linear unabh�angige L�osungen. Die allgemeine L�osung

�

0

= �

sin �

�

+ �

os �

�

(5.10)

kann durh Einsetzen in (5.9) veri�ziert werden. Die L�osungen von (5.1) f�ur beliebiges

l erhalten wir durh Iterieren von (5.8) und durh die Gleihung (5.4). Die folgenden

Bezeihnungen sind Standard:

Sph�arishe Besselfunktionen:

j

l

(�) = (��)

l

�

1

�

d

d�

�

l

sin�

�

(5.11)

Sph�arishe Neumannfunktionen:

n

l

(�) = �(��)

l

�

1

�

d

d�

�

l

os �

�

(5.12)

Das asymptotishe Verhalten f�ur � ! 1 ergibt sih unmittelbar aus (5.11) bzw.

(5.12):

�!1 : j

l

(�)!

1

�

sin

�

��

l�

2

�

; n

l

(�)! �

1

�

os

�

��

l�

2

�

(5.13)

Das Verhalten f�ur �! 0 ist gegeben durh:

�! 0 : j

l

(�)!

�

l

(2l + 1)!!

; n

l

(�)!

(2l � 1)!!

�

l+1

; (5.14)

wobei

[2l + 1℄!! = (2l + 1)(2l � 1) � � � 5 � 3 � 1: (5.15)

Die allgemeine asymptotishe Form der L�osungen der Shr�odingergleihung , die

niht vom Winkel ' abh�angen, haben wir in (2.5) angegeben. Die L�osung der freien

Shr�odingergleihung die asymptotish mit (2.5) �ubereinstimmt, ist demnah:

 =

1

X

l=0

(2l + 1)i

l

a

l

�

j

l

(kr) os #

l

� n

l

(kr) sin#

l

�

P

l

(os �) (5.16)

Dies ergibt sih aus (5.13).

Als erstes wenden wir uns nun dem Streuproblem zu, das durh die asymptotishen

Randbedingungen (1.14) de�niert ist. Aus (2.7) erhalten wir:

 = A

1

X

l=0

(2l + 1)i

l

e

i#

l

�

j

l

(kr) os #

l

� n

l

(kr) sin#

l

�

P

l

(os �) (5.17)

Die Wellenfunktion (5.17) geht f�ur �!1 in (2.5) �uber und gen�ugt demnah unseren

Randbedingungen f�ur das Streuproblem.
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In einem Bereih, in dem das Potential asymptotish gegen den r

�2

Term in (5.1) ver-

nahl�assigt werden kann (z.B. f�ur r > R bei endliher Reihweite) ist (5.17) die Wellen-

funktion f�ur das Streuproblem. Die Phasen #

l

, aus denen wir den Wirkungsquershnitt

berehnen, m�ussen durh Anshlu�bedingungen an die Wellenfunktion des Innenbere-

ihes berehnet werden. Ist z.B. �uberall V = 0, dann mu� (5.17) auh im \Innenbereih"

und vor allem f�ur � = 0 gelten. Da die Wellenfunktion dort keine Singularit�aten haben

darf, mu� gem�a� (5.14) der KoeÆzient der sph�arishen Neumannfunktion vershwinden,

also #

l

= 0 sein. Das Teilhen wird niht gestreut. Weitere Beispiele werden wir im

folgenden Kapitel betrahten.

Die radiale Wellenfunktion ist bis auf eine komplexe r-unabh�angige Konstante reell,

da die Streuphasen f�ur eine elastishe Streuung reell sind.

R

l

(kr) = (j

l

(kr) os#

l

� n

l

(kr) sin#

l

; )i

l

(2l + 1) (5.18)

Berehnen wir den gesamten Flu� dieser l-ten Kugelwelle durh eine Kugel�ahe, so

m�ussen wir (5.18) in (1.13) einsetzen. Der Flu� ist proportional zum Im(R

�

�

�r

R) und

vershwindet daher f�ur jede Partialwelle mit festem l.Die Interferenzterme mit unter-

shiedlihem l vershwinden mit der Integration �uber den Winkelbereih.

Wir wenden uns nun Bindungszust�anden in einem Potential zu, das f�ur r > R

vershwindet. Auh hier ist (5.16) die allgemeinste L�osung im Bereih r > R. F�ur einen

Bindungszustand mu� die Wellenfunktion im Unendlihen vershwinden. Die Variable

k ist nun niht auf reelle Werte beshr�ankt, da ja die Energie eines Bindungszustandes

negativ sein kann und damit gem�a� (5.2) k rein imagin�ar. Auh die Streuphasen werden

niht mehr reell sein. Es emp�ehlt sih demnah, die Wellenfunktion (5.16) in der

folgenden Form zu shreiben:

 =

1

X

l=0

(2l + 1)i

l

�

a

l

(k)j

l

(kr) + b

l

(k)n

l

(kr)

�

P

l

(os �) (5.19)

Wir ber�uksihtigen das asymptotishe Verhalten der Funktionen j

l

(kr) und n

l

(kr),

d.h. Gleihung (5.13), und erhalten aus (5.19)

 

r!1

�!

1

X

l=0

(2l+1)i

l

1

2ikr

n

e

i(kr�

l�

2

)

�

a

l

(k)�ib

l

(k)

�

�e

�i(kr�

l�

2

)

�

a

l

(k)+ib

l

(k)

�o

P

l

(os �):

(5.20)

F�ur rein imagin�ares k : k = iK erhalten wir als Bedingung f�ur einen gebundenen

Zustand mit Drehimpuls l

a

l

(k) = �ib

l

(k) f�ur K > 0

a

l

(k) = +ib

l

(k) f�ur K < 0: (5.21)

Diese Gleihungen k�onnen f�ur bestimmte Werte von K erf�ullt sein. Dann besitzt das

Potential bei der entsprehenden Energie einen Bindungszustand.
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W�ahlen wir K > 0, so erhalten wir aus(5.19) die Wellenfunktion eines gebundenen

Zustands, wenn wir f�ur jene l, f�ur die (5.21) niht erf�ullt ist, a und b Null setzen.

 

l

= (2l + 1)i

l

a

l

(k)

�

j

l

(kr) + in

l

(kr)

�

P

l

(os �) (5.22)

Die Kombination

h

(1)

l

(�) = j

l

(�) + in

l

(�) (5.23)

ist als erste Hankelfunktion bekannt. F�ur K < 0 tritt die zweite Hankelfunktion auf,

die man de�nieren kann als:

h

(2)

l

(�) = j

l

(�)� in

l

(�) (5.24)

Asymptotish verh�alt sih h

(1)

l

wie

h

(1)

l

� �

i

�

e

i(��

l�

2

)

: (5.25)

Am Ende wollen wir noh (5.16) verwenden, um (2.2) zu beweisen. Die ebene

Welle e

ikz

ist L�osung der Shr�odingergleihung, kann mithin auh in der Form (5.16)

geshrieben werden. Sie ist auh bei r = 0 niht singul�ar, die sph�arishen Neumann-

funktionen d�urfen niht auftreten, #

l

mu� daher Null sein. Wir erhalten

e

ikr os �

=

1

X

l=0

(2l + 1)i

l

a

l

j

l

(kr)P

l

(os �); (5.26)

wo noh die KoeÆzienten a

l

zu bestimmen sind. Wir verwenden (2.1) und erhalten:

i

l

a

l

j

l

(kr) =

1

2

�

Z

0

e

ikr os �

P

l

(os �) sin � d� (5.27)

Dies mu� f�ur alle r gelten, wir werden daher in eine Potenzreihe in r entwikeln und

den f�ur r!1 f�uhrenden Term vergleihen.

Dies ergibt sih aus (5.14).

a

l

(kr)

l

(2l + 1)!!

=

1

2

�

Z

0

(kr)

l

l!

(os �)

l

P

l

(os �) sin � d� (5.28)

Um zu zeigen, da� auh auf der rehten Seite die niedrigeren Potenzen vershwinden,

erinnern wir uns daran, da� z = r os � eine Komponente eines Vektors ist, also zu einer

l = 1 Darstellung des Drehimpulses geh�ort. z

n

hat demnah als gr�o�te Drehimpul-

skomponente l = n, das Integral (5.28) vershwindet demnah f�ur n < l wegen der

Orthogonalit�at der Kugelfunktionen.
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Um das Integral in (5.28) auszuwerten, erinnern wir uns an die De�nition von P

l

:

P

l

(t) =

1

2

l

l!

d

l

dt

l

(t

2

� 1)

l

(5.29)

Die h�ohste Potenz von t in P

l

(t) erhalten wir, wenn wir die eins in (5.29) ver-

nahl�a�igen

P

l

(t) =

1

2

l

1

(l!)

2

(2l)! t

l

+

l�1

X

n=0



n

t

n

: (5.30)

Wir erhalten demnah

1

2

l

1

(2!)

2

(2l)!(os �)

l

= P

l

(os �) +

l�1

X

n=0

�

n

P

n

(os �): (5.31)

Wir haben wieder verwendet, da� die h�ohste Drehimpulskomponente von t

n

l = n

ist. Mit Hilfe der Orthogonalit�atsrelation k�onnen wir nun (5.28) integrieren und erhalten

a

l

= 1. Somit haben wir die Formel (2.2) hergeleitet.

6 Harte Kugel und Potentialtopf

Die Ausf�uhrungen des letzten Kapitels erlauben es uns in beiden F�allen, harte Kugel

und Potentialtopf, die L�osungen auh im \Innenbereih", d.h. f�ur r < R, zu berehnen.

Zun�ahst die harte Kugel. Sie ist harakterisiert durh die Bedingung, da� die

Wellenfunktion f�ur r � R vershwindet, da das Potential dort als absto�end und un-

endlih gro� angenommen wird.

Es gilt demnah f�ur alle l:

R

l;<

(R) = 0; (6.1)

wobei R

<

die Wellenfunktion f�ur r � R sein soll.Die Stetigkeitsbedingung der Wellen-

funktion verlangt, da� dann auh R

l;>

(R) Null sein mu� wobei R

>

die Wellenfunktion

f�ur r � R ist. Die erste Ableitung der Wellenfunktion mu� hier niht stetig sein, da das

Potential bei r = R von Null auf Unendlih springt. Die erste Ableitung wird demnah

eine endlihe Sprungstelle bei r = R besitzen.

Aus (5.17) folgt:

j

l

(kR) os #

l

� n

l

(kR) sin#

l

= 0 (6.2)

oder

tan#

l

=

j

l

(kR)

n

l

(kR)

: (6.3)

In der Formel (2.8) f�ur die Streuamplitude geht die Streuphase in der Kombination

e

2i#

l

� 1 ein. Dies l�a�t sih leiht durh tan#

l

ausdr�uken

e

2i#

l

=

1 + i tan#

l

1� i tan#

l

e

2i#

l

� 1 =

2i tan#

l

1� i tan#

l

(6.4)
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Setzen wir dies in (2.8) ein, so erhalten wir f�ur die Streuamplitude:

f(�) =

i

k

1

X

l=0

(2l + 1)

j

l

(kR)

h

(1)

l

(kR)

P

l

(os �) (6.5)

Die erste Hankelfunktion h

(1)

l

(kR) wurde in (5.22) de�niert.

Die Winkelabh�angigkeit der Streuamplitude wird durh die Legendre Polynome be-

stimmt, w�ahrend die Energieabh�angigkeit im jeweiligen KoeÆzienten enthalten ist.

Wir k�onnen uns f�ur kleine Energien (k ! 0) interessieren und die f�uhrenden Terme

mit Hilfe von (5.14) berehnen. Wir erhalten:

j

l

(kr)

j

l

(kr) + in

l

(kr)

k!0

�!

(kr)

2l+1

[(2l + 1)!!℄

2

2l + 1

i

(6.6)

und somit f�ur die Streuamplitude

f(�)

k!0

�!

1

k

1

X

l=0

(2l + 1)

2

[(2l + 1)!!℄

2

(kR)

2l+1

P

l

(os �): (6.7)

F�ur ganz kleine Energien wird nur l = 0, d.h. die s-Wellenstreuung zum Wirkungs-

quershnitt beitragen:

f(�)

k!0

�! R (6.8)

Der totale Wirkungsquershnitt wird

�

k!0

�! 4�R

2

: (6.9)

Dies ist deshalb bemerkenswert, weil wir klassish gerade die Kreis�ahe �R

2

als

Wirkungsquershnitt erhalten. Die Teilhen, die im klassishen Sinne gestreut werden,

sind gerade die, welhe die Kugel auh tre�en. Quantenmehanish bei kleinen Energien

erhalten wir einen vierfahen Wert f�ur den totalen Wirkungsquershnitt.

Eine Absh�atzung bei hohen Energien (k !1), die jedoh viel aufwendiger ist und

hier niht vorgestellt werden sollte, liefert einen Wert f�ur den totalen Wirkungsquer-

shnitt von

�

k!1

�! 2�R

2

(6.10)

also immer noh einen um den Faktor 2 zu gro�en Wert. Dies ist auh verst�andlih.

Bei nihtvershwindendem totalen Wirkungsquershnitt kann auh die Amplitude in der

Vorw�artsrihtung niht vershwinden (optishes Theorem, (2.14)). Sie mu� demnah

einen Beitrag zum Wirkungsquershnitt liefern, ungleih der klassishen Betrahtung,

bei der die harte Kugel einen vollkommenen Shatten in die Vorw�artsrihtung wirft. Da-

her bezeihnet man dieses quantenmehanishe Ph�anomen auh als Shattenstreuung.

Wir wenden uns jetzt der Streuung am Potentialtopf zu. Der Potentialtopf ist

de�niert durh das Potential:

V (r) = �V

0

�(R� r) (6.11)
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Die radiale Wellengleihung beshreibt auh die Wellenfunktion im Innenbereih,

wenn wir E durh E + V

0

ersetzen. Die L�osung darf bei r = 0 keine Singularit�at

besitzen, es kommt demnah nur die sph�arishe Besselfunktion in Frage:

R

l;<

(r) = A

l

j

l

(qr) mit ~q =

p

2m(V

0

+E) (6.12)

Bei r = Rmu� nun sowohl die Wellenfunktion wie auh die erste Ableitung stetig sein

- das Potential maht einen endlihen Sprung bei r = R. Dies ergibt zwei Gleihungen,

die es uns erlauben, A und #

l

der Wellenfunktion (5.17) f�ur den Au�enbereih durh die

L�osung im Innenbereih festzulegen. Da A f�ur den Streuquershnitt keine Rolle spielt,

kombinieren wir die beiden Stetigkeitsbedingungen, so da� A herausf�allt. Dies gelingt,

wenn wir f�ur die logarithmishe Ableitung Stetigkeit verlangen:

d

dr

R

>

(r)

R

>

(r)

�

�

�

�

r=R

=

d

dr

R

<

(r)

R

<

(r)

�

�

�

�

r=R

= �

l

(6.13)

Hier haben wir �

l

als Abk�urzung f�ur die logarithmishe Ableitung der Wellenfunktion

im Innenbereih an der Stell r = R eingef�uhrt. F�ur den Potentialtopf gilt:

�

l

= q

j

0

l

(qR)

j

l

(qR)

(6.14)

Aus der Gleihung (5.17) folgt nun

k[j

0

l

(kR) os#

l

� n

0

l

(kR) sin#

l

℄

j

l

(kR) os#

l

� n

l

(kR) sin#

l

= �

l

: (6.15)

In diesen Gleihungen bedeutet n

0

l

und j

0

l

, da� nah dem Argument der Funktion

abgeleitet wird.

Der tan#

l

l�a�t sih nun leiht berehnen:

tan#

l

=

kj

0

l

(kR)� �

l

j

l

(kR)

kn

0

l

(kR)� �

l

n

l

(kR)

(6.16)

Verwenden wir (6.4), so ergibt sih:

e

2i#

l

� 1 =

�2

�

kj

0

l

(kR)� �

l

j

l

(kR)

�

kh

(1)

0

l

(kR)� �

l

h

(1)

l

(kR)

(6.17)

Die Streuphasen und damit die Streuamplitude sind demnah als Funktion der En-

ergie (E =

~

2

k

2

2m

) sowie der Parameter �

l

bekannt. Diese Parameter �

l

h�angen auh von

der Energie (~q =

p

2m(E + V

0

) ) sowie den Details des Potentials - in unserem Fall

Radius R und Tiefe V

0

- ab.

Der Nenner in (6.17) kann bei bestimmten Energien sehr klein werden, diesen Fall

nennen wir Resonanzstreuung, wir werden ihn im n�ahsten Kapitel n�aher betrahten.

Hier wollen wir zun�ahst zu kleinen Energien �ubergehen und die Entwiklungen

(5.14) verwenden.
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F�ur tan#

l

erhalten wir von (6.16) unter Verwendung von (5.14):

tan#

l

k!0

�!

(2l + 1)

�

(2l + 1)!!

�

2

(kR)

2l+1

l � �

l

(0)R

l + 1 + �

l

(0)R

(6.18)

Wir haben auh �

l

nah k entwikelt. �

l

(0) ist �

l

an der Stelle k = 0. Beim

Potentialtopf haben wir in (6.14) f�ur q =

1

~

p

2mV

0

zu setzen. Diese Formel zeigt, da�

im allgemeinen, d.h. solange der Nenner l+1+�

l

(0)R in (6.18) niht sehr klein ist, die

Hauptbeitr�age zur Streuphase von der s-Wellenstreuung (l = 0) herr�uhren. F�ur k ! 0

k�onnen wir dann tan#

0

sowie sin#

0

durh #

0

ersetzen.

Der di�erentielle Wirkungsquershnitt wird somit zu:

d� =

1

k

2

sin

2

#

0

= R

2

�

�

0

(0)R

1 + �

0

(0)R

�

2

(6.19)

Hier haben wir (2.8) und (6.18) verwendet.

Der totale Wirkungsquershnitt n�ahert sih somit zu

� = 4�R

2

�

�

0

(0)R

1 + �

0

(0)R

�

2

(6.20)

Wir haben hier den Potentialtopf behandelt. Alle Eigenshaften der Streuphase

ergeben sih aus der logarithmishen Ableitung der Wellenfunktion an der Stelle r = R.

Alle Formeln und Shlu�folgerungen bleiben somit rihtig, solange es das Potential

zul�a�t, an einer Stelle r = R logarithmishe Anshlu�bedingungen zu stellen. Bei Poten-

tialen mit endliher Reihweite wird dies immer der Fall sein. Die Energieabh�angigkeit

von �

l

h�angt nat�urlih vom jeweiligen Potential ab. Aber auh hier kann man f�ur eine

gro�e Klasse von Potentialen - dazu geh�oren alle mit endliher Reihweite - zeigen, da�

die ersten Korrekturen zu #

0

von der Ordnung k

2

sind. Die Formel (6.19) hat somit

auh allgemeine G�ultigkeit, und man shreibt sie in der Form

d�

k!0

�! a

2

0

+O(k

2

) (6.21)

und nennt a

0

die Streul�ange des Potentials.

F�ur die harte Kugel ergibt sih als Streul�ange a

0

= R (6.9) und f�ur den Potentialtopf

a

0

=

�

0

(0)R

2

1 + �

0

(0)R

; �

0

= �

1

R

�

1�

r

2mV

0

~

2

R ot

�

r

2mV

0

~

2

R

�

�

: (6.22)

Den Term n�ahster Ordnung in k

2

parametrisiert man wie folgt:

k ot Æ

0

= �

1

a

0

+

1

2

r

0

k

2

(6.23)

und nennt r

0

die e�ektive Reihweite des Potentials.

Die p-Welle (l = 1) wird auh in der Ordnung k

2

zum Wirkungsquershnitt beitra-

gen, es ist die Winkelabh�angigkeit, die diese beiden Beitr�age untersheidet.
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Wir wenden uns noh kurz den gebundenen Zust�anden im Potentialtopf zu. Gem�a�

den Ausf�uhrungen des vorhergehenden Kapitels, und speziell gem�a� der Wellenfunktion

(5.22), mu� die Stetigkeitsbedingung f�ur die Hankelfunktion im Au�enbereih gefordert

werden. Wir fordern:

�

l

= iK

h

(1)

0

l

(�)

h

(1)

l

(�)

�

�

�

�

�=iKR

(6.24)

Die rehte Seite enth�alt nun keinen freien Parameter (wie etwa die Streuphase in

(6.15)). Nur f�ur bestimmte Werte von K wird diese Gleihung erf�ullbar sein - dies sind

dann die Energieeigenwerte der Bindungszust�ande.

~K =

p

2m(�E) (6.25)

Sie treten bei negativen Energien auf. Die Gleihung (6.24) kann auh geshrieben

werden als

iKh

(1)

0

l

(iKR)� �

l

h

(1)

l

(iKR) = 0: (6.26)

Es ist interessant zu bemerken, da� diese Bedingung genau zu einer Polstelle der

Streuamplitude auf der positiven imagin�aren k-Ahse f�uhrt, dies ist aus (6.17) er-

sihtlih. Auh dies ist ein allgemeiner Zusammenhang, Bindungszust�ande f�uhren zu

Singularit�aten der Streuamplitude auf der positiven imagin�aren Ahse. Der Zusammen-

hang zwishen Singularit�aten der Streuamplitude in der komplexen k Ebene und den

Bindungszust�anden ist jedoh niht eindeutig. Die Streuamplitude kann noh weitere

Singularit�aten besitzen.

Wir wollen noh die Gleihung (6.24) f�ur l = 0 untersuhen. Aus (6.14) folgt

�

0

= q

j

0

0

(qR)

j

0

(qR)

= �

1

R

+ q ot(qR); (6.27)

w�ahrend sih die rehte Seite von (6.24) zu �

1

R

�K rehnet.

Wir erhalten also die Bedingung f�ur Bindungszust�ande:

q ot(qR) = �K (6.28)

wobei ~q =

p

2m(V

0

+E) (6.12) und ~K =

p

2m(�E)(6.25) zu setzen ist. Dies

sind gerade die Bedingungen f�ur die ungeraden Zust�ande des eindimensionalen Poten-

tialtopfe, die L�osungen dieser Gleihung wurden dort diskutiert.

7 Resonanzstreuung

Wir haben im vorhergehenden Kapitel gesehen, da� bei bestimmten Energien die Par-

tialstreuamplituden sehr gro� werden k�onnen.
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Streuamplitude (2.8)

f(�) =

1

2ik

1

X

l=0

(2l + 1)(e

2i#

l

� 1)P

l

(os�)

=

1

2ik

1

X

l=0

(2l + 1)f

l

(k)P

l

(os �) (7.1)

Streuphasen (6.16):

tan#

l

=

kj

0

l

(kR)� �

l

j

l

(kR)

kn

0

l

(kR)� �

l

n

l

(kR)

(7.2)

Dies gilt allgemein, falls f�ur r � R die freie Wellengleihung eine gute N�aherung ist.

Die Konstanten �

l

sind die logarithmishe Ableitung der Wellenfunktion des Innenbere-

ihes an der Stelle r = R.

Es kann nun sein, da� bei bestimmten Werten von l und k der Nenner in (7.2) sehr

klein ist. Dann dominiert die entsprehende Streuamplitude auh bei sehr kleiner En-

ergie.

Wir sehen uns wieder den f�uhrenden Term f�ur k ! 0 an, d.h. wir verwenden (5.14)

und erhalten:

tan#

l

k!0

�!

2l + 1

[(2l + 1)!!℄

2

(kR)

2l+1

l � �

l

R

l + 1 + �

l

R

(7.3)

Resonanz liegt vor falls:

l + 1 + �

l

R = 0 (7.4)

Die Parameter �

l

h�angen von der Energie ab, und wir nehmen an, da� f�ur E = E

r

die Gleihung erf�ullt ist. Wir entwikeln R�

l

um diese Stelle:

R�

l

(E) = �l � 1 + (E �E

r

)R

d�

l

dE

�

�

�

E=E

r

+ : : : (7.5)

und berehnen die Energieabh�angigkeit der Streuphasen in der Umgebung von E

r

:

tan#

l

�

(2l + 1)

2

[(2l + 1)!!℄

2

(kR)

2l+1

1

(E �E

r

)R

d�

l

dE

�

�

�

E=E

r

= �



l

(kR)

2l+1

E �E

R

(7.6)

Das letzte Gleihheitszeihen de�niert 

l



l

= �

(2l + 1)

2

[(2l + 1)!!℄

2

1

R

d�

l

dE

�

�

�

E=E

r

: (7.7)

F�ur E = E

r

wird tan#

l

unendlih und #

l

somit ein ungerades Vielfahes von

�

2

.

An diesen Stellen wird sin#

l

gleih eins und damit der Beitrag dieser Partialwelle zum
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totalen Wirkungsquershnitt nah (2.12) maximal. Wir verwenden nun (6.4), setzen in

(7.1) ein und erhalten

f

l

= �2i

l

(kR)

2l+1

E �E

r

+ i

l

(kR)

2l+1

: (7.8)

Der in k f�uhrende Beitrag dieser Partialwelle zum totalen Wirkungsquershnitt ist

demnah:

�

l

=

4�(2l + 1)

k

2

[

l

(kR)

2l+1

℄

2

(E �E

r

)

2

+ [

l

(kR)

2l+1

℄

2

(7.9)

Dies ist die Breit-Wigner Formel f�ur die Resonanzstreuung. Diese Formel stellt

eine typishe Energieabh�angigkeit des totalen Wirkungsquershnitts in der N�ahe einer

Resonanz dar. Die entsprehende Partialwelle kann aus der Winkelabh�angigkeit des

partiellen Wirkungsquershnitts ermittelt werden.

Die Breite der Resonanzkurve ist durh 

l

(ka)

2l+1

gegeben, f�ur l > 1 und k klein ist

die Resonanz sehr sharf. Dies wird aus der folgenden Abbildung deutlih.

Wir sehen aus (7.8), da� die Streuamplitude eine Singularit�at beiE = E

r

�i

l

(kR)

2l+1

besitzt. Da k =

1

~

p

2mE > 0, liegt dieser Pol f�ur 

l

> 0 in der unteren Halbebene des

2ten Riemannshen Blattes in der komplexen E-Ebene. Im n�ahsten Abshnitt werden

wir den Zusammenhang zwishen Kausalit�at und Analytizit�at der Streuamplitude un-

tersuhen. Daraus folgt dann, da� eine Singularit�at in der oberen Halbene des ersten

Riemannshen Blattes ausgeshlossen ist. Demnah mu� 

l

> 0 sein. Aus (7.6) ergibt

sih damit, da� die Streuphase f�ur E < E

r

positiv und kleiner �=2 ist, bei E = E

r

den

Wert �=2 annimmt, und bei E > E

r

gr�o�er �=2 wird.
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(E

r

= 0:04;  = 1; R = 1)
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Zeitabh�angiger Formalismus

Man kann den Streuvorgang auh als zeitlihe Ver�anderung einer Wellenfunktion in

Gegenwart eines Potentials betrahten. Nimmt man an, da� das Potential f�ur t! �1

vershwindet, so kann man zu sehr fr�uhen und sehr sp�aten Zeiten annehmen, da� sih das

Teilhen wie ein freies Teilhen bewegt. In diesen Zeiten kann man also die Teilhen z.B.

mit ihrem Impuls harakterisieren und nah der

�

Ubergangswahrsheinlihkeit fragen, da�

man bei einem einlaufenden Teilhen mit Impuls p nah der Streuung ein Teilhen mit

Impuls p

0

vor�ndet. Den entsprehenden Formalismus wollen wir jetzt entwikeln, er

hat den Vorteil, da� er sih leiht auf die relativistishe Theorie �ubertragen l�a�t. Wir

beginnenmit der Diskussion der Greenshen Funktionen der freien Shr�odingergleihung.

8 Greenshe Funktionen der freien Shr�odingergleihung

Shr�odingergleihung:

i~

�

�t

	(x; t) = �

~

2

2m

�	(x; t) (8.1)

Die folgende Gleihung de�niert Greenshe Funktionen:

�

i~

�

�t

+

~

2

2m

�

�

G

0

(x; t;x

0

; t

0

) = ~ Æ(x� x

0

)Æ(t � t

0

) (8.2)

Aus der Translationsinvarianz der freien Shr�odingergleihung folgt

G

0

(x; t;x

0

; t

0

) = G

0

(x� x

0

; t� t

0

): (8.3)

Es gen�ugt also die Gleihung

�

i~

�

�t

+

~

2

2m

�

�

G

0

(x; t) = ~ Æ(x)Æ(t): (8.4)

zu l�osen. Der Faktor ~ auf der rehten Seite dient der Bequemlihkeit, da es der Faktor

ist, der auh i

�

�t

multipliziert. Der Index 0 bedeutet, da� wir die freie Shr�odingergleihung

betrahten. Die L�osungen dieser Gleihung sind nur bis auf L�osungen der homogenen

Gleihung festgelegt. Die Greenshe Funktion kann noh Randbedingungen angepa�t

werden.

Zur L�osung dieser Gleihung bietet sih die Fouriertransformation an, und wir er-

halten:

G

0

(x; t) =

1

(2�)

4

Z

d!d

3

k

e

�iwt

e

�ik�x

! �

~k

2

2m

(8.5)

Der Integrand weist bei ! =

~k

2

2m

eine Singularit�at auf. Dieser Zusammenhang zwis-

hen Frequenz und Wellenzahl entspriht gerade einer L�osung der homogenen Gleihung

(8.1).
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Durh die Wahl des Integrationsweges legen wir dann eine spezielle L�osung der in-

homogenen Gleihung fest.

Wir k�onnen dem Pol auf der reellen !-Ahse in der oberen (unteren) Halbebene

der komplexen !-Ebene ausweihen. Wir nennen die entsprehende Greenshe Funktion

dann G

�

0

.

Integrationsweg f�ur G

+

0

Im

Re

ω

ω

ω 0

t < 0

t > 0

Integrationsweg f�ur G

�

0

Im

Re

ω

ωω 0

t > 0

t < 0

(!

0

=

~

2

k

2

2m

)

In beiden F�allen k�onnen wir den Integrationsweg f�ur t > 0 in der unteren Halbebene

im Unendlihen shlie�en, f�ur t < 0 gleiherma�en in der oberen Halbebene.

Wir berehnen G

+

0

. Da f�ur t < 0 der Integrationsweg keine Singularit�at einshlie�t,

erhalten wir:

G

+

0

(x; t) = 0 f�ur t < 0: (8.6)

F�ur t > 0 verwenden wir den Residuensatz f�ur die Integration in der komplexen

Ebene und erhalten:

G

+

0

(x; t) = �

i

(2�)

3

Z

d

3

k e

�ik�x

e

�i

~

2m

k

2

t

f�ur t > 0: (8.7)

Die k-Integration kann durh analytishe Fortsetzung des Gau�shen Integrals aus-

gef�uhrt werden. Man kann aber auh in einer Integraltafel nahsehen, wo man �ndet:

+1

Z

�1

e

i(ax

2

+bx)

dx =

1� i

p

2

r

�

a

e

�

ib

2

4a

f�ur a < 0: (8.8)

Dreimaliges Anwenden dieser Formel f�uhrt zu dem Ergebnis:

G

+

0

(x; t) = �i�(t)

h

m

2�i~t

i

3=2

e

i

m

2~

x

2

t

(8.9)
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Anstatt mit der Integration bei G

+

in die obere Halbebene auszuweihen, k�onnen

wir auh die Singularit�at in die untere Halbebene vershieben. Entsprehendes gilt f�ur

G

�

0

.

G

�

0

(x; t) =

1

(2�)

4

Z

d!d

3

k

e

�iwt

e

�ik�x

! �

~k

2

2m

� i�

(8.10)

Man erkennt unmittelbar die G�ultigkeit der Beziehung:

G

�

0

(x; t) = G

+

0

�

(�x;�t) (8.11)

G

�

0

mu� also niht gesondert berehnet werden. Da G

+

0

f�ur t < 0 und G

�

0

f�ur t > 0

vershwindet, sind dies die Randwerte, die diese L�osungen der Gleihung (8.4) erf�ullen.

Man nennt G

+

0

retardierte und G

�

0

avanierte Greenshe Funktion.

Bildet man die Di�erenz der beiden L�osungen G

+

0

undG

�

0

, so erh�alt man eine L�osung

der homogenen Gleihung. Sie entspriht einem Integrationsweg in der komplexen !-

Ebene, der den Pol umshlie�t.

Integrationsweg f�ur G

0

Re ω
ω 0

Im ω

G

0

(x; t) = G

+

0

(x; t)�G

�

0

(x; t): (8.12)

Aus (8.9) und (8.11) folgt

G

0

(x; t) = �i

h

m

2�i~t

i

3=2

e

i

m

2~

x

2

t

(8.13)

Die Funktion G

0

hat eine sehr wihtige Eigenshaft. Berehnen wir sie an der Stelle

t = 0, so kann dies in der Darstellung (8.7) geshehen, bevor die k-Integration ausgef�uhrt

wurde

G

0

(x; 0) = �

i

(2�)

3

Z

d

3

k e

ik�x

= �iÆ(x): (8.14)

Die FunktionG

0

(x�x

0

; t�t

0

) ist demnah eine L�osung der freien Shr�odingergleihung

�

i~

�

�t

+

~

2

2m

�

�

G(x� x

0

; t� t

0

) = 0 (8.15)

mit der Anfangsbedingung

G(x� x

0

; 0) = �iÆ(x� x

0

): (8.16)

Dies erlaubt uns, sofort das Anfangswertproblem der Shr�odingergleihung (8.1) zu

l�osen. Sei zur Zeit t = t

0

die Wellenfunktion gegeben, z.B. 	(x; t) = u

0

(x), so ist die

Wellenfunktion zu jeder Zeit t gegeben durh:

	(x; t) = i

Z

G

0

(x� x

0

; t� t

0

)u

0

(x

0

) d

3

x

0

: (8.17)
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Dies sieht man, da die so de�nierte Wellenfunktion L�osung der freien Shr�odinger-

gleihung ist, und weil 	(x; t

0

) = u

0

(x) aus (8.16) folgt.

Die FunktionG

0

(x�x

0

; t�t

0

) propagiert demnah die L�osung der freien Shr�odinger-

gleihung von einer Zeit t

0

zu einer beliebigen Zeit t.

Dies ist aber gerade, was wir f�ur die Behandlung des Streuproblems, allerdings bei

Vorhandensein eines Potentials, brauhen. Wir m�ussen also die analogen Funktionen

G

+

, G

�

und G f�ur den Fall mit Potential suhen.

9 Die S-Matrix

Wir nehmen nun an, da� wir an einem Potential streuen, das f�ur gro�e r�aumlihe

Abst�ande und auh f�ur gro�e negative und positive Zeiten verwindet.

V (x; t) = 0 f�ur r > R; jtj > T (9.1)

Dazu suhen wir L�osungen der Shr�odingergleihung

i~

�

�t

 =

�

�

~

2

2m

�+ �V

�

 : (9.2)

F�ur jtj > T ist die Wellenfunktion L�osung der freien Shr�odingergleihung. Wir

wollen zun�ahst zeigen, da� die L�osung von (9.2) durh eine einlaufende freie Welle

festgelegt ist, und dann f�ur t > T die

�

Ubergangswahrsheinlihkeit dieser Wellenfunktion

in eine vorgegebene auslaufende freie Welle berehnen.

Zur L�osung der Gleihung (9.2) bietet sih f�ur allgemeines V die St�orungsrehnung

mit den Greenshen Funktionen der freien Gleihung an. Die Gleihung (9.2) wird

zun�ahst in eine Integralgleihung umgewandelt:

 (x; t) =  

0

(x; t) +

�

~

Z

d

3

x

0

dt

0

G

+

0

(x� x

0

; t� t

0

)V (x

0

; t

0

) (x

0

; t

0

) (9.3)

 

0

ist L�osung der freien Gleihung, und da wir die Integralgleihung mit G

+

0

for-

muliert haben und V den Bedingungen (9.1) gen�ugt, ist dieses  

0

identish mit der

einlaufenden Welle  

ein

.

St�orungstheorie hei�t nun Entwiklung nah dem Parameter �. Dabei ergibt sih

die n te N�aherung aus der (n� 1)ten N�aherung duh Einsetzen in die rehte Seite von

(9.3):

 

n

(x; t) =  

0

(x; t) +

�

~

Z

d

3

x

0

dt

0

G

+

0

(x� x

0

; t� t

0

)V (x

0

; t

0

) 

n�1

(x

0

; t

0

) (9.4)

Wir f�uhren die Entwiklung durh. Dazu benutzen wir die Integrationsvariablen

x

l

; t

l

und k�urzen ab:

d

3

x

l

dt

l

� d(l); (9.5)

G

+

0

(x

l�1

� x

l

; t

l�1

� t

l

) � G

+

0

(l � 1; l);

V (x

l

; t

l

) � V (l):
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Wir erhalten:

 (x

1

; t

1

) =  

0

(x

1

; t

1

) +

�

~

Z

d(2)G

+

0

(1; 2)V (2) 

0

(2)

+ � � �+

�

n

~

n

Z

d(2) � � � d(n+ 1)G

+

0

(1; 2)V (2)G

+

0

(2; 3)V (3) � � �

� � �G

+

0

(n; n+ 1)V (n+ 1) 

0

(n+ 1)

+ � � � ; (9.6)

 (x; t) =  

0

(x; t) +

�

~

Z

d

3

x

0

dt

0

G

+

(x;x

0

; t; t

0

)V (x

0

; t

0

) 

0

(x

0

; t

0

); (9.7)

wobei wir in der letzten Gleihung die Summe unter dem Integral von (9.6)mitG

+

(x;x

0

; t; t

0

)

bezeihnet haben:

G

+

(x;x

0

; t; t

0

) = G

+

0

(x� x

0

; t� t

0

)

+

�

~

Z

d(1)G

+

0

(x� x

1

; t� t

1

)V (1)G

+

0

(x

1

� x

0

; t

1

� t

0

)

+ � � �

+

�

n

~

n

Z

d(1) � � � d(n)G

+

0

(x� x

1

; t� t

1

)V (1)G

+

0

(1; 2)V (2) � � �

� � �G

+

0

(n� 1; n)V (n)G

+

(x

n

� x

0

; t

n

� t

0

)

+ � � � (9.8)

G

+

steht zun�ahst als Abk�urzung f�ur die rehte Seite von (9.8) und kann so berehnet

werden. Wenden wir allerdings den Operator der Shr�odingergleihung (9.2) auf (9.7)

an, so erhalten wir:

�

i~

�

�t

+

~

2

2m

�� �V

�

 = 0

= ��V (x; t) 

0

(x; t)

+

�

~

Z

d

3

x

0

dt

0

�

i~

�

�t

+

~

2

2m

�� �V

�

G

+

(x;x

0

; t; t

0

)V (x

0

; t

0

) 

0

(x

0

; t

0

): (9.9)

Da dies f�ur alle  

0

gelten mu� folgt:

�

i~

�

�t

+

~

2

2m

�� �V

�

G

+

(x;x

0

; t; t

0

) = ~Æ(x � x

0

; t� t

0

) (9.10)

Weiters folgt auf Grund der Eigenshaften (9.1) unseres Potentials, da� der allge-

meine Term in (9.8) nur dann niht vershwindet, wenn t > t

1

> t

2

> � � � > t

n

> t

0

ist.

Wir sehen daher, da�:

G

+

(x;x

0

; t; t

0

) = 0 f�ur t < t

0

: (9.11)

G

+

ist demnah eine Greenshe Funktion der Shr�odingergleihung mit Potential zur

Randbedingung (9.11).
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Die Gleihung (9.7) ist bemerkenswert, weil sie zeigt, da� die Wellenfunktion  (x; t)

vollst�andig durh die einlaufende Welle  

0

festgelegt ist, und da� es sih dabei um eine

lineare Abbildung handelt. Von der Gleihung (9.3) zu (9.7) hat sih der Index 0 von G

0

zu  

0

vershoben. Die Greenshe Funktion G kann nun ein f�ur allemal berehnet wer-

den, die Wellenfunktion mit Wehselwirkung berehnet sih dann aus der einlaufenden

Wellenfunktion durh Integration.

Die S-Matrix sollte nun einen Zustand zur Zeit t

0

< �T auf einen Zustand zur

Zeit t

1

> T abbilden. Um diese Abbildung zu berehnen, f�uhren wir zun�ahst ein

vollst�andiges und orthogonales Funktionensystem f�ur eine bestimmte Zeit t ein, das

aber gleihzeitig die station�are freie Shr�odingergleihung (1.3) l�ost:

�

~

2

2m

�u

�

(x) = E

�

u

�

(x) (9.12)

Orthogonalit�at:

Z

u

�

�

(x)u

�

(x) d

3

x = Æ

��

(9.13)

Vollst�andigkeit:

Z

�

u

�

�

(x)u

�

(y) = Æ(x � y) (9.14)

Das Symbol

R

steht hier f�ur ein Integral, falls � ein kontinuierliher Index ist, und

f�ur eine Summe, falls � diskrete Werte annimmt.

In erster Linie denken wir nat�urlih an ebene Wellen:

u

�

(x) =

1

(2�)

3=2

e

ik

�

�x

; E

�

=

~

2

k

2

�

2m

(9.15)

Die L�osungen der zeitabh�angigen Wellengleihung (1.1) ergeben sih dann zu

�

�

(x; t) = u

�

(x)e

�

i

~

E

�

t

: (9.16)

Wir k�onnen nun zur Zeit t

1

> T die Wellenfunktion  aus Gleihung (9.3) nah

den Funktionen �

�

(x; t

1

) entwikeln. Gleihzeitig geben wir  den Namen  

�

, um

anzudeuten, da� sih  aus der einlaufenden Welle �

�

entwikelt hat.

Wir de�nieren die S-Matrixelemente als die entsprehenden EntwiklungskoeÆzien-

ten.

S

��

=

Z

d

3

x�

�

�

(x; t

1

) 

�

(x; t

1

) (9.17)

Shreiben wir  in der Form (9.3), so erhalten wir:

S

��

= Æ

��

+

�

~

Z

t=t

2

d

3

xd

3

x

0

dt

0

�

�

�

(x; t)G

+

0

(x� x

0

; t� t

0

)V (x

0

; t

0

) 

�

(x

0

; t

0

) (9.18)

Wir wissen, da� G

0

die freie L�osung propagiert (8.17):

�

�

(x; t) = i

Z

G

0

(x� x

0

; t� t

0

)�

�

(x

0

; t

0

) d

3

x

0

(9.19)

30



Die Konjugationseigenshaften von G

0

ergeben sih aus (8.11) und (8.12), sie sind

G

�

0

(x; t) = �G

0

(�x;�t): (9.20)

Wir konjugieren (9.19)

�

�

�

(x; t) = i

Z

�

�

�

(x

0

; t

0

)G

0

(x

0

� x; t

0

� t) d

3

x

0

(9.21)

Damit ergibt sih die S-Matrix (9.18) zu:

S

��

= Æ

��

� i

�

~

Z

d

3

x

0

dt

0

�

�

�

(x

0

; t

0

)V (x

0

; t

0

) 

�

(x

0

; t

0

) (9.22)

Es zeigt sih, da� bei der Wahl des Funktionensystems (9.16) die S-Matrix un-

abh�angig von der speziellen Zeit t

0

und t

1

ist, falls nur t

0

< �T und t

1

> T gew�ahlt

wird.

Die De�nition (9.22) eignet sih direkt f�ur eine St�orungstheorie,  

�

ist in erster

N�aherung durh �

�

zu ersetzen.

Wir wollen nohmals auf die Tatsahe zur�ukkommen, da� die S-Matrix Wellenfunk-

tionen von einer bestimmten Zeit t

0

< �T auf eine bestimmte Zeit t

1

> T abbildet. Wir

setzen in der De�nition (9.17) die Wellenfunktion  

�

in der Form (9.7) ein:

S

��

=

Z

d

3

x�

�

�

(x; t

1

)

n

�

�

(x; t

1

) +

�

~

Z

d

3

x

0

dt

0

G

+

(x;x

0

; t

1

; t

0

)V (x

0

; t

0

)�

�

(x

0

; t

0

)

o

:

(9.23)

Nun verwenden wir (9.19), um �

�

(x; t) durh �

�

(x; t

0

) auszudr�uken:

S

��

= i

Z

d

3

xd

3

x

0

�

�

�

(x; t

1

)

n

G

0

(x� x

0

; t

1

� t

0

) (9.24)

+

�

~

Z

d

3

yd� G

+

(x;y; t

1

; �)V (y; �)G

0

(y � x

0

; � � t

0

)

o

�

�

(x

0

; t

0

):

Da auh hier wegen unserer Bedingungen t

1

> � > t

0

sein mu�, k�onnen wir G

0

durh

G

+

0

ersetzen. Aus (9.8) folgt, da� wir den gesamten Ausdruk unter der geshweiften

Klammer durh G

+

(x; t

1

;x

0

; t

0

) ersetzen k�onnen:

S

��

= i

Z

d

3

xd

3

x

0

�

�

�

(x; t

1

)G

+

(x;x

0

; t

1

; t

0

)�

�

(x

0

; t

0

): (9.25)

Zur Zeit t = t

0

sei nun eine Wellenfunktion vorgegeben:

 (x; t

0

) =

X

�



�

�

�

(x; t

0

) (9.26)

Diese Wellenfunktion entwikelt sih zeitlih nah der Shr�odingergleihung und wird

zur Zeit t

1

zu:

 (x; t

1

) =

X

�

d

�

�

�

(x; t

1

) (9.27)
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Dann sind die EntwiklungskoeÆzienten gem�a� der De�nition der S-Matrix (9.17)

gegeben durh:

d

�

=

X

�

S

��



�

: (9.28)

Hier kommt die Matrixbedeutung klar zum Ausdruk. Die Normierung der Wellen-

funktion �andert sih niht, solange das Potential reell ist, die Wahrsheinlihkeit, das

System in irgendeinem Zustand zu �nden, bleibt erhalten:

X

�

j

�

j

2

=

X

�

jd

�

j

2

= 1 (9.29)

Die S-Matrix mu� unit�ar sein. Dies gilt als eines der grundlegenden Axiome, das

hei�t, wir k�onnen nur eine einer S-Matrix Theorie zugrunde liegende Dynamik akzep-

tieren, die zu einer unit�aren S-Matrix f�uhrt. In der Shr�odingershen Quantenmehanik

mit hermitishem Hamiltonoperator ist dies der Fall.

Die Berehnng der S-Matrix durh die St�orungstheorie kann graphish veranshauliht

werden. Wir gehen von (9.25) aus und verwenden (9.8). Den einzelnen Termen in (9.8)

ordnen wir Graphe zu:

�

+

�

(1) +

�

(1)

(2)

+ � � �

�

(1)

(n� 1)

(n)

Jedem Pfeil ordnen wir die Funktion G

+

0

(x

b

� x

a

; t

b

� t

a

) zu, wobei x

a

; t

a

Ort und

Zeit am Anfang des Pfeiles, x

b

; t

b

Ort und Zeit am Ende des Pfeiles sein soll. F�ur jeden

Vertex setzen wir

�

~

V (x

n

; t

n

) ein. Am Ende des \Pfeilzuges" setzen wir �

�

�

(x; t

l

), und

f�ur den Anfang �

�

(x

0

; t

i

) ein. Wir integrieren �uber x;x

0

und d(1); : : : ; d(n). Shlie�lih

summieren wir alle Beitr�age und erhalten die S-Matrix. Diese Regeln entsprehen den

Feynmanregeln der Str�orungstheorie. Die Graphe sind zun�ahst ein symbolisher Aus-

druk f�ur eine Rehenvorshrift, sie k�onnen aber auh reht physikalish interpretiert

werden. Eine Wellenfunktion �

�

propagiert mit G

+

0

bis zu einem Vertex, wo sie an

einem Potential gestreut wird. Dann propagiert sie weiter zum n�ahsten Vertex usw.,

bis sie shlie�lih bis zur Zeit t

1

propagiert.

�

Uber alle m�oglihen Positionen der Vertizes

mu� integriert werden, Streuung an beliebig vielen Vertizes ist m�oglih.

10 S-Matrix und Wirkungsquershnitt

Die S-Matrixelemente S

��

sind die EntwiklungskoeÆzienten einerWellenfunktion  

�

(x; t),

die aus einer einlaufenden Welle �

�

(x; t) entsteht, gestreut, und dann nah auslaufenden

Wellen �

�

(x; t) entwikelt wird. Ein- und auslaufende Wellen sind dabei L�osungen der
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freien Wellengleihung, da wir ja annehmen, da� das Potential f�ur jtj > T vershwindet.

Im Kapitel 9 haben wir diese Matrixelemente berehnet, wir beziehen uns auf Gleihung

(9.22):

S

��

= Æ

��

� i

�

~

Z

d

3

xdt �

�

�

(x; t)V (x; t) 

�

(x; t) (10.1)

Wir sind an einer Streuung vom Anfangszustand in einen vom Anfangszustand ver-

shiedenen Zustand interessiert, also ist � 6= �. Die Wahrsheinlihkeit, da� das System,

das urspr�unglih im Zustand �

�

war, nah der Streuung im Zustand �

�

ist, wird dem-

nah gegeben durh jS

��

� Æ

��

j

2

.

Die

�

Ubergangswahrsheinlihkeit vom Zustand �

�

in Zust�ande �

�

, die in einem En-

ergieintervall 4E

�

liegen, wird auh proportional zur Dihte dieser Endzust�ande sein.

Wir bezeihnen diese Dihte mit �(E).

Wir berehnen zun�ahst �(E). Um m�oglihst der physikalishen Intuition folgen

zu k�onnen, harakterisieren wir die Zust�ande durh ebene Wellen in einem endlihen

Volumen mit Periode L.

Eindimensional:

u

n

(x) =

1

p

L

e

i

2�

L

nx

(10.2)

Diese Wellenfunktionen sind periodish: u

n

(x+L) = u

n

(x) Wir de�nieren dieWellen-

zahl

2�

L

n = k; (10.3)

Es folgt unmittelbar

2�

L

4n = 4k; (10.4)

oder

4n =

L

2�

4k: (10.5)

4n ist die Zahl der Zust�ande, die sih im Bereih 4k der Wellenzahl k be�nden.

Dreidimensional und auf den Impuls p = ~k bezogen, ergibt dies

4n =

�

L

2�

�

3

1

~

3

d

3

p: (10.6)

Dies bezeihnet man auh als das f�ur die Streuung erlaubte Phasenraumvolumen.

Im Ortsraum steht das gesamte Volumen L

3

zur Verf�ugung, im Impulsraum ist das

erlaubte Volumen d

3

p. Die Gr�o�e des Phasenraumvolumens wird auf die Gr�o�e der

Phasenraumzelle (2�~)

3

bezogen, 4n ist daher dimensionslos.

Mit der nihtrelativistishen Dispersionsbeziehung E =

p

2

2m

wird nun:

4n = �(E)dE =

�

L

2�~

�

3

mpd


p

dE: (10.7)

Wir de�nieren die

�

Ubergangswahrsheinlihkeit per Zeiteinheit

! =

1

T

Z

jS

��

� Æ

��

j

2

�(E

�

) dE

�

: (10.8)
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Um zum Wirkungsquershnitt zu gelangen, m�ussen wir noh durh den Flu� der

einlaufenden Teilhen dividieren. Dieser wurde im Kapitel 1 (1.9) berehnet, f�ur unsere

Wellenfunktion (10.2) ist dies:

I =

p

�

mL

3

(10.9)

Wir erhalten f�ur den Wirkungsquershnitt:

d� =

!

I

=

m

2

T

�

L

2

2�~

�

3

p

�

p

�

jS

��

� Æ

��

j

2

d


p

�

dE

�

(10.10)

Diese Form des Wirkungsquershnitts h�angt ansheinend noh von den willk�urlihen

Gr�o�en L und T ab. Um zu zeigen, da� dies tats�ahlih niht der Fall ist, betrahten wir

die Streumatrix f�ur zeitunabh�angige Potentiale, obwohl dies zun�ahst unserer Annahme,

da� das Potential f�ur t! �1 vershwindet, widerspriht.

F�ur zeitunabh�angige Potentiale kann auh die Wellenfunktion  

�

nah der Zeit

separiert werden:

 

�

(x; t) = �

�

(x)e

�

i

~

E

�

t

(10.11)

Wir setzen diese Wellenfunktion in (10.1) ein und erhalten:

S

��

� Æ

��

= �i

�

~

Z

d

3

xu

�

�

(x)V (x)�

�

(x)

Z

dt e

i

~

(E

�

�E

�

)t

; (10.12)

S

��

= Æ

��

� 2�i�T

��

Æ(E

�

�E

�

); (10.13)

womit wir die Standardbeziehung

T

��

=

Z

d

3

xu

�

�

(x)V (x)�

�

(x) (10.14)

eingefuehrt haben. Die Wellenfunktionen u

�

(x) sind dabei wie in (9.13) normiert. Ver-

gleihen wir dies mit (4.6), so �nden wir:

T

��

= �

2�~

2

m�

f(�; ') �A

2

; (10.15)

wobei A gegeben ist durh die Normierung von u

�

(x):

u

�

(x) = Ae

ik�x

(10.16)

Um den Wirkungsquershnitt zu berehnen, m�ussen wir nun jS

��

� Æ

��

j

2

auswerten.

Dies f�uhrt zun�ahst zum Quadrat der Æ-Funktion, ein Ausdruk, der niht de�niert

ist. Dies ist wohl eine Folge unserer widerspr�uhlihenAnnahmen �uber die Zeitabh�angigkeit

des Potentials. Tats�ahlih sollten wir ja nur �uber eine Zeitdauer T integrieren, w�ahrend

der das Potential von Null vershieden ist. Damit k�onnen wir bei der zweiten Æ-Funktion

einen \ut-o�" einf�uhren:

�

Z

dt e

i

~

(E

�

�E

�

)t

�

2

= 2�~Æ(E

�

�E

�

)

+T=2

Z

�T=2

dt e

i

~

(E

�

�E

�

)t

= 2�~TÆ(E

�

�E

�

) (10.17)
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und wir erhalten:

jS

��

� Æ

��

j

2

=

�

2

~

jT

��

j

2

2�TÆ(E

�

�E

�

): (10.18)

Setzen wir dies in (10.10) ein, so hebt sih der Zeitfaktor T weg, wir k�onnen wieder

T unendlih werden lassen, d.h. den ut-o� entfernen. Wir erhalten:

d� =

2��

2

~

jT

��

j

2

m

2

p

�

p

�

�

L

2

2�~

�

3

d


p

�

Æ(E

�

�E

�

)dE

�

: (10.19)

Verwenden wir nun die Beziehung(10.15) zwishen der T -Matrix und der Streuampli-

tude und erinnern uns an die Normierung (10.2), so erhalten wir das bekannte Ergebnis:

d� = jf(�; ')j

2

d
 (10.20)

Die willk�urlihen Gr�o�en L und T treten also im Ergebnis niht mehr auf, wir k�onnen

den Grenz�ubergang T !1; L!1 durhf�uhren.

11 Matrixdarstellung und Dira Notation

Wir haben gesehen, da� es angebraht ist, von einer S-Matrix zu sprehen. Es liegt nahe,

an dieser Stelle den \Matrix" Charakter der Quantenmehanik st�arker hervorzuheben

und die sogenannte Dira Notation einzuf�uhren. Physikalish werden dadurh Eigen-

shaften der S-Matrix verst�andliher, mathematish erlaubt es uns, auf die Theorie der

linearen Operatoren in Hilbertr�aumen Bezug zu nehmen. Es geht uns jedoh niht

darum, diese Theorie hier zu entwikeln.

Die quadratish integrierbaren Funktionen f(x) bilden einen Hilbertraum L

2

mit

dem Skalarprodukt:

(f jg) =

Z

d

3

x f

�

(x)g(x) (11.1)

Selbstadjungierte Operatoren besitzen ein System von Eigenfunktionen, das eine

orthonormale Basis des Hilbertraums bildet.

H 

E;n

(x) = E 

E;n

(x) (11.2)

( 

E

0

;n

0

j 

E;n

) = Æ

EE

0

Æ

nn

0

E ist der Eigenwert des selbstadjungierten Operators H, n bezeihnet eine m�oglihe

Entartung des Eigenwertes. Da� die Eigenfunktionen  

E;n

eine Basis bilden, hei�t, da�

sih jede Funktion f aus L

2

als Linearkombination der  

E;n

eindeutig darstellen l�a�t:

f(x) =

X

E;n

f

E;n

 

E;n

(x) (11.3)

f

E;n

=

Z

d

3

x 

�

E;n

(x)f(x)
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Die Funktionen f

E;n

bilden die Komponenten des Vektors f bez�uglih der Basis  

E;n

.

Dies legt eine Notation nahe, die der Beshreibung eines Vektors als Element des Raumes

entspriht, die sogenannte Dira Notation. Die Eigenfunktionen  

E;n

entsprehen ab-

strakten Vektoren in einem Hilbertraum

 

E;n

� jE;ni: (11.4)

Dies sind die \ket"-Vektoren. Dazu gibt es die dualen \bra"-Vektoren, die durh das

lineare Funktional (braket) de�niert werden:

hE

0

; n

0

jE;ni = Æ

E;E

0

Æ

n;n

0

(11.5)

Gleihung (11.2) shreibt sih nun:

HjE;ni = EjE;ni: (11.6)

Da der Hilbertraum eine Norm besitzt, in der diese Vektoren orthonormal sind, folgt:

hE;nj = (jE;ni)

+

; (11.7)

wobei + hermitish konjugiert bedeutet. Wir shreiben die Gleihung (11.3):

jfi =

X

E;n

f

E;n

jE;ni (11.8)

f

E;n

= hE;njfi (11.9)

Aus Gleihung (11.1) wird nun:

hf jgi =

X

E

0

;n

0

;E;n

f

�

E

0

;n

0

f

E;n

hE

0

; n

0

jE;ni =

X

E

f

�

E;n

f

E;n

(11.10)

Lineare Operatoren bilden einen Vektor linear auf einen anderen Vektor ab:

Ajfi = jf

A

i (11.11)

In Komponenten:

X

E;n

f

E;n

AjE;ni =

X

E;n

f

A

E;n

jE;ni (11.12)

Es folgt unmittelbar die \Matrix"-Regel

f

A

E

0

;n

0

=

X

E;n

hE

0

; n

0

jAjE;nif

E;n

: (11.13)

Es liegt nahe, hE

0

; n

0

jAjE;ni als Matrixelement zu bezeihnen und (11.13) als Ma-

trixdarstellung eines linearen Operators.
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Nat�urlih h�atte an Stelle der Basis jE;ni eine andere Basis gew�ahlt werden k�onnen.

Es sei jk

�

i eine andere Basis, so da�

hk

�

jk

�

i = Æ

��

(11.14)

gilt. Wir entwikeln die die Elemente der k-Basis in Elemente der E-Basis.

jk

�

i =

X

E;n

hE;njk

�

ijE;ni (11.15)

Orthogonalit�at bedeutet nun

hk

�

jk

�

i =

X

E

0

;n

0

;E;n

hk

�

jE

0

; n

0

ihE

0

; n

0

jE;nihE;njk

�

i = Æ

��

(11.16)

Oder wegen der Orthogonalit�at der E-Basis:

X

E;n

hE;njk

�

i

�

hE;njk

�

i = Æ

��

; (11.17)

wobei nat�urlih hE;njk

�

i

�

= hk

�

jE;ni ist. Die Vollst�andigkeitsrelation erhalten wir aus

der Umkehrtransformation:

jE;ni =

X

�

hk

�

jE;nijk

�

i: (11.18)

Wir setzen f�ur jk

�

i aus (11.15) ein

jE;ni =

X

�;E

0

;n

0

hk

�

jE;nihE

0

; n

0

jk

�

ijE

0

; n

0

i: (11.19)

Daraus shlie�en wir:

X

�

hk

�

jE;nihk

�

jE

0

; n

0

i

�

= Æ

E;E

0

Æ

n;n

0

: (11.20)

Dies ist die Vollst�andigkeitsrelation.

In der Quantenmehanik erweitert man nun diesen Formalismus auf Zust�ande, die

auf Dira'she Æ-Funktionen normiert sind. So kann man auh selbstadjungierte Opera-

toren mit einem kontinuierlihen Spektrum zulassen. Die Summen werden dann durh

Integrale ersetzt. Ein wihtiges Beispiel sind die Impulseigenfunktionen:

pjki = ~kjki (11.21)

hk

0

jki = Æ(k � k

0

)

Ebenso k�onnen wir Ortseigenfunktionen betrahten.

xjx

0

i = x

0

jx

0

i (11.22)

hx

0

0

jx

0

i = Æ(x

0

� x

0

0

)
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Die Wellenfunktionen der Quantenmehanik entsprehen nun den Komponenten des

Zustandes j i in der Ortsbasis:

j i =

Z

d

3

x

0

 (x

0

)jx

0

i (11.23)

Wir kennen die Impulseigenfunktionen:

jki =

1

(2�)

3=2

Z

d

3

x e

�ik�x

jxi (11.24)

mit der Umkehrtransformation:

jxi =

1

(2�)

3=2

Z

d

3

k e

+ik�x

jki (11.25)

Orthogonalit�at:

1

(2�)

3

Z

d

3

x e

i(k�k

0

)�x

= Æ(k � k

0

) (11.26)

Vollst�andigkeit:

1

(2�)

3

Z

d

3

k e

�i(x�x

0

)�k

= Æ(x � x

0

) (11.27)

Ein anderes wihtiges System sind die Eigenfunktionen des Drehimpulses, die Kugel-

�ahenfunktionen:

jl;mi =

Z

sin � d�d'Y

lm

(�; ')j�; 'i; (11.28)

h�

0

; �

0

j�; �i =

1

sin �

d�d� (11.29)

wobei j�; 'i die Eigenfunktionen der Winkel � und ' sind.

Orthogonalit�at:

Z

sin � d�d'Y

�

l

0

m

0

(�; ')Y

lm

(�; ') = Æ

ll

0

Æ

mm

0

(11.30)

Vollst�andigkeit:

X

l;m

Y

lm

(�

0

; '

0

)Y

�

l

0

m

0

(�; ') =

1

sin �

Æ(� � �

0

)Æ(' � '

0

): (11.31)

Die Form der \Einheitsmatrix" auf der rehten Seite von (11.31) entspriht der Nor-

mierung:

Z

sin � d�d'

1

sin �

Æ(� � �

0

)Æ(' � '

0

) = 1: (11.32)

Dies entspriht auh der Umrehnung in Polarkoordinaten:

Æ(x� x

0

) =

1

r

2

Æ(r � r

0

)

1

sin �

Æ(� � �

0

)Æ(' � '

0

): (11.33)

38



Wir wollen nun die Impulsbasis in eine Drehimpulsbasis zerlegen. Wir wissen aus

Kapitel 5 (5.26)

e

ikr os#

=

1

X

l=0

(2l + 1)i

l

j

l

(kr)P

l

(os#) (11.34)

Wir erinnern an das Additionstheorem der Kugel�ahenfunktionen:

(2l + 1)P

l

(os#) = 4�

X

m

Y

�

lm

(�

k

; '

k

)Y

lm

(�; '); (11.35)

wobei �

k

; '

k

die Polarwinkel eines Vektors k und �; ' die Polarwinkel eines Vektors x

sind. Diese beiden Vektoren shlie�en einen Winkel # ein, so da� x � k = rk os# ist.

Setzen wir dies in (11.34) ein, so erhalten wir die Impulseigenfunktionen, entwikelt

nah den Kugel�ahenfunktionen:

1

(2�)

3=2

e

ik�x

=

r

2

�

X

l;m

i

l

j

l

(kr)Y

�

lm

(�

k

; '

k

)Y

lm

(�; ') (11.36)

Die ebenen Wellen sind Eigenfunktionen des freien Hamiltonoperators zur Energie

E =

~

2

k

2

2m

, ebenso die Funktionen j

l

(kr)Y

lm

(�; '). Wir m�ussen noh deren Normierung

bestimmen. Gem�a� (11.33) wollen wir diese Eigenfunktionen so normieren:

hE

0

; l

0

;m

0

jE; l;mi =

1

k

2

Æ(k � k

0

)Æ

ll

0

Æ

mm

0

(11.37)

E =

~

2

k

2

2m

Mit (11.36) erhalten wir aus (11.26)

r

Z

0

r

2

dr j

l

(k

0

r)j

�

l

(kr) =

�

2

1

k

2

Æ(k � k

0

) (11.38)

Die gem�a� (11.37) normierten Energieeigenfunktionen sind daher:

 

k;l;m

(r; �; ') = i

l

r

2

�

j

l

(kr)Y

lm

(�; ') (11.39)

In der Dira Notation:

jE; l;mi = i

l

r

2

�

Z

r

2

dr sin � d�d' j

l

(kr)Y

lm

(�; ')j�; 'ijri (11.40)

Gleihung (11.36) wird in dieser Notation

jki =

X

l;m

Y

�

lm

(�

k

; '

k

)jE; l;mi (11.41)
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jE; l;mi =

Z

sin �

k

d�

k

d'

k

Y

lm

(�

k

; '

k

)jki: (11.42)

Ist ein linearer Operator in der k-Basis gegeben, so k�onnen wir ihn mit (11.42) in

die E; l;m-Basis umrehnen:

hE

0

; l

0

;m

0

jAjE; l;mi =

Z

sin �

k

0

d�

k

0

d'

k

0

Y

�

l

0

m

0

(�

k

0

; '

k

0

)hk

0

jAjkiY

lm

(�

k

; '

k

) sin �

k

d�

k

d'

k

(11.43)

Am Ende wollen wir noh einen Beweis f�ur das Additionstheorem (11.35) andeuten.

Dabei mahen wir wieder von gruppentheoretishen Argumenten Gebrauh und erinnern

uns, da� die Kugel�ahenfunktionen zu einer Drehimpulsdarstellung mit Drehimpuls j

geh�oren. Kombiniert man zwei solhe Darstellungen, so erh�alt man je eine Darstellung

mit Drehimpuls 2j; 2j � 1; : : : ; 0. Die Kombination, die zum Drehimpuls j = 0 geh�ort,

ist eine Invariante, sie l�a�t sih leiht angeben.

X

m

Y

�

lm

(�

1

; '

1

)Y

lm

(�

2

; '

2

) = Invariante (11.44)

Wir wollen diese Invariante f�ur �

2

= '

2

= 0 auswerten. Wir wissen, da�:

Y

lm

(0; 0) =

r

2l + 1

4�

Æ

m;0

(11.45)

und damit

Invariante =

r

2l + 1

4�

Y

�

l;0

(�

1

; '

1

) =

2l + 1

4�

P

l

(os �

1

) (11.46)

Der Winkel �

1

ist der Polarwinkel des ersten Vektors. Da der zweite Vektor bei

dieser Wahl des Koordinatensystems in die z-Ahse weist, ist es auh der von den beiden

Vektoren eingeshlossene Winkel #. Dieser �andert sih nat�urlih bei einer Drehung niht

(Invarianz des Skalarprodukts).

Wir �nden:

(2l + 1)P

l

(os #) = 4� � Invariante (11.47)

und damit (11.35).

12 S-Matrix und Erhaltungss�atze

Erhaltungss�atze sind dadurh harakterisiert, da� die Erzeugenden der zugrundeliegen-

den Symmetrie mit dem Hamiltonoperator vertaushen.

Bei zeitunabh�angigen Hamiltonoperatoren kann die Shr�odingergleihung formal in-

tegriert werden

 (x; t

1

) = e

�

i

~

H(t

1

�t

0

)

 (x; t

0

): (12.1)

Nennen wir die Erzeugende L, so folgt

L (x; t

1

) = e

�

i

~

H(t

1

�t

0

)

L (x; t

0

): (12.2)
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Aus der De�nition der S-Matrix folgt, da� L auh mit der S-Matrix vertausht.

Beide sind demnah gleihzeitig diagonalisierbar.

Wir wollen diesen Sahverhalt f�ur Zentralpotentiale und Drehimpuls n�aher unter-

suhen.

Wir gehen von den Gleihungen (10.13), (10.15) aus und setzen in die T -Matrix den

Ausdruk (2.8) f�ur die Streuamplituden ein:

S

��

= Æ

��

+

1

4�

~

2

m

1

k

�

Æ(E

�

�E

�

)

1

X

l=0

(2l + 1)(e

2i#

l

� 1)P

l

(os �): (12.3)

Der Winkel �, der Streuwinkel, ist der Winkel zwishen den Impulsen des ein-

laufenden Teilhens (k

�

) und des auslaufenden Teilhens (k

�

). Wir verwenden nun

die Gleihung (11.35) und erhalten

S

��

= Æ

��

+

1

k

2

�

Æ(k

�

� k

�

)

1

X

l=0;m=�l���+l

(e

2i#

l

� 1)Y

�

lm

(�

�

; '

�

)Y

lm

(�

�

; '

�

): (12.4)

Wir erinnern uns, da� die Form der S-Matrix auf die Wellenfunktionen u

�

(x) aus

(10.16) bezogen ist. Æ

��

bedeutet demnah die Impuls-Æ-Funktion.

Æ

��

=

1

k

2

�

Æ(k

�

� k

�

)

1

sin �

�

Æ(�

�

� �

�

)Æ('

�

� '

�

) (12.5)

Auf Grund der Vollst�andigkeitsrelation der Kugel�ahenfunktionen wird nun aus

(12.4):

S

��

=

1

k

2

�

Æ(k

�

� k

�

)

1

X

l=0;m=�l���+l

Y

�

lm

(�

�

; '

�

)e

2i#

l

Y

lm

(�

�

; '

�

): (12.6)

Gehen wir nun von der Impulsbasis zur Drehimpulsbasis gem�a� den Ausf�uhrungen

im vorhergehenden Kapitel,(11.43), �uber, so erhalten wir

hk

�

; l

�

;m

�

jSjk

�

; l

�

;m

�

i =

1

k

2

�

Æ(k

�

� k

�

)Æ

l

�

;l

�

Æ

m

�

;m

�

e

2i#

l

: (12.7)

Die S-Matrix ist in dieser Basis diagonal. Die diagonalen Matrixelemente sind von

der Form e

2i#

l

. F�ur reelles #

l

ist die S-matrix unit�ar.

Die Matrixelemente h�angen niht von der Quantenzahl m ab - auh dies folgt aus

der Rotationsinvarianz. Gleihung (12.7) veranshauliht nohmals die Bedeutung der

Streuphasen.

13 Kausalit�at und Analytizit�at

Auh in der klassishen, nihtrelativistishen Physik gibt es ein Kausalit�atsprinzip, das

besagt, da� ein System auf eine Anregung zeitlih niht vor dieser Anregung reagieren

kann. Dieses Prinzip l�a�t sih leiht auf die Quantenmehanik �ubertragen. Dies hat
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jedoh mit dem Kausalit�atsprinzip, wie es im Zusammenhang mit der Interpretation

der Quantenmehanik und dem Me�proze� diskutiert wird, nihts zu tun.

Wir gehen hier von der inhomogenen Shr�odingergleihung mit zeitunabh�angigem

Potential aus:

�

i~

�

�t

�H

�

G(x;x

0

; t; t

0

) = ~Æ(x� x

0

)Æ(t � t

0

) (13.1)

und betrahten die rehte Seite als Anregung, die das System zum Shwingen bringt.

Wir werden sehen, da� der anfangs erw�ahnte Kausalit�atsbegri� unmittelbar mit Analy-

tizit�atseigenshaften der Greenshen Funktion zusammenh�angt, und zwar in der Ener-

gievariablen E, die bei der Fouriertransformation nah der Zeit auftritt.

F�ur H = H

0

kennen wir die Greenshen Funktionen (8.10):

G

+

0

(x; t) =

1

(2�)

4

Z

d!d

3

k

e

�i!t

e

�ik�x

! �

~k

2

2m

+ i�

(13.2)

= �i�(t)

h

m

2�i~t

i

3=2

e

i

m

2~

x

2

t

= �i�(t)G

0

(x; t);

wobei G

0

(x; t) eine L�osung der homogenen Shr�odingergleihung ist, die die Anfangsbe-

dingung

G

0

(x; 0) = Æ(x) (13.3)

erf�ullt.

Charakteristish f�ur (13.2) ist das Auftreten der Stufenfunktion. Dies besagt, da�

es eine L�osung der inhomogenen Gleihung (13.1) gibt, die eben vor der Anregung von

dieser nihts wei� und die L�osung G = 0 zul�a�t.

Betrahten wir nun die Fouriertransformation der �-Funktion:

~

�(!) =

1

p

2�

+1

Z

�1

e

i(!+i�)t

�(t) dt = �

1

p

2�

1

i(! + i�)

: (13.4)

Hier haben wir ! in die obere komplexe Ebene fortgesetzt, um Konvergenz des

Integrals zu erreihen.

~

�(!) ist dann als Limes �! 0 zu verstehen.

Wir sehen, da�

~

�(!), die Fouriertransformierte der Stufenfunktion, in der oberen !-

Halbebene analytish ist. Die verallgemeinerte Funktion

~

�(!) kann demnah als Limes

einer analytishen Funktion verstanden werden, wenn man mit der komplexen Variablen

(!) an den Rand des Analytizit�atsbereihes geht.

Wir mahen die R�ukkehrtransformation von (13.4)

�(t) =

i

2�

Z

d! e

�i!t

1

! + i�

(13.5)

Der Integrand ist analytish in der oberen Halbebene. F�ur t < 0 vershwindet der

Integrand auf dem unendlih weit entfernten Kreis, der den Integrationsweg in der oberen
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Halbebene shlie�t (vgl. Abb. S.26). Das Integral vershwindet, da der Integrand im

Inneren des Integrationsweges (obere Halbebene) analytish ist.

Wir sehen also, da� Kausalit�at Analytizit�at in der oberen Halbebene und Analy-

tizit�at in der oberen Halbebene Kausalit�at bedingt.

F�ur t > 0 shlie�en wir den Integrationsweg in der unteren Halbebene, wenden den

Residuensatz an und erhalten den Wert eins f�ur das Integral.

Di�erenzieren wir �(t) in (13.5) nah der Zeit, so erhalten wir

_

�(t) =

1

2�

Z

d! e

�i!t

= Æ(t); (13.6)

ein bekanntes Ergebnis. Gleihung (13.6) erlaubt es uns unmittelbar, G

+

0

durh G

0

wie

in (13.2) zu de�nieren.

Diese Gedanken lassen sih leiht auf die L�osungen der Gleihung (13.1)mit zeitun-

abh�angigem Potential �ubertragen.

Wir wissen, da� die L�osungen der zeitunabh�angigen Shr�odingergleihung gem�a�

(9.14) vollst�andig sind.

Betrahten wir die Funktion

G(x;x

0

; t; t

0

) =

Z

�

e

�

i

~

E

�

(t�t

0

)

u

�

(x)u

�

�

(x

0

); (13.7)

so ist klar, da� sie L�osung der homogenen Gleihung ist. F�ur t = t

0

folgt aus der

Vollst�andigkeitsrelation f�ur das System u

�

(x):

G(x;x

0

; 0) = Æ(x� x

0

): (13.8)

De�nieren wir nun die Funktion G

+

wie folgt:

G

+

(x;x

0

; t� t

0

) = �i�(t� t

0

)G(x;x

0

; t� t

0

); (13.9)

so folgt aus (13.8) und (13.6), da� G

+

die gew�unshte L�osung der Gleihung (13.1) ist.

Sie vershwindet f�ur t < t

0

.

Wir k�onnen (13.1) direkt integrieren, wenn wir nah der Zeit fouriertransformieren

und den x-abh�angigen Teil anstatt nah ebenen Wellen nah dem Funktionssystem u

�

entwikeln.

Wir de�nieren zun�ahst G

+

(x;x

0

; E) und erhalten:

G

+

(x;x

0

; t) =

1

2�

Z

dE e

�i

E

~

t

G

+

(x;x

0

; E) (13.10)

=

~

2�

Z

dE

Z

�

e

�i

E

~

t

u

�

(x)u

�

�

(x

0

)

E �E

�

+ i�

G

+

(x;x

0

; E) = ~

Z

�

u

�

(x)u

�

�

(x

0

)

E �E

�

+ i�

(13.11)
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Die Singularit�at auf der reellen E-Ahse wurde wieder so gew�ahlt, da� die Funktion

analytish in der oberen Halbebene ist. Um in der oberen Halbebene den Integrationsweg

shlie�en zu k�onnen, mu� der Integrand vershwinden. Nehmen wir an, da� f�ur gro�es

jEj die Greenshe Funktion G

+

sih wie die freie Greenshe Funktion G

0

verh�alt, so ist

dies der Fall. Aus (13.2) folgt:

G

+

0

(x� x

0

; E) =

1

(2�)

3

Z

d

3

k

e

ik�(x�x

0

)

E �

~

2

k

2

2m

(13.12)

= �

2m

~

2

1

4�

1

jx� x

0

j

e

ikjx�x

0

j

Dieses Integral haben wir von (3.10) �ubernommen.

Die Konjugationseigenshaft von G

+

ist aus (13.11) leiht ersihtlih.

G

+�

(x;x

0

; E) = ~

Z

�

u

�

(x

0

)u

�

�

(x)

E

�

�E

�

� i�

(13.13)

Wir nehmen nun an, da� das Potential au�er den Streuzust�anden bei positiver En-

ergie auh Bindungszust�ande zul�a�t. Diese m�ussen, wie wir aus dem asymptotishen

Verhalten bei r !1 wissen, f�ur Potentiale, die in diesem Limes vershwinden, bei nega-

tiver Energie liegen (siehe (5.20). Sie werden zu einem diskreten Spektrum geh�oren. Die

Energieeigenwerte nennen wir E

n

, sie sind negativ, die dazugeh�origen Eigenfunktionen

nennen wir u

n

:

G

+

(x;x

0

; E) = ~

X

n

u

n

(x)u

�

n

(x

0

)

E �E

n

+ i�

+ ~

Z

d�

u

�

(x)u

�

�

(x

0

)

E �E

�

+ i�

: (13.14)

Aus (13.14) ist ersihtlih, da� die Greenshe Funktion G

+

als Funktion der ins

Komplexe fortgesetzten Energievariablen auf der negativen reellen Ahse Pole besitzt.

Der ortsabh�angige Teil wird siher von der Wellenzahl k und damit von

p

E abh�angen.

Dies f�uhrt zu einem Shnitt l�angs der positiven reellen E-Ahse.

Die Greenshe Funktion ist einer Messung direkt niht zug�anglih. Sie ist aber ein

wihtiges Hilfsmittel zur Berehnung der S-Matrix. Wir stellen uns nun die Frage, wie

sih das analytishe Verhalten der Greenshen Funktion auf das analytishe Verhalten

der S-Matrix als Funktion der komplexen Energievariablen E auswirkt.

14 Dispersionsrelation f�ur die Streuamplitude

in Vorw�artsrihtung

Die Streuamplitude ist eine Funktion der Energie und des Streuwinkels. Wir wollen den

Streuwinkel festhalten und die Abh�angigkeit der Streuamplitude von der komplexen

Variablen E untersuhen. F�ur den Streuwinkel w�ahlen wir die Vorw�artsrihtung und

�ubernehmen die T -Matrix aus (10.14):

T

��

=

Z

d

3

xu

�

�

(x)V (x)�

�

(x): (14.1)
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Die Wellenfunktion �

�

(x) erhalten wir f�ur zeitunabh�angige Potentiale aus (9.7). Wir

shreiben das Ergebnis gleih mit Hilfe der Fouriertransformierten von G

+

(13.10),

�

�

(x) = u

�

(x) + �

Z

d

3

x

0

G

+

(x;x

0

; E

�

)V (x)u

�

(x): (14.2)

Dies ergibt f�ur das T -Matrixelement

T

��

=

1

(2�)

3

Z

d

3

xV (x)

+

�

(2�)

3

Z

d

3

x e

ik

�

�(x

0

�x)

V (x)G

+

(x;x

0

; E

�

)V (x

0

)d

3

x

0

(14.3)

wobei wir f�ur u

�

(x) die ebene Wellen (9.15) eingesetzt haben.

Nun verwenden wir die Kenntnisse �uber das analytishe Verhaltne der Greenshen

Funktion, um �uber T (E) � T

��

(E) etwas zu erfahren.

Wir nehmen an, da� die im letzten Kapitel gefundenen Singularit�aten von G

+

(E) die

einzigen sind. Dies mag eine Einshr�ankung des Potentials bedeuten - ohne dieses aber

explizit festzulegen, k�onnen wir �uber weitere m�oglihe Singularit�aten keine Information

erhalten.

T (E) ist demnah eine analytishe Funktion mit Polen auf der negativen reellen

Ahse und einem Shnitt l�angs der positiven reellen Ahse in der komplexen E-Ebene.

F�ur gro�e Energien jEj ! 1 nehmen wir nun an, da� die Greenshe Funktion G

+

sih asymptotish wie die freie Greenshe Funktion G

+

0

verh�alt - bei sehr hohen Energien

soll das Potential beim Streuproze� immer weniger Einu� haben. F�urG

+

0

ergibt sih aus

(13.12), da� der energieabh�angige Faktor e

ikr

f�ur k in der oberen Halbebene f�ur jkj ! 1

nah Null geht. Die obere Halbebene in k entspriht jedoh dem ersten Riemannshen

Blatt der komplexen E-Ebene.

Wir fassen zusammen: Die Funktion F (E) = T (E) � (2�)

�3

R

d

3

xV (x) hat Pole

auf der negativen reellen Ahse, einen Shnitt auf der positiven reellen Ahse und ver-

shwindet f�ur jEj ! 1 auf dem ersten Blatt. Bis auf die erw�ahnten Singularit�aten ist

F (E) analytish im ersten Blatt der komplexen E-Ebene.
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E

E n Re E

Im E

Wir verwenden nun den Cauhyshen Integralsatz:

F (E) =

1

2�i

I

dE

0

F (E)

E �E

0

; (14.4)

wobei wir um einen Punkt E im ersten Blatt l�angs eines Kreises in der komplexen Ebene

integrieren (siehe Abb.). Diesen Kreis deformieren wir, bis wir die in der Abbildung

angegebene Kontur erreihen. Dabei m�ussen wir den Integrationsweg �uber die Pole bei

negativer Energie hinwegheben:

Dies ergibt jedesmal einen Beitrag

�(E)

E�E

N

, wobei �(E

n

) das Residuum von F (E) an

der Stelle E

n

ist.

Wir erhalten nun das Ergebnis:

F (E) =

1

2�i

Z

F (E

0

) dE

0

E �E

0

+

X

n

�

n

E �E

n

; (14.5)

wobei nun �uber die in der Abbildung gezeihnete Kontur zu integrieren ist. Der In-

tegrand vershwindet allerdings auf dem im Unendlihen laufenden Kreis. Auh der

Kreis um den Ursprung liefert keinen Beitrag. Das kann man folgenderma�en einse-

hen: Die Greenshe Funktion in der Darstellung (13.14) enth�alt in dem Integral �uber

� im wesentlihen ein Integral �uber d

3

k

�

= k

2

�

dk

�

d


�

. Der Beitrag von k

2

�

=

E

�

2m

~

2

erreiht, da� die Greenshe Funktion in der Variablen E von links zum Ursprung stetig
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ist. Daher liefert der innere, kleine Kreis auh keinen Beitrag. Wir verbleiben mit dem

Integrationsweg wie in (14.5) angegeben. Dies k�onnen wir noh anders shreiben:

F (E) =

1

2�i

1

Z

0

dE

0

F (E

0

+ i�) � F (E

0

� i�)

E �E

0

+

X

n

�

n

E �E

n

(14.6)

Im Nenner des Integrals haben wir die �-Abh�angigkeit weggelassen, da f�ur ein E, das

niht auf der reellen Ahse liegt, der Nenner analytish ist. E liegt wie in der Abbildung

gezeihnet in der oberen Halbebene.

Wir gehen zur�uk zu (14.3) und berehnen F

�

(E+i�) unter Verwendung von (13.13):

F

�

(E + i�) =

�

(2�)

3

Z

d

3

xd

3

x

0

e

�ik

�;�i�

�(x�x

0

)

V (x)G

+

(x;x

0

; E + i�)

�

V (x

0

)

=

�

(2�)

3

Z

d

3

xd

3

x

0

e

ik

�;�i�

�(x

0

�x)

V (x)G

�

(x;x

0

; E � i�)V (x

0

): (14.7)

Da wir die Greenshe Funktion bei einer komplexen Energie E � i� betrahten unter-

sheidet sih G

�

niht von G

+

. In (14.7) haben wir k

�;�i�

geshrieben um anzudeuten,

da� jetzt ~k =

p

2m(E � i�) gilt. Daraus folgt:

F

�

(E + i�) = F (E � i�); (14.8)

wobei E � i� gerade im ersten Blatt unter der reellen Ahse liegt. Im Integral (14.5)

steht nun:

F (E

0

+ i�) � F (E

0

� i�) = 2i ImF (E

0

+ i�): (14.9)

Wir �nden demnah

F (E) =

1

�

1

Z

0

dE

0

ImF (E

0

)

E �E

0

+

X

n

�

n

E �E

n

(14.10)

Die Funktion F (E), d.h. ihr Real- und Imagin�arteil, ist durh den Imagin�arteil von

F (E) auf der positiven reellen Ahse und den Residuen bei den Polen E = �

n

festgelegt.

Wir dr�uken dieses Ergebnis noh durh die Streuamplitude (10.15) aus:

T (E) = �

~

2

m�

1

(2�)

2

f(0): (14.11)

F (E) untersheidet sih von T (E) nur durh eine reele Konstane; wir erhalten daher:

f

E

(0) =

1

�

1

Z

0

dE

0

Imf

E

0

(0)

E �E

0

+

(2�)

2

m�

~

2

�

X

n

�

n

E �E

n

+ (2�)

�3

Z

d

3

xV (x)

�

: (14.12)

Das optishe Theorem (2.14) verbindet noh Imf(0) mit dem totalen Wirkungsquer-

shnitt, so da� unter dem Integral der Messung zug�anglihe Gr�o�en stehen. Shlie�lih
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k�onnen wir mit E von der oberen Halbebene gegen die reelle Ahse gehen, so da� auh

f

E

als Streuamplitude bei physikalish realisierbarer Energie der Messung zug�anglih

wird.

Gleihung (14.12) kann nun entweder als

�

Uberpr�ufung unseres Kausalit�atsbegri�es

gesehen werden, sie kann aber auh dazu dienen, aus bekannten Me�daten (etwa �

tot

(E))

weitere Information �uber niht gemessene Gr�o�en (etwa f

E

(0) oder �

n

) zu gewinnen.
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