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Streutheorie

Unser Wissen iiber den Aufbau der Materie beruht zum grofiten Teil auf Ergebnis-
sen von Streuexperimenten. Hier wollen wir nun Streutheorie im Rahmen der Quanten-
mechanik betrachten.

Den Experimenten gemeinsam ist das Vorhandensein einer Quelle fiir einen Teilchen-
strahl, der dann an einem Streuzentrum gestreut wird. Mit Hilfe von Detektoren werden
schliefflich die in verschiedene Richtungen gestreuten Teilchen gemessen.

Schematisch sieht dies so aus:

Detektor
7

- 0 : Streuwinkel

_ - Streuzentrum

Dabei denken wir uns die Quelle ins Unendliche verschoben und den einlaufenden
Strahl als ebene Welle. Auch die Detektoren seien ins Unendliche verschoben, und die
auslaufende Welle stellen wir uns als Kugelwelle vor. Dies ergibt ein statisches Bild einer
homogen einlaufenden Welle und ebenfalls einer statischen auslaufenden Kugelwelle.
Daher scheint die Behandlung dieses Systems mit der stationdren Schrodingergleichung
sinnvoll.

1 Stationare Streutheorie

Die zeitabhangige Schrodingergleichung wird bei zeitunabhangigem Potential durch Sep-
aration der Zeit zur zeitunabhangigen oder stationaren Wellengleichung.
Schrodingergleichung:

0
i ¥(@,t) = Hi(a,1) (1.1)



Separation der Zeit: _
() = e F () (1.2)

Stationdre Schrodingergleichung fiir Hamiltonoperatoren, die nicht von der Zeit ab-
hangen:
Hy =FE (1.3)

Wir nehmen an, daf} sich der Hamiltonoperator aus dem kinetischen Teil und einem
zeitunabhangigen Potential zusammensetzt, wobei der Einfachheit halber zunachst auch
angenommen wird, da§ das Potential bei grofien Abstdnden (r > R) verschwindet.

A
H:—iHZ%-i—V(a:), V()=0 fir r=|z|=vzxz > R (1.4)

Dies entspricht recht gut realistischen physikalischen Systemen.

Die einlaufende Welle kommt aus einer Quelle, die auflerhalb der Reichweite des
Potentials liegt. Sie wird demnach durch eine Losung der freien Schrodingergleichung
beschrieben.

h2
_2_A7/)ein = Ewein (1-5)
m
Wir nehmen an, daf} die Quelle eine ebenen Welle prapariert:
Yein = AT (L.6)
Aus (1.5) folgt:
h2k?
E= 1.
- (1.7)

wobei hk den Impuls der Welle darstellt.
Aus der Interpretation der Quantenmechanik wissen wir, dafl

p=T"T = A*A (1.8)

die Wahrscheinlichkeitsdichte ist, ein Teilchen an dem jeweiligen Ort vorzufinden. Diese
Teilchendichte ist die Zahl der Teilchen per Volumeneinheit. A hat demnach die Dimen-
sion [[3/2).

Den Teilchenstrom, d.h. die Zahl der pro Zeit und Flicheneinheit einlaufenden
Teilchen, erhalten wir aus der Wahrscheinlichkeitsstromdichte:

G = (e 00 0PN PR ey o ava (1.9)
2m ox' ox’ m

wobei v = % die Geschwindigkeit der einlaufenden Teilchen ist. Die Zahl n der pro
Zeit und Flacheneinheit durch eine zur Geschwindigkeit senkrechten Flache einlaufenden
Teilchen ergibt sich zu n = vA*A und hat die Dimension [=2¢~!]. Die Teilchendichte A*A
und der Impuls #k sind die charakteristischen Groflen fur den von der Quelle erzeugten
Teilchenstrom.



Die Detektoren stehen auflerhalb der Reichweite des Potentials. Fiir die auslaufende
Kugelwelle ist wiederum die freie Schrodingergleichung zustandig.

Die Zahl der in einen Winkelbereich dQ2 gestreuten Teilchen dN wird proportional
zur Fliche r2dQ) sein. Um einen konstanten Teilchenflu in einen solchen Bereich zu
erhalten, miissen wir annehmen, dafl die Wellenfunktion wie % abfallt. Wir suchen also
eine Losung der Gleichung (1.5) mit diesen Randbedingungen bei grolem Radius 7.

In Kugelkoordinaten:

—h—2<82 28) —iiL%p:Eq/; (1.10)

2m ﬁJFFE 2m r2

Die fiir r — oo fithrenden Terme geniigen der sich aus (1.10) fiir ¢ = %X ergebenden
Gleichung;:

B 0%
mit der Losung:
: K2 k2
x=fO0)e™, E=—— (1.12)

Den Term mit e ~**” haben wir weggelassen, da er eine einlaufende Kugelwelle darstellt.
Dies folgt aus dem Wahrscheinlichkeitsstromvektor (1.9).

Das Flachenelement senkrecht zum Radius hat die Richtung % Die Zahl der pro
Zeit und Winkeleinheit auslaufenden Teilchen ist demnach gegeben durch

_dh L OY OYF Tt
_ (0 TN e
B 2m< or or 1/1)7“ e

= A*Av|£(6,0)2dQ

Dies ergibt sich durch Einsetzen von (1.12) fiier den bei r — o0) noch beitragenden
Term. Da dN die Dimension [¢~!] haben mufi (Winkel sind dimensionslos), ergibt sich
die Dimension von |f(6, )| zu [I?].

Unser Streuproblem legt es also nahe, eine Losung der Schrodingergleichung (1.3) zu
suchen, die sich asymptotisch (fiir 7 — oo) verhélt wie:

: 1 :
e A{e‘kz + ;f(O, w)elkr} fir r— oo (1.14)

Die einlaufende Welle wurde in die z-Richtung gelegt. Zu bemerken ist, dafl der erste
Term, die einlaufende ebene Welle, auch einen Anteil fiir die in die Vorwéartsrichtung
auslaufende, ungestreute Welle enthalt. Ein entsprechender Anteil im zweiten Term, der
auslaufenden Kugelwelle, mufl dafiir sorgen, dal bei elastischer Streuung die Gesamt-
teilchenzahl erhalten bleibt.



Gemessen wird mit der besprochenen Versuchsanordnung der differentielle Wirkungs-
querschnitt do, definiert als:

do = dTN = |£(8, 9)|?d (1.15)
Er hat demnach die Dimension einer Fliache und ist durch das Absolutquadrat der
Strenamplitude f(0, ) gegeben. Der Wirkungsquerschnitt hingt von der Energie der
einlaufenden Teilchen und dem Potential ab, nicht jedoch von der speziellen Teilchen-
zahldichte.
Integrieren wir iber den gesamten Raumwinkel, so erhalten wir den totalen Wirkungs
querschnitt:

- = /da=/|f(0,<p)|2d9. (1.16)

Zur Berechnung des Wirkungsquerschnitts haben wir die Schrédingergleichung (1.3)
mit den Randbedingungen (1.14) zu lésen, genauso wie fiir die Berechnung der gebun-
denen Zustande die Schrodingergleichung mit den Randbedingungen ¢ — 0 fir r — oo
zu losen ist.

Da wir fiir die auslaufende Welle eine Kugelwelle angesetzt haben, ist es naheliegend,
die Schrodingergleichung (1.3) auch in Kugelkoordinaten zu 16sen.

2 Elastische Streuung, Partialwellenzerlegung

Um das einfachere Problem zuerst zu betrachten, nehmen wir an, dafl das Potential
radialsymmetrisch ist, legen die Einfallsrichtung in die z-Achse und entwickeln nach
Legendrefunktionen.

Zur Erinnerung:

™

2

P()=1 P, Py i = 1 2.1
(1) , / ) (cos ) Py (cos 0) sin 6 df 2l+16” (2.1)
0
Die ebene Welle hat folgende Zerlegung:
) o.¢]
ekreost =N " (21 4 1)iljy (kr) Py(cos 0) (2.2)
=0

Die sphérische Besselfunktion j.(kr) hat dabei fiir » — oo folgendes asymptotische

Verhalten: 1 1
Jilkr) — o sin(kr — §l7r) (2.3)

Dies ist im Einklang mit der allgemeinen Form der Losungen der Gleichung (1.11),
die die asymptotische Form der Wellenfunktion bestimmt. Dabei kann man zuerst die
Wellenfunktion nach Drehimpulseigenfunktionen (Kugelflichenfunktionen) entwickeln



und erhélt dann fiir jedes [ asymptotisch eine Gleichung der Form (1.11). Die allgemeine
Losung fiir festes [ kann geschrieben werden als:

1
x1 = agsin(kr — §l7r + ) (2.4)

wobei die Phase ¢; im Einklang mit (2.3) angesetzt wurde. Um auch mit (2.2) im
Einklang zu sein, schreiben wir die asymptotische Form der allgemeinen Losung der
Schrodingergleichung wie folgt:

0
P = ;(21 + l)ilal% sin(kr — %lw + ;) P;(cos 0) (2.5)

Die Konstanten a; sind die Amplituden der Partialwellen, ¢; nennt man partielle
Streuphasen. Allgemein konnten die Streuphasen komplexe Zahlen sein. Wir werden
gleich zeigen, daf sie bei einer elastischen Streuung reell sein miissen.

Wir vergleichen (2.5) mit (1.14), da ja die allgemeine Losung (2.5) unserem Stre-
uproblem angepafit werden mu#fi:

¢:;;%+1WW%QMM—%M+ﬁﬂﬂmW) (2.6)
- 1 1 ;
{Z (20 + 1)il — sm(kr — §l7r)Pl(cos 0) + ;f(G)e’kr}
1=0

Wegen der Rotationssymmetrie hangt f nur vom Polarwinkel 6 ab.

Als niichstes vergleichen wir die beiden Seiten dieser Gleichung fiir die e =" und e’*"
Anteile.
Fiir e~ folgt: .
Aett = ¢, (2.7)
und fiir e’
I « 210
:?Z%H e?1 — 1)Py(cos 0) (2.8)
=0

Die Bedeutung der Streuphasen ist hier klar ersichtlich. Verschwinden die Stre-
uphasen, so bleibt die Welle eine ebene Welle, und es findet keine Streuung statt. Die
Kenntnis aller Streuphasen ist gleichbedeutend mit der Kenntnis der Streuamplitude.

Wir zeigen nun, daf} bei einer elastischen Streuung die Streuphasen reell sein miissen.
Wir schreiben nochmals die Gesamtwellenfunktion, die sich aus einlaufender und aus-
laufender Welle zusammensetzt gemaf (2.5) und (2.7):

S AZ (20 + 1)l e kl sin(kr — —lﬂ' + ¥;)P(cos 0) (2.9)

Bei einer elastischen Streuung miissen bei gleich bleibender Energie durch eine ge-
schlossene Kugelfliche gleich viele Teilchen ein- wie auslaufen. Der gesamte Fluf, in-
tegriert iiber eine Kugelfliche, mufl demnach Null ergeben. Setzen wir (2.9), also die



gesamte Wellenfunktion von 4, in der ersten Zeile von (1.13) ein, integrieren iiber den
gesamten Raumwinkel und beriicksichtigen die Orthogonalitatsrelation (2.1), so erhalten
wir asymptotisch (r — 00):

sin(kr — %lﬂ' + 9;) cos(kr — %lﬂ' + )
— cos(kr — %lﬂ' + 97) sin(kr — %lw +49;)=0 (2.10)
oder, gleichbedeutend:
tan(kr — %lﬂ' +9]) = tan(kr — %lﬂ' + ) (2.11)

Diese Gleichung ist nur fiir reelle Streuphasen (J; = ;) erfiillbar.
Um den gesamten Wirkungsquerschnitt zu berechnen, verwenden wir (2.1):

o= 271'/ |£(0)|? sin 0d6 (2.12)

= Z:; (21 + 1) sin? 9,
=0
Der Beitrag jeder Partialwelle zum totalen Wirkungsquerschnitt ist demnach durch
25 (20 + 1) beschréinkt.
Wir erwarten, dal der totale Wirkungsquerschnitt durch die Amplitude in der Vor-
wartsrichtung bestimmt ist, da ja Teilchenzahlerhaltung gilt und alle gestreuten Teilchen
von der einlaufenden ebenen Welle herkommen. Wir erhalten:

Z (21 + 1)e™ sin ¥, (2.13)
=0
. 2
FO) = f1(0) = ;(2!+1)sm 9,
Vergleichen wir dies mit (2.12), so erhalten wir das "optische Theorem”:
4
= %Imf( ) (2.14)

Es ist eine der wenigen Formeln, in der die Amplitude linear in einer physikalisch
messbaren Grofle - wie hier im totalen Wirkungsquerschnitt - auftritt. Es handelt
sich dabei um eine Interferenz der beiden Anteile von (1.14), der einlaufenden und
der gestreuten Welle.

Bisher haben wir uns nur mit der asymptotischen Form der Wellenfunktion auseinan-
dergesetzt und haben noch keinerlei Schritte unternommen, um bei nichtverschwinden-
dem Potential die Schrodingergleichung wirklich zu losen. Dies ist die eigentlich schwierige
Aufgabe in unserer Behandlung der Streutheorie und kann nur fiir wenige Potentiale
wirklich geschlossen durchgefithrt werden. Fur die meisten Falle sind wir auf Naherungs-
verfahren angewiesen. Dem gebrauchlichsten dieser Verfahren, der Storungstheorie,
wollen wir uns jetzt zuwenden.



3 Greensche Funktionen und Storungstheorie

Anders als bei der Berechnung der Energieeigenfunktionen ist beim Streuproblem der
Energieeigenwert vorgegeben. Die Quelle liefert einen Strahl mit fester Energie, die sich,
da wir ja eine elastische Streuung behandeln, nicht dndert. Wir miissen demnach die

Gleichung
2

(_j_mA+v)¢:E¢ (3.1)

bei vorgegebenem E und mit den Randbedingungen (1.14) 16sen. Mit U = Q,i—TV und
E = %kQ wird aus (3.1):
(A+E)yp =Uy (3.2)

Hier bietet sich nun die Methode der Greenschen Funktionen zur Losung dieser Glei-
chung an.
Die Greensche Funktion ist definiert als Losung der Gleichung:

(A + E*)Gy(x) = §(x) (3.3)

Eine Losung dieser inhomogenen Gleichung ist natirlich nur bis auf eine Losung der
homogenen Gleichung festgelegt. Dies gibt uns die Moglichkeit, die Losungen vorgegebe-
nen Randbedingungen anzupassen. Haben wir eine Lésung von (3.3), so konnen wir die
Differentialgleichung (3.2) in eine Integralgleichung umschreiben:

() = o(z) + / ' Golw — &)U (2 (') (3.4)

wobei 1y eine Losung der homogenen Gleichung und Gy die freie Greensche Funktion
ist. Diese Form der Gleichung bietet sich nun fiir eine Storungsrechnung an, in der wir
nach Potenzen des Potentials entwickeln - wir stellen uns das Potential multipliziert mit
einem “kleinen” Parameter vor und entwickeln nach diesem Parameter. Ohne Potential
ist die Losung 1g. Setzen wir nun )y in die rechte Seite fiir 1 ein, so erhalten wir die
erste Korrektur zur ungestorten Losung. Durch Iteration hoffen wir eine Losung der
Gleichung anzunihern. Es sei 7, die n-te Naherung, dann liefert unsere Methode:

i1 = o + / Gollpn. (3.5)

Die Konvergenz dieses Verfahrens wird weitgehend vom tatsachlichen Potential abhan-
gen und kann demnach nicht mit allgemeinen Uberlegungen gezeigt oder widerlegt wer-
den.

Wir bemiithen uns nun um die Losung der Gleichung (3.3). Fourierentwicklung liegt
nahe:

G(z) = 2n) /dgq Go(q)e'?® (3.6)
Aus (3.3) folgt fir G:
1 3 eiq-m



Wir berechnen dieses Integral. Mit € bezeichnen wir den Winkel zwischen g und «
und integrieren zunachst iiber den Winkel:

o0 ™

1 eiqrcosé‘ )
0 0
1 1 7 elar — e—iar
G = — | dgq———— 3.9
(@) (2”)2”0/ 11 (3.9

[a—y

00 .
B 1 / T
- (2n)%ir 14 k2 — ¢?

—00

Wir sehen, daf8 der Integrand bei ¢ = k? eine Singularitit besitzt. Dies entspricht
genau den Losungen der homogenen Gleichung, und deren Beitrage konnen durch den
Integrationsweg um die Singularitaten festgelegt werden, wenn wir mit der Integration
in die komplexe ¢ Ebene ausweichen:

Imq

) Gk
= % =
o=-k u Req

Hier haben wir einen moglichen Integrationsweg angegeben. Die entsprechende
Losung bezeichnen wir mit G§ und meinen damit, dafl wir die rechte Singularitit im
positiven Sinn und die linke im negativen Sinn umlaufen. Im Unendlichen konnen wir
den Integrationsweg, wie angedeutet, schlieflen, da r positiv ist und demnach der Inte-
grand von (3.9) bei positivem Imaginarteil von ¢ exponentiell abfallt.

Das Integral kann nun mit Hilfe des Residuensatzes ausgewertet werden. Wir erhal-
ten 11

Gf = —E;el’". (3.10)

Fiir £ = 0 erkennen wir das Coulombpotential wieder, mit dessen Hilfe die Poisson-

sche Gleichung integriert werden kann.

1 , €T w1l _,
7(27()3/2 /d q 7(]2 n 12 = \/; ;6 r (311)
1 ; 1 2 1
- d3 —iq- - —kr — \/ii
(27T)3/2/ re € T+



Hier beachten wir, da die Greensche Funktion (3.10) genau der asymptotischen
Bedingung unserer Kugelwelle in (1.14) entspricht. Die Integralgleichung (3.4) kann
demnach auch verwendet werden, um aus einer bekannten Losung der Schrodingerglei-
chung die Streuamplitude zu berechnen. Dazu setzen wir (3.10) in (3.4) ein und lassen
r gegen unendlich gehen.

|a3—m’|:\/m2—2a:-a:’+a:’2 (3.12)
1
—r—Z. g+ 0(-)
T r
Der Einheitsvektor % verschwindet nicht fiir » — oo.
Wir erhalten

4 r

rooo ik 11, ik
P =5 ek _ ——e”"/d?’x'e ih 7 m’U(m’)qﬁ(a}’) (3.13)

Wir fithren nun den Vektor k ein:
_ i
=kl (3.14)
r
Dies ist ein Vektor vom Betrag £ und der Richtung des Vektors ax, welche durch die
Winkel # und ¢ charakterisiert ist. Der Vektor £ hangt demnach nur noch von diesen
Winkeln und nicht von r ab. Ein Vergleich mit (1.14) zeigt:
m

FO.0) = 5 [ @b 2V (@r)y(a) (3.15)

Setzen wir nun fiir ¢ die Losung der freien Gleichung ¢y = ik ein, so erhal-
ten wir die Streuamplitude in der ersten Ordnung Storungstheorie, in der sogenannten
Bornschen Naherung:

PN

m R A
f(0,0) = s &3z eik—k)T V(z') (3.16)

Hier ist Zk der Impuls der einlaufenden Welle und k ein Vektor in die durch 6 und
o festgelegte Richtung mit Betrag k.

Die Streuamplitude in der Bornschen Naherung ist demnach durch die Fouriertrans-
formation des Potentials gegeben.

4 Coulomb Streuung

Das Coulomb Potential kann asymptotisch sicher nicht vernachlassigt werden. Eine be-
wahrte Methode in der Physik ist, nun einen “cutoff” einzufiihren, d.h. in unserem
Fall das Potential bei groflen Abstinden so zu dndern, dafl es unseren Voraussetzungen
einigermafBen entspricht. Diese Anderung soll von einem Parameter so abhingen, daf
unser urspriingliches Potential im Grenzfall realisiert wird.
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Wir wahlen ein Yukawa Potential.

(4.1)

Dieses Potential fallt fiir r — oo hinreichend schnell ab, so dafl wir annehmen kénnen,
dal unsere Methoden zur Berechnung des Wirkungsquerschnitts anwendbar sind. Am
Ende der Rechnung lassen wir dann x — 0 gehen und hoffen, ein verniinftiges Ergebnis
zu erhalten.

Das Yukawa Potential ist aber auch fiir sich genommen interessant. Es entspricht
aber auch dem Potential eines Austauschteilchens mit Masse k.

Es beschreibt z.B. ganz gut ein abgeschirmtes Coulombpotential in einem wasserstoff-
ahnlichen Atom.

Wir lernen zunachst, dieses Potential Fourier zu transformieren. Dabei fallt die
Ahnlichkeit von (4.1) mit mit (3.10) auf. Betrachten wir (3.10) bei rein imaginirem
und positivem Imaginérteil ¥ = ¢K, K > 0, dann entsprechen sich (3.10) und (4.1).

Eine Verschiebung der Singularitat im Integral (3.9) auf die positive imaginire Achse
entspricht demnach der Fouriertransformation des Yukawa Potentials:

1 e'dT T 1
[ Bg— = = ek 4.2
(27r)3/2/ qq2+k2 \/;Te (4.2)
1

. 1 2 1
b By eiam Lk \/ji
(2m)3/2 / ve e T ¢+ k?

Hier beachten wir, daf die Greensche Funktion (3.10) genau der asymptotischen
Bedingung unserer Kugelwelle in (1.14) entspricht. Die Integralgleichung (3.4) kann
demnach auch verwendet werden, um aus einer bekannten Losung der Schrodingerglei-
chung die Streuamplitude zu berechnen. Dazu setzen wir (3.10) in (3.4) ein und lassen
r gegen unendlich gehen.

|m—:c'|=\/:c2—2m-m'+m'2 (4.3)

1
—r—Z. g+ 0(=)
T T

Der Einheitsvektor % verschwindet nicht fiir r — oco.
Wir erhalten

r—ooo k. 11, kX,
" o ezkm _ __ezkr/d?,x/e ik L m’U(:U,)’L/J(CB,) (4.4)

4 r
Wir fithren nun den Vektor k ein:
i

as T
k' =k— 4.5
. (4.5)

Dies ist ein Vektor vom Betrag k£ und der Richtung des Vektors ax, welche durch die
Winkel # und ¢ charakterisiert ist. Der Vektor £ hangt demnach nur noch von diesen
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Winkeln und nicht von r ab. Ein Vergleich mit (1.14) zeigt:

m
2mh2

T !
f(0,9) = d*' e BTV (@ )p(a) (4.6)
Setzen wir nun fiir ¢ die Losung der freien Gleichung ¢y = ik ein, so erhal-
ten wir die Streuamplitude in der ersten Ordnung Storungstheorie, in der sogenannten
Bornschen Naherung:

PN

m o Ly, p!
1(60.0) = =5 0 Bz’ k=R Ty (gr) (4.7)

Wir wollen das Problem der Streuung an einem Yukawa Potential storungstheoretisch
behandeln. Entsprechend der Formel (4.7) miissen wir das Potential fouriertransformieren.
Dies haben wir soeben gelernt. Die Gleichung (4.2) ergibt demnach

2 m 1
L iy SRy AT ()

und den partiellen Wirkungsquerschnitt

do = (22;n>2<ﬁ2+(kl’;)2)2

Der Winkel zwischen der Einfallsrichtung des Strahls (z-Richtung) und dem Strahl
zum Detektor (z-Richtung) sei . Damit ergibt sich:

dq. (4.9)

(k — k)% = 2k%(1 — cosf) = (Qk sing >2 (4.10)

Berticksichtigen wir dies in (4.9), so erhalten wir:
)\2
do = : 5 dS) (4.11)
(4B sin? § + 2212)

2m

Der Wirkungsquerschnitt ist eine Funktion der Energie des einfallenden Teilchens
und des Streuwinkels. Lassen wir nun in (4.11) x — 0 gehen, so erhalten wir die Ruther-
fordsche Streuformel, wie wir sie aus der klassischen Physik kennen. Unser Vorgehen
hat demnach zu einem sinnvollen Ergebnis gefiihrt. Auch eine exakte Behandlung der
quantenmechanischen Coulomb Streuung reproduziert dieses Ergebnis. Dies wollen wir
hier jedoch nicht versuchen. Bemerkenswert ist auch, dafl fiir k = 0 keine explizite
Abhéngigkeit des Wirkungsquerschnitts von 7 auftritt, obwohl er quantenmechanisch
berechnet wurde.

Obwohl Rutherford seinen Experimenten die klassische Streuformel zugrunde legte,
konnte er die richtigen Schliifle ziehen, obwohl er ein atomares System untersuchte, fiir
das, wie wir heute wissen, die Quantenmechanik zustandig ist.

12



5 Losungen der radialen Wellengleichung

In diesem Kapitel werden wir die Losungen der freien radialen Wellengleichung studieren.
Sie werden uns wichtige Hinweise fiir die Streuamplituden, vor allem fiir ihr Verhalten
bei niedrigen Energien, geben. Die Gleichung lautet:

(&2 2d I(1+1)
=422 =F . 1
2m (dr2 T rar r? >Rl(T) Balr) 5-1)

Wir definieren:

h2k>
= — = . 2
5 P= kT (5.2)
Gleichung (5.1) wird nun zu:
2 (141
R(9)+ 21i(0) ~ " R + B0) =0 (53)

Die k Abhéngigkeit der Losung von (5.1) ist nur mehr in der Definition von p er-
sichtlich. Zu beachten ist, dal es sich um eine k Abhingigkeit der Losung handelt,
obwohl die Gleichung selbst nur von k2 abhingt. Eine solche k& Abhiingigkeit sieht man
auch schon in der ebenen Welle (1.6) und den Randbedingungen (1.14).

Wir zeigen nun, dafl wir die Losung der Gleichung (5.3) fiir [ 4+ 1 auf die Losung der
Gleichung fiir I zuriickfithren konnen. Dazu definieren wir neue Funktionen yx;(p):

xi(p) = p~'Ri(p) (5.4)

Sie gentigen in Folge von (5.3) der Gleichung;:

2(0+1
Xi + (p )x2+>a=0 (5.5)
Die neue Funktion u;:
1d
U= ——X (5.6)
LT e
gentigt der Gleichung:
2(1+2
uy + U+ )ug-l—ul:O (5.7)

wie man durch Nachrechnen leicht zeigen kann. Wir haben somit eine Losung von (5.5)

fur [ + 1 gefunden.
1d

= —— 5.8
Xi+1 pdez ( )

Beginnen wir mit Losungen fiir [ = 0, so konnen wir die Losungen von (5.5) durch
Differenzieren erhalten. Fur | = 0 lautet die Gleichung:

9
X0 + ;xb +Xp=0 (5.9)
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Sie besitzt zwei linear unabhéngige Losungen. Die allgemeine Losung

sin p cos p

+ 6

; ; (5.10)

Xo = @
kann durch Einsetzen in (5.9) verifiziert werden. Die Losungen von (5.1) fiir beliebiges
[ erhalten wir durch Iterieren von (5.8) und durch die Gleichung (5.4). Die folgenden
Bezeichnungen sind Standard:

Spharische Besselfunktionen:

ji(p) = (=)' (1—d )l e (5.11)
: pdp) p '
Sphéarische Neumannfunktionen:
1d lcosp
[
n(p) =—(—p)' | —— 5.12
W= (G5) = (512

Das asymptotische Verhalten fiir p — oo ergibt sich unmittelbar aus (5.11) bzw.
(5.12):

. 1. I 1 I

p— 00 jl(p)—>;sm (p—;), nl(p)—>—;cos (p—;) (5.13)
Das Verhalten fiir p — 0 ist gegeben durch:
[
o p (20 — 1N
p—=0: ji(p) = @I+ m(p) — T (5.14)
wobei

20+ 1] = (20 +1)(2 —1)---5-3- L. (5.15)

Die allgemeine asymptotische Form der Losungen der Schrodingergleichung , die
nicht vom Winkel ¢ abhéngen, haben wir in (2.5) angegeben. Die Losung der freien
Schrodingergleichung die asymptotisch mit (2.5) iibereinstimmt, ist demnach:

S Z(2l + 1)ila (jl(kr) cos 9 — ny(kr) sin ﬂl)PZ(cos 0) (5.16)
1=0

Dies ergibt sich aus (5.13).

Als erstes wenden wir uns nun dem Streuproblem zu, das durch die asymptotischen
Randbedingungen (1.14) definiert ist. Aus (2.7) erhalten wir:

Y =AY @+ 1)l (jl(kr) cos 9 — ny(kr) sin 19l>Pl(cos 0) (5.17)
=0

Die Wellenfunktion (5.17) geht fiir p — oo in (2.5) {iber und gentigt demnach unseren
Randbedingungen fiir das Streuproblem.
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In einem Bereich, in dem das Potential asymptotisch gegen den r~2 Term in (5.1) ver-
nachlissigt werden kann (z.B. fiir 7 > R bei endlicher Reichweite) ist (5.17) die Wellen-
funktion fiir das Streuproblem. Die Phasen 1, aus denen wir den Wirkungsquerschnitt
berechnen, miissen durch Anschlufbedingungen an die Wellenfunktion des Innenbere-
iches berechnet werden. Ist z.B. iiberall V' = 0, dann muf} (5.17) auch im “Innenbereich”
und vor allem fiir p = 0 gelten. Da die Wellenfunktion dort keine Singularitdten haben
darf, mufl geméf (5.14) der Koeffizient der sphérischen Neumannfunktion verschwinden,
also ¥y = 0 sein. Das Teilchen wird nicht gestreut. Weitere Beispiele werden wir im
folgenden Kapitel betrachten.

Die radiale Wellenfunktion ist bis auf eine komplexe r-unabhangige Konstante reell,
da die Streuphasen fiir eine elastische Streuung reell sind.

Ry(kr) = (j;(kr) cos ¥y — my(kr) sindy, )i' (21 + 1) (5.18)

Berechnen wir den gesamten Fluf3 dieser [-ten Kugelwelle durch eine Kugelfliche, so
miissen wir (5.18) in (1.13) einsetzen. Der Fluf} ist proportional zum Im(R*a%R) und
verschwindet daher fur jede Partialwelle mit festem [.Die Interferenzterme mit unter-
schiedlichem [ verschwinden mit der Integration iiber den Winkelbereich.

Wir wenden uns nun Bindungszustanden in einem Potential zu, das fur » > R
verschwindet. Auch hier ist (5.16) die allgemeinste Losung im Bereich » > R. Fiir einen
Bindungszustand mufl die Wellenfunktion im Unendlichen verschwinden. Die Variable
k ist nun nicht auf reelle Werte beschrankt, da ja die Energie eines Bindungszustandes
negativ sein kann und damit gema$ (5.2) k rein imaginédr. Auch die Streuphasen werden
nicht mehr reell sein. Es empfiehlt sich demnach, die Wellenfunktion (5.16) in der
folgenden Form zu schreiben:

¥ =3 (2 +1)i (al(k) G (k) + bl(k)nl(kr)>Pl(cos 0) (5.19)
=0

Wir berticksichtigen das asymptotische Verhalten der Funktionen j;(kr) und n;(kr),
d.h. Gleichung (5.13), und erhalten aus (5.19)

o
1 ) s ; I
r—00 (1~ ) i(kr—2F) . Ci(kr—lm) )
v — ZZ;(ZZ—H)Z 57km {e 2 (az(k) zbz(k)> e 2 (al(k)—i—zbl(k)) }Pl(cos 0).
(5.20)
Fiir rein imaginiires k : k = iK erhalten wir als Bedingung fiir einen gebundenen

Zustand mit Drehimpuls [

a(k) = —iby(k)  fir K >0
ai(k) = +ib(k)  fir K <0. (5.21)

Diese Gleichungen konnen fiir bestimmte Werte von K erfiillt sein. Dann besitzt das
Potential bei der entsprechenden Energie einen Bindungszustand.
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Wiéhlen wir K > 0, so erhalten wir aus(5.19) die Wellenfunktion eines gebundenen
Zustands, wenn wir fiir jene [, fiir die (5.21) nicht erfiillt ist, ¢ und b Null setzen.

dy = (20 + )ilay (k) (jl(kr) + inl(kr)>Pl(cos 0) (5.22)

Die Kombination .
hM () = 5y (p) + iny(p) (5.23)

ist als erste Hankelfunktion bekannt. Fiir K < 0 tritt die zweite Hankelfunktion auf,
die man definieren kann als:

1> (p) = jy(p) — iny (p) (5.24)

Asymptotisch verhalt sich hl(l) wie

B~ —Leilo=5), (5.25)

Am Ende wollen wir noch (5.16) verwenden, um (2.2) zu beweisen. Die ebene
Welle ¢?** ist Losung der Schrodingergleichung, kann mithin auch in der Form (5.16)
geschrieben werden. Sie ist auch bei r = 0 nicht singulir, die sphérischen Neumann-
funktionen diirfen nicht auftreten, 9; muff daher Null sein. Wir erhalten

o)
pikrcos0 _ 2(21 + 1)Z-laljl(kr)Pl(cos 0), (5.26)
=0

wo noch die Koeffizienten a; zu bestimmen sind. Wir verwenden (2.1) und erhalten:

™

1 .
iLaggy (kr) = 3 / ek cosf p(cos ) sin 6 df (5.27)
0

Dies muf fiir alle r gelten, wir werden daher in eine Potenzreihe in r entwickeln und
den fir r — oo fithrenden Term vergleichen.
Dies ergibt sich aus (5.14).

l l

al% = %/ (k;;) (cos ) Py(cos 6) sin 0 df (5.28)
0

Um zu zeigen, daf} auch auf der rechten Seite die niedrigeren Potenzen verschwinden,

erinnern wir uns daran, dafl z = r cos f eine Komponente eines Vektors ist, also zu einer

[ = 1 Darstellung des Drehimpulses gehort. 2" hat demnach als grofite Drehimpul-

skomponente [ = n, das Integral (5.28) verschwindet demnach fiir n < [ wegen der
Orthogonalitat der Kugelfunktionen.
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Um das Integral in (5.28) auszuwerten, erinnern wir uns an die Definition von Pj:

1 d
P(t) = 2l_l!@(t2 - 1) (5.29)

Die hochste Potenz von ¢ in Pj(t) erhalten wir, wenn wir die eins in (5.29) ver-
nachlaligen

11 l
P(t) = g“_)Q(m)! th+ T;)cnt". (5.30)
Wir erhalten demnach
1 1 -1
éfzgﬁi(zzﬂ(cose)l::zﬁ(cose)4-25%(1nfg(cos9). (5.31)

Wir haben wieder verwendet, da3 die hochste Drehimpulskomponente von t* [ =n
ist. Mit Hilfe der Orthogonalitatsrelation konnen wir nun (5.28) integrieren und erhalten
a; = 1. Somit haben wir die Formel (2.2) hergeleitet.

6 Harte Kugel und Potentialtopf

Die Ausfiihrungen des letzten Kapitels erlauben es uns in beiden Fillen, harte Kugel
und Potentialtopf, die Losungen auch im “Innenbereich”, d.h. fur r < R, zu berechnen.
Zunachst die harte Kugel. Sie ist charakterisiert durch die Bedingung, daf} die
Wellenfunktion fiir » < R verschwindet, da das Potential dort als abstoflend und un-
endlich grof3 angenommen wird.
Es gilt demnach fiir alle I:
Ry < (R) =0, (6.1)

wobei R. die Wellenfunktion fiir » < R sein soll.Die Stetigkeitsbedingung der Wellen-
funktion verlangt, dafi dann auch R~ (R) Null sein mufl wobei R die Wellenfunktion
fiir » > R ist. Die erste Ableitung der Wellenfunktion muf} hier nicht stetig sein, da das
Potential bei 7 = R von Null auf Unendlich springt. Die erste Ableitung wird demnach
eine endliche Sprungstelle bei r = R besitzen.

Aus (5.17) folgt:

Ji(kR) cos9; — ny(kR)sind; = 0 (6.2)
oder A(kR)
i
tandy = o (6.3)

In der Formel (2.8) fiir die Streuamplitude geht die Streuphase in der Kombination
€21 — 1 ein. Dies laft sich leicht durch tan ¢; ausdriicken

622'19[ ]_ + ’L tan ﬂl

1 —itan,
. 27 tan o
2 = 2L 6.4
¢ 1 —itan?, (6-4)
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Setzen wir dies in (2.8) ein, so erhalten wir fiir die Streuamplitude:

£(6) = % 3R 1)%3@039) (6.5)

Die erste Hankelfunktion hl(l)(kR) wurde in (5.22) definiert.
Die Winkelabhangigkeit der Streuamplitude wird durch die Legendre Polynome be-
stimmt, wihrend die Energieabhangigkeit im jeweiligen Koeffizienten enthalten ist.
Wir konnen uns fiir kleine Energien (k — 0) interessieren und die fithrenden Terme
mit Hilfe von (5.14) berechnen. Wir erhalten:
Ji(kr) koo (kr)2Hl 2041

Ji(kr) + ing(kr) — 20+ D2~ i (6.6)

und somit fiir die Streuamplitude

00 2
108 1Y O (B Rcos ) ©7)

Fiir ganz kleine Energien wird nur [/ = 0, d.h. die s-Wellenstreuung zum Wirkungs-

querschnitt beitragen:
k—0

f®) — R (6.8)
Der totale Wirkungsquerschnitt wird
o "9 4rR2. (6.9)

Dies ist deshalb bemerkenswert, weil wir klassisch gerade die Kreisfliche mR? als
Wirkungsquerschnitt erhalten. Die Teilchen, die im klassischen Sinne gestreut werden,
sind gerade die, welche die Kugel auch treffen. Quantenmechanisch bei kleinen Energien
erhalten wir einen vierfachen Wert fiir den totalen Wirkungsquerschnitt.

Eine Abschitzung bei hohen Energien (k — o0), die jedoch viel aufwendiger ist und
hier nicht vorgestellt werden sollte, liefert einen Wert fiir den totalen Wirkungsquer-
schnitt von

k—o0

o =% 2rR? (6.10)

also immer noch einen um den Faktor 2 zu groflen Wert. Dies ist auch verstandlich.
Bei nichtverschwindendem totalen Wirkungsquerschnitt kann auch die Amplitude in der
Vorwiértsrichtung nicht verschwinden (optisches Theorem, (2.14)). Sie mufl demnach
einen Beitrag zum Wirkungsquerschnitt liefern, ungleich der klassischen Betrachtung,
bei der die harte Kugel einen vollkommenen Schatten in die Vorwartsrichtung wirft. Da-
her bezeichnet man dieses quantenmechanische Phinomen auch als Schattenstreuung.

Wir wenden uns jetzt der Strewung am Potentialtopf zu. Der Potentialtopf ist
definiert durch das Potential:

V(r)= —Vo (R — 1) (6.11)
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Die radiale Wellengleichung beschreibt auch die Wellenfunktion im Innenbereich,
wenn wir F durch E + Vj ersetzen. Die Losung darf bei » = 0 keine Singularitat
besitzen, es kommt demnach nur die sphérische Besselfunktion in Frage:

Rio(r) = Ai(qr) mit kg = \/2m(Vy + B) (6.12)

Bei r = R mufy nun sowohl die Wellenfunktion wie auch die erste Ableitung stetig sein

- das Potential macht einen endlichen Sprung bei » = R. Dies ergibt zwei Gleichungen,

die es uns erlauben, A und 9; der Wellenfunktion (5.17) fiir den Auflenbereich durch die

Losung im Innenbereich festzulegen. Da A fiir den Streuquerschnitt keine Rolle spielt,

kombinieren wir die beiden Stetigkeitsbedingungen, so dafli A herausfallt. Dies gelingt,
wenn wir fiir die logarithmische Ableitung Stetigkeit verlangen:

ZB-(r)|  _ jR<(r)

R (r) r=R B R (r)

Hier haben wir o; als Abkiirzung fiir die logarithmische Ableitung der Wellenfunktion
im Innenbereich an der Stell r = R eingefiihrt. Fiir den Potentialtopf gilt:

=q (6.13)
r=R

o) = g~ 6.14
' YgR) (819

Aus der Gleichung (5.17) folgt nun
klj;(kR) cos ) — nj(kR) sind;] (6.15)

jl (kR) COS ’191 - nl(kR) sin ’191

In diesen Gleichungen bedeutet nj und jj, da nach dem Argument der Funktion
abgeleitet wird.
Der tan ¢; 1463t sich nun leicht berechnen:

kjj(kR) — ay5i(kR)

tan ¥, = 6.16
M= Tnl(kR) — aymi(kR) (6.16)
Verwenden wir (6.4), so ergibt sich:
| —2((kji (kR) - cwi(kR))
e 1 = (6.17)

kb (kR) — oyhM (kR)

Die Streuphasen und damit die Streuamplitude sind demnach als Funktion der En-
ergie (F = %) sowie der Parameter o bekannt. Diese Parameter o; hangen auch von
der Energie (hg = /2m(E + Vj) ) sowie den Details des Potentials - in unserem Fall
Radius R und Tiefe V; - ab.

Der Nenner in (6.17) kann bei bestimmten Energien sehr klein werden, diesen Fall
nennen wir Resonanzstreuung, wir werden ihn im nachsten Kapitel naher betrachten.

Hier wollen wir zunachst zu kleinen Energien iibergehen und die Entwicklungen
(5.14) verwenden.

19



Fiir tand; erhalten wir von (6.16) unter Verwendung von (5.14):
20+1 [ —
tan 9, =3 %(m)”“% (6.18)
(2t + 1)) + 14 o(0)

Wir haben auch «; nach k entwickelt. «;(0) ist a; an der Stelle & = 0. Beim
Potentialtopf haben wir in (6.14) fiir ¢ = % 2mVy zu setzen. Diese Formel zeigt, daf
im allgemeinen, d.h. solange der Nenner [+ 1+ a;(0)R in (6.18) nicht sehr klein ist, die
Hauptbeitrage zur Streuphase von der s-Wellenstreuung (I = 0) herriihren. Fiir & — 0
konnen wir dann tan ¢y sowie sing durch 9 ersetzen.

Der differentielle Wirkungsquerschnitt wird somit zu:

1. (&%) (O)R 2
do = — sin’ 9y = R (7) 1
0 = o5 sin” Jo R T+ an(O)R (6.19)
Hier haben wir (2.8) und (6.18) verwendet.

Der totale Wirkungsquerschnitt nahert sich somit zu

2 ()R N2
o = 47R (1+a0(0)R) (6.20)

Wir haben hier den Potentialtopf behandelt. Alle Eigenschaften der Streuphase
ergeben sich aus der logarithmischen Ableitung der Wellenfunktion an der Stelle r = R.
Alle Formeln und Schlufifolgerungen bleiben somit richtig, solange es das Potential
zulaft, an einer Stelle r = R logarithmische Anschlulbedingungen zu stellen. Bei Poten-
tialen mit endlicher Reichweite wird dies immer der Fall sein. Die Energieabhangigkeit
von ¢ hangt natiirlich vom jeweiligen Potential ab. Aber auch hier kann man fiir eine
grofle Klasse von Potentialen - dazu gehoren alle mit endlicher Reichweite - zeigen, daf}
die ersten Korrekturen zu 9 von der Ordnung k? sind. Die Formel (6.19) hat somit
auch allgemeine Giltigkeit, und man schreibt sie in der Form

do =9 a2 + O(K?) (6.21)

und nennt ag die Streulinge des Potentials.
Fiir die harte Kugel ergibt sich als Streulinge agp = R (6.9) und fiir den Potentialtopf

ao(0)R? 1 2mVy 2mVy
= =——31—4/=—=Rcot({/=—5—R) ;. 6.22
T R TR «© ( 2 ) (6:22)

Den Term nichster Ordnung in k2 parametrisiert man wie folgt:
11,
kcot §g = —— + =rok (6.23)
ap 2
und nennt ry die effektive Reichweite des Potentials.

Die p-Welle (I = 1) wird auch in der Ordnung k? zum Wirkungsquerschnitt beitra-
gen, es ist die Winkelabhangigkeit, die diese beiden Beitrage unterscheidet.
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Wir wenden uns noch kurz den gebundenen Zustanden im Potentialtopf zu. Gemaf
den Ausfithrungen des vorhergehenden Kapitels, und speziell gemafi der Wellenfunktion
(5.22), muf die Stetigkeitsbedingung fiir die Hankelfunktion im Auflenbereich gefordert
werden. Wir fordern:

hY (p)

o =iK L
hgl) (p) lp=ikR

(6.24)

Die rechte Seite enthilt nun keinen freien Parameter (wie etwa die Streuphase in
(6.15)). Nur fiir bestimmte Werte von K wird diese Gleichung erfiillbar sein - dies sind
dann die Energieeigenwerte der Bindungszustande.

hK = \/2m(—E) (6.25)

Sie treten bei negativen Energien auf. Die Gleichung (6.24) kann auch geschrieben
werden als

iKh"Y iKR) — oyh{" (K R) = 0. (6.26)

Es ist interessant zu bemerken, dafl diese Bedingung genau zu einer Polstelle der
Strenamplitude auf der positiven imagindren k-Achse fithrt, dies ist aus (6.17) er-
sichtlich. Auch dies ist ein allgemeiner Zusammenhang, Bindungszustinde fithren zu
Singularitaten der Streuamplitude auf der positiven imaginaren Achse. Der Zusammen-
hang zwischen Singularitaten der Streuamplitude in der komplexen k& Ebene und den
Bindungszustanden ist jedoch nicht eindeutig. Die Streuamplitude kann noch weitere
Singularitaten besitzen.

Wir wollen noch die Gleichung (6.24) fiir / = 0 untersuchen. Aus (6.14) folgt

jo(qR) 1
oy = ¢q—— = —— + qcot(qR); 6.27
0= 9% 4R 74 (qR) (6.27)

wiihrend sich die rechte Seite von (6.24) zu —% — K rechnet.
Wir erhalten also die Bedingung fiir Bindungszustande:

gcot(qR) = —K (6.28)

wobei iig = \/2m(Vp + E) (6.12) und hK = /2m(—FE)(6.25) zu setzen ist. Dies
sind gerade die Bedingungen fiir die ungeraden Zustinde des eindimensionalen Poten-
tialtopfe, die Losungen dieser Gleichung wurden dort diskutiert.

7 Resonanzstreuung

Wir haben im vorhergehenden Kapitel gesehen, dafl bei bestimmten Energien die Par-
tialstrenamplituden sehr grof3 werden konnen.
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Streuamplitude (2.8)

£(6) = ik i 20+ 1)(e%™ — 1)P;(cos0)

o0

= Z 21+ 1) fi(k)Py(cos 9) (7.1)

Streuphasen (6.16):
kjj(kR) — cuji(kR)
knj(kR) — oyny(kR)

Dies gilt allgemein, falls fiir 7 > R die freie Wellengleichung eine gute Naherung ist.
Die Konstanten «; sind die logarithmische Ableitung der Wellenfunktion des Innenbere-
iches an der Stelle r = R.

Es kann nun sein, daf bei bestimmten Werten von | und % der Nenner in (7.2) sehr
klein ist. Dann dominiert die entsprechende Streuamplitude auch bei sehr kleiner En-
ergie.

tan ¢ =

(7.2)

Wir sehen uns wieder den fithrenden Term fiir ¥ — 0 an, d.h. wir verwenden (5.14)

und erhalten:
—0 20+ 1 )Ql—l—l [ — OélR

k
tan 9, =9 k S .
e o E Gy ey (7.3)

Resonanz liegt vor falls:
I[+14+oqR=0 (7.4)
Die Parameter a; hangen von der Energie ab, und wir nehmen an, daf fir £ = FE,

die Gleichung erfiillt ist. Wir entwickeln Ro; um diese Stelle:

daoy

R =—/-1 EF—-FE.,)R—
o (E) + ( ) dE | pep,

(7.5)

und berechnen die Energieabhangigkeit der Streuphasen in der Umgebung von E,:

20 + 1)? 1 kR)?H1
fan 9 ~ ﬁ(m)?”l _ _ _Wé fL)E (7.6)
) (B = Er) R E=FE, "
Das letzte Gleichheitszeichen definiert
(21 +1)2 1

V= (7.7)

I+ DI oy

E=F,

Fir F = FE, wird tan; unendlich und 9; somit ein ungerades Vielfaches von 3.

An diesen Stellen wird sin; gleich eins und damit der Beitrag dieser Partialwelle zum
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totalen Wirkungsquerschnitt nach (2.12) maximal. Wir verwenden nun (6.4), setzen in
(7.1) ein und erhalten
( k R)Ql—l—l
E — E, +iy/(kR)2+1"
Der in £ fithrende Beitrag dieser Partialwelle zum totalen Wirkungsquerschnitt ist
demnach:

fi = —2iy (7.8)

@41 (R
P (B =B + u(kRPP

Dies ist die Breit-Wigner Formel fiir die Resonanzstreuung. Diese Formel stellt
eine typische Energieabhiangigkeit des totalen Wirkungsquerschnitts in der Nahe einer
Resonanz dar. Die entsprechende Partialwelle kann aus der Winkelabhangigkeit des
partiellen Wirkungsquerschnitts ermittelt werden.

Die Breite der Resonanzkurve ist durch y;(ka)?*! gegeben, fiir [ > 1 und k klein ist
die Resonanz sehr scharf. Dies wird aus der folgenden Abbildung deutlich.

Wir sehen aus (7.8), daf die Streuamplitude eine Singularitit bei E = E,—iy, (kR)?+!
besitzt. Da k = %\/ 2mFE > 0, liegt dieser Pol fiir 7v; > 0 in der unteren Halbebene des
2ten Riemannschen Blattes in der komplexen E-Ebene. Im néchsten Abschnitt werden
wir den Zusammenhang zwischen Kausalitit und Analytizitit der Streuamplitude un-
tersuchen. Daraus folgt dann, dafl eine Singularitit in der oberen Halbene des ersten
Riemannschen Blattes ausgeschlossen ist. Demnach muf} 7; > 0 sein. Aus (7.6) ergibt
sich damit, daf§ die Streuphase fiir £ < E, positiv und kleiner 7/2 ist, bei F = E, den
Wert 7/2 annimmt, und bei £ > E, grofler 7/2 wird.

o] =

(7.9)
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Breit—wWigner-Resonanzkurve

Energie — >

0.03
(E, =0.04,y =1,R = 1)

' 0.055
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Zeitabhangiger Formalismus

Man kann den Streuvorgang auch als zeitliche Veranderung einer Wellenfunktion in
Gegenwart eines Potentials betrachten. Nimmt man an, dafl das Potential fur ¢ — oo
verschwindet, so kann man zu sehr friuhen und sehr spaten Zeiten annehmen, daf3 sich das
Teilchen wie ein freies Teilchen bewegt. In diesen Zeiten kann man also die Teilchen z.B.
mit ihrem Impuls charakterisieren und nach der Ubergangswahrschelnhchkelt fragen, dafl
man bei einem einlaufenden Teilchen mit Impuls p nach der Streuung ein Teilchen mit
Impuls p’ vorfindet. Den entsprechenden Formalismus wollen wir jetzt entwickeln, er
hat den Vorteil, daf} er sich leicht auf die relativistische Theorie iibertragen 1ait. Wir
beginnen mit der Diskussion der Greenschen Funktionen der freien Schrodingergleichung.

8 Greensche Funktionen der freien Schrodingergleichung

Schrodingergleichung:

ind w(a,1) = —h—2A\If(a: ) (8.1)
ot T Tom ’ '

Die folgende Gleichung definiert Greensche Funktionen:

o R . ) ,
(Zhaﬁ A)Go(m,t,m,t)=h6(m—m)6(t—t) (8.2)

Aus der Translationsinvarianz der freien Schrodingergleichung folgt
Go(z,t, ' t') = Gy(x — z',t — ). (8.3)
Es geniigt also die Gleichung

2
(mgt + = A)Go(m,t) — 1é(2)8(t). (8.4)
zu l6sen. Der Faktor A auf der rechten Seite dient der Bequemlichkeit, da es der Faktor
ist, der auch i% multipliziert. Der Index 0 bedeutet, dafl wir die freie Schrodingergleichung
betrachten. Die Losungen dieser Gleichung sind nur bis auf Losungen der homogenen
Gleichung festgelegt. Die Greensche Funktion kann noch Randbedingungen angepaft
werden.

Zur Losung dieser Gleichung bietet sich die Fouriertransformation an, und wir er-

halten:
—iwt —ik-

1
Go(@,1) = = /dwd3k R (8.5)
(27) W= om
Der Integrand weist bei w = gi eine Singularitat auf. Dieser Zusammenhang zwis-

chen Frequenz und Wellenzahl entspricht gerade einer Losung der homogenen Gleichung
(8.1).
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Durch die Wahl des Integrationsweges legen wir dann eine spezielle Losung der in-
homogenen Gleichung fest.

Wir kénnen dem Pol auf der reellen w-Achse in der oberen (unteren) Halbebene
der komplexen w-Ebene ausweichen. Wir nennen die entsprechende Greensche Funktion

dann Gat.
Im w “\KO

Integrationsweg fiir G
N\ Re w
— : —

0,
-
Im w “\KO

= W - Re w
O/

_h%?) u/t>0

(wy = om

Integrationsweg fiir G,

In beiden Fallen konnen wir den Integrationsweg fiir ¢ > 0 in der unteren Halbebene
im Unendlichen schlieflen, fiir ¢ < 0 gleichermaflen in der oberen Halbebene.
Wir berechnen GS‘ . Da fiir £ < 0 der Integrationsweg keine Singularitit einschlief3t,
erhalten wir:
Gg(z,t)=0  fir ¢<0. (8.6)
Fiir ¢ > 0 verwenden wir den Residuensatz fiir die Integration in der komplexen
Ebene und erhalten:

G (1) = —(2;)3 /d3k e RTo—izm kbt fir ¢ >0, (8.7)

Die k-Integration kann durch analytische Fortsetzung des Gaufischen Integrals aus-
gefithrt werden. Man kann aber auch in einer Integraltafel nachsehen, wo man findet:

+00 1
. D —1 ib” 2
/ ez(axz-l-bx)dx — \/iz il e~ i fir a<0. (8-8)
a
—00

Dreimaliges Anwenden dieser Formel fithrt zu dem Ergebnis:

m L2
e'2n ¢

(8.9)

m }3/2 )

e = 0]
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Anstatt mit der Integration bei G in die obere Halbebene auszuweichen, konnen
wir auch die Singularitat in die untere Halbebene verschieben. Entsprechendes gilt fiir
Gy -

ot 1 ol efiwtefik-m
t) = _— 8.10
0(m7 ) (277)4/ “ w—g—];jzl:ie ( )

Man erkennt unmittelbar die Giiltigkeit der Beziehung:
Gy (@,t) = G *(~@,—1) (8.11)

G, muf also nicht gesondert berechnet werden. Da G fiir t < 0 und G, fiir t > 0
verschwindet, sind dies die Randwerte, die diese Losungen der Gleichung (8.4) erfiillen.
Man nennt G(')Ir retardierte und G|, avancierte Greensche Funktion.

Bildet man die Differenz der beiden Losungen Gar und G|, , so erhalt man eine Losung
der homogenen Gleichung. Sie entspricht einem Integrationsweg in der komplexen w-
Ebene, der den Pol umschlief}t.

Integrationsweg fiir G|, Im w

ﬁ\ Re w
L\

Go(z,t) = G (z,t) — G, (z,1). (8.12)
Aus (8.9) und (8.11) folgt

m2
T

m }3/2 ' (8.13)

i3k

2miht ¢

Die Funktion G hat eine sehr wichtige Eigenschaft. Berechnen wir sie an der Stelle

t = 0, so kann dies in der Darstellung (8.7) geschehen, bevor die k-Integration ausgefiihrt

Gola,t) = —i[

wurde )
¢ ik. .
Go(@,0) = = (5.5 /d3ke kT _ _i5(a). (8.14)
Die Funktion Go(z—=’, t—t") ist demnach eine Losung der freien Schrodingergleichung
o R
h _A — ’/ — = 1
(mat+2m )G(:c 2t —t) =0 (8.15)

mit der Anfangsbedingung
G(x —z',0) = —id(xz — =’). (8.16)

Dies erlaubt uns, sofort das Anfangswertproblem der Schrodingergleichung (8.1) zu
16sen. Sei zur Zeit t = ¢y die Wellenfunktion gegeben, z.B. ¥ (x,t) = uy(x), so ist die
Wellenfunktion zu jeder Zeit ¢ gegeben durch:

Uz, 1) = i/Gg(:c — et — to)ug (a') . (8.17)
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Dies sieht man, da die so definierte Wellenfunktion Losung der freien Schrédinger-
gleichung ist, und weil ¥(x,ty) = uy(x) aus (8.16) folgt.

Die Funktion Gy (x—x’, t—ty) propagiert demnach die Losung der freien Schrodinger-
gleichung von einer Zeit £y zu einer beliebigen Zeit .

Dies ist aber gerade, was wir fiir die Behandlung des Streuproblems, allerdings bei
Vorhandensein eines Potentials, brauchen. Wir miissen also die analogen Funktionen
G, G~ und G fiir den Fall mit Potential suchen.

9 Die S-Matrix

Wir nehmen nun an, da} wir an einem Potential streuen, das fiir grofle raumliche
Abstinde und auch fiir grofie negative und positive Zeiten verwindet.

Ve, t) =0 fiir r>R,|t|>T (9.1)

Dazu suchen wir Losungen der Schrodingergleichung

L0 B2
st = ( — oA+ AV)¢. (9.2)

Fir |t| > T ist die Wellenfunktion Lésung der freien Schrodingergleichung. Wir
wollen zunéchst zeigen, dafi die Losung von (9.2) durch eine einlaufende freie Welle
festgelegt ist, und dann fiir ¢ > T die Ubergangswahrscheinlichkeit dieser Wellenfunktion
in eine vorgegebene auslaufende freie Welle berechnen.

Zur Losung der Gleichung (9.2) bietet sich fiir allgemeines V' die Stoérungsrechnung
mit den Greenschen Funktionen der freien Gleichung an. Die Gleichung (9.2) wird
zunachst in eine Integralgleichung umgewandelt:

vlat) = ole.t) + 5 [ il Gl e — ot OV Oplt) (93

1, ist Losung der freien Gleichung, und da wir die Integralgleichung mit G for-
muliert haben und V' den Bedingungen (9.1) geniigt, ist dieses 1), identisch mit der
einlaufenden Welle ¢, .

Storungstheorie heiffit nun Entwicklung nach dem Parameter A. Dabei ergibt sich
die n te Naherung aus der (n — 1)ten Naherung duch Einsetzen in die rechte Seite von
(9.3):

dnent) =yl ) + 5 [ @0 Gl -2t - V@ @) 0

Wir fithren die Entwicklung durch. Dazu benutzen wir die Integrationsvariablen
z;,t, und kirzen ab:

d3x,dt, = d(1), (9.5)
Gy (®y_y — @ty — 1) = Gy (I = 1,1),
Vix,,t) = V().
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Wir erhalten:

Playst) = ol ) + 5 [ d2)GEL2V ()

-I-----I-% d(2)---d(n+1) G (1,2)V(2)G{ (2,3)V(3) - -
Gy (nyn + D)V (n+ D)yhy(n+ 1)
+- (9.6)
A 3 gl A~ ’ l A A
P(x,t) = Py(x,t) + E/d zdt G (z, 2’ t, )V (2!, 1)) (2", 1), (9.7)

wobei wir in der letzten Gleichung die Summe unter dem Integral von (9.6)mit G (z, z’, ¢, ')
bezeichnet haben:

Gt(z, ', t,t') = Gf (x — 2',t — 1)

+% /d(l)G(J{(a: —z,t—t) V()G (zy — ' t, — 1)

+2—n d(1)---d(n)Gg (z — x4, t —t)V(1)GF (1,2)V(2) - --
~Gg(n—1,n)V(n)Gt(z, -z t, —t)

4. (9.8)

G steht zunéchst als Abkiirzung fiir die rechte Seite von (9.8) und kann so berechnet
werden. Wenden wir allerdings den Operator der Schrodingergleichung (9.2) auf (9.7)
an, so erhalten wir:

(mﬁ + h—QA Av)w —0

ot
= —AV(a: t)y(x, 1)

2 / Pt (maat + h—A W) G (@2 1)V (& ¢ iy (@ 1). (9.9)

Da dies fiir alle 1), gelten muf} folgt:

< 8 hQ + ’ !
i + 5~ = AV)G (@, 2, t,8) = h(x — &'t — t') (9.10)

Weiters folgt auf Grund der Eigenschaften (9.1) unseres Potentials, dafi der allge-
meine Term in (9.8) nur dann nicht verschwindet, wenn ¢ > t; > t, > -+ > ¢, > t' ist.
Wir sehen daher, daf}:

Gt (z,z',t,t') =0  fir t<t. (9.11)

Gt ist demnach eine Greensche Funktion der Schrodingergleichung mit Potential zur
Randbedingung (9.11).
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Die Gleichung (9.7) ist bemerkenswert, weil sie zeigt, dafl die Wellenfunktion v (x, t)
vollstandig durch die einlaufende Welle ), festgelegt ist, und daf es sich dabei um eine
lineare Abbildung handelt. Von der Gleichung (9.3) zu (9.7) hat sich der Index 0 von G|,
zu 1), verschoben. Die Greensche Funktion G kann nun ein fiir allemal berechnet wer-
den, die Wellenfunktion mit Wechselwirkung berechnet sich dann aus der einlaufenden
Wellenfunktion durch Integration.

Die S-Matrix sollte nun einen Zustand zur Zeit ¢, < —T auf einen Zustand zur
Zeit t; > T abbilden. Um diese Abbildung zu berechnen, fithren wir zunachst ein
vollstandiges und orthogonales Funktionensystem fiir eine bestimmte Zeit ¢ ein, das
aber gleichzeitig die stationére freie Schrodingergleichung (1.3) 16st:

2
—;—mAua(m) =FE, u,(x) (9.12)

Orthogonalitéat:

/ wh(@)ug (@) Po = 0y, (9.13)
Vollstandigkeit:

[ v @aty) = i@ - v) (9.14)

Das Symbol [ steht hier fiir ein Integral, falls « ein kontinuierlicher Index ist, und
fur eine Summe, falls o diskrete Werte annimmt.
In erster Linie denken wir natiirlich an ebene Wellen:
2
T _ h2ka

1 ik,
ua(m) = W@ @ s Ea = om (915)

Die Losungen der zeitabhingigen Wellengleichung (1.1) ergeben sich dann zu
fol(,t) = ug ()e F oL, (9.16)

Wir konnen nun zur Zeit ¢; > T die Wellenfunktion ¢ aus Gleichung (9.3) nach
den Funktionen ¢ﬁ(a3,t1) entwickeln. Gleichzeitig geben wir ¢ den Namen ¢, um
anzudeuten, daf sich ¢ aus der einlaufenden Welle ¢, entwickelt hat.

Wir definieren die S-Matrixelemente als die entsprechenden Entwicklungskoeffizien-
ten.

Spn= [ w3ttt 0.17)

Schreiben wir % in der Form (9.3), so erhalten wir:

Sga = Opa + % / Prd®s'dt ¢5(z, )G (x — 't — ")V (2 ), (', 1)) (9.18)

t=t,

Wir wissen, dal G, die freie Losung propagiert (8.17):
¢5($at) = 7:/Go(a3 -zt - t0)¢ﬁ(m,7t0) d*x’ (9.19)
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Die Konjugationseigenschaften von G|, ergeben sich aus (8.11) und (8.12), sie sind
Gy(z,t) = —Gy(—z, —t). (9.20)

Wir konjugieren (9.19)

Byl =i [ 63l t0)Gola’ ity — 1) P’ (9.21)
Damit ergibt sich die S-Matrix (9.18) zu:

Spo = D5 — z% / ' dt! §5 (! V(@ ¢ Yo (! ) (9.22)

Es zeigt sich, dafl bei der Wahl des Funktionensystems (9.16) die S-Matrix un-
abhangig von der speziellen Zeit ¢, und ¢, ist, falls nur ¢, < =T und ¢; > T gewahlt
wird.

Die Definition (9.22) eignet sich direkt fiir eine Storungstheorie, 1, ist in erster
Naherung durch ¢, zu ersetzen.

Wir wollen nochmals auf die Tatsache zuriickkommen, daf} die S-Matrix Wellenfunk-
tionen von einer bestimmten Zeit ¢, < —T' auf eine bestimmte Zeit ¢; > T abbildet. Wir
setzen in der Definition (9.17) die Wellenfunktion ¢, in der Form (9.7) ein:

A
Sga = /d3x ¢;§(m,t1){¢a(m,t1) + ﬁ/d?’x’dt’ G+(:1:,:1:”tl,t’)V(m”t/)an(ml’t’)},
(9.23)
Nun verwenden wir (9.19), um ¢, (x,t) durch ¢, (x,t,) auszudricken:

Spo = i / Prds! g5 (2. 1){Cola — 't — 1) (9.24)
A 3 + ’ !
+ﬁ d ydT G (ma Y, tla T)V(ya T)Go(y —T, T tO)}¢a(m 7t0)'
Da auch hier wegen unserer Bedingungen ¢; > 7 > %, sein muf}, konnen wir G, durch

G{ ersetzen. Aus (9.8) folgt, daB wir den gesamten Ausdruck unter der geschweiften
Klammer durch G*(z,t,,2’, ;) ersetzen konnen:

Sﬂa =1 / d3$d3xl ¢§ (ma tl)G+ (ma mla tla t0)¢a (mla tO)' (925)
Zur Zeit t =t sei nun eine Wellenfunktion vorgegeben:

P(@,tg) = Y capal@sty) (9.26)

Diese Wellenfunktion entwickelt sich zeitlich nach der Schrodingergleichung und wird
zur Zeit t; zu:

(e, ty) =Y dadgla,ty) (9.27)
B
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Dann sind die Entwicklungskoeffizienten gemafi der Definition der S-Matrix (9.17)
gegeben durch:

dy = Sgaca- (9.28)

Hier kommt die Matrixbedeutung klar zum Ausdruck. Die Normierung der Wellen-
funktion andert sich nicht, solange das Potential reell ist, die Wahrscheinlichkeit, das
System in irgendeinem Zustand zu finden, bleibt erhalten:

Yo leal? =) ldgl =1 (9-29)
a 8

Die S-Matrix muf} unitar sein. Dies gilt als eines der grundlegenden Axiome, das
heifit, wir konnen nur eine einer S-Matrix Theorie zugrunde liegende Dynamik akzep-
tieren, die zu einer unitaren S-Matrix fihrt. In der Schrodingerschen Quantenmechanik
mit hermitischem Hamiltonoperator ist dies der Fall.

Die Berechnng der S-Matrix durch die Storungstheorie kann graphisch veranschaulicht
werden. Wir gehen von (9.25) aus und verwenden (9.8). Den einzelnen Termen in (9.8)
ordnen wir Graphe zu:

(n)
n—1
o (n—1)
+ ) + 0 T :
(1)*"”(

Jedem Pfeil ordnen wir die Funktion G (z, — z,,t, — t,) zu, wobei z,,t, Ort und
Zeit am Anfang des Pfeiles, x;,?, Ort und Zeit am Ende des Pfeiles sein soll. Fiir jeden
Vertex setzen wir %V(mn,tn) ein. Am Ende des “Pfeilzuges” setzen wir ¢j(z,?;), und
fiir den Anfang ¢, (2’,t;) ein. Wir integrieren tiber @, &’ und d(1),...,d(n). Schliefilich
summieren wir alle Beitrage und erhalten die S-Matrix. Diese Regeln entsprechen den
Feynmanregeln der Strorungstheorie. Die Graphe sind zunichst ein symbolischer Aus-
druck fur eine Rechenvorschrift, sie konnen aber auch recht physikalisch interpretiert
werden. Eine Wellenfunktion ¢, propagiert mit GS“ bis zu einem Vertex, wo sie an
einem Potential gestreut wird. Dann propagiert sie weiter zum nachsten Vertex usw.,
bis sie schliellich bis zur Zeit ¢, propagiert. Uber alle moglichen Positionen der Vertizes
muf} integriert werden, Streuung an beliebig vielen Vertizes ist moglich.

10 S-Matrix und Wirkungsquerschnitt

Die S-Matrixelemente Sy, sind die Entwicklungskoeffizienten einer Wellenfunktion 1, (x,t),
die aus einer einlaufenden Welle ¢ (x,t) entsteht, gestreut, und dann nach auslaufenden
Wellen ¢4(z,t) entwickelt wird. Ein- und auslaufende Wellen sind dabei Losungen der
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freien Wellengleichung, da wir ja annehmen, daf§ das Potential fiir [¢| > T verschwindet.
Im Kapitel 9 haben wir diese Matrixelemente berechnet, wir beziehen uns auf Gleichung
(9.22):

Sge =050 — z% /d3:z:dt G, 1)V (2, 1)1, (2, 1) (10.1)

Wir sind an einer Streuung vom Anfangszustand in einen vom Anfangszustand ver-
schiedenen Zustand interessiert, also ist & # 5. Die Wahrscheinlichkeit, dafy das System,
das urspriinglich im Zustand ¢, war, nach der Streuung im Zustand ¢g ist, wird dem-
nach gegeben durch |S,;, — 6ﬂa|2.

Die Ubergangswahrscheinlichkeit vom Zustand ¢,, in Zustande ¢ﬁ, die in einem En-
ergieintervall AEB liegen, wird auch proportional zur Dichte dieser Endzustande sein.
Wir bezeichnen diese Dichte mit p(E).

Wir berechnen zunéchst p(F). Um moglichst der physikalischen Intuition folgen
zu konnen, charakterisieren wir die Zustande durch ebene Wellen in einem endlichen
Volumen mit Periode L.

Eindimensional: 1
u, (z) = ﬁei%”m (10.2)

Diese Wellenfunktionen sind periodisch: u,,(z+L) = u,,(x) Wir definieren die Wellen-
zahl

2
f”n =k, (10.3)
Es folgt unmittelbar
2T Am = AR, (10.4)
L
oder
L
An = —NAk. (10.5)
27

An ist die Zahl der Zustande, die sich im Bereich Ak der Wellenzahl k befinden.
Dreidimensional und auf den Impuls p = ik bezogen, ergibt dies

L\31
An=(5-) d. 10.6
n=\5-) m=dP (10.6)
Dies bezeichnet man auch als das fiir die Streuung erlaubte Phasenraumvolumen.
Im Ortsraum steht das gesamte Volumen L3 zur Verfiigung, im Impulsraum ist das
erlaubte Volumen d®p. Die GroBe des Phasenraumvolumens wird auf die GroBe der

Phasenraumzelle (275)3 bezogen, An ist daher dimensionslos.

2
Mit der nichtrelativistischen Dispersionsbeziehung £ = g’—m wird nun:

L 3
An = p(E)dE = (ﬁ) mp dQpdE. (10.7)

Wir definieren die Ubergangswahrscheinlichkeit per Zeiteinheit

1

w=r / S50 — 03al?0(Fy) dE. (10.8)
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Um zum Wirkungsquerschnitt zu gelangen, miissen wir noch durch den Fluf} der
einlaufenden Teilchen dividieren. Dieser wurde im Kapitel 1 (1.9) berechnet, fir unsere
Wellenfunktion (10.2) ist dies:

p
= 2o, (10.9)

Wir erhalten fiir den Wirkungsquerschnitt:

2 L2 3

do = % - m?(ﬁ) z—zwﬂa — Ogol? dp, dEg (10.10)

Diese Form des Wirkungsquerschnitts hangt anscheinend noch von den willkiirlichen
Groflen L und T ab. Um zu zeigen, dafl dies tatsichlich nicht der Fall ist, betrachten wir
die Streumatrix fiir zeitunabhangige Potentiale, obwohl dies zunachst unserer Annahme,
daf} das Potential fiir ¢ — Fo00 verschwindet, widerspricht.

Fir zeitunabhangige Potentiale kann auch die Wellenfunktion 1, nach der Zeit
separiert werden:

Yo (@, 1) = Xo(@)e 7! (10.11)
Wir setzen diese Wellenfunktion in (10.1) ein und erhalten:
A i

Spa — 0sa = ~i% /d3:1: uh(@)V (€)X, (@) /dteﬁ(Eﬂ_Ea)t, (10.12)

womit wir die Standardbeziehung

Ty = / 0 () V (@) ya (@) (10.14)

eingefuehrt haben. Die Wellenfunktionen u, () sind dabei wie in (9.13) normiert. Ver-
gleichen wir dies mit (4.6), so finden wir:

27 h2

T (0,0) - A%, (10.15)

[0}

T,B -
wobei A gegeben ist durch die Normierung von u,(x):
u, (z) = Ack® (10.16)

Um den Wirkungsquerschnitt zu berechnen, miissen wir nun [Sg, —d4 o> auswerten.
Dies fuhrt zunédchst zum Quadrat der -Funktion, ein Ausdruck, der nicht definiert
ist. Dies ist wohl eine Folge unserer widerspriichlichen Annahmen tiber die Zeitabhangigkeit
des Potentials. Tatsachlich sollten wir ja nur tiber eine Zeitdauer T' integrieren, wahrend
der das Potential von Null verschieden ist. Damit konnen wir bei der zweiten §-Funktion

einen “cut-off” einfithren:
+T/2
i 2 i
(/dten(EﬁEa>t) = 27hd(Es — E,) / dt e Pa~Fa)! = onpTo(E, — E,) (10.17)
~T/2
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und wir erhalten:
2 22 2
|S/Ba - 55a| = E|T’BO‘| 27rT5(E5 - E,)). (10.18)

Setzen wir dies in (10.10) ein, so hebt sich der Zeitfaktor T' weg, wir kénnen wieder
T unendlich werden lassen, d.h. den cut-off entfernen. Wir erhalten:

do = —|T,8a|2m2_ (—> deﬁ 6(E5 - Ea)dE,g (1019)

Verwenden wir nun die Beziehung(10.15) zwischen der T-Matrix und der Streuampli-
tude und erinnern uns an die Normierung (10.2), so erhalten wir das bekannte Ergebnis:

do = |f(0,¢)|*dQ (10.20)

Die willkiirlichen Groflen L und 7' treten also im Ergebnis nicht mehr auf, wir konnen
den Grenziibergang T' — 0o, L — oo durchfiithren.

11 Matrixdarstellung und Dirac Notation

Wir haben gesehen, dafl es angebracht ist, von einer S-Matrix zu sprechen. Es liegt nahe,
an dieser Stelle den “Matrix” Charakter der Quantenmechanik starker hervorzuheben
und die sogenannte Dirac Notation einzufithren. Physikalisch werden dadurch Eigen-
schaften der S-Matrix verstindlicher, mathematisch erlaubt es uns, auf die Theorie der
linearen Operatoren in Hilbertraumen Bezug zu nehmen. Es geht uns jedoch nicht
darum, diese Theorie hier zu entwickeln.

Die quadratisch integrierbaren Funktionen f(a) bilden einen Hilbertraum L2 mit
dem Skalarprodukt:

(fl9) = / P [ (@)g (@) (11.1)

Selbstadjungierte Operatoren besitzen ein System von Eigenfunktionen, das eine
orthonormale Basis des Hilbertraums bildet.

Hyp,(x) = B ,(z) (11.2)
(T/)E’,n’|¢E,n) = 0ppOny

F ist der Eigenwert des selbstadjungierten Operators H, n bezeichnet eine mogliche
Entartung des Eigenwertes. Daf} die Eigenfunktionen ¢ ,, eine Basis bilden, heifit, daf
sich jede Funktion f aus L? als Linearkombination der o eindeutig darstellen 1a8t:

[@) =3 fpntpn() (11.3)
E.n
fim = / Py (@) ()
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Die Funktionen f £, Dilden die Komponenten des Vektors f beziiglich der Basis 1) En:
Dies legt eine Notation nahe, die der Beschreibung eines Vektors als Element des Raumes
entspricht, die sogenannte Dirac Notation. Die Eigenfunktionen Vg, entsprechen ab-
strakten Vektoren in einem Hilbertraum

Dies sind die “ket”-Vektoren. Dazu gibt es die dualen “bra”-Vektoren, die durch das
lineare Funktional (bracket) definiert werden:

(E/,n’|E,n> = 6E,E’6n,n’ (115)
Gleichung (11.2) schreibt sich nun:
H|E,n) = E|E,n). (11.6)

Da der Hilbertraum eine Norm besitzt, in der diese Vektoren orthonormal sind, folgt:
(E,n| = (IE,n))", (11.7)

wobei + hermitisch konjugiert bedeutet. Wir schreiben die Gleichung (11.3):

1) =" fonalE n) (11.8)
En

Aus Gleichung (11.1) wird nun:

<f|g> = Z fg’,n’fE,n<Elanl|E7n> = Zfz‘,nfE,n (1110)
E

E'n';En
Lineare Operatoren bilden einen Vektor linear auf einen anderen Vektor ab:
Alf) = 1fa) (11.11)

In Komponenten:

En

En

Es folgt unmittelbar die “Matrix”-Regel

faprp =Y (B 0'|A|E,n)fgn. (11.13)
En

Es liegt nahe, (E',n'|A|E,n) als Matrixelement zu bezeichnen und (11.13) als Ma-
trixdarstellung eines linearen Operators.
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Natiirlich hétte an Stelle der Basis |E, n) eine andere Basis gewéahlt werden kdnnen.
Es sei |k,) eine andere Basis, so daf

(kylk,) =d,, (11.14)

gilt. Wir entwickeln die die Elemente der k-Basis in Elemente der E-Basis.

k) = (BE,n|k,)|E,n) (11.15)
En

Orthogonalitat bedeutet nun

k) = 52 (k| B n)E 0| Byn) (B mlk,) = 3, (11.16)
E'.n';En
Oder wegen der Orthogonalitat der E-Basis:
> (B,nlk,) (B,nlk,) = 0,,, (11.17)

En

wobei natiirlich (F, n|k,)* = (k,|E,n) ist. Die Vollstéindigkeitsrelation erhalten wir aus
der Umkehrtransformation:

|B,n) = (k,|E,n)lk,). (11.18)

Wir setzen fiir |k,) aus (11.15) ein
B0y = > (k,|E,n)(E n|k,)|E',n). (11.19)
v, B!\’
Daraus schlieflen wir:
> (k| Bn) (k| B n!) = 65,5000 (11.20)

Dies ist die Vollstandigkeitsrelation.

In der Quantenmechanik erweitert man nun diesen Formalismus auf Zustande, die
auf Dirac’sche d-Funktionen normiert sind. So kann man auch selbstadjungierte Opera-
toren mit einem kontinuierlichen Spektrum zulassen. Die Summen werden dann durch
Integrale ersetzt. Ein wichtiges Beispiel sind die Impulseigenfunktionen:

plk) = hk|k) (11.21)
(K'|k) = o(k — k')

Ebenso konnen wir Ortseigenfunktionen betrachten.

zlry) = zo|z)) (11.22)

(zolzg) = d(mg — )
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Die Wellenfunktionen der Quantenmechanik entsprechen nun den Komponenten des
Zustandes |1) in der Ortsbasis:

) = [ dayvie)ley) (11.23)
Wir kennen die Impulseigenfunktionen:
1 _ik.
k) = W/d%e k) (11.24)
mit der Umkehrtransformation:
1 ik
) = EEp /d3k etk gy (11.25)
Orthogonalitat:
1 3. itk-k')x /
o) d’re =0k -k (11.26)
Vollstandigkeit:
1 ~ ,
o) /d3k e~i@-2)k _ Sz — ') (11.27)

Ein anderes wichtiges System sind die Eigenfunktionen des Drehimpulses, die Kugel-
flachenfunktionen:

tm) = [ sing ddg Vi, (6.0)16, ) (11.28)
1
10, ) = — 11.2
@, 410, 6) = < dods (11.29)
wobei |0, ¢) die Eigenfunktionen der Winkel 6 und ¢ sind.
Orthogonalitat:
Vollstandigkeit:
. 1
D Vi (8,9 Vil (0,0) = ——0(0 = 030 — ). (11.31)

l,m

Die Form der “Einheitsmatrix” auf der rechten Seite von (11.31) entspricht der Nor-
mierung:

1
inf dodp ——3(0 — 0)5(p — ') = 1. 11.32
[ sinddsdp 500 - )30 — ) (11.32)
Dies entspricht auch der Umrechnung in Polarkoordinaten:
1 1

Sz —2') = ﬁé(r—r')singdw—@')é(w—<p'). (11.33)
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Wir wollen nun die Impulsbasis in eine Drehimpulsbasis zerlegen. Wir wissen aus
Kapitel 5 (5.26)

o0
etkreos? = N (21 + 1)i jy (kr) Py(cos ) (11.34)
=0

Wir erinnern an das Additionstheorem der Kugelflichenfunktionen:

wobei 0, ¢, die Polarwinkel eines Vektors k und 6, ¢ die Polarwinkel eines Vektors x
sind. Diese beiden Vektoren schlieflen einen Winkel 9 ein, so dal - k = rk cos ¥ ist.

Setzen wir dies in (11.34) ein, so erhalten wir die Impulseigenfunktionen, entwickelt
nach den Kugelflichenfunktionen:

N P R,
(271-)3/26 ko = \/;Zzl]l(kr)y'lm(gka(tok)y'lm(ga (P) (1136)
Il,m

Die ebenen Wellen sind Eigenfunktionen des freien Hamiltonoperators zur Energie

2
E = %, ebenso die Funktionen j,(kr)Y), (0, ¢). Wir miissen noch deren Normierung
bestimmen. Geméaf} (11.33) wollen wir diese Eigenfunktionen so normieren:
1
<E,,ll,ml|E,l,m> = Ed(k —k,)5ll/5mm, (1137)
2.2
B h°k
2m

Mit (11.36) erhalten wir aus (11.26)

[ rPari i) = 5 5800~ ) (11.38)

0

Die gemifl (11.37) normierten Energieeigenfunktionen sind daher:

Py (1,05 ) = il\/%jl(kr)ylm(ev ®) (11.39)
In der Dirac Notation:
|E,l,m) = z‘l\/%/ﬁdr sin 6 dfdyp j,(kr)Yy,,, (0, ¢)|0, @)|r) (11.40)
Gleichung (11.36) wird in dieser Notation

k) = Yin (O 00) | B, 1,m) (11.41)

Il,m
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|E7l7m> =/Sin0kd0kd§0k lem(gka(:ok)|k> (1142)

Ist ein linearer Operator in der k-Basis gegeben, so konnen wir ihn mit (11.42) in
die F, [, m-Basis umrechnen:

(Elv llv m,|A|E7 L m) = / sin ek’dok’d(pk’ Yl;km’ (ok’v (pk’)<kl|A|k>Ylm (okv (pk) sin ekdokd(pk

(11.43)

Am Ende wollen wir noch einen Beweis fiir das Additionstheorem (11.35) andeuten.

Dabei machen wir wieder von gruppentheoretischen Argumenten Gebrauch und erinnern

uns, daf} die Kugelflachenfunktionen zu einer Drehimpulsdarstellung mit Drehimpuls j

gehoren. Kombiniert man zwei solche Darstellungen, so erhilt man je eine Darstellung

mit Drehimpuls 25,25 — 1,...,0. Die Kombination, die zum Drehimpuls j = 0 gehort,
ist eine Invariante, sie 1488t sich leicht angeben.

> Vi (01,01 Yim (82, 05) = Tnvariante (11.44)

m

Wir wollen diese Invariante fiir 8, = ¢, = 0 auswerten. Wir wissen, daf:

21+1

Y;,,(0,0) = v S0 (11.45)
und damit
20+1 20+ 1
Invariante = 4/ + Y001, 0,) = + P,(cosb,) (11.46)
T > 4T

Der Winkel 6, ist der Polarwinkel des ersten Vektors. Da der zweite Vektor bei
dieser Wahl des Koordinatensystems in die z-Achse weist, ist es auch der von den beiden
Vektoren eingeschlossene Winkel . Dieser dndert sich natiirlich bei einer Drehung nicht
(Invarianz des Skalarprodukts).

Wir finden:

(2l + 1) P(cos 9) = 4x - Invariante (11.47)

und damit (11.35).

12 S-Matrix und Erhaltungssatze

Erhaltungssatze sind dadurch charakterisiert, dafl die Erzeugenden der zugrundeliegen-
den Symmetrie mit dem Hamiltonoperator vertauschen.

Bei zeitunabhangigen Hamiltonoperatoren kann die Schrodingergleichung formal in-
tegriert werden

b(m, 1)) = e T~ (@, 1), (12.1)

Nennen wir die Erzeugende L, so folgt

Lip(m, t,) = e F110=0) Ly(a, 1) (12.2)
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Aus der Definition der S-Matrix folgt, dafl L auch mit der S-Matrix vertauscht.
Beide sind demnach gleichzeitig diagonalisierbar.

Wir wollen diesen Sachverhalt fiir Zentralpotentiale und Drehimpuls nidher unter-
suchen.

Wir gehen von den Gleichungen (10.13), (10.15) aus und setzen in die T-Matrix den
Ausdruck (2.8) fiir die Streuamplituden ein:

1 A1 > ,
Sga =050 + EE%(S(EB —E,) Y (21 + 1)(e’t — 1)P(cos 0). (12.3)
=0

Der Winkel 0, der Streuwinkel, ist der Winkel zwischen den Impulsen des ein-
laufenden Teilchens (k,) und des auslaufenden Teilchens (kg). Wir verwenden nun
die Gleichung (11.35) und erhalten

o0

1 i *
S,Ba = 6,8(1 + gd(kﬁ - ka) Z (62 h - 1))/2m(9,87 (P,B)lem(eou (Pa)- (124)
[=0,m=~1--+1

Wir erinnern uns, dafi die Form der S-Matrix auf die Wellenfunktionen u, () aus
(10.16) bezogen ist. dg, bedeutet demnach die Impuls-d-Funktion.

1
S50 = —50(ky — ky)

"= 505 — 0305 — 00) (125)
B

sin 05

Auf Grund der Vollstandigkeitsrelation der Kugelflichenfunktionen wird nun aus
(12.4):

oo

1 . .
S,Ba = k_26(k5 - ka) Z lem(9,87 (pB)eleY'lm(eaa (pa)' (126)
B 1=0,m=—[-+1
Gehen wir nun von der Impulsbasis zur Drehimpulsbasis gemafi den Ausfithrungen
im vorhergehenden Kapitel,(11.43), iiber, so erhalten wir

(kgylg,mplS ko ly,me) 15(1%—1:&)@ ;0 e, (12.7)

arbas = % gila Mg Mg

Die S-Matrix ist in dieser Basis diagonal. Die diagonalen Matrixelemente sind von
der Form e??i. Fiir reelles 9, ist die S-matrix unitar.

Die Matrixelemente hangen nicht von der Quantenzahl m ab - auch dies folgt aus
der Rotationsinvarianz. Gleichung (12.7) veranschaulicht nochmals die Bedeutung der
Streuphasen.

13 Kausalitat und Analytizitat

Auch in der klassischen, nichtrelativistischen Physik gibt es ein Kausalitatsprinzip, das
besagt, dal ein System auf eine Anregung zeitlich nicht vor dieser Anregung reagieren
kann. Dieses Prinzip 1afit sich leicht auf die Quantenmechanik ubertragen. Dies hat
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jedoch mit dem Kausalitatsprinzip, wie es im Zusammenhang mit der Interpretation
der Quantenmechanik und dem MefBprozefl diskutiert wird, nichts zu tun.

Wir gehen hier von der inhomogenen Schriodingergleichung mit zeitunabhingigem
Potential aus:

(m% - H)G(a:,:c’,t,t’) — 1d(z — &')8(t — 1) (13.1)

und betrachten die rechte Seite als Anregung, die das System zum Schwingen bringt.
Wir werden sehen, dafy der anfangs erwahnte Kausalititsbegriff unmittelbar mit Analy-
tizitatseigenschaften der Greenschen Funktion zusammenhangt, und zwar in der Ener-
gievariablen F, die bei der Fouriertransformation nach der Zeit auftritt.

Fir H = H,, kennen wir die Greenschen Funktionen (8.10):

—iwt —ik-x

1 e e
e t) = —— [ dod®bh ———— 13.2
Go (2,1) (2%)4/ “ w—g—lfi-l-ie (13.2)
. m 3/2 me_2
= —i0(t) [27r7jht] et

= —i0(t)Gy(x, 1),

wobei Gy(z,t) eine Losung der homogenen Schrédingergleichung ist, die die Anfangsbe-
dingung
Gy(z,0) = i(x) (13.3)

erfiillt.

Charakteristisch fiir (13.2) ist das Auftreten der Stufenfunktion. Dies besagt, daf
es eine Losung der inhomogenen Gleichung (13.1) gibt, die eben vor der Anregung von
dieser nichts weifl und die Losung G = 0 zulafit.

Betrachten wir nun die Fouriertransformation der #-Funktion:

+00
i) = [ gitwtion _ 1
O(w) = Ner / e O(t)dt = T ilw o) (13.4)
— 00

Hier haben wir w in die obere komplexe Ebene fortgesetzt, um Konvergenz des
Integrals zu erreichen. f(w) ist dann als Limes ¢ — 0 zu verstehen.

Wir sehen, dafl é(w), die Fouriertransformierte der Stufenfunktion, in der oberen w-
Halbebene analytisch ist. Die verallgemeinerte Funktion f(w) kann demnach als Limes
einer analytischen Funktion verstanden werden, wenn man mit der komplexen Variablen
(w) an den Rand des Analytizitdtsbereiches geht.

Wir machen die Riickkehrtransformation von (13.4)

; 1
o(t) = i/dw e (13.5)

w + 1€

Der Integrand ist analytisch in der oberen Halbebene. Fiir ¢ < 0 verschwindet der
Integrand auf dem unendlich weit entfernten Kreis, der den Integrationsweg in der oberen
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Halbebene schlieit (vgl. Abb. S.26). Das Integral verschwindet, da der Integrand im
Inneren des Integrationsweges (obere Halbebene) analytisch ist.

Wir sehen also, dafl Kausalitit Analytizitit in der oberen Halbebene und Analy-
tizitat in der oberen Halbebene Kausalitat bedingt.

Fiir t > 0 schlielen wir den Integrationsweg in der unteren Halbebene, wenden den
Residuensatz an und erhalten den Wert eins fiir das Integral.

Differenzieren wir #(¢) in (13.5) nach der Zeit, so erhalten wir

1

—/dw e = §(t), (13.6)

H(t) T or

ein bekanntes Ergebnis. Gleichung (13.6) erlaubt es uns unmittelbar, G§ durch G, wie
n (13.2) zu definieren.

Diese Gedanken lassen sich leicht auf die Losungen der Gleichung (13.1)mit zeitun-
abhangigem Potential iibertragen.

Wir wissen, dafl die Losungen der zeitunabhangigen Schrodingergleichung gemaf
(9.14) vollstandig sind.

Betrachten wir die Funktion

Gla, o' t,) = / e HE Oy, (@) (2'), (13.7)

so ist klar, dal sie Losung der homogenen Gleichung ist. Fur ¢t = ¢ folgt aus der
Vollstandigkeitsrelation fiir das System u,, (x):

G(z,z',0) =z — 2'). (13.8)
Definieren wir nun die Funktion G wie folgt:
Gt(z,x',t —t') = —if(t —t")G(z, ', t — ), (13.9)

so folgt aus (13.8) und (13.6), dal G die gewiinschte Losung der Gleichung (13.1) ist.
Sie verschwindet fiir ¢ < ¢'.

Wir kénnen (13.1) direkt integrieren, wenn wir nach der Zeit fouriertransformieren
und den x-abhangigen Teil anstatt nach ebenen Wellen nach dem Funktionssystem w,,
entwickeln.

Wir definieren zunachst G (z, ', E) und erhalten:

1

Gt (z,z' 1) = 27r dE e '7'GY (2,2, E) (13.10)
!/
— dE —lEtu (.’.U)
/ E — E + z€
* !
+ ''B) = M 13.11
G (.2, 1) h/E_EaH.E (13.11)
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Die Singularitit auf der reellen E-Achse wurde wieder so gewahlt, dafl die Funktion
analytisch in der oberen Halbebene ist. Um in der oberen Halbebene den Integrationsweg
schlieflen zu kénnen, muf} der Integrand verschwinden. Nehmen wir an, daf} fiir grofles
|E| die Greensche Funktion G sich wie die freie Greensche Funktion G, verhélt, so ist
dies der Fall. Aus (13.2) folgt:

. / 1 ; otk-(x—x')
2mi 1 ik|x—a'|

R Ar |z — |

Dieses Integral haben wir von (3.10) iibernommen.
Die Konjugationseigenschaft von G ist aus (13.11) leicht ersichtlich.
T A N C L C))
«Q

Wir nehmen nun an, dafl das Potential aufler den Streuzustinden bei positiver En-
ergie auch Bindungszustande zulaft. Diese miissen, wie wir aus dem asymptotischen
Verhalten bei r — oo wissen, fiir Potentiale, die in diesem Limes verschwinden, bei nega-
tiver Energie liegen (siehe (5.20). Sie werden zu einem diskreten Spektrum gehéren. Die
Energieeigenwerte nennen wir F,, sie sind negativ, die dazugehorigen Eigenfunktionen
nennen wir w,,:

T uy, () (') U () ug ()
G (m,m,E)—th:m—i-h/dam (1314)

Aus (13.14) ist ersichtlich, daB die Greensche Funktion G als Funktion der ins
Komplexe fortgesetzten Energievariablen auf der negativen reellen Achse Pole besitzt.
Der ortsabhiingige Teil wird sicher von der Wellenzahl k und damit von v/E abhiingen.
Dies fiihrt zu einem Schnitt langs der positiven reellen FE-Achse.

Die Greensche Funktion ist einer Messung direkt nicht zuganglich. Sie ist aber ein
wichtiges Hilfsmittel zur Berechnung der S-Matrix. Wir stellen uns nun die Frage, wie
sich das analytische Verhalten der Greenschen Funktion auf das analytische Verhalten
der S-Matrix als Funktion der komplexen Energievariablen E auswirkt.

14 Dispersionsrelation fir die Streuamplitude
in Vorwartsrichtung

Die Streuamplitude ist eine Funktion der Energie und des Streuwinkels. Wir wollen den
Streuwinkel festhalten und die Abhangigkeit der Streuamplitude von der komplexen
Variablen E untersuchen. Fiir den Streuwinkel wahlen wir die Vorwartsrichtung und
iibernehmen die T-Matrix aus (10.14):

Ty = [ dau @)V (@), (@), (14.1)
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Die Wellenfunktion x, (x) erhalten wir fiir zeitunabhéngige Potentiale aus (9.7). Wir
schreiben das Ergebnis gleich mit Hilfe der Fouriertransformierten von G* (13.10),

Xo(Z) = u,(2) + )\/d?’x' Gt (z,z',E,)V(x)u,(z). (14.2)
Dies ergibt fiir das T-Matrixelement

1
T = o /d?’xV(a:)
/d3xeika'(m’_m)V(w)G"'(m,:c',Ea)V(:c')d?’x' (14.3)

+

A
(27)3

wobei wir fiir u,(z) die ebene Wellen (9.15) eingesetzt haben.

Nun verwenden wir die Kenntnisse iiber das analytische Verhaltne der Greenschen
Funktion, um iiber T(E) = T, (F) etwas zu erfahren.

Wir nehmen an, daf§ die im letzten Kapitel gefundenen Singularitaten von G*(E) die
einzigen sind. Dies mag eine Einschrankung des Potentials bedeuten - ohne dieses aber
explizit festzulegen, konnen wir iiber weitere mogliche Singularitaten keine Information
erhalten.

T(F) ist demnach eine analytische Funktion mit Polen auf der negativen reellen
Achse und einem Schnitt langs der positiven reellen Achse in der komplexen E-Ebene.

Fiir grofie Energien |E| — co nehmen wir nun an, daf§ die Greensche Funktion G*
sich asymptotisch wie die freie Greensche Funktion G§ verhiilt - bei sehr hohen Energien
soll das Potential beim Streuprozefl immer weniger Einflufi haben. Fiir G ergibt sich aus
(13.12), daB der energieabhingige Faktor e*" fiir k in der oberen Halbebene fiir |k| — oo
nach Null geht. Die obere Halbebene in k£ entspricht jedoch dem ersten Riemannschen
Blatt der komplexen E-Ebene.

Wir fassen zusammen: Die Funktion F(E) = T(E) — (2m)~2 [d®z V(z) hat Pole
auf der negativen reellen Achse, einen Schnitt auf der positiven reellen Achse und ver-
schwindet fiir |E| — oo auf dem ersten Blatt. Bis auf die erwahnten Singularititen ist
F(FE) analytisch im ersten Blatt der komplexen E-Ebene.
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Wir verwenden nun den Cauchyschen Integralsatz:
1 F(E)
F(E)=— ¢ dE’ 14.4
(E) 2mi j{ E—-E" (144)

wobei wir um einen Punkt F im ersten Blatt langs eines Kreises in der komplexen Ebene
integrieren (sieche Abb.). Diesen Kreis deformieren wir, bis wir die in der Abbildung
angegebene Kontur erreichen. Dabei miissen wir den Integrationsweg iiber die Pole bei
negativer Energie hinwegheben:

49 N — /= —
Dies ergibt jedesmal einen Beitrag EFE'?E) , wobei I'(E,)) das Residuum von F(F) an
N

der Stelle F,, ist.
Wir erhalten nun das Ergebnis:

1 [ F(E')dE' r
F(E T omi E_—F Z

n

= o (14.5)
wobei nun tiber die in der Abbildung gezeichnete Kontur zu integrieren ist. Der In-
tegrand verschwindet allerdings auf dem im Unendlichen laufenden Kreis. Auch der
Kreis um den Ursprung liefert keinen Beitrag. Das kann man folgendermaflen einse-
hen: Die Greensche Funktion in der Darstellung (13.14) enthélt in dem Integral iiber
« im wesentlichen ein Integral iiber d®k, = k2 dk,dQ,. Der Beitrag von k2 = E‘;;m
erreicht, daf} die Greensche Funktion in der Variablen E von links zum Ursprung stetig
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ist. Daher liefert der innere, kleine Kreis auch keinen Beitrag. Wir verbleiben mit dem
Integrationsweg wie in (14.5) angegeben. Dies kénnen wir noch anders schreiben:

1 [ F(E +in) — F(E' — in) r
F(E) =5~ /dE’ o +Y o (14.6)
0 n "

Im Nenner des Integrals haben wir die n-Abhéngigkeit weggelassen, da fiir ein F, das
nicht auf der reellen Achse liegt, der Nenner analytisch ist. F liegt wie in der Abbildung
gezeichnet in der oberen Halbebene.

Wir gehen zuriick zu (14.3) und berechnen F*(E+in) unter Verwendung von (13.13):

F*(E+in) =

(2i)3 / dada! e Ko @2V ()G (2,2, B + i)'V (@)
A
- (2’

/ Brdds' eFein @ DV ()G (2,2 E — in)V(z'). (14.7)

Da wir die Greensche Funktion bei einer komplexen Energie F — in betrachten unter-
scheidet sich G~ nicht von GT. In (14.7) haben wir k,,—in geschrieben um anzudeuten,

daB jetzt hk = /2m(FE — in) gilt. Daraus folgt:
F*(E +in) = F(E — in), (14.8)

wobei E — in gerade im ersten Blatt unter der reellen Achse liegt. Im Integral (14.5)
steht nun:

F(E' +in) — F(E' —in) = 2iIm F(E' + in). (14.9)
Wir finden demnach
1 7 ImF(E)
m
F(E)=— E' 14.1
= [ B+ 1410
0

Die Funktion F(E), d.h. ihr Real- und Imaginérteil, ist durch den Imaginérteil von
F(F) auf der positiven reellen Achse und den Residuen bei den Polen F =T, festgelegt.
Wir driicken dieses Ergebnis noch durch die Streuamplitude (10.15) aus:

o1

TE) =3

1 (0). (14.11)

F(E) unterscheidet sich von T'(E) nur durch eine reele Konstane; wir erhalten daher:

T m ’ ™ 2m
fr(0) = %/dE’ IEff]S?) + (2 ;-L? A(ZEFE + (27)~ /d3xV(m)>. (14.12)
0

Das optische Theorem (2.14) verbindet noch Imf(0) mit dem totalen Wirkungsquer-
schnitt, so dafl unter dem Integral der Messung zugangliche Groflen stehen. Schliellich
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konnen wir mit E von der oberen Halbebene gegen die reelle Achse gehen, so dafl auch
fE als Streuamplitude bei physikalisch realisierbarer Energie der Messung zuganglich
wird.

Gleichung (14.12) kann nun entweder als Uberpriifung unseres Kausalititsbegriffes
gesehen werden, sie kann aber auch dazu dienen, aus bekannten Mefidaten (etwa oyt (E))
weitere Information iiber nicht gemessene Grofien (etwa fr(0) oder I') zu gewinnen.

48



