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1 Motivation und Einleitung

1.1 Motivation

Fast alles, was uns umgibt, kann physikalisch verstanden werden, wenn man nur Kerne, Elektro-
nen und das elektromagnetische Feld benutzt. Auflerdem geniigt es fiir die allermeisten Zwecke,
sowohl Kerne als auch Elektronen als punktformig anzusehen. Die klassische Elektrodynamik,
so wie wir sie jetzt entwickeln wollen, liefert also anscheinend genau das, was wir brauchen, um
einen sehr grofien Teil unserer Realitét zu verstehen: Die Theorie der elektromagnetischen Feldes
und seiner Wechselwirkung mit geladenen Punktteilchen.

Leider stimmt das so nicht ganz, denn bei kleinen Absténden, z.B. in Atomen oder im
Festkorper, brauchen wir die quantisierte Version dieser Theorie, also die Quantenmechanik
oder sogar die Quantenfeldtheorie. Darauf miissen Sie noch mindestens ein Semester warten.
Aber es ist trotzdem klar, dass Sie mit dem Studium der Elektrodynamik, und sei es im Mo-
ment auch nur auf dem klassischen Niveau, einen entscheidenden Schritt hin zum fundamentalen
Verstéandnis unserer Welt gehen. Ohne diese klassische Grundlage kann die spétere quantenme-
chanische Verallgemeinerung nicht gelingen. Aulerdem liefert die klassische Elektrodynamik eine
angenéherte Beschreibung vieler wichtiger makroskopischer Phanomene, wie sie natiirlich in der
Experimentalphysik schon gelernt haben.

Zusammenfassend darf man also behaupten, dass die klassische Elektrodynamik die Grund-
lage fiir das Versténdnis fast der gesamten realen Welt schafft, mikroskopisch und makroskopisch.

Nach einer kurzen Einleitung, in der wir ein paar mathematische Grundlagen wiederholen,
uns auf Konventionen einigen und die Maxwell-Gleichungen vorstellen, werden wir unser systema-
tisches Studium wie folgt strukturieren: Wir beginnen mit der speziellen Relativitéitstheorie
(SRT), welche historisch und konzeptionell sehr eng mit der Elektrodynamik verkniipft ist. Dann
werden wir ganz allgemein iiber das Konzept von Feldtheorien (FT) reden. Aus SRT und FT
folgt, zusammen mit dem Eichprinzip, zwingend die E-Dynamik: Die Maxwell-Gleichungen las-
sen sich so leicht herleiten. Dann gehen wir zuriick zum einfacheren nichtrelativistischen Grenzfall
und studieren so die sogenannte Elektro- und Magnetostatik. Wir schlielen fortgeschrittene-
re und konzeptionell sehr wichtige Themen wie die elektrisch-magnetische Dualitét und die
Beschreibung der E-Dynamik in Differentialformen an. Danach kommen wir zur Dynamik
geladener Teilchen in Feldern, zu elektromagnetischen Wellen sowie zur Erzeugung
von Feldern durch bewegte Ladungen. Abschlieend folgt noch ein Kapitel zu Feldern in
Materie, wobei wir die Punktladungen, um die es uns bisher ausschliefSlich ging, zu elektroma-
gnetisch aktiven Medien zusammensetzen.

1.2 Einige mathematische Grundlagen und Konventionen

Das Konzept von Feldern im R™, oft aber nicht immer mit n = 3, ist uns vertraut. Man denke
zum Beispiel an ein Temperaturfeld

T=T(z), ZeR". (1.1)



Hierbei charakterisieren wir & oft auch durch seine Komponenten bzgl. einer gewissen Basis, also

z.B.
1

x
7= E x'e;, = 1'é; oder r=1| 2% |. (1.2)
i=1 x>

Absténde auf einem durch derartige Koordinaten x’ parametrisierten Raum messen wir i.A.
mittels einer Metrik g;;, also
ds® = g;; (%) do' da? . (1.3)

Die Einsteinsche Summenkonvention wird ab jetzt immer angewendet. Der fiir uns wichtigste
Fall wird der des R” mit Metrik g,;(Z) = d;; sein. Wir sprechen dann vom euklidischen Raum.

Eine physikalisch interessante Groe ist der Gradient des Temperaturfeldes (oder eines be-
liebigen anderen Skalarfeldes, also eines Feldes ohne Indizes):

(VT(Z)); = 0;T(T) = aiiT(a?). (1.4)

Wollen wir die Grofle des Gradienten messen, so brauchen wir dessen Betragsquadrat:

IVT? = ¢ (1) (9;T), (1.5)

wobei die inverse Metrik ¢¥ durch B ‘
979k = 0"% (1.6)
definiert ist. In unserem Fall ist natiirlich ¢ = §%, aber i.A. ist die Indexstellung und die

Unterscheidung zwischen Metrik und inverser Metrik sowie zwischen Vektor (Index oben) und
Kovektor (Index unten) entscheidend. Einfache Beispiele sind d# mit Komponenten dz’ sowie
VT mit Komponenten 0;T.

Bitte beachten Sie, dass wir dz' im Moment noch nicht als Differentialform (siehe spéter)
auffassen sondern einfach als infinitesimale Anderung der Koordinate 2. Wenn wir uns also im
Raum von Z nach ¥ + dZ bewegen, dndert sich die Temperatur um

AT (2) = Az - (VT(Z)) = da’ §,T(T) . (1.7)

Falls Thnen die Komplikation mit Metrik und oberen bzw. unteren Indizes unnétig erscheint,
versuchen Sie bitte das eben gesagte fiir ein Temperaturfeld T'(¢, 6) auf einer Einheitssphéire S?,
parametrisiert durch 6 und ¢, zu wiederholen (Abb. . Dann ist der Abstand definiert durch

ds? = d6? + cos?(#)de?, also gi; = diag(1, cos*(9)) mit i,je{1,2}. (1.8)

Jetzt sind Metrik und inverse Metrik nicht mehr gleich und man muss wirklich immer auf die
Indexposition achten.

Genauer gesagt ist es so, dass Vektoren und Kovektoren immer zu einem Punkt des relevanten
Raumes (der ‘differenzierbaren Mannigfaltigkeit’) gehoren. Sie leben jeweils im Tangential- bzw.
Kotangentialraum an diesem Punkt. Zum Beispiel kann man sich eine Trajektorie {6(t), ¢(t)} =
{z'(t), 2*(t)} auf der S* denken. Die Geschwindigkeit Z(¢) dieser Trajekorie an einem bestimmten
Punkt ist ein typischer Tangentialvektor (vgl. Abb. . Seine Komponenten haben obere Indizes.
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Abbildung 1: Sphire S? mit Tangetialraum an einem Ihrer Punkte und einem Tangentialvektor
darin.

Kotangentialvektoren haben entsprechend untere Indizes. Diese Bemerkungen sollen nur helfen,
die Verbindung zu dem herzustellen, was Sie in zu dieser Thematik in Mathe gelernt haben. Im
Moment brauchen wir diese abstraktere Sicht noch nicht zwingend.

Man kann neben Skalarfeldern auch Vektor- und Kovektorfelderfelder betrachten, z.B. kann

in unserem R" (oder auch auf der S?) ein Fliissigkeit mit einem Geschwindigkeitsfeld v*(Z)

stromen. Der Gradient der Temperatur ist Kovektorfeld mit Komponenten 0;7(Z). Man kann

Indizes mit der Metrik heben und senken und damit Vektor- in Kovektorfelder umwandeln und
umgekehrt:

v; = gijv? vt = g ;. (1.9)

Nach diesem elementaren Vorspiel schrinken wir uns jetzt auf den Fall konstanter Metrik
ein und geben die Definition von Divergenz und Rotation,

V.-7= 8 , (V x 0)f = eF 0y wobei € =1. (1.10)

Hier ist ¢ ein beliebiges Vektorfeld. Das Levi-Civita-Symbol €¥* ist total antisymmetrisch in sei-
nen Indizes. Die Rotation ist wegen der Benutzung von €% nur in 3 Dimensionen definiert. Bitte
beachten Sie, dass die entsprechenden Ausdriicke im Fall nichtkonstanter Metrik komplizierter
sind.

Schliefllich erinnern wir an die Satze von Gaufl und Stokes in n = 3 Dimensionen:

35 _)._’ — TR 7 Vi TR _’: 7 .d3S
/de(v ) fgvv df , /A(va) df v-ds. (1.11)

0A

Hierbeit ist ¥ ein beliebiges (hinreichend glattes) Vektorfeld, V' und A sind ein kompaktes Vo-
lumen bzw. eine kompakte Fliche im R®, und 9V bzw. A sind deren Rénder (siehe Abb.
Letztere sind natiirlich jeweils eine Fldche ohne Rand und eine geschlossene Kurve. Die infinite-
simalen Vektoren d f und ds beschreiben die entsprechenden Flichenelemente bzw. Wegstiicke.

1.3 Maxwell-Gleichungen

Wie Sie natiirlich schon wissen, beschreibt die E-Dynamik zwei Vektorfelder, E und é, wel-
che durch Ladungen bzw. die Bewegung von Ladungen erzeugt werden kénnen. Im Gauflschen



Abbildung 2: Geometrien fiir die Anwendung der Sétze von Gaufl und Stokes.

Einheitensystem lauten die relevanten Gleichungen

- —

V- E = 4mp V-B=0 (1.12)
6X§=47Tj/0—|—§/6 ﬁxﬁz—g/c. (1.13)

Hierbei sind p die Ladungsdichte und 7 die zugehorige Ladungsstromdichte. Das Magnetfeld B
wird in ‘Gauss’ (auch G oder Gs) gemessen, wobei G = /g/cms? gilt. Diese Beziehung zu me-
chanischem Einheiten wird, sofern nicht schon aus der Experimentalphysik bekannt, spéater klar
werden. Wir arbeiten im Vakuum, so dass die dielektrische Verschiebung D und die magneti-
sche Feldstirke H keine Rolle spielen — wir identifizieren sie im Moment schlicht mit £ und B.

(Eigentlich nennt man B die Flussdichte, aber wir bleiben wegen der Analogie zum E-Feld bei
Feldstéarke.)

Es ist aus Sicht eines Theoretikers oft bequem, die Faktoren 47 in die Definitionen von
Feldstdrken und Ladungen zu absorbieren. Dies fithrt zum sogenannten Lorentz-Heaviside-
System. Auflerdem ist es, wie wir im Detail diskutieren werden, fiir den Theoretiker sehr
natiirlich, ¢ = 1 zu setzen. D.h. wir messen die Zeit z.B. in Metern, wobei 1 m genau die Zeit
ist, welche das Licht braucht, um 1m zuriickzulegen. Mit diesen Vereinfachungen lauten die
Maxwell-Gleichungen

— —

V-E=p V-B=0 (1.14)

VxB=7+E VxE=_8. (1.15)

Unsere spétere formale Herleitung wird uns die Maxwell-Gleichungen in genau dieser einfachen
Form geben.

Selbst in der letzten Form sind die Maxwell-Gleichungen jedoch noch viel zu komplex, um
iitberzeugend als ‘natiirliche Grundlage’ der gesamten E-Dynamik zu fungieren. Aulerdem sind
sie relativistisch kovariant, was man jedoch so nicht sieht. Sie folgen auch in dieser Form nicht
ohne weiteres aus einem Wirkungsprinzip, was (wie Sie spéter sehen werden) fiir die Quantisie-
rung sehr wichtig ist. Deshalb werden wir im Folgenden nochmal ganz von vorne anfangen, die
spezielle Relativitéitstheorie und die Grundprinzipien von relativistischen Feldtheorien formu-
lieren, und damit die Maxwell-Gleichungen mit minimalen Annahmen herleiten. Das wird das
zentrale Thema des Anfangs dieser Vorlesung sein.



Bevor wir uns dem zuwenden, geben wir noch die Integralform der Maxwell-Gleichungen an,

/E-df:Q /é-df:o (1.16)
v v

>3 — d -4 e = 5 d — —

B-ds=I1+— | E-df /E-d:s:—— B-df, (1.17)

oA dt J4 0A dt J4
wobel
Qz/dgfp und ]:/j’-df (1.18)
1% A

die Ladung in V' bzw. der Strom durch [ sind. Die Herleitung iiberlassen wir dem Leser als
Ubung. Sie besteht im Integrieren der differentiellen Gleichungen iiber ein Volumen V' oder eine
Flache A, so dass man anschlieend Gaufl bzw. Stokes anwenden kann. In darf man die
Zeitableitung nur vors Integral ziehen, wenn A zeitunabhéngig ist.

2 Spezielle Relativititstheorie — Kinematik

Die Motivation fiir dieses Kapitel haben wir oben schon genannt: Ein gutes Verstédndnis der SRT
wird uns eine miihelose Herleitung der Maxwell-Gleichungen erméglichen.

2.1 Die Galilei-Transformationen

Schon in der Newtonschen Mechanik haben wir es als niitzlich erkannt, Raum und Zeit in der
sogenannten Raumzeit R* zu vereinigen. Punkte darin bezeichnet man als Ereignisse:

1
4 t : - i ’
R*> = mit r={a"} =1 = . (2.1)

Die auf dieser Raumzeit wirkende Symmetriegruppe sind die Galilei-Transformationen,
welche generiert werden durch

(i‘:)‘%;%) . Re0B), (2.2)

also mit einer orthogonalen Matrix R.

(1) Rotationen:

(2) Translationen:

(3) Boosts:



Die allgemeine Galilei-Transformation ist durch beliebige Kombination von Elementen dieser
drei Untergruppen gegeben.

Es liegt natiirlich nahe, den hier betrachteten R* als Vektorrraum anzusehen. Doch das ist
nicht wirklich angemessen, weil die Translationen aus Vektorraum-Sicht keine natiirliche Opera-

tion darstellen: Sie respektieren nicht die fiir einen Vektorraum so wichtige Sonderstellung der
Null.

Die mathematisch prizisere Beschreibung betrachtet den R* nicht als Vektorraum sondern
als affinen Raum. Details dazu finden Sie z.B. in meinem TP1-Skript. Fiir unsere Zwecke,
also fiir den Ubergang zur Symmetrie der speziellen Relativititstheorie, wird es bequemer sein,
die Translationen zunichst zu ignorieren. Dies ermdglicht es uns, die Raumzeit R* als Vek-
torraum mit den Symmetrien (1) und (3), also mit Rotationen und Boosts, zu betrachten.
Physikalisch bedeutet dies, dass wir uns auf Transformationen einschrinken, welche den Ko-
ordinatenursprung {t,#} = {0,0} invariant lassen. Man bezeichnet sie auch als homogene
Galilei-Transformationen. Am Ende unserer Diskussion wird es kein Problem darstellen, die
Translationen wieder zuzulassen.

Wie eben erklart, wollen wir uns jetzt also auf die Gruppe homogenen Galilei-
Transformatione, also der linearen Transformationen

t t B t . (10"
(f)%(quLUt)_G(f) it G_<U R)’ (25)

konzentrieren. Hier ist G eine 4 x 4-Matrix in Block-Form. Insbesondere stehen 07 fiir einen
Zeilenvektor aus drei Nullen und v fiir einen Spaltenvektor, dessen drei Eintrége die Boost-
Geschwindigkeiten beschreiben. Der Leser mag als Ubungsaufgabe priifen, dass Transformationen
von der Gestalt tatsdchlich eine Gruppe bilden.

Die entscheidende Aussage im Zusammenhang mit der Newtonschen Mechanik ist, dass die
Galilei-Transformationen (und damit natiirlich die fiir uns im Moment relevante Untergruppe
der Transformation G) eine Symmetrie-Gruppe bilden. Das bedeutet, dass ein physikalischer
Prozess (also eine Losung der Bewegungsgleichungen) wieder auf einen physikalischen Prozess
abgebildet wird:

G
Losung der Bew.gl. — Losung der Bew.gl. . (2.6)

Die eben gegebene Definition entspricht der aktiven Sicht auf Symmetrien. Ebenso niitzlich
ist die passive Sicht: Jetzt beschreiben wir gleiche Physik mittels zweier verschiedener Koor-
dinatensysteme, die wir z.B. K und K’ nennen, und die durch eine Galilei-Transformation G
miteinander verbunden sind. Wir setzen voraus, dass K ein Inertialsystem ist und wissen somit
schon, dass auch K’ ein Inertialsystem sein wird.

Die allgemeine Definition einer Symmetrie ist in dieser passiven Sicht ist wie folgt: Die
Bewegungsgleichungen miissen in K und K' die gleiche mathematische Form haben. Dies ersetzt
die obige Forderung, dass eine Losung in eine Losung iibergeht. Letztere wére ja jetzt sinnlos,
weil wir per Definition von der selben Losung sprechen, nur eben aus Sicht von K und K.

10



Wir konzentrieren uns jetzt auf die passive Sicht der homogenen Galilei-Transformationen.
Das System K’ gehe aus K durch einen Boost (—%) und eine Drehung R~ (in dieser Reihenfolge)
hervor. Fiir die Koordinaten eines Ereignisses in K’ bzw. K gilt dann

(2)=e(5) m o=(3%) 27)
(;) (§>:(m£m>' (2.8)

Jetzt wenden wir dies auf eine Trajektorie, also eine Weltlinie in R?*, an:

Man schreibt oft auch

Die Geschwindigkeit der Weltlinie am Punkt ¢ = 0 sei

Z(0) . (2.10)

w

Nach einem reinen Boost, also einer homogenen Galilei-Transformation mit £ = 1 und beliebi-

gem ¥, erhalten wir die Weltlinie
t/ t
<ww)_<f@+m)' (2.11)

Die Geschwindigkeit der neuen Weltline bei ¢ = 0, was natiirlich auch ¢ = 0 entspricht, lautet
also ‘
W =70)=w+7. (2.12)

Wir sehen, dass sich bei einem nichttrivialen Boost jede Geschwindigkeit dndert.

2.2 Die Lorentz-Transformationen

Im Gegensatz zum oben Gezeigten, wissen wir, dass die Lichtgeschwindigkeit ¢ in allen Inerti-
alsystemen gleich ist. Dieser zentrale experimentelle Fakt geht unter anderem auf das berithmte
Michelson-Morley-Experiment zuriick und wurde seit dem auf verschiedenste Weise iiberpriift.
Die erstaunliche Implikation ist, dass Licht weder eine auf einem Ather reitende Welle ist, noch
ein Strom von gemé&f Galilei durch die Quelle abgeschossenen Teilchen. Bei letzteren miisste sich
ja sonst ihre Geschwindigkeit mit der Geschwindigkeit der Quelle dndern.

Haben wir einmal den Fakt der Gleichheit von ¢ in allen Systemen akzeptiert, so bleibt nur
ein Ausweg: Wir miissen die Transformationsregeln fiir den Ubergang von K nach K’ &ndern.
Die entscheidende Forderung besteht darin, dass zwei Ereignisse, welche in K lichtartig getrennt
waren, auch in K’ lichtartig getrennt sein miissen.

Hierbei definieren wir, dass wir (¢1, 1) und (¢, #5) lichtartig getrennt nennen wollen, falls
es einen Lichtstrahl gibt, der von (¢, #1) ausgeht und bei (to, Z3) eintrifft. Mit A¥ = 7, — 71 und
At =ty — t; bedeutet dies |AZ| = cAt.
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Damit nimmt unsere Forderung, dass lichtartige Trennung wieder zu lichtartiger Trennung
wird, die folgende Form an:

|AZ| = cAt = |AT| = cAt'. (2.13)
Eine dquivalente Formulierung dafiir lautet

— AP+ AT =0 = — A+ AF?=0. (2.14)

Eine klarere Formulierung dieser Forderung an Transformationen erhélt man durch
Einfithrung von 4-er Vektoren:

20
x={z"'"} = L mit 20 = ct (2.15)
a B R - '
23
Wir benutzen fiir die Indizierung von 4-er Vektoren kleine griechische Buchstaben: u,vp,.... €

{0,1,2,3}. AuBlerdem setzen wir durch passende Einheitenwahl ab sofort ¢ = 1, so dass 2° = t.
Es ist eine iibliche Notation, 4-er Vektoren ohne Vektor-Pfeil zu schreiben, d.h. x steht fiir den
4-er Vektor, 7 fiir den rdumlichen Anteil {z', 2% 23} = {z'}.

Wir definieren nun auf unserem R*, dessen Elemente wir jetzt als 4-er Vektoren beschreiben,
die quadratische FormE]
r? = —(2%)% + 22 (2.16)

Lichtartigkeit bedeutet in dieser Sprache x? = 0. Zusitzlich fithren wir folgende Definitionen ein:

7? <0 & ‘r ist zeitartig’ (2.17)
7% >0 & ‘r ist raumartig’ (2.18)

Jetzt kommen wir zu den gesuchte Transformationen. Wie wir schon wissen, erfiillen homo-
gene Galilei-Transformation,

r— 2 =Gx bzw. ot — ™ = GF o (2.19)

unsere zentrale Forderung
=0 = 27=0 (2.20)

nicht. Wir suchen eine andere Klasse von Matrizen, welche wir mit A bezeichnen und Lorentz-
Transformation nennen wollen. Fiir diese soll gelten

=0 = 2?=(A2)*=0. (2.21)

Bitte beachten Sie, dass wir an dieser Stelle die Annahme gemacht haben, dass unsere neue
Symmetrie-Gruppe aus linearen Transformationen bestehen wird.

Worsicht! Die Konvention 22 = (2°)? — #2 ist auch weit verbreitet.
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Es ist nicht offensichtlich aber wahr, dass man ohne die Menge der Matrizen weiter einzu-
schréanken auch die stédrkere Forderung

1% = (Az)?* = 22 (2.22)

stellen kann. Wir definieren also die Lorentz-Gruppe als die Menge aller Matrizen, welche (2.22))
fiir alle x erfiillen.

Ein einfaches Argument dafiir, dass wir durch die stédrkere Forderung der Invarianz von
22 keine physikalisch sinnvollen Transformationen, welche die Lichtartigkeit respektieren, aus-
schlieflen, ist folgendes: Wir erwarten eine 6-dimensionale (durch 6 reelle Parameter definierte)
Gruppe von Matrizen. Der Grund ist, dass wir physikalisch 3 unabhéngige Drehungen und 3
Boosts beschreiben miissen. Nun ist es aber nicht schwer (siehe spater und Ubungen), zu zéahlen,
wie viele Dimensionen die Menge (eigentlich Mannigfaltigkeit) aller Matrizen hat, welche (2.22))
erfiillen. Es sind 6. Wir haben also keine Transformationen verloren (zumindest keine grofien
Klassen von Transformationen).

Ein anderes Argument, warum die Invarianz von z? nicht nur hinreichend sondern auch
notwendig ist, findet sich in [2]. Es ist allerdings nicht sehr prézise und dadurch nicht sehr
iiberzeugend. Der Wikipedia-Artikel ‘Derivations of Lorentz-Transformations’ entwickelt aus dem
Argument von [2] einen einfachen Beweis, den wir jedoch aus Zeitgriinden nicht reproduzieren
wollen. Wir begniigen uns mit dem obigen Dimensions-Argument einem spéter zu diskutieren-
dem Spezialfall (eine (1 + 1)-dimensionale Raumzeit), der zeigt, wie man grundsétzlich von der
Erhaltung der Lichtartigkeit zur Erhaltung von z? kommt.

2.3 Die Lorentz-Gruppe

Wir wollen jetzt das oben zu Lorentz-Transformationen Gesagte in eine klarere mathematische
Sprache gieflen. Dazu erinnern wir uns an die Definition der Gruppe O(3) iiber die Norm:

O(3) ist die Gruppe aller R mit: (RZ)* = #* (V). (2.23)

Hierbeit ist, wie iiblich, #* = 2’2/9;; und der Rang-2-Tensor ¢;; ist die Metrik auf dem euklidi-
schen Raum R3. Aquivalent dazu ist die Definition der Gruppe O(3) iiber die Metrik:

... alle R mit (Sinikle = 6kl . (224)

Unsere obige Diskussion der physikalischen Motivation fiir die Lorentz-Transformationen
fithrt zu einer ganz analogen Definition der Lorentz-Gruppe O(1,3) iiber die Norm:

O(1,3) ist die Gruppe aller A mit: (Ax)? = 2? (V). (2.25)
Hierbei ist (Ax)* = A*,x¥ sowie
2’ =—(2°)?+ 7 = rta¥n, mit n= diag(-1,1,1,1). (2.26)

Das Symbol x bezeichnet, wie weiter oben diskutiert, eine 4-er Vektor. Als entscheidende Neue-
rung haben wir die Lorentz-Metrik 7, eingefiihrt, welche sich von euklidischen Metrik des R*
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nur um ein Vorzeichen eines Eigenwerts unterscheidet. Diese Metrik ermoglicht es uns, unsere
vorher physikalische motivierte GroSe z? als Quadrat des Vektors z mit ebendieser Metrik zu
schreiben. Vollig analog zur bekannten Situation bei der O(3), ergibt sich damit die Definition
der Lorentz-Gruppe O(1,3) iiber die Metrik:

... alle A mit NN p N 5 = 1o - (2.27)

Alles weiter oben zur Metrik im Allgemeinen gesagte gilt auch hier, im Spezialfall von 7,,: Es
gibt die durch
0" Ny = 0%y (2.28)

definierte inverse Metrik n*”, welche allerdings als Matrix mit der urspriinglichen Metrik
iibereinstimmt. Man kann einen allegemeinen Vektor x oder v als Element des Vektorraums
V = R' auffassen. Hierbei verweist der Index (1,3) auf die zum Raum gehoérende Metrik. Man

spricht vom Minkowski-Raum und dementsprechend, synonym zu Lorentz-Metrik auch von
der Minkowski-Metrik.

Wenn man mit der Metrik den Index eines Vektors senkt, erhélt man
Uy = M t” mit {v,} e V™. (2.29)
Indizes heben und senken kann man ebenso bei héheren Tensoren, z.B.
tw = NupMot’™ oder " =n"n"t,, (2.30)

wobei die Tensoren mit unteren bzw. oberen Indizes als Elemente von (V* ® V*) bzw. (V @ V)
augefasst werden konnen.

Es wird fiir uns niitzlich sein, uns in diesem Zusammenhang auch an die Konzepte von Lie-
Gruppen und Lie-Algebren zu erinnern bzw. diese zu einzufithren (Vgl. auch meine Mechanik-
Skripte). Sie werden davon vermutlich auch sehr bald in Mathe horen.

Grob gesagt ist eine Lie-Gruppe eine Gruppe, welche gleichzeitig eine differenzierbare Man-
nigfaltigkeit ist, wobei die Gruppenoperation differenzierbar sein soll. Einfacher gesagt sind
Lie-Gruppen kontinuierliche Gruppen, also durch einen gewisse Zahl von reellen Koordinaten
parametrisiert. Beispiele, die Sie schon kennen, sind Dreh- und Galilei-Gruppe. Die Zahl der
Parameter bzw. die Dimension sind in diesen beiden Fillen 3 und 10.

Ein entscheidende und vermutlich neue Tatsache ist, dass zu jeder Lie-Gruppe eine soge-
nannte Lie-Algebra gehort. Dies gilt zwar ganz allgemein, aber wir erklédren es nur fiir Matrix-
Gruppen, also fiir Gruppen von linearen Transformationen auf endlichdimensionalen Raumen.
Wir behaupten, dass man jedes Element R aus der ‘Zusammenhangskomponente der Eins{]einer
Matrix-Lie-Gruppe G schreiben kann als

R = exp(T) mit T € Lie(G). (2.31)

Hierbei ist Lie(T) ein Vektorraum von Matrizen, die sogenannte Lie-Algebra, und exp ist durch
seine Reihendarstellung in naheliegender Weise auch fiir Matrizen definiert. Die Abbbildung

?Die Zusammenhangskomponente der Eins besteht aus allen Elementen, die durch eine Kurve in der Gruppe
mit dem Einselement verbunden werden kénnen. Fiir die Drehgruppe sind dies z.B. alle echten Drehungen, ohne
die Reflexionen.
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R < T ist in der Ndhe der 1 € G und der 0 € Lie(G) eineindeutig und differenzierbar (ein
Diffeomorphismus).

Eine der unmittelbarsten Anwendungen besteht darin, dass man ‘kleine’ Transformationen
als

R=exp(eT) ~ 1+ €T ( T € Lie(G) , eecR und e<x1 ) (2.32)

annahern kann. In diesem Zusammenhang nennt man die Basiselemente des Vektorraums Lie(G)
auch die Generatoren der Gruppe G.

Vermutlich sind Sie bei der Diskussion von Drehungen in der Mechanik schon mit Ahnlichem
begegnet: Wir fokussieren uns jetzt auf den Spezialfall G = O(n), also Drehungen (und Refle-
xionen) in n Dimensionen. Wir benutzen (2.32) und betrachten den Limes ¢ — 0:

RR"=1 = A+ T+0E@)1+eT+0E)' =1 = T+T7=0. (2.33)

Hierbei haben haben wir uns im letzten Schritt auf den Koeffizienten des linearen Terms in e
eingeschrénkt. Wie wir sehen, ist also Lie(O(n)) der Vektorraum der antisymmetrischen (n xn)—
Matrizen und damit dim(Lie(O(n))) = (n? —n)/2 = n(n — 1)/2. Letzteres folgt, wenn man von
der Gesamtzahl der Elemente die bei antisymmetrischen Matrizen leere Diagonale abzieht und
dann wegen der Antisymmetrie durch 2 teilt.

Jetzt konnen wir das eben gelernte miihelos auf die Lorentz-Gruppe und ihre Lie-Algebra
Lie(O(1, 3)) iibertragen. Wir schreiben dazu

A = exp(eM) ( M € Lie(SO(1,3) ) (2.34)

und setzen dies in die metrik-basierte Definition der Gruppe ein. Dabei lohnt es sich, die Index-
Notation zu benutzen

N (1 + €M + O(ez))“p(]l +eM + 0(62))V0 = Npo - (2.35)
Das Verschwinden des Koeflizienten des linearen Terms liefert
n,uZ/M'upéya + n,uuéﬂpMya =0. (236)

In der letztere Beziehung kénnen wir die Wirkung von n auf M als Senkung des ersten Index

auffassen, wir haben also
M,,+ M,;, =0. (2.37)

Mit anderen Worten, die Matrizen aus Lie(O(1,3)) sind, nach Senkung des ersten Index, iden-
tisch mit den antisymmetrischen (4 x 4) Matrizen. Wir hétten das Obige auch fiir O(1,n — 1)
durchfithren kénnen, und haben somit gezeigt, dass dim(Lie(O(1,n—1))) = n(n—1)/2 und ins-
besondere dim(Lie(O(1,3))) = 6. Wir haben also in der Tat genug Parameter, um Rotationen
und Boosts (3+3) zu beschreiben und bestatigen so nochmal unsere Behauptung, dass wir durch
die physikalisch eigentlich zu starke Forderung der Invarianz von 2 nichts verlieren.

2.4 Lorentz-Transformationen ganz explizit
Wir wollen jetzt ganz explizit werden, und zwar am Beispiel einer (141)-dimensionalen Welt.
Das Gefundene ldsst sich am Ende leicht auf (1 + 3) Dimensionen verallgemeinern. Wir folgen

hier [4].
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Unsere Koordinaten sind 2° = ¢ und 2!. Das fiir uns so wichtige invariante

Liangenquadrat, welches die Lichtartigkeit definiert, kann man schreiben als
—2?= (2" - (') = (" +2") (2" —2') =2t2, (2.38)
wobei wir die sogenannten Lichtkegel-Koordinaten
et =2"+2" und 27 =202t (2.39)

definiert haben. Unsere zentrale physikalische Forderung an Transformationen war, dass Licht-
artigkeit erhalten wird, also in unserem Fall

=0 =22 =0. (2.40)
Dies ist gleichbedeutend mit
(2" =0 oder x~ =0) = (27 =0 oder 2~ =0). (2.41)

Da wir mit dem Grenzwert verschwindender Boost-Geschwindigkeit, v — 0, konistent sein
miissen, und da dann die Transformation trivial wird, kann es keinen Wechsel der Null zwi-
schen ™ und = geben. Zumindest gilt das fiir den mit der 1 zusammenhingenden Teil der
Lorentz-Gruppe. Es muss also weiterhin gelten

(zt=0 = 2"=0) wud (2=0 = 2 =0). (2.42)
Damit wird die einzig mogliche lineare Transformation vom Typ
't = fT(v)at, = f(v)x~ (2.43)

sein. Hierbei sind f*(v) im Moment noch beliebige Funktionen der Boost-Geschwindigkeit v,
welche in (14 1) Dimensionen natiirlich nur eine Komponente hat, so dass wir keinen Vektorpfeil
schreiben. Der entscheidende Punkt in (2.43)) ist, dass z.B. 2/t keine Beimischung von x~ erhilt,

weil dies ([2.42)) widersprechen wiirde.

Jetzt betrachten wir die Hintereinanderausfithrung von
(Boost mit v) , (Spiegelung ' — —z') ; (Boost mit v) , (Spiegelung x' — —z').  (2.44)

Wegen der dazwischenliegenden Reflexion neutralisieren sich die beiden Boosts gerade und das
Ergebnis ist die Identitidt. Ausserdem werden bei der Reflexion 2™ und 2~ gerade vertauscht, so
dass am Ende jede der beiden Lichtkegel-Koordinaten mit f* und mit f~ multipliziert wird. Es
muss also gelten

PO ) =1, (2.45)
Wir definieren z.B. g(v) = fT(v) und haben statt (2.43)) jetzt
1
2t =gv)at, T =—a. 2.46
) = (2.46)

Damit sehen wir nun ganz explizit dass Invarianz der Lichtartigkeit die Invarianz von z? =

—x T2~ impliziert. Das ldsst sich mit etwas linearer Algebra auf den Fall von mehr Dimensionen
verallgemeinern (sieche der oben erwéhnte Wikipedia-Artikel).
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Nachdem wir die Transformation von z* ganz explizit kennen, konnen wir natiirlich zu 2%/

zuriickkehren. Zum Beispiel gilt

1 1 1
R §(x'+ —2'7) = 5 (gm+ - Ex_) : (2.47)

und nach Einsetzen der Formeln fiir z+:

1 1 1 1
M= g—=)2"+= i 2.48
! 2(9 g)x+2(g+g)x (2:48)

Wenn wir nun 2! = vt = va® setzen, dann beschreibt dies im System K offensichtlich die
Bewegung eines Punktes mit Geschwindigkeit v, der zur Zeit ¢ = 0 den Ursprung durchléuft.
Dies ist natiirlich per Definition gerade der Ursprung des geboosteten Systems K’, entspricht
also 2/ = 0. Demnach wird wahr bleiben, wenn wir /' = 0 und 2! = va? setzen:

1 1\ , 1 1\
Lo 1 ! 2 _ 2.4
0 2(g g)x +2(g+g)vx (2.49)

Dies entspricht einer Beziehung zwischen g und v, die wir nach g auflésen:

1—w
=4/ . 2.50
g 1+ ( )

12 1 =2 (2.51)
g g Vi—u? g g Vi—o? '

Damit konnen wir die Transformation von 2%! ganz explizit machen:

20 1 A
(5) == ( et ) (252
Wir kehren jetzt durch die Ersetzung v — v/c zu allgemeinen Einheitensystemen zuriick. Au-
Berdem gehen wir zur Matrix-Schreibweise {iber:

10 _ 0
()= (0 ) () e s

Wir haben also jetzt die Elemente von SO(1,1) ganz explizit gefunden:

Es folgt weiterhin

1
L oy= (2.53)

Vi-p82

Il
ol

v =B
A*, = . 2.54
( =B 7 ) v (25)
Falls gewiinscht, kann man noch 2° = ¢t und 2! = z schreiben und so die Boost-

Transformationsregeln in einer durch ¢ und x parametrisierten 2d Raumzeit gewinnen.

Schlieflich sei noch angemerkt, dass der Ubergang zu d = 4 dadurch gelingt, dass man
einfach zu 2! noch die Koordinaten 22, 2% hinzufiigt und annimmt, dass diese bei einem Boost
in z!'-Richtung nicht transformieren.
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2.5 Eine physikalisch-anschauliche Herleitung der Lorentz-
Transformationen

Wir folgen hier [1] und beginnen mit zwei Ubungsaufgaben. Wir denken uns die Welt zur Ver-
einfachung wieder zweidimensional.

Aufgabe (A): Betrachten Sie einen mit der Geschwindigkeit v bewegten Eisenbahnwaggon und
einen Lichtstrahl, der vom Boden des Waggons zu einem senkrecht dariiber befindlichen Siegel an
der Decke und wieder zuriick zum Boden lduft. Nehmen Sie die Konstanz von ¢ an und verlangen
Sie die konsistente Beschreibung dieses Vorgangs im System K des Waggons und System K’ des
Gleisbetts (vgl. Abb. [3)). Folgern Sie daraus die

Zeitdilatation: At = yAt. (2.55)

Hierbeit ist At die Zeit, die Lichtstrahl fiir seinen Weg in K braucht.

Abbildung 3: Gedankenexperiment zur Herleitung der Zeitdilatation.

Aufgabe (B): Betrachten Sie die gleiche Situation wie bei (A), aber lassen Sie den Licht-
strahl jetzt horizontal in Fahrtrichtung von einer Wand des Waggons zu einem Spiegel an der
gegeniiberliegenden Seite und zuriick laufen. Folgern Sie aus der konsistenten Beschreibung in
beiden Bezugssystemen (vgl. Abb. 4 die Notwendigkeit einer

Léngenkontraktion: AZ = Ax/7. (2.56)

Hierbei sind Az die Lénge des Waggons in seinem Ruhesystem und Az seine Lénge aus Sicht des
Gleisbetts. Beachten Sie, dass dies nicht das Gleiche ist, wie die Differenz der transformierten
Koordinaten von Waggon-Anfang und Waggon-Ende, deshalb das Symbol AZ.

k:

Abbildung 4: Gedankenexperiment zur Herleitung der Léngenkontraktion.

Bei der Bearbeitung dieser Aufgaben (und vieler dhnlicher Aufgaben) ist es duflerst wichtig,
dass Sie sich klarmachen, was ein Koordinatensystem im Sinne der speziellen Relatitvitatstheorie,
also ein Koordinatensystem fiir die Raumzeit, wirklich ist: Es geniigt nicht, sich drei orthogonale

18



Koordinatenachsen vorzustellen. Entscheidend ist, dass zu dem System ein Satz von synchoni-
sierten Uhren — eine an jedem Punkt der Raumes — gehoren (vgl. Abb. . Diese Uhren sind
nur in besagtem Koordinatensystem synchronisiert, weil die Zeit nichttrivial transformiert und
das Konzept der Gleichzeitigkeit nicht mehr absolut ist.

® <

@ @
e

Abbildung 5: Koordinatensystem einschliefSlich synchronisierter Uhren.

Nach diesen Vorbereitungen wollen wir jetzt die Lorentz-Transformation fiir den Ubergang
von einem System K zu einem relativ dazu mit v bewegten System K’ ableiten. Wir betrachten
dazu ein generisches Ereignis mit Koordinaten (¢,z) in K bzw. (t,2') in K’ (vgl. Abb. [f]).

/
L(’ X >X/
—_
A = S
vé X’//
=
X

Abbildung 6: Zum Wechsel von K nach K’.

Aus Sicht von K haben wir
r=vt+2'/y, (2.57)

wobei der Beitrag vt von der Verschiebung des Ursprungs von K’ stammt.

Wenn wir das gleiche Ereignis aus Sicht von K’ betrachten, so muss natiirlich eine analoge
Formel gelten. Der entscheidende Unterschied besteht im wechselnden Vorzeichen der Relativ-
geschwindigkeit, also v — —v. Wir haben demnach

o= —vt' +x/y. (2.58)
Wenn wir 2’ in (2.57)) mittels (2.58]) eliminieren und dann nach ¢ auflésen, folgt
t' =t —vz/c?). (2.59)
AuBerdem kénnen wir (2.57) direkt nach 2" auflésen:
=~z —t). (2.60)

Damit haben wir ¢, 2/ durch ¢,z ausgedriickt, in Ubereinstimmung mit den Formeln am Ende
des letzten Kapitels.
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2.6 Zusammenfassung zu Lorentz- und Poincaré-Gruppe
Die Lorentz-Gruppe O(1,3) ist definiert durch
NN N 5 =10 . (2.61)
In Matrix-Notation kann man dies auch als
ATpA =17 (2.62)

schreiben. Sie hat die Gruppe der Rotationen (mit Reflexionen) O(3) als Untergruppe. Die
entsprechenden As sind von der Form

Ao (L0 mit  ReO03) (2.63)
—_— 6 R . .

Hierbei benutzen wir eine hoffentlich selbsterkldrende Block-Darstellung mit einem (1 x 1), einem
(3 x 3), einem (1 x 3) und einem (3 x 1)-Block.

Ein reiner Boost in x!-Richtung hat die Form

v =By 00

| =By v 00
A= 0 1o (2.64)

0O 0 01

Analoge Formeln fiir Boosts in 22- und 23-Richtung ergeben sich durch vertauschen der entspre-
chenden Zeilen und Spalten.

Die Gruppe wirkt auf dem R'3 gemif
r— Ax. (2.65)

Man spricht hierbei auch von einer Darstellung. Ganz allgemein ist eine Darstellung einer
Gruppe definiert als ein Homomorphismus in die Gruppe der linearen Operatoren auf einem
Vektorraum. In unserem speziellen Fall sind die Operatoren schlicht Matrizen. Aulerdem ist un-
ser Fall etwas tautologisch, weil wir die Gruppe ja genau iiber diese Darstellung definiert haben.
Es ist also die ‘definierende Darstellung’ und die Matrizen sind identisch mit den Gruppenele-
menten. Interessantere Beispiele fiir Darstellungen werden folgen.

Die Invarianz des Lingenquadrats 2 = —(2°)? + #? impliziert, dass Licht-, Raum- und
Zeitartigkeit eines Vektors jeweils von den Lorentz-Transformationen respektiert werden. Das
heiBt, Inneres und AuBeres des sogenannten Lichtkegels (vgl. die Darstellung fiir R" in Abb. E[)
werden, ebenso wie der Lichtkegel selbst, jeweils auf sich abgebildet.

Fordert man neben (2.61)) noch det{A} = 1, so erhélt man eigentliche Lorentz-Gruppe
SO(1,3). Rein rdumliche Reflexionen oder die Zeitumkehr, also

1 07 -1 07
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Abbildung 7: Illustration des Lichtkegels im R'3.

sind dann ausgeschlossen. Ebenso sind dann natiirlich alle Kombiationen von P oder T mit
Elementen von SO(1,3) nicht mehr zugelassen.

Schriankt man sich auflerdem noch auf die Zusammenhangskomponente der 1 ein, so schlief3t
man damit auch die kombinierte Reflexion von Raum und Zeit, also PT’, aus. Man spricht dann
von der eigentlich-orthochronen Lorentz-Gruppe SO*(1,3).

Als letzten, einfachen aber sehr wichtigen Schritt lassen wir jetzt schliellich auch Transla-
tionen wieder zu. Damit gehen wir von der Lorentz zur Poincaré-Gruppe iiber. Diese besteht
aus allen Transformationen der Form

r — o=Ar+a mit AecO(1,3), acR". (2.67)

Natiirlich kénnte man ebenso nur die eigentliche oder eigentlich-orthochrone Lorentz-Gruppe
mit Translationen kombinieren. Wir fithren dafiir keine besonderen Namen ein.

3 Spezielle Relativitidtstheorie — Dynamik

3.1 Wirkung fiir den Massenpunkt

Die Weltlinie eines Teilchens (wegen der graphischen Darstellbarkeit nur in (14 2) Dimensionen)
ist in Abb. [§ illustriert. Was kénnte eine mathematisch natiirliche Wirkung fiir solch eine
Weltlinie sein? Da wir uns in einem Raum mit Metrik befinden, liegt es nahe, schlicht die Lénge
zu wahlen. Dies wird sich auch als die physikalisch richtige Antwort herausstellen.

Wir schreiben die Lénge als Summe iiber die Lingen kleiner Wegstiicke (in der Raumzeit!)
und gehen dann im Riemannschen Sinne zum Grenzwert iiber:

S=a« limz vV —(Ax)? = 04/F ds mit ds = vV —da?. (3.1)

Die Konstante o werden wir gleich bestimmen. Expliziter haben wir auch
ds = \/(cdt)? — (d7)2 = cdt /1 — j32. (3.2)
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X) = Tiapol o vre
X =4

)(/L X/‘:r‘ /ﬁ(/!‘

Abbildung 8: Trajektorie oder Weltlinie I' eines Teilchens oder auch Massenpunktes.

Die infinitesimale Grofle ds ist die invariante Léange eines Stiicks der Trajektorie oder Weltlinie.

Statt ds konnen wir auch
B ds B dt

¢ g
benutzen, vgl. (3.2)). Wir sehen aus der letzten Formel, dass dr wegen des Faktors v gerade der
Zeit auf einer vom Teilchen mitgefiithrten Uhr, also der Eigenzeit entspricht.

dr (3.3)

Wenn es angebracht ist, konnen wir S auch direkt mittels der Koordinaten-Zeit ¢ ausdriicken:

Szac/@th/Ldt. (3.4)

Hier haben wir die Langrange-Funktion L definiert. Wenn wir nun die Wurzel Taylor-entwickeln,

so finden wir i
U
= dt ([1——+--- )
S ac/ ( 502 + ) : (3.5)

woraus wir durch die Forderung der Konsistenz mit Newtonscher Mechanik die Beziehung o =
—mec gewinnen. Zusammenfassend haben wir damit

S:—mc/dSZ—/chdT:—mcg/\/l—ﬁzdt. (3.6)
r r
Wir kénnen dies auch mittels der Lagrange-Funktion formulieren:

L:—m02x/1—62:—m02+%172+--- . (3.7)

Erinnern wir uns an L = T — V, so erkennen wir, dass mc? wie erwartet die Interpetation der
potentiellen Energie bzw. der Ruheenergie des Teilchens hat.

3.2 Impuls und Energie

Wir erinnern uns an die Definition der Impulse aus der Mechanik

oL
ovt

Di (3.8)

Dies sind auch ganz abstrakt gemifi Noether-Theorem die zu den zyklischen Koordinate x!
gehorenden Erhaltungsgrofien.
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Wir rechnen sie in unserem Fall der Punktteilchen-SRT aus, wobei wir auf die Indexstellung
achten (obwohl das hier wegen der euklidischen Metrik noch keine Fehlerquellen birgt):

0 mo v; . da’ dat

i: . 2 _ Skj 2 _ 7 i —
P aw(mc\/l 5%/0) S g g (89

Wir sehen: Ein unterer Index im Nenner entspricht einem oberen Index. (Ebenso entspricht ein
oberer Index im Nenner einem unteren Index.)

Wir identifizieren die Energie wie iiblich mit der Hamilton-Funktion oder dem Hamiltonian:
E=p-v—L=myv?*+mc*/y=ymc. (3.10)

(Bitte priifen Sie den letzte Rechenschritt.)

Ein nicht ganz trivialer aber sehr wichtiger Fakt besteht darin, dass E/c zusammen mit
einen 4-er Vektor, den sogenannte 4-er Impuls, bilden:

{r'} = ( Epzc ) : (3.11)

Um uns davon zu iiberzeugen, schreiben wir etwas um:

( Epéc ) - ( dxj/ch ) —m ( dg)/éST ) = m{da"/dr} . (3.12)

Nun ist aber dz* ein 4-er Vektor, wohingegen die Eigenzeit dr per Definition ein Skalar (also
invariant unter Lorentz-Tansformationen) ist. Damit ist p* ein 4-er Vektor.

Wir definieren noch die 4-er Geschwindigkeit

dz#
b= — 3.13
so dass p* = mu*, und rechnen nach
u? = -2 + 25 = 2. (3.14)

Da wir in Zukunft mehr und mehr ¢ = 1 benutzen werden, notieren wir nochmal explizit, dass
in solchen Systemen entsprechend
uw? = —1 (3.15)

gilt, und zwar fiir alle Bewegungen aller massiven Teichen.

Es folgt auch sofort
p?=-—m?, (3.16)

wobei wir wieder darauf hinweisen, dass in Teilchenphysik und Quantenfeldtheorie oft die so-
genannte ‘mostly minus’ Metrik n = diag (1, —1, —1, —1) benutzt wird, und dann entsprechend
p? = m? gilt.
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3.3 Bewegungsgleichungen

Wir setzten ¢ = 1 und schreiben die Wirkung auf eine noch etwas andere Art:

S = —m/ V/ —dar dav n,, . (3.17)

Um die Integration explizit zu machen, parametrisieren wir die Weltlinie durch einen parameter
A, welcher nicht unbedingt die Zeit oder Eigenzeit sein muss. Dann haben wir

dzH

S = —m/d/\ \/ — TR TV 1, mit = I (3.18)

Wir bemerken, dass es auf die Wahl von A nicht ankommt — S ist reparametrisierungs-
invariant.

Um die Bewegungsgleichung zu gewinnen, konnen wir jetzt die vier Funktionen x# = x#(\)
unabhiingig variieren. Das wiire fiir 2# = x#(7) wegen der Bedingung (dz/dr)? = —1 offensicht-
lich nicht moglich gewesen. Nullsetzen der Variation liefert

0=4S = m/\/__g72 - 5(dx ) M A (3.19)

Wir vertauschen nun die Reihenfolge der Wirkung von § und d auf z”. Dann integrieren wir
partiell und wiélzen so die auf dz” wirkende A-Ableitung auf den Rest des Integranden ab. Es

folgt
d 1 da*
= — —_— "N - 2
0 /d)\d)\(\/__x?d)\)&cnuy (3.20)

Die Bewegungsgleichung lautet somit

d ( " ) 0 b do” do” const (3.21)
- J— = 7ZW. = = NnSst. .
dA \ v/—i2 v/—(dz/d\)2d\  ds

Anders gesagt: Fiir ein freies Teilchen ist u* entlang der Weltlinie konstant, was uns natiirlich
nicht iiberrascht. Wir erinnern noch daran, dass wegen ¢ = 1 fiir uns d7 und ds im Moment
identisch sind.

3.4 Zerfille und Streuung

Die Invarianz von L bzgl. Verschiebungen in ¢ und & impliziert Energie und Impulserhaltung und
damit die Erhaltung von p#. Beim Zerfall eines Teilchens mit Impuls p* gilt also (vgl. Abb[9)

P =k (3.22)

Seien nun die Massen von Ausgangsteilchen und Zerfallsprodukten m sowie m,, m;. Im Ruhe-
system des zerfallenden Teilchens wird aus ((3.22))

m k? kY - -
(6)_(Ea>+<gb> = ko= —Fkp. (3.23)
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Aus k2 = —m2 folgt dann k° = 1/ k2 + m2 und analog fiir Teilchen b. Damit finden wir schlieBlich

m= B2+ m2+ B2+ mp, (3.24)
woraus sich \Ea\ und damit alle anderen Gréflen bestimmen lassen. Als interessanten Grenzfall

kann man sich die entsprechenden Formeln fiir die Abstrahlung eines Photons durch ein massives
Teilchen iiberlegen.

K
.\/{6

Abbildung 9: Ilustration zum Zerfall.

—_/:; Z(V{;/€

Ganz analog kann man die Streuung zweier Teilchen analysieren, vgl. Abb.[10} Es gilt, wobei
wir mit 4-er Impulsen arbeiten und den Index unterdriicken

Do+ Db =kiet+ky=p. (3.25)

Dabei kann man p als Impuls eines gedachten Zwischenzustands interpretieren. Es ist of bequem
in das sogenannte Centre-of-Mass Frame zu gehen, wo

M .
p=(5) mit M= (3.26)

Die Beziehung zu k,, k;, ist dann wie beim Zerfall. Viele Anwendungen dieser und anderer
relativistischer Impuls-Formeln finden sich in der Teilchenphysik und der Quantenfeldtheorie.

F“ = 7 4/4
b T L

b

Abbildung 10: Hlustration zum Zerfall.

4 Feldtheorie — grundlegende Konzepte

Die Elektrodynamik eine relativ komplizierte Feldtheorie ist, u.a. weil Eund B vektorwertig sind.
Es ist deshalb sinnvoll, zunéchst einfachere Spielzeugmodelle oder Toy-Models zu betrachten.
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4.1 Effektive Feldtheorien aus der Mechanik

Wir erinnern uns zunéchst an die sogenannte lineare Kette, vgl. Abb. [11], mit der Lagrange-

Funktion
L= Z—ql Z (qis1 — a:)°- (4.1)

Im sogenannten Kontinuums-Limes, Az — 0, wird daraus

L— /lm:(Z i(t, 2)? -SQXuxV), (4.2)

wobei p = m/Az und b = k Az und wir die Nummerierung mittels ¢ durch das Orts-Argument
x ersetzt haben.

/ [+ 4
mr AMPANAR AN @ AN Ardr -~ -
[e—
f
ax + ?(:M = i

Abbildung 11: Lineare Kette. Der aktuelle Abstand Ax + ¢;11 — q; zwischen zwei Massenpunkten
ergibt sich aus dem Ruheabstand Az und den beiden relevanten Auslenkungen ¢; und ¢; 1.

Die schwingende Saite, vgl. Abb. wird durch eine zu (4.2)) vollig analoge Lagrange-
Funktion beschrieben. Allerdings wird der Koeffizient b, welcher die Federkonstante k kodiert,
durch die Kraft F' ersetzt, mit der die Saite gespannt ist. AuBlerdem hat ¢(¢, z) jetzt die Inter-
pretation einer transversalen Auslenkung.

/A/}_\\/(//

7(6 1/

Abbildung 12: Schwingende Saite mit zeit- und ortsabhéngiger transversaler Auslenkung ¢(t, z).

Das Ganze lédsst sich auch auf den Fall einer schwingenden Membran verallgemeinern,
siche Abb. [I3] Jetzt hingt die transversale Auslenkung, die wir immer noch ¢ nennen, von zwei
Ortskoordinaten ab. Die Lagrange-Funktion lédsst sich wie vorher mit elementaren Methoden

herleiten und lautet
L= /de <gq2 — —(Vq) ) (4.3)

Hierbeit ist ¢ = q(t,Z) die Auslenkung, 7 und V bezeichnen einen 2d Vektor und Gradienten,
und 7T ist die sogenannte Spannung der Membran. Letzteres ist die Energie pro zusétzliche Féche,
die man aufwenden muss, um die Membran zu dehnen.
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Abbildung 13: Schwingende Membran, ausgedehnt in der z!'-z2-Ebene, mit Auslenkung in der
dazu orthogonalen Richtung.

Weitere Beispiele fiir effektive Feldtheorien, die aus mechanischen Systemen folgen, sind
Hohenwellen auf dem Wasser oder Druckwellen bzw. andere Auslenkungswellen in Gasen,
Fliissigkeiten und Festkorpern. Entscheidend ist, dass das zentrale dynamische Objekt, in un-
seren expliziten Beispielen immer mit ¢(t, ¥) bezeichnet, ein Feld ist. Dies kann durchaus auch
ein Vektor- oder sogar ein Tensor-Feld sein, wie man man sie z.B. braucht, um eine allgemeine
Auslenkungswelle in einem Festkorper zu beschreiben. Das Feld ist also fiir uns eine dynami-
sche physikalische Grofle, die neben der Zeit auch vom Ort abhingt. Es hat fiir jedes
Ortsargument 7 einen Wert bzw. (bei Tensorfeldern) einen Satz von Werten.

Wichtig ist, dass all diese Feldtheorien effektiv sind. Damit meinen wir, dass sie im
Kontinuums-Limes aus fundamental oder mikroskopisch anderen Systemen hervorgehen. Der
Kontinuums-Limes muss hierbei nicht bedeuten, dass die typischen physikalischen Abstédnde des
zugrundeliegenden mikroskopischen Systems gegen Null gehen. Vielmehr ist er als Nédherung
sinnvoll, weil wir das System aus makroskopischer oder Infrarot-Sicht betrachten. In obigen
Beispielen kamen die zugrundeliegenden mikroskopischen Systeme immer aus dem Bereich der
Mechanik mit vielen Freiheitsgraden. Natiirlich konnen diese Systeme auch quantenmechanisch
sein.

Wenn wir von diesen einfachen effektiven Feldtheorien jetzt zur E-Dynamik wechseln, dann
passiert etwas Neues: Die E-Dynamik ist, zumindest nach gegenwértigem Wissensstand, nicht
effektiv sondern fundamental. Das heifit, wir kennen keine grundlegendere und eventuell ein-
fachere mikroskopische Beschreibung. Vielmehr sind die Grundprinzipien, welche die Dynamik
der relevanten Felder beherrschen, neue und fundamentale Grundgesetze der Natur.

Obige effektive Feldtheorien sind alle lokal, dass heifit L ist gegeben durch ein Integral iiber
den Raum R4"! (in einer d-dimensionalen Raumzeit). Dabei hiingt der Integrand vom Wert des
Feldes an einem Punkt oder (durch einen Grenzprozess) durch Werte in beliebig grofer Néhe
eines Punktes ab. In diesem Sinne sind ¢(¢, x) oder auch

AS0 A (4.4)

als Bausteine des Integranden erlaubt. Auch hohere Ableitungen sind im Prinzip zuldssig. Aber
ein Ausdruck wie ¢(t,z)q(t,z + a) mit endlichem a in L oder in dem Integranden, welcher L
definiert, wiirde die Lokalitat verletzen.

Nach allem, was wir wissen, scheint Lokalitét ein Grundprinzip der Natur zu sein. Darauf
bauen wir unsere allgemeine Definition einer (lokalen) Feldtheorie auf. Wir fordern eine Wirkung
der Form

S = /dtL = /dtdd1x£(¢, O, N, ). (4.5)
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Dabei haben wir die grundlegende Feldvariable, in unserem Fall ein Skalarfeld, statt ¢ mit ¢ =
¢(t, ¥) bezeichnet. Das ist eine sehr iibliche Notation fiir Skalarfelder. Der Integrand L ist die
Lagrange-Dichte oder auch kurz Lagrangian. Das Auslassungs-Zeichen ‘- -’ steht fiir das
mogliche Auftreten von Termen mit hoheren Ableitungen, z.B. §2gb

4.2 Relativistisches Skalarfeld

Neben dem Lokalitdts-Prinzip bauen wir unsere weitere Analyse auf der speziellen Relati-
vitatstheorie, also auf der Poincare-Invarianz auf. Wir fordern, dass fundamentale Feldtheorien
Poincare-invariant sein miissen. Es folgt

5= [daL(6.8,0,0,00, ), (4.6)

d.h. insbesondere, dass ¢ und ﬁ(b immer gemeinsam auftreten miissen, sonst ist Poincare und
speziell Lorentz-Invarianz nicht zu gewihrleisten. Uber das Mafl d*z miissen wir uns keine Ge-
danken machen: es ist offensichtlich translationsinvariant und wegen det{A} = +1 auch Lorentz-
invariant.

Damit ergibt sich sofort die einfachste Moglichkeit einer relativistischen Wirkung (mit Zeita-
bleitung, sonst géabe es keine Dynamik):

5= [ate(—j@@0m™) it o= olt.a) = o) (47)

wobei x wie schon oben fiir {x#} steht. Die Lorentz-Invarianz folgt hierbei aus der vollstindigen
Kontraktion aller Indizes, so wie Sie schon in der Mechanik gelernt haben, dass

S = / dt%{z? mit 2 = @'y, (4.8)

die einfachste O(3)-symmetrische Wirkung ist.

Fiir uns ist jetzt wichtig, konsistent mit oberen und unteren Indizes umzugehen. Wir bemer-
ken insbesondere, dass

_ 99
09 = pm (4.9)

ein Kovektor ist, welcher unter eine Lorentz-Rotation A geméf

oo — AN, 00 (4.10)
transformiert. Hier ist

w =N Non (4.11)
Wir erinnern auch im Vergleich dazu an die Transformation eines Vektors:

= AF, V. (4.12)

Die Definition der Lorentz-Gruppe impliziert, dass 2

die Invarianz von

= ztx, invariant ist. Ebenso folgt auch
(09)* = 8, D™ = D 09, (4.13)
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aus der Definition der O(1,3). Der Leser sollte beides explizit nachrechnen.

Fortgeschrittener Einschub: Betrachten wir ein Skalarfeld ¢ = ¢(z) in einer Dimensions, also
ohne Zeit und mit « € R. Die einzige Symmetrie seien die Verschiebungen in x, vgl. Abb.[14l Wie
man aus der Abb. sieht, ergibt sich die neue Feldkonfiguration ¢’ aus der alten Feldkonfiguration
¢ indem man die inverse Transformation (also im vorliegenden Fall eine Verscheibung um
—A) auf x anwendet und das Ergebnis als Argument in die Funktion ¢ einsetzt. Man erkennt

dies daran, dass ¢(z — A) ein Maximum bei zo + A hat, falls ¢(x) ein Maximum bei z, hatte.
14; e
K,+4

Abbildung 14: Aus der Feldkonfiguration ¢(z) mit Maximum bei x = 7 geht durch Verschiebung
um +A eine Feldkonfiguration ¢/(z) = ¢(z — A) mit Maximum bei z = z¢ + A hervor.

Ganz analog kann man sich iiberzeugen, dass die Wirkung einer Lorentz-Transformation auf
eine skalare Feldkonfiguration durch

o 2 ¢ mit  ¢(z) = oA ) (4.14)

gegeben ist. Jetzt kann man ¢ und ebenso ¢’ nach = ableiten und explizit eine Beziehung zwischen
den beiden so definierten Kovektorfeldern herstellen. Man findet

0,0 - 0,0 mit 0,0 (x) = A 9,0(A ). (4.15)

Ein analoges Transformationsverhalten findet man fiir Vektorfelder, z.B. fiir 0*¢ = n*”0,¢. Wir
lernen daraus, dass es nicht ganz richtig ist, zu sagen, dass sich Vektorfelder schlicht durch Mul-
tiplikation mit der Matrix A transformieren. Es kommt noch die Transformation des Arguments,
also die Drehung der ganzen Feldkonfiguration im Raum, hinzu. Dies wird in der abgekiirzten
Notation ohne Argument nicht sichtbar. Ende des Einschubs.

Fiir uns ist entscheidend, dass 9,¢ ein Kovektorfeld ist, also
0,0 — N 0,0. (4.16)

Daraus ergibt sich die Lorentz-Invarianz der Wirkung (4.7)). Ebenso ist 0*¢ = n**0,¢ ein Vek-
torfeld.

Wir sehen weiterhin, dass

S = / d'z (—%(3@2) - / diz (—%) (~& + (Vop?) (4.17)

den weiter oben diskutierten effektiven Wirkungen fiir Saite, Membran etc. sehr dhnlich ist. Neu
ist allerdings, dass der relative Koeffizient zwischen dem Zeitableitungs- und Gradienten-Term
durch die Forderung der O(1, 3)-Invarianz jetzt zwingend fixiert ist.
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4.3 Bewegungsgleichung und Wellen

Wie {iblich fordern wir, dass die Variation der Wirkung, in unserem Fall (4.7)), verschwindet:

1
055 = / d'z (—5) 20,(360) 0,01 — / d'z (0%6)36 ,  wobei & =09, (418)
Da d¢ beliebig ist, muss der Rest des Integranden identisch verschwinden, also
0’0 =0. (4.19)

Dies ist die Klein-Gordon-Gleichung.

Wir wollen die Losungen hier nicht allgemein analysieren sondern nur eine ersten Eindruck
gewinnen und uns iiberzeugen, dass ebene Wellen zu den Losungen gehoren. Dazu wéhlen wir
den Ansatz

¢ ~ sin(kx) mit kx = k,at (4.20)

und berechnen
"0, sin(k,z") = 0" [ (k,0,") cos(k,x’)] =k, (k,n"*) (—sin(k,27)) = —k* sin(kx). (4.21)
Die Klein-Gordon-Gleichung impliziert also
=0 bzw. ko= +|k|. (4.22)

Wir kénnen z.B. ky = —k3 mit k; = ky = 0 wéhlen und erhalten so eine Wellen, deren Wel-
lenberge und Tiler in der 2! — 22-Ebene liegen und sich mit Lichtgeschwindigkeit in positiver
z®-Richtung bewegen, vgl. Abb. [15] Die Welle wird dann explizit durch ¢ ~ sin(ks(—2° + z*))
beschrieben.

X”: ct - ,'.’/ 5 MZ&‘\{(er!
/////'/' K Tale
/,///
\ — x7

Abbildung 15: Wellenausbreitung in 2° — z3-Ebene.

Allgemeiner konnen wir w = \IZ |c definieren und haben dann Losungen von der Form

& ~ sin(—wt e a?) . (4.23)

Wir haben dann
Phasengeschwindigkeit: v, = w/|k| =c (4.24)
Gruppengeschwindigkeit: v, = dw/d[k| = ¢, (4.25)

Im Fall der relativistischen Skalarfeld-Welle und (wie wir spéter in ganz analoger Weise sehen
werden) auch der elektromagnetischen Welle breiten sich also sowohl die Wellenfronten als auch
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die transportierte Energie bzw. Information mit Lichtgeschwindigkeit aus. Dies ist die Maximal-
geschwindigkeit fiir Energie- und Informationstransport in relativistischer Feldtheorie, auch nach
Quantisierung.

Aus Sicht der Physik-Didaktik ist es bedauerlich, dass die Natur bei den uns zugénglichen
Energien kein fundamentales Skalarfeld auler dem Higgs-Feld vorzuweisen hat. Letzteres unter-
scheidet sich von unserem bisherigen Toy-Model dadurch, dass der Lagrangian einen Massenterm
enthilt, £ D m?¢?. AuBerdem ist das durch dieses Feld beschriebene Higgs-Teilchen instabil. Da-
durch existiert das Higgs-Teilchen nicht im klassischen Regime. Es gibt noch skalare Mesonen,
z.B. das Pion, aber die sind nicht fundamental und auflerdem wiederum instabil. Wir kénnen
das obige einfache System also leider nicht real erleben.

Wir schlieffen mit einer Bemerkung von grofler konzeptioneller Bedeutung: Die SRT schréankt
nicht nur die Form von Feldtheorie-Wirkungen ein, sondern sie erzwingt auch den Ubergang von
der instantanen Fernwirkung der klassischen Mechanik (z.B. durch ein 2-Teilchen-Potential)
zur kausalen Fernwirkung durch Felder. Der Grund dafiir ist, dass das Konzept der Gleich-
zeitigkeit verlorengeht: Wir konnen fiir zwei raumartig getrennte Ereignisse A und B Bezugssys-
teme finden, in denen A nach B oder B nach A stattfindet. Damit kommt es immer zu logischen
Widerspriichen, wenn A durch B oder B duch A beeinflusst wird. In der SRT kann die Informa-
tionsiibertragung von A nach B oder umgekehrt nur durch Felder geschehen. Diese propagieren
(breiten sich aus) maximal mit Lichtgeschwindigkeit. Dann kann, wegen der raumartigen Tren-
nung, weder A durch B beeinfluit werden noch umgekehrt. Somit wird alles konsistent.

5 Elektrodynamik — prinzipielle Struktur

5.1 Teilchen — Vektorpotential — Eichinvarianz

Wir setzen ¢ = 1 und betrachten ein Teilchen mit seiner Weltlinie (vgl. Abb. und der
entsprechenden Wirkung:

S = —m/ds. (5.1)

Wir wissen aus der Erfahrung, dass es geladene Teilchen gibt, also Teilchen, die an Felder koppeln.
Was konnte eine mathematisch natiirliche Beschreibung dafiir sein?

X° = Wellinie

Ax"

= x
X//

Abbildung 16: Weltlinie in 1 + 2 Dimensionen.

Unsere zentrale Behauptung ist, dass die natiirlichste und naheliegendste Option ein Kovek-
torfeld ist, weil man dieses auf offensichtliche Weise mit dem infinitesimalen Wegelement da*
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zu einem Skalar kombinieren und somit entlang des Weges integrieren kann. Der infinitesimale
Beitrag zur Wirkung ist also dz# A, (z), und die Gesamtwirkung einschliellich Kopplung an A,
lautet

S = —m/ds + e/A#(x)dx“. (5.2)
Hierbeit ist e eine Kopplungskonstante, die mit der Ladung des Teilchens zusammenhéngt.

Zur besseren Anschauung mache man sich klar, dass der zweite Term ein exaktes Analogon
zu dem Integral darstellt, welches in der Mechanik die Arbeit berechnet:

W = / F(Z)-d7 . (5.3)
Technisch ist der einzige Unterschied die Dimension des Raumes bzw. der Raumzeit.

Wir machen nun eine wichtige Beobachtung: Falls A, die spezielle Form eines “Gradienten”,
A, =0ux (5.4)

mit einem Skalarfeld x(x), annimmt, dann trégt der neue Wirkungsterm nicht zu den Bewe-
gungsgleichungen (auch bekannt als Equations of Motion oder EOM) bei. In der Tat, wenn wir
‘initial’ und ‘final’ Punkte x; und z; wéhlen, so ist der Beitrag des Kopplungsterms

[ @0 = xtep) — ). 5:5)

Man sieht diese Gleichheit sofort, weil wir hier einen Gradienten iiber ein Wegstiick integrieren
und das Resultat natiirlich die Differenz der Funktionswerte am End- und Anfangspunkt ist.
Wenn man die Trajektorie dazwischen variiert, so dndert sich dieses Resultat nicht. Also hat der

Kopplungsterm in diesem Fall keinen Einfluss auf die Variation der Wirkung und damit auf die
EOMs.

Zur Ubung rechnen wir ((5.5))) auch noch ganz explizit nach, ohne auf Thre Kenntnisse des
Gradienten aus der Mechanik Bezug zu nehmen: Dazu parametrisieren wir die Weltlinie als
x = z(A), so dass

: . . . d
/(QLx) dzt = /(8“)() Tt d = /d/\ x(z(N) = x(x(Af)) — x(x(X;)) mit ()= a( ).
(5.6)
Wir mussten also nur Kettenregel und Fundamentalsatz der Analysis anwenden.
Da unsere Wirkung linear in A, ist, gilt damit auch folgendes: Die sogenannte
Eichtransformation : A, = A, +0ux (5.7)

des Vektorpotentials A, stellt eine Symmetrie dar. Mit anderen Worten, wenn A, und eine
gewisse Trajektorie die EOMs lésen, dann gilt das auch fiir das eichtransformierte Feld A, 40, x
und die gleiche Trajektorie.

Die Begriffe Eichtransformation oder Eichsymmetrie implizieren aber noch mehr: Wir wollen
fordern, dass im Zusammenhang geladener Teilchen, die natiirlicherweise an A, koppeln, Feld
und eichtransformiertes Feld Aquivalent sind:

Ay ~ A, +0,x. (5.8)
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Das ist eine stiarkere Behauptung, als nur die der Symmetrie. Eine Symmetrie transformiert
eine Losung in eine andere Losung. Eine Eichsymmetrie identifiziert eine Redundanz der Be-
schreibung: Wir behaupten oder fordern, dass A, und A, + d,x die exakt gleiche, prinzipiell
ununterscheidbare physikalische Situation charakterisieren.

Als néchstes suchen wir eine passende Wirkung fiir das Feld A,. Die eben postulierte Eich-
symmetrie schrinkt die Mdoglichkeiten stark ein.

Beginnen wir mit einem Lorentz-invarianten und dem Skalarfeld-Fall sehr dhnlichen Ansatz:
3

L~ (AN A) T = —(0"A) (0 A) 1y + S (O AN ANy (5.9)
i=1

Wir haben den Ausdruck hier rechts so umgeschrieben, dass man die Analogie zum Skalarfeld-
Ausdruck (0¢)(0¢) deutlich erkennt. Im Wesentlichen hat man eine Skalarfeld-Wirkung fiir jede
der Komponenten des Vektorfeldes.

Es gibt allerdings auch eine andere Lorentz-invariante Moglichkeit:
S ~ (0,A")(0,A") . (5.10)

Leider sind jedoch beide Vorschldge nicht eichinvariant.
Um hier voranzukommen, hilft die Beobachtung, dass die spezielle Linearkombination zweier
Ableitungsterme des Vektorfeldes, ndmlich
F, =0,A,—-0,A (5.11)

v4ly

eichinvariant ist. Man rechnet dies leicht nach:
F(A=0x) = 0,0,x —0,0,x =0. (5.12)

Vorausschauend bemerken wir, dass A, in seiner nullten Kompente das vertraute elektrostatische

Potential beinhaltet (A° = ¢) und der sogenannte Feldstéirketensor F,, das E- und B-Feld
enthalt.

Nach allem Gesagten konnen wir jetzt einen sehr gut motivierten Vorschlag fiir die Wirkung
der E-Dynamik machen:

1
S:/ d*z (——) F,F" + e/Aud:E“ - m/ds. (5.13)
R1,3 4 r T

Die zentrale Aussage dieses Kurses besteht darin, dass die Wirkung, ergéinzt um mehr geladene
Teilchen mit ggf. verschiedenen Ladungen, vollstindig die gesamte Elektrodynamik be-
schreibt. Die zugrundeliegenden Prinzipien zum Aufstellen dieser Wirkung waren nur Poincare-
Invarianz sowie die natiirliche (eichinvariante) Kopplung von Teilchen und Feld.

Zum Abschluss sei noch bemerkt, dass es keine anderen Lorentz-invarianten Kombinationen
von Ableitungstermen von A, in quadratischer Ordnung gibt, als die zwei oben diskutierten.
Der Term F?, den wir schlussendlich als Wirkung benutzen, stellt die eindeutige eichinvariante
Kombination dieser Terme dar. Weitere Méglichkeiten wie A, A* oder der lineare Term 9, A* sind

33



auch nicht eichinvariant und lassen sich nicht zu einem eichinvarianten Ausdruck ergédnzen. Der
von uns gemachte Vorschlage F? ist also tatsiichlich (bis zur zweiten Ordnung in Ableitungen)
der einzige erlaubte Ausdruck. Lésst man mehr Ableitungen oder héhere Potenzen von A, zu,
so gibt es mehr Moéglichkeiten. Doch die sind bei kleinen Energien unwichtig. Mehr dazu lernen
Sie in der Quantenfeldtheorie.

5.2 Die Delta-Funktion (M — mathematischer Einschub)

Um zwischen der Betrachtung von Punktladungen und glatten Ladungsverteilungen wechseln zu
konnen, brauchen wir die §-Funktion. Definieren wir dazu zunéchst die Funktion J.(z) geméa8
Abb. [I7 Dabei kommt es nicht auf die spezielle Form sondern nur auf die Lokalisierung bei
Null und die Normierung des Integrals auf Eins an. Andere funktionale Formen, vgl. [18] sind
ebensogut.

5
= "{/Zé

— e = X
— + &

Abbildung 17: Beispiel einer auf der Skala e lokalisierten Funktion mit auf Eins normiertem

Integral.

Abbildung 18: Ein anderes Beispiel einer Funktion mit den Eigenschaften aus Abb.[17} Es kénnte
z.B. eine GauB-Kurve oder eine andere glatte Funktion sein, die typische Breite € hat.

Eine duBlerst grobe Definition der §-Funktion ist dann

d(z) = limd.(x) . (5.14)

e—0

Dies macht natiirlich in der Form mathematisch keinen Sinn, liefert aber die richtige Intuition
und ist auch technisch sinnvoll, wenn man die Funktion in einem Integral mit anderen Funktionen
benutzt und den Grenzwert nach der Integration bildet..

Etwas besser ist die Definition der d-Funktion durch die beiden folgenden Eigenschaften:
(1) /dxé(m) 1 und () 6(x) =0 Yz A0 (5.15)
Dabei sind nur Ausdriicke mit §(x) zulédssig, welche sich mittels (1) und (2) auswerten lassen.
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Noch besser ist Definition der d-Funktion als eine bestimmte Art von linearem Funktional,
man sagt auch Distribution:

5 f o /f ) dz = £(0). (5.16)

Dabei ist der Integralausdruck rechts reine Notation — die eigentliche Definition besteht in der
Abbildung der Funktion f auf die Zahl f(0).

Intuitiv kann man vielleicht sagen, dass die -Funktion beliebig scharf bei Null lokalisiert
und ihr Integral auf Eins normiert ist. Entsprechend ist damit §(z — xg) bei zq lokalisiert.

In mehreren Dimensionen ist die Notation
§"(x) = §(xh)6(z?) - - - 6(2™) mit r €R" (5.17)

oft niitzlich. Ein einfaches Beispiel dazu ist die Beziehung

/ B f(2)8(F — ) = [(7). (5.18)

welche der Leser mit allen drei Definitionen auszuwerten versuchen sollte.

5.3 Die 4-er Stromdichte

Wir wollen die mathematische Formulierung der E-Dynamik jetzt so erweitern, dass wir auch
kontinuierliche Ladungsverteilungen zulassen konnen. Diese sind mikroskopisch natiirlich immer
durch eine Summe iiber viele Weltlinien von Punktladungen realisiert, aber die alternative Be-
schreibung durch eine effektive, glatte Ladungsverteilung bzw. Stromdichte ist trotzdem oft
sinnvoll.

Schreiben wir zunéchst den Kopplungs-Teil der Wirkung fiir eine Menge von Teilchen wie
folgt um:

Zel/dx“A ;) Zel/ AN it Ay (z;(\) /d4 Ze,/dm (z — 2(N)) i A(x)

(5.19)

> /F A\ 5z — 25(\)) i (5.20)

nimmt diese Wirkung die einfache Form

Mit der Definition

JH(x)

/d4x " A, (5.21)

an. Eine Illustration zu dem durchgefithrten Ubergang von den Weltlinien zur glatten Strom-

dichte findet sich in Abb. [19]

Eine dquivalente, intuitivere Definition der 4-er Stromdichte lautet

— (). (5.22)



X'

Abbildung 19: Links: eine Schar von Weltlinien. Rechts: die entsprechende glatte Ladungsdichte.

Es handelt sich also schlicht um das Produkt von Ladungsdichte p und der Geschwindigkeit
dz/dt des Teilchenstroms am Ort z. Die Ladungsdichte kann man auch als

edN
= 5.23
P= "3y (5.23)
schreiben, wobei dN die Zahl der Teilchen im infinitesimalen Volumen d3z ist, vgl. Abb. .

Damit folgt
edN
= ——— - dat 5.24
wobei wir die Terme so angeordnet haben, dass man klar sieht, dass j* tatséchlich ein 4-er Vektor
ist: d®x dt = d*x ist invariant, ebenso wie dN. Also transformiert j*, so wie dz*, als 4-er Vektor.

Wir lernen daraus auch, dass p und d¢ zwar keine Skalare sind, aber p/dt ist einer.

Abbildung 20: dN Teilchen im Volumen d?z.

Die Aquivalenz der lQeiden Definitionen ([5.20) und ([5.22) kann man explizit nachrechnen.
Wir iiberlassen das den Ubungen.

Damit haben wir als Ergebnis dieses Unterkapitels die alternative Form der Wirkung
d* Lpe i*A
S = x _ZF +] m + S’matter (525)
gefunden. Hierbei spielt die Materie-Wirkung

Satter = Z (—mi / ds> + {Alle Wechselwirkungen der Teilchen aufler mit A“} (5.26)
r;

i

fir die Dynamik von A,, auf die wir uns im Moment konzentrieren, keine Rolle. Zur
Vollstdndigkeit sei noch angemerkt, dass die obige ‘Wechselwirkung der Teilchen’ i.A. durch
ein weiteres Feld vermittelt wird, z.B. das Gravitationsfeld (vgl. die Bemerkung am Ende von

Kap. [4.3)).
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5.4 Maxwell-Gleichungen

Durch Variation der Wirkung bzgl. des Feldes A,,,

1

0=65= / d*z <—§FW5FW + j“cSAM) (5.27)
1

= / dz (—§F’“’ (0,04, — 0,0A,,) + j“cSAM) (5.28)

= / d*z (9, F"" + j*) §A, (5.29)

erhalten wir die sogenannten inhomogene Maxwell-Gleichungen:
o0, F" = jh. (5.30)

Beachten Sie dabei, dass das Vorzeichen in der Gleichung in der Literatur variieren kann, weil
es an der Vorzeichen-Konvention fiir  hdngt.

Des Weiteren erfiillt F),, aufgrund seiner Definition die sogenannte Bianchi-Identitét oder
auch Homogenen Maxwell-Gleichungen:

%FW] =0. (5.31)
Dabei bezeichnet [] die totale Antisymmetrisierung. Letztere ist allgemein durch:
1
Tiproope] = 7 D 5800 sy (5.32)
definiert. Damit gilt z.B.
1
T’[/Llumus} = 6 (T,U«IMQN3 + Tuzu:sm + TM3M1M2 - TM2M1M3 - Tu1u3u2 - T,u3u2,u1) (533)
oder auch
F, = 20,4, . (5.34)

Aus dem letzten Beispiel folgen sofort die oben angegeben homogenen Maxwell-Gleichungen:
3[MFVp] = 8[M8VAP] — %@AV] =0. (5.35)

Die letzte Gleichheit ergibt sich dabei aus der Tatsache, dass partielle Ableitungen vertauschen,
also

0,0y - =0, 010y -+ =10. (5.36)
Hierbei stehen die Punkte fiir eine beliebige Funktion der Koordinaten.

Eine oft niitzliche alternative Formulierung der homogenen Maxwell-Gleichungen oder der
Bianchi-Identitét ldsst sich angeben, wenn man das 4d Levi-Civita-Symbol benutzt. Dieses ist
ganz analog zum bekannten 3d Fall definiert:

_ [ *1falls {uvpo} gerade/ungerade Permutation von {0123}
€uvpe = (537)

sonst 0 .
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Es ist eine wichtige Tatsache, dass €,,,, ein invarianter Tensor der SO(1,3) ist. Dies ist ganz
analog dazu, dass €;;;, ein invarianten Tensor der SO(3) ist. Die Herleitung unterscheidet sich
auch nicht vom SO(3)-Fall.

Mit Hilfe des Levi-Civita-Symbols definieren wir nun den dualen Feldstirkentensor:

E.,

1 loa
= S6upo P77 (5.38)

Auf dieser Grundlage kann man sich nun iiberlegen, dass (5.31)) dquivalent ist zu der Aussage
O, F" = 0. (5.39)

Bitte tun Sie dies.

Damit nehmen die kovarianten Maxwell-Gleichungen folgende sehr kompakte und (fast) sym-
metrische Form an:

d,Fr =t | 9, F" =0, (5.40)

5.5 Ubergang zu E und B

Die tégliche Erfahrung (mit |[0] < ¢) kennt nur die Untergruppe O(3) C O(1,3). Es ist
oft niitzlich die Beschreibung entsprechend anzupassen. Um dies zu erreichen, bemerken wir
zunéchst, dass der 4-er Vektor A, bzgl. der O(3) C O(1, 3) in den Skalar Ay und den 3-er Vektor
A; zertillt:

Ebenso zerfillt F),, in einen 3-er Vektor und einen Rang-2 Tensor bzgl. O(3):
E,, — Fu; Fyj;. (5.42)

Bitte beachten Sie, dass hier Fyy nicht auftaucht, da es identisch verschwindet. Auflerdem tritt
wegen der Antisymmetrie Fjy auch nicht als zusétzlicher, unabhéngiger Vektor auf.

Kommentar: Das Obige ist ein einfacher aber wichtiger Teil der Darstellungstheorie von
Gruppen. Wir erinnern daran, dass eine Darstellung ganz allgemein ein Homomorphismus einer
Gruppe in die linearen Operatoren auf einem Vektorraum ist. Sie kennen bisher explizit u.a. die
Vektordarstellungen (auch fundamentale oder definierene Darstellungen) und die Tensordarstel-
lungen der O(3) und O(1,3). Einfacher gesagt entspricht eine Darstellung der Wirkung einer
Gruppe auf einem Vektorraum. Man sagt, dass eine gewisse Darstellung einer Gruppe (in un-
serem Fall Vektor und antisymmetrischer Tensor der O(1,3)) sich beziiglich einer Untergruppe
immer in Darstellungen dieser Untergruppe (in unserem Fall O(3)) zerlegen lassen. Die Darstel-
lungen werden oft durch ihre Dimension bezeichnet, also O(1, 3)-Vektor durch ‘4’, O(3)-Vektor
durch ‘3’ etc. Damit ergibt sich fiir das oben gesagte die verbreitete mathematische Notation

0(1,3) D O(3) (5.43)
4=1+3, (5.44)
6=(4x4)4=3,+3,. (5.45)
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Hier steht 6 fiir den antisymmetrischen Tensor, welcher sich aus dem allgemeinen Tensor (4 x 4)
durch Antisymmetrisierung ergibt. Das haben wir durch den Index A bezeichnet. Auflerdem
haben wir den 3-er Vektoren Indizes zur genaueren Kennzeichnung gegeben: v fiir Vektor und p
fiir Pseudo- oder auch Axialvektor. Dieser letzte Punkt wird im Laufe der Vorlesung noch erklért
werden.

Wir geben den beiden Anteilen von A, nun noch eigene Formelzeichen und Namen:
(A = {A" =9, {A"} = A}, (5.46)

Wir nennen ¢ das elektrostatische Potential und A das 3-er Vektorpotential.
Ebenso definieren wir das elektrische Feld E durch

E' = F%, (5.47)
Wir rechnen damit nach, dass
E'=0"A"—9'A°  baw. E=-0A-V¢ (5.48)

gilt. Warum dies unser vertrautes E-Feld ist, wird bald klar werden.

Jetzt wenden wir uns dem in F* enthaltenen Rang-2 O(3)-Tensor zu. Fiir diesen gilt die
Identitét

. 1 ..
FY = iemk@delm . (549)

Dies lésst sich zeigen, wenn man beachtet, dass

1 ..
ijk
—€7 ey, =

. 5 (07, — ') (5.50)

gilt. Dieser Ausdruck ist, wie man rechts besonders deutlich sieht, der Projektor auf den anti-
symmetrischen Anteil eines Tensor. Auf F wirkt er demnach als Identitéit.

Wenn wir nun in (5.49)) rechts die Definition
Fim =gl A™ — gm Al (5.51)

-

einsetzen, und uns an die Formel (V x A); = ¢;;407 A* fiir die Rotation erinnern, so erhalten wir

FiI — ik (ﬁ X [1’) (5.52)
k
Mit der Definition
B=VxA (5.53)
wird daraus 3 B
Fii = ik gy (5.54)
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Zusammenfassend ergibt sich damit

0 E -
o | L] O B =B (5.55)
_El-B, 0 B
B, —B, 0

Jetzt wollen wir noch den Zusammenhang mit £ explizit machen. Dazu rechnen wir zunéchst
nach .
FOl == 60123F23 == —F23 == —F23 . (556)

Hier miissen Sie beachten, dass das Levi-Civita-Symbol mit oberen Indizes sich von dem mit
unteren Indizes um ein Vorzeichen unterscheidet, weil beim Heben der Indizes genau ein Mal 7
benétigt wird. Ebenso findet man

FB = B0R, = —Fy = F". (5.57)

Man erkennt leicht die Systematik und iiberzeugt sich so davon, dass der Ubergang von F zu F
der Ersetzung

E—--B wd B-oE (5.58)
entspricht. Es gilt also
0 —B -
o= | L] O B R (5.59)
B|-E; 0 E
Ey —FE 0

5.6 Maxwell-Gleichungen in nichtrelativistischer Form
Erinnern wir uns an die inhomogenen Gleichungen
o0, F" = jh. (5.60)
Die beiden 4-er Vektoren 0,F*” und j* zerfallen, wie oben der 4-er Vektor A,, gemaf
SO(1,3) D SO(3) 4=1+43. (5.61)
Beim Strom fithren wir neue Bezeichnungen fiir den SO(3)-Skalar und den 3-er Vektor ein:
{7"=A{p. 7} . (5.62)
Damit zerfllt in eine skalare Gleichung,

OF¥"=p & V-E=p, (5.63)
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und eine 3-er Vektor-Gleichung,

OF"=j &  QE+oFI=j & _E+VxB=7 (5.64)
Hier haben wir im letzten Schritt den Zusammenhang
Fi = ik py (5.65)
verwendet, den wir oben abgeleitet hatten.
Die homogene Gleichung
o, F" =0 (5.66)
zerfillt ganz analog nach dem Schema ‘4=14-3’, aber mit
E,B - —B,E. (5.67)
Man findet auf diese Weise sofort die beiden homogenen Gleichungen
V-B=0 BrvxE=0 (5.68)

Man schreibt die Rotation V x (- - -) vielfach auch als rot (- - - ), aber wir werden versuchen, dass
zu vermeiden.

Zusammenfassend haben wir also die Maxwell-Gleichungen in der O(3)-kovarianten (aber
nicht mehr O(1, 3)-kovarianten) Form gewonnen:

=,
I
wef]
I

p V-
J+E V x

V-
V x

0 (5.69)

~B. (5.70)

s ]]
I
ey}
I

Man bezeichnet dabei E auch als Verschiebungsstrom (displacement current) und B als magne-
tischen Verschiebungsstrom.

Rechts ‘fehlen’ offensichtlich Beitrige pmag. und Jimas. von magnetischen Ladungen und deren
Stromen. Die Struktur der Gleichungen lasst solche magnetischen Ladungen zu. Man erwar-
tet sie theoretisch sogar. Aber bislang wurde noch kein sogenannter magnetischer Monopol
gefunden. Er ist vermutlich (auch das ist theoretisch erwartet) sehr schwer.

Die obige Form der Maxwell-Gleichungen entspricht dem ”Lorentz-Heavyside”-
Einheitssystem, wobei wir zusétzlich ¢ = 1 gesetzt haben. Um zum Gauflschen System
iiberzugehen, fithren wir zunéchst ¢ wieder ein. Dazu erinnern wir uns an den Teil der Wirkung,
welcher die Wechselwirkung zwischen Ladung und Feld beschreibt:

Sww = e/A# da* (c=1). (5.71)
Mit ¢ definiert man

Sww = - /Au da* . (5.72)
C
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Im Prinzip ist dieser Faktor beliebig, weil er in eine Umdefinition von e absorbiert werden kénnte.
Aber er ist logisch begriindbar, wenn man sich die Wirkung fiir ein Teilchen in Ruhe ansieht,

wobei wir 2 = cdt benutzt haben. Der Vorfaktor 1/c kompensiert gerade das ¢ aus da®.

Jetzt schreiben wir Sy so um, dass man den Strom identifizieren kann:

1
Sww = - /d4xe/d)\ &' (x — () i" A, . (5.74)
r
Wir erinnern daran, dass #* = dz*/dX und definieren den Strom als
i
e/ dA 6 (z — z(\)) 2 = . (5.75)
r c

Der hier zusétzlich eingefiihrte Faktor ¢ begriindet sich wie folgt:

Wir machen uns klar, dass die Einheit einer §-Funktion immer die inverse Einheit des Argu-
ments ist. Also z.B.

[0(x)] = [1/a] . (5.76)

Die Einheit des von uns eben definierten Stroms ist demnach
7] = [e6*(z)zv] = [e6(2)v] = [pv] . (5.77)
Das macht natiirlich physikalisch Sinn und rechtfertigt das ¢ in der Definition des Stroms (5.75]).

Also haben wir schlussendlich

1 4. . . pc
Sww = g/d A, mit g = (]_,: pl_f) . (5.78)

Des Weiteren definieren wir die Wirkung der freien Elektrodynamik bei ¢ # 1 als

A%D:/ﬂ%(—iFﬁ. (5.79)

Der Faktor 1/c dient hier dazu, das ¢ aus da° = cdt zu kiirzen.

Zusammenfassend haben wir somit

1 1
Szz/lﬁx(—ZEF2+Q§jA>. (5.80)

Der Ubergang zur nichtrelativistischen Form liefert, ganz analog zur oben durchgefithrten Rech-
nung,

—

V-E=p V-B=0 (5.81)

= — 7 E = - g

VxB=242 VxE=—= (5.82)
C C C
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Dies sind die Maxwell-Gleichungen sind im Lorentz-Heaviside-System. Als Merkregel kann man
sich erinnern, dass das 1/c bei den expliziten Zeitableitungen mit dz® = cdt zusammenhiingt.
Auflerdem hat Sy w relativ zu Sgp einen extra Faktor 1/c, was sich in einem Faktor 1/c¢ bei j*
niederschléigt. Bei j°/c = p sieht man diesen Faktor wegen der Definition von p nicht.

Im weit verbreiteten Gauf3-System wird noch die relative Normierung von Feldern und La-
dungen um einen Faktor 47 verdndert. Die (in diesem Fall sehr guten) historischen Griinde dafiir
werden bald klar. Dann ergibt sich

V- E =4mp V-B=0 (5.83)
VxB=drl+= VxE=-—2 (5.84)
C C C

Kommen wir nun zu den Mafleinheiten der einzelnen Groflen im Gauf-System. Wir star-
ten bei der Mechanik im cgs-System (nicht mit mks, wie beim SI-System) und definieren die
Einheiten von e, E, B etc. auf dieser Basis. Aus

1
Sgp ~ . / d*z F? (5.85)

ergibt sich zunéchst
L4
c

5= =

Da wir die Einheit einer Wirkung kennen, erhélt man so

} [E: B]* . (5.86)

2
1
gem® _cm — [E; B} _ g

S cm? s cm s2

[E; B)® = = G = statV/cem. (5.87)

Den Ausdruck 4/g/cm s* identifiziert man speziell im Fall von B als ‘Gaufl’ und im Fall von F
als ‘Statvolt/cm’ (mit Abkiirzungen G und statV/cm).

Jetzt betrachten wir den Term fiir die Wechselwirkung,

und beachten, dass per Definition des Feldstérketensors gilt
[A] = [F; B] - em. (5.89)
Daraus ergibt sich
2 2 1 1 3
[e]:gcm Y D gc—gnzstatCEFr. (5.90)
S s g cm cm s

Hier steht statC fiir ‘Statcoulomb’ und Fr fiir ‘Franklin’. Fiir die Ladung eines Elektrons findet
man expirementell

e=5-10""Fr. (5.91)
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In den sogenannten natiirlichen Einheiten mit & = ¢ = 1 ist e &~ /47/137 ~ 0,303.... Die
Elementarladung ist also trotz der obigen Zahl 10~!° in keiner objektiven Weise besonders klein.
Dies wird im Rahmen der QFT genauer diskutiert werden.

Wir erinnern an dieser Stelle daran, dass wir in den Kap. die Satze von Gaufl und Stokes
angegeben hatten. In Kap. hatten wir dann kurz angesprochen, wie man damit von der
differentiellen Form zur integralen Form der Maxwell-Gleichungen kommt. Wie wollen dies hier
nicht wiederholen, aber der Leser sollte sich das in Erinnerung rufen.

6 Elektrostatik

In fast unserer gesamten téglichen Erfahrung sind Geschwindigkeiten sehr klein gegen c. Wir
erwarten also, dass die Annahme ¢ — oo die Maxwell-Gleichungen in einer Weise vereinfacht,
die in vielen Fillen niitzlich ist. In der Tat verschwinden in diesem Limes die Terme mit j, F
und B. Es gibt dann keine Quellen mehr fiir das B-Feld und es ist konsistent, per Annahme
B = 0 zu setzen.

Was bleibt sind die beiden Gleichungen

V-E=p, VxE=0. (6.1)

AuBerdem wollen wir nur nach Losungen unabhéngig von ¢ suchen (wie der Begriff Elek-
trostatik nahelegt und wie es mit dem Weglassen der F-; B- und j-Terme konsistent ist). Aus
der Mechanik, speziell der Analyse konservativer Kraftfelder, wissen wir:

VxE=0 = 3¢ mit E=-V¢. (6.2)

Unabhingig von unseren Mechanik-Vorkenntnissen folgt dies auch aus E* = F% zusammen mit
der Definition von F% durch Ableitungen A#. Man muss nur den Term mit 0, weglassen und
A = ¢ setzen.

Zu 16sen bleibt also nur 6(—6@ = p. Mit der Definition

A=V - V=) 0, (6.3)

nimmt dies die Form
Ap=—p (6.4)

an. Dies ist die in vielen Zusammenhéngen auftretende Poisson-Gleichung. Den Operator A
nennt man Laplace-Operator und die obige Gleichung mit p = 0 die Laplace-Gleichung.

6.1 Feld von Punktladungen

Die Ladungsdichte einer Punktladung e bei % ist, per Definition der §-Funktion,
p=ed(T — 7). (6.5)
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Wir setzen O.B.d.A. 7y = 0. AuBerdem wollen wir zur Allgemeinheit die folgende Analyse mit
# € R? durchfithren. Wir wollen also

A¢p = —e §%(&) (6.6)
losen. Dazu machen wir den Ansatz a
||

wobei a und « zu bestimmende Konstanten sind. Es gilt

- a aal

Vo=V = - 6.8
TS @ o

und, durch nochmaliges Differenzieren,

d (a +2) 22 aq
(l—,»Q)a/ZJrl - (Z2)o/2+2 = —(d—(a+2) (1—:»2)01/2+1 :

V3¢ = —aa (6.9)

Damit dies bei & # 0 verschwindet, muss a = d — 2 gelten. Das so definierte ¢ 16st, auler bei
Z = 0, die Laplace-Gleichung
Ap =0, T#0. (6.10)

Man sagt: ¢ ist harmonisch, aufler bei ¥ = 0

Wir miissen jetzt noch die Stelle Z = 0 analysieren. Diesen Teil der Analyse machen fithren
wir zur Zeitersparnis nur bei d = 3 durch. Wir betrachten also

a

V2= = —ed?(7) (6.11)

7]
und wollen a so fixieren, dass diese Aussage stimmt. Dazu erinnern wir uns, dass die J-Funktion
nur nach Integration mit einer Funktion f(Z) definiert ist. Wir wissen, dass beide Seiten der
Gleichung aufler bei ¥ = 0 verschwinden. Also kénnen wir O.B.d.A. f = 1 und und als Integra-
tionsgebiet eine Einheitskugel wéhlen:

S (o1
a/ A (v T) = —e/ 5 (%) d*7. (6.12)
B3 |.',C| B3

Mit Gaufl und der Definition der §-Funktion wird daraus

L /.1 . 7
a/ df - (VT) — a/ df - <—%) = —¢ und somit adr =e. (6.13)
52 |Z| 52 |7

Wir haben also

a= (6.14)

e
A
gefunden. Es folgt

[ — —
¢ 47 || sowie ¢ 4

(6.15)

—

=
—w

Im GauB-System wiirden diese 47 verschwinden.
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Das Resultat fiir eine Ladung bei 7y # 0 ergibt sich durch Verschiebung um 7:

e
=—. 6.16
47T|f - f0| ( )
Ebenso folgt das entsprechende Resultat fiir E.
Als wichtige Erkenntnis halten wir fest:
B~ — (6.17)
|7 '

fiir eine Punktladung am Ursprung. Die Potenz ‘2’ tritt hier auf, weil dies die Dimension der S?
ist, welche die Ladung umschliefit. Das verstehen wir aufgrund unserer allgemeineren Analyse,
wo wir an dieser Stelle d — 1 gefunden hétten. Es folgt auch aus dem Gaufischen Satz in d
Dimensionen.

Wegen der Linearitdt der Poisson-Gleichungen ist das Potential vieler Punktladungen einfach
die Summe der einzelnen Potentiale:

do
= —_ 6.18
¢ za: AT |Z — 2, (6.18)
Der Ubergang zum Kontinuum fillt von hier aus nicht schwer:
d’y  p@)
= | —=- ) 6.19
= (019

6.2 Methode der Greenschen Funktion

Unser néchstes Ziel soll nun darin bestehen, mit Vorgabe eines beliebigen p die Poisson-Gleichung
Aj = —p(3) (6.20)

allgemein zu 16sen, also ¢ zu bestimmen. Dies ist noch allgemeiner als unser letztes Ergebnis mit
dem Integral iiber Punktladungspotentiale, weil wir uns beim Raum nicht auf R? beschrinken
wollen.

Die Idee, welche wir verfolgen wollen, bleibt aber die dhnlich wie im letzten Kapitel: Wir
16sen zunéchst

AG(Z,7) = —0*(Z — 7)) (6.21)

16sen. Hat man dieses G, so gilt fiir allgemeines p:

o(7) = / &y GE Ppl@). (6.22)

Zur Begriindung wenden wir einfach den Laplace-Operator auf ¢ an:
Bo= [ @y, G o) =~ [ Eyd(E - 1) p(@) = -o(@) (623

46



Hier bezeichnet A, den Laplace-Operator bzgl. Z, also 9%/(9z')? + 9% /(0x*)* + 8 /(0x*)?. Diese
Methode funktioniert nicht nur fiir den Laplace-Operator A sondern auch fiir allgemeine Diffe-
rentialoperatoren D und auch auf Riumen, die vom R? verschieden sind. Fiir den Fall D = A
und R? kennen wir die Losung natiirlich schon aus dem letzten Kapitel:

GE—§)=—— (6.24)

€T — = —_—— .
SRCERY

Hier haben wir die oft verwendete Schreibweise G(7, %) = G(Z — ) benutzt, welche immer dann
gerechtfertigt ist, wenn G nur von der Differenz seiner Argumente abhéngt. Die ist hier ein
Resultat der Translationssymmetrie und gilt somit nicht immer.

Wie schon erwihnt, kann man obige Analyse auf sehr allgemeinen, auch gekriimmten Raumen
anweden. Wir wollen uns aber auf R? und Teilmengen davon einschrinken. Die gesuchte Losung
G zu ist im Allgemeinen so wie auch in unserem Fall nicht eindeutig sondern héngt
insbesondere von den Randbedingungen ab. Selbst im einfachsten Fall des ganzen RY trifft das
zu: Man braucht dann die Randbedingungen bei |Z| — oo.

Besprechen wir dies etwas genauer: Seien G, G zwei Losungen zu ((6.21]). Dann erfiillt u =
G1 — (G5 die Laplace-Gleichung
Au =0, (6.25)

w ist also harmonisch. Falls wir nun hinreichen schnellen Abfall der beiden Losungen (und damit
auch von u) bei |Z| — oo fordern, so kann man zeigen, dass u = 0 und damit G; = G5. Wir
kommen darauf noch zuriick.

Als Néchstes wollen wir uns der Situationen mit Rand (bei |Z] < co) zuwenden, vgl. Abb.[21]
Um auch hierfiir Greensche Funktionen zu benutzen, brauchen wir die Greenschen Formeln.

R>

. L7
Oote i (aoéw.j {7

2l

z{,,/{ (2&000 —@L._
Abbildung 21: Zur Poisson-Gleichung mit Punktladung und Rand. Links: Ein endliches (kom-
paktes) Gebiet, dass von einem Rand eingeschlossen ist. Rechts: Ein unendliches Gebiet mit

einem ausgesparten, kompakten Teil. Es gibt dabei sowohl einen Rand im Unendlichen als auch
an der Grenze zum ausgesparten Gebiet.

6.3 Greensche Formeln

Bei den Greenschen Formeln handelt es sich um sehr niitzliche, auch als ‘Greensche Satze’ be-
zeichnete Ergebnisse. Zur Herleitung betrachten wir zunéchst die unmittelbar aus Gauf folgende
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Aussage

/Vd%ﬁ- (gﬁ@z)) - /av (gow)) -df . (6.26)

Dabei sind ¢ und 1 beliebige glatte Funktionen.

Statt Gaul anzuwenden konnen wir die linke Seite auch mit der Produktregel auswerten:

/V BAVE (Nw) - /V B <¢A1p n (W) : (W)) . (6.27)

Gleichsetzen der rechten Seiten von (/6.26)) und (6.27) gibt

/V B @;M} n (%) : (W)) - /a d I (N;z)) . (6.28)

Dies bezeichnet man als die 1. Greensche Formel.

Nun betrachten wir die Differenz
(1. Greensche Formel) — (1. Greensche Formel mit ¢ <> 1) . (6.29)

Man koénnte auch sagen, wir antisymmetrisieren die 1. Greensche Formel in ¢ und . Es folgt

[ @aone-vag = [

ov

af- (wﬁw . zng) . (6.30)

Dies ist die 2. Greensche Formel.

6.4 Greensche Methode fiir Gebiete mit Rand

Wir wollen jetzt die Greensche Methode und die Greenschen Formeln benutzen, um die Poisson-
Gleichung
Ap=—p (6.31)

auf allgemeinen Gebieten mit Rand (siehe z.B. Abb. zu 16sen. Wie schon erwéhnt, wird die
Losung nur eindeutig, falls Randbedingungen auf 0V vorgeschrieben sind. Es gibt zwei grundle-
gende Moglichkeiten:

1) Dirichlet-Randbedingung;:

v = f(& 6.32

oD =r@)| . (6:32)
wobei f eine vorgegebene Funktion ist.
2) Neumann-Randbedingung:

i VoD = g(@) it i)l df und || =1. 6.33

VD] =e@|  wit  dfdf wd i (6.3

Diesmal haben wir die vorgegebene Funktion, welche die Randbedingungen spezifiziert, mit ¢
bezeichnet.
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Abbildung 22: Ladungsverteilung im Gebiet V' mit Rand 0V'.

Wir wollen fiir beide Félle Greensche Funktionen definieren, welche wie iiblich die Poisson-
Gleichung mit d-Funktions-Quelle 16sen:

AGpn(T,§) = —6°(T — 7). (6.34)
Die Argumente kénnen jetzt nicht mehr zu ¥ — i zusammengefasst werden, da die Translations-

invarianz durch das Vorhandensein eines Randes gebrochen ist.

Fiir den Dirichlet-Fall definieren wir Gp durch die Randbedingung

=0. 6.35
Teov (6.35)

Es ist also das Potential fiir eine Punktladung bei % und die einfachsten Randbedingungen von
Dirichlet-Typ: f = 0.

Fiir den Neumann-Fall definieren wir analog

B 1
zeov ||V |’

- V,Gn(Z,7) (6.36)

Die einfachste mogliche Wahl der Funktion g ist hier eine Konstante. Der Wert dieser Konstanten
ist minus die inverse Flidche des Randes 0V. Man {iberzeugt sich davon leicht, indem man (6.36))
iiber den Rand integriert und links den Satz von Gaufl anwendet. Man sieht somit, dass die naiv
betrachtet einfachste Wahl g = 0 ausgeschlossen ist.

Unser Ziel ist es nun, in Analogie zur Situation im R®, eine Formel vom Typ

o) = /V &y G, Pp@) + - (6.37)

fiir das Potential abzuleiten. Dabei haben wir durch die Auslassungspunkte schon angedeutet,
dass es je nach Randbedingung Zusatzterme geben wird.

Als nichttriviale mathematische Fakten stellen wir fest: Die Greenschen Funktionen Gp y
existieren, sind eindeutig und sind symmetrisch in den beiden Argumenten:

Gpn (T, ) = Gpn (Y, 7). (6.38)

Genauer gesagt ist es so, dass man im Dirchlet-Fall die Symmetrie zeigen kann. Im Neuman-Fall
kann man, gegeben ein nicht symmetrisches Gy, einen Beitrag addieren, so dass das Resultat
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eine Greensche Funktion bliebt und symmetrisch ist. Eindeutigkeit gilt in diesem Sinne nur,
wenn man auch die Symmetrie-Forderung stellt. Wir werden von diesen Eigenschaften weiter
unten nur die Eindeutigkeit begriinden.

Jetzt wollen wir uns bemiihen, die oben skizzierte Formel mit den Auslassungszeichen zu
vervollstdndigen. Dazu erinnern wir uns an die 2. Greensche Formel:

K}vaAw-—wAw)zlévdf7(wﬁw-—w§¢>- (6.39)

Wir ersetzen die beiden darin auftretenden Funktionen geméf

o) = oY) ., V() = GE. 9, (6.40)
wobei ¢ die Rolle des gesuchten Potentials spielen wird. Das gibt

=

[ E0@a,66.0 - 6@ naei) = [ aF (609,667 - 6@ nT,em) . (64

1%
wobei wir zur Klarheit explizit gemacht haben, auf welche Variable die Differentialoperatoren
wirken. Links kénnen wir nun

AG = —§* und Ap=—p (6.42)

anwenden, wobei die Symmetrie von G wichtig ist. Dies liefert

[ (o @ -+ G@ae) = [ af (69,60 - GEnT,0m) - (649

Ausgehend von dieser allgemeinen Formel kénnen wir jetzt die beiden Spezialfille gemafl Dirich-
let und Neumann diskutieren:

Im Dirichlet-Fall verschwindet rechts der zweite Term, weil eines der Argumente von G auf
dem Rand liegt. Wir kénnen dann nach ¢ auflésen und finden

o@) = [ @yGot@.io) — | af (6)9,Gol.) (6.4

Die ist unser finales Ergebnis fiir Dirichlet-Randbedingungen.

Im Neumann-Fall kénnen wir in (6.43]) rechts die Beziehung

e /]
. _ 4
af - VGn = —r5 (6.45)

benutzen, welche aus (6.36) folgt, weil d f | dii. Nach partieller Integration und Auflésen nach

¢ erhalten wir

o) = [ @yGatainpt + [

ov

df (O (@ V,0(0)) + (Dav (6.46)
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wobei der letzte Term den Mittelwert von ¢ auf Rand charaketrisiert:

1
oV ||

Doy = / 471 6(3). (6.47)

Dies ist unser finales Ergebnis fiir Neumann-Randbedingungen. Wir betonen, dass in den
beiden Ergebnis-Formeln und jeweils die Funktionen ¢(4)|gy bzw. 7 - V,@|ay vor-
gegeben sein miissen. Im Neumann-Fall muss man aulerdem (¢)gy kennen. Der entscheidende
Vorteil der beschriebenen Methode besteht darin, dass wir fiir beliebige derartige Vorgaben so-
fort das Ergebnis erhalten, ohne eine partielle Differentialgleichung l6sen zu miissen. Natiirlich
ist diese Schwierigkeit nicht vollig verschwunden. Sie besteht insofern weiter, dass man zunéchst
die beiden Greenschen Funktionen GGp und Gy bestimmen muss.

Als néchstes kommen wir, wie angekiindigt, zur Frage der Eindeutigkeit: Seien zu gegebenem
p und Randbedingungen zwei Losungen ¢, ¢o bekannt. Dann 16st ¢ = ¢ — ¢ offensichtlich die
Laplace-Gleichung und hat triviale Randbedingungen, also ¢(¥)|sv = 0 bzw. 7 - ﬁyqﬂav =0 und
(p)ay = 0. Jetzt benutzen wir die 1. Greensche Formel

/V & (@Aw + (%) (W)) - /8 ) ai (Ww) (6.48)

und setzen @ = ¢ und ¥ = ¢ ein. Es folgt

/V &P (%)2 - /a ) af <¢§¢> . (6.49)

Die rechte Seite verschwindet sowohl im Dirichlet- als auch im Neumann-Fall. Der Integrand
links is positiv definit und muss also identisch verschwinden. Es gilt demnach

Vo =0 (6.50)

und wegen der trivialen Randbedingungen auch ¢ = 0. Dies beweist die Eindeutigkeit.

Man kann diese Eindeutigkeits-Analyse unter gewissen Annahmen auch auf den Fall des
ganzen R? iibertragen. Dazu betrachten wir wie oben zwei Losungen auf R und deren Differenz
¢ = ¢1 — ¢o. Wir schrinken uns jetzt auf das Gebiet im Inneren einer Sphéare mit Radius R
ein, also OV = S?(R). Es gilt dann ([6.49). Wenn wir nun annehmen, dass unsere Losungen
und damit auch deren Differenz im Unendlichen schnell genug abfallen, also z.B. ¢ ~ 1/|Z] und
Vé ~ 1/|Z]?, dann verschwindet die rechte Seite im Limes R — oco. Damit folgt wie vorher

¢ =0.

6.5 Spiegelladungen

Die Methode der Spiegelladungen ist zum Auffinden von Greenschen Funktionen auf Gebieten
mit Rand duflerst niitzlich. Um dies zu erlautern, wollen wir uns zunéchst klarmachen, inwiefern
solche Greenschen Funktionen von der bekannten Funktion im R3-Fall abweichen. Betrachten
wir dazu ein Gebiet V' mit einer Punktladung der Stdrke Eins bei 3 im Inneren des Gebie-
tes (Abb. . Das Potential zur Randbedingung ¢ = 0 (oder zur entsprechenden Neumann-
Randbedingung 7 - Vo = —1/||0V]|) ist in diesem Fall identisch mit der Greenschen Funktion.
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Letztere kann man schreiben als

o 1
G(Z,y) =

—— + F(Z,y bei AF =0 6.51
47T‘Zi"—?,7‘ + (ff,y>, wobel ( )

im Gebiet V. Dies folgt wegen AG = —4¢% unmittelbar durch Anwenden des Laplace-Operators
auf die Gleichung.

Abbildung 23: Gebiet mit Rand und Punktladung im Inneren.

Die i.A. schwierige Aufgabe des Auffindens von G ist also identisch mit der Aufgabe des Auf-
finden von F'. Um F' zu finden, mache man sich klar, dass es die sehr naheliegende Interpretation
des Potential einer Ladungsverteilung aulerhalb von V' hat. Diese gedachte Ladungsverteilung
besteht aus den sogenannten Spiegelladungen.

Betrachten wir dazu das einfache Beispiel, in dem V' der Halbraum ist, welcher durch eine
senkrecht durch den Ursprung gehende unendliche Ebene begrenzt wird (Abb. . Auf dieser
Ebene sei ¢ = 0. Letzteres kann man z.B. durch eine geerdete leitende Platte realisieren. In der
Realitdt werden sich dann auf der Oberfliche dieser Platte Ladungen derart verteilen, dass ihr
Potential gerade das von uns oben definierte F' realisiert.

L
7 / V
= ’

7

Abbildung 24: Halbraum V' mit Ladung darin.

Die Spiegelladungsmethode besteht darin, dass man sich die leitende Platte (oder was im-
mer sonst die geforderten Randbedingungen realisiert) wegdenkt und statt dessen nach einer
moglichst einfachen gedachten Ladungsverteilung aulerhalb von V' sucht, welche auf 9V und in
V' den gleichen Effekt verursacht.

In unserem Fall des Halbraums gibt es dazu eine offensichtliche Idee: Man platziert eine
Punktladung der Stiirke minus Eins bei 7', wobei 4’ aus i durch Spiegelung an der Ebene
hervorgeht (Abb. 25)). Die Funktion F ist das Potential dieser (hier im wortlichen Sinne) Spie-
gelladung und die Greensche Funktion ist

1 1 1
Gp(T,§) = — = bei  § =g§—2i(j-i 6.52
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und 77 der Einheitsvektor orthogonal zur Platte ist.

’—_./ -
{7 A N 9
N2

/! =
me/fq&h thic 40
o

Abbildung 25: Spiegelladung fiir einen Punkt im Halbraum.

Ein vielleicht interessanteres Beispiel ist das der leitenden Kugel, vgl. Abb. [26] Physikalisch
besteht das Problem darin, das Potential fiir eine Anordnung zu bestimmen, bei der eine ge-
erdete leitende Kugel (0.B.d.A.) im Ursprung zentriert sei und sich im Auflenraum bei ¢ eine
Punktladung befindet. Mathematisch bestimmt man dabei die Greensche Funktion fiir Dirichlet-
Randbedingungen, wobei das relevante Volumen V' das Gebiet auflerhalb der Kugel ist. Vielleicht
iiberraschenderweise geniigt eine einzige im Inneren der Kugel richtig platzierte Punktladung von
passender Stiarke, um das Potential auf der Oberfliche zum Verschwinden zu bringen und so die
Greensche Funktion zu bestimmen.

Abbildung 26: Leitedende Kugel mit Ladung bei ¢. Gesucht sind Position ¢’ und Stiirke der
Spiegelladung.

Die zentrale zugrundeliegende Idee, um dies zu zeigen, besteht darin, zunéchst die Inversion
I an einer Sphére vom Radius R zu definieren:
R2

I: R — R, ¥ — sz[(f). (6.53)

Man definiert weiterhin eine entsprechende Transformation auf dem Raum der Funktionen:
. . R\ 42
f —  f mit f(@) = <®> FI(D). (6.54)

Man nennt diese die Kelvin-Transformation. Es lidsst sich durch explizites Nachrechnen zei-
gen, dass die Kelvin-Transformation einer harmonischen Funktion f wieder harmonisch ist. Mit
diesen Ideen sollte klar sein, wie und warum die Spiegelladungs-Methode bei der Kugel so ein-
fach funktioniert: Das Potential der Ladung bei ¥ ist eine harmonische Funktion, aufler bei
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# = y. Damit ist die Kelvin-Transformierte dieses Potentials wieder harmonisch, aufler bei ().
Man iiberlegt sich leicht, dass dies nur das Potential einer weiteren Punktladung, und zwar bei
Z = I1(¥), sein kann. Die Grofle dieser Spiegelladung kann man explizit bestimmen. Da Punkte
und Funktionswerte auf der Sphérenoberflache nicht transformieren, wird die Differenz der bei-
den Potential dort verschwinden. Damit hat man die Dirichlet-Randbedingungen realisiert. Wir
iiberlassen die explizite Ausfithrung der eben skizzierten Analyse den Ubungen.

Es sei noch angemerkt, dass eine analoge Analyse auch dann zum Ziel fiihrt, wenn das
relevante Volumen V nicht der Auflenraum sondern der Innenraum einer Sphére ist.

6.6 Taylor-Entwicklung in mehreren Variablen (M)

Im folgenden Kapitel werden wir eine Funktion, deren Argument ein Vektor ist, Taylor-entwickeln
miissen. Die entsprechende Formel lésst sich leicht aus dem bekannten eindimensionalen Fall
ableiten.

Sei dazu f eine Funktion auf R?, also f : R? — R. Betrachten wir die gewohnte, eindimen-
sionale Taylor-Entwicklung der Funktion f(¢Z), wobei wir ¢ € R als Argument betrachten. Wir
entwickeln also in ¢t um t = 0:

o0

1 -
=> —t" FOHD)],y - (6.55)
n=0
Nun wenden wir die Kettenregel an und finden
L dy'af : S
B, f(t7) = di a; (@ mit  §=tz. (6.56)
Dies kénnen wir auch als .
O (1) = & - 9, (7) (6.57)

schreiben, was den Vorteil hat, dass weitere Ableitungen d/9y* nicht auf den Vorfaktor Z wirken,
welchen wir als von ¢ unabhéngig ansehen. Dadurch kann der Operator (0;)" aus - ) durch
eine entsprechende Potenz des Differentialoperators in ersetzt werden. Es folgt

i % [( )n f(ﬁ)} . (6.58)

n=0
Schliefllich setzen wir ¢ = 1 und erhalten

F@ =3 (9,) 1@ = 3 tataha, 0, f(). (6.59)

n!
n=0 y=0 n=0

Im letzten Ausdruck steht 9; fiir 9/9y* und die Ableitung muss natiirlich berechnet werden bevor
das Argument 3 von f zu Null gesetzt wird. Der Vorteil dieses letzten Ausdrucks ist, dass man
eigentlich gar keine Dummy-Variable ¢ einzufithren braucht: Man bleibt einfach beim Argument
7, leitet n Mal ab, setzte das Argument zu Null, und multipliziert anschliessen mit Faktoren 2%,
welche nun natiirlich nicht Null sein sollen.
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Eine analoge Rechnung mit ¥ — ¥y + & gibt
fE+ &) = —al - aid;, -0, f(i0), (6.60)

was eine aullerst niitzliche Formel darstellt.

6.7 Multipol-Entwicklung: kartesisch

Es ist fiir die Praxis oft relevant, das Potential einer lokalisierten Ladungsverteilung (siehe
Abb. angendhert zu beschreiben, wenn man sich in grofler Distanz zu dieser Verteilung
befindet. Grof3 bedeutet hierbei grofl im Vergleich zur typischen Lingenskala R, auf der die
Ladungsverteilung lokalisiert ist. Eine &hnliche Situation ergibt sich, wenn man sich die La-
dungsverteilung sehr eng lokalisiert denkt gegen den Abstand, in dem man sich befindet. Dies
entspricht dem Grenzwert R — 0.

@mv ‘
=—f)=0

Abbildung 27: Skizze einer lokalisierten Ladugsverteilung. Der schraffierte Bereich soll einen
endlichen Radius R haben, so dass p garantiert verschwindet, wenn |z — Zo| > R.

Erinnern wir uns zunéchst an die allgemeine Formel fiir das Potential:

&(T) = /d3 _AE) /d3 i +y) (6.61)

Air|Z — 2| 47T|x—m0—y|

Im zweiten Ausdruck haben wir eine Integrationsvariable g so definiert, dass nur begrenzte oder
sogar nur sehr kleine ¢ zum Integral beitragen. Es macht also Sinn, eine Taylor-Entwicklung der
Greenschen Funktion in ¢ zu betrachten:

e}

1 1( 1
I e y- V) I re—
|7 — Zo — 1] Zn‘ 7 — Zo — 2] | .y

n=0

(6.62)

Hier haben wir exakt (6.59) benutzt, nur dass das dortige Z hier zu y geworden ist und wir
deshalb nun 2" als Dummy-Variable einfithren mufiten.

Weil ganz allgemein

(T - 2) (6.63)

gilt, kénnen wir auch

> 1( )n 1
|¢U_330—?/| Z” |f_f0—5’ 5:0_

n=0




schreiben. Den dabei auftretenden Operator mit dem Gradienten schreibt man am besten als

[N — n _ i in . o a
(y . Vx> =y oy -0, wobei 05y = B etc. (6.65)
Einsetzen in (6.61)) liefert
o0 -3 oo 2] / dyy -yl +7). (6.66)
e dmnl | " T — To|
Dies wird gewohnlich noch umgeschrieben als
— (_1)71 1 1i1-4
- 5 N, p— 6.67
mit den von ¥ unabhéngigen Tensoren
g = N / Eyy" -y p(To + 7). (6.68)
Hierbei sind die N,, Normierungskonstanten, mit
No=N =1, Ny =3, und N, (n > 2) konventionsabhéngig. (6.69)

Die etwas ad hoc anmutende Wahl Ny = 3 und damit die ganze Existenz von N, héngt an der
historischen Definition des Quadrupolmoments. Die bisher definierten ¢’**"» werden in wenigen
Zeilen zur Definition der Multipolmomente fithren. Die darin enthaltenen y-Integrale von p ko-
dieren alle in der jeweiligen Ordnung der Taylor-Entwicklung relevanten Informationen iiber die
Ladungsverteilung p.

Die in (6.67)) vorkommenden Ableitungen der Greenschen Funktion sind prinzipiell leicht zu
berechnen. Zum Beispiel findet man sofort

—_

1 (% : ,
-0 = - =1 0 — = — =——. 6.70
" |2 —Zo| 1’ " r |7 — Zo|? r3 (6.70)
Die kleine Rechnung fiir n = 3 iiberlassen wir dem Leser. Das Resultat ist
1 3T'i7"j — T25ij

Jetzt wenden wir uns wieder den Tensoren n-ter Stufe ¢t zu. Diese sind Elemente des
symmetrischen Unterraums (bezeichent mit dem Index ) des n-fachen Tensorproduktes des
Vektorraumes V' = R3 mit sich selbst:

{q/il---in} c (V®"'®V)S CV® -V = Ve, (6.72)
Man bezeichnet Tensoren ¢, die bei Kontraktion zweier beliebiger Indizes verschwinden,

S thI ki = (6.73)
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als spurfrei. Nur die Projektion unserer ¢*""i» auf den sogenannten spurfreien Unterraum von
(V®n)g ist fiir die Berechnung von ¢ relevant. Das folgt daraus, dass wir die ¢/'""» mit einem
Tensor kontrahieren miissen, der selbst spurfrei ist:

512 (9 - 0;) ——— = 0. 6.74
e (6.74)
Dies folgt wiederum aus der Relation
1
|7 — &yl

Wir kénnten in (6.74)) offensichtlich auch ein beliebiges anderes Indexpaar nehmen und kontra-
hieren.

Also kénnen wir ¢’ durch seine Projektion auf den spurfreien Unterraum ersetzen. Letz-
tere bezeichnen wir mit ¢’*"*» und finden

(=4, ¢ =q" (6.76)
qz] = q/zg . gémqlkk (677)
qz]k — q/z]k o g (5z]q/lcll + 5qu/]ll + 6]kq/zll) ] (678)

In den letzten beiden Formeln wird iiber jeweils & und [ summiert, obwohl der Index zweimal
oben steht (weil die Metrik hier die Einheitsmatrix ist). Die allgemeine Formel fiir die spurfreie
Projektion,

g = gliie (6.79)

ist kompliziert und kann vom Leser in [5] nachgeschlagen werden.

Unsere Ausdruck fiir ¢ dndert sich durch den Ubergang von den ¢/**"» zu den ¢ nicht.
Die ¢t sind total symmetrisch und spurfrei, also

{g"} e (Vo) ssk C (ver) g cver, (6.80)
Hier steht der Index ‘SF” fiir ‘spurfreie Projektion’. Man kann sich iiberlegen (siche Ubungen),
dass dim (V®") g gp = 2n + 1, dim (VE")g = [(n + 1)(n +2)]/2, dim(V") = 3",
Unsere finale Multipol-Entwicklungs-Formel lautet nun

7)) — (_l)n a0 1 11+in
N0 =2 i, (a“ % T3, |) o (681)

n

mit den Multipol-Momenten
q= / d*yp(Zo + ) (6.82)

¢ =p = [ Pyy'p@ +7) (6.83)



q7 = /d3y (Byiyj _ g»Z(Sij) o(To + 1) USW. (6.84)

Wir haben notiert, dass speziell fiir das Dipolmoment oft das Formelzeichen p benutzt wird.
Beim Quadrupolmoment sieht man explizit den konventionell eingefiihrten Faktor Ny = 3. Der
vom Ausdruck 3y‘y? abgezogene Term 126 entspricht der Projektion auf den spurfreien Teil.

Die explizite Entwicklung von ¢ bis zum Quadrupol lautet

1 (q ﬁ?’_” 1 37”1'7’]'—7’261']‘

o(T) i—7,. (6.85)

:E —_ Ju—

gt i s
. 3 5 5 q’ + ) , wobei r

Der zweite Term ist das sogenannte Dipol-Potential. Das entsprechende Dipol-Feld folgt nach
Anwendung von V.

7 Vollstindige Funktionensysteme und die sphérische
Multipolentwicklung

7.1 Fourier-Reihe

Es ist oft niitzlich, Funktionen als Elemente eines (unendlich-dimensionalen) Vektorraumes V
(iiber R oder C) zu sehen: f € V. Besonders einfach ist dies, wenn der Raum, auf dem die Funk-
tionen definiert sind, kompakt ist. Wir betonen, dass dieser Definitionsraum i.A. kein Vektorraum
ist.

Der vielleicht einfachste Fall ist der von Funktionen auf dem Kreis:
f: St—C; z+— f(2), (7.1)

wobei z € [—L/2, L/2] unseren Kreis bzw. die S' parametrisiert. Eine vollkommen dquivalente
Sichtweise besteht darin, f als periodische Funktion auf R aufzufassen:

f: R—C mit f(z+L)=f(x). (7.2)

Sei also V' der Vektorraum der Funktionen auf S'. V hat ein natiirliches Skalarprodukt:

L2

()= [ depiagta). (7.3
—L)2

Es gibt viele mogliche Basen (man spricht auch von vollstdndigen Funktionensystemen) auf V.

Man wéhlt oft orthogonale oder sogar orthonormale Basen. Es ist oft praktisch, mit einer Basis

zu arbeiten, in der eine bestimmte wichtige Matrix (ein Operator) diagonal ist. Sie haben dieses

Vorgehen in der Mechanik im Fall des Trégheitstensors kennengelernt.

Im Fall von Funktionenrdumen sind die entsprechenden Objekte keine Matrizen, aber es
sind immer noch Operatoren, also lineare Abbildungen V' — V. Fiir uns oft wichtig ist der
Laplace-Operator A = >, 9?. Fiir die S* ist A = 92. Die zugehérigen Eigenfunktionen sind

etk (7.4)
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Die entscheidende Periodizitédtseigenschaft schrankt die zulédssigen k ein:

. , 2
the — gihlerl) o = %n; necz. (7.5)

e

Eine orthonormale Basis ist durch
{eik"w/\/z; n e Z} (7.6)

gegeben. Man priift die Orthonormalitéit leicht nach:

L/2 efikn:r: eikmx 1 L/2 (ki)
de——— = —/ dg e Wi =Fm)T — § . 7.7
/_L/z VI VI L) 1)

Als fortgeschrittenen Kommentar bemerken wir, dass die Orthogonalitéit hier eigentlich au-
tomatisch folgt, weil A ein hermitescher bzw. symmetrischer Operator ist - das Analogon zu
einer symmetrischen oder hermiteschen Matrix. Fiir letztere wissen Sie aus der linearen Algebra,
dass die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten immer orthogonal sind.

Wir kénnen jede Funktion in die obige Basis zerlegen:
F@) = fu- e““"x/\/f. (7.8)
neZ

Dies bezeichnet man als Fourier-Reihe. Die Koeffizienten ergeben sich durch Projektion des
Vektors, also in unserem Fall der Funktion f, auf die entsprechenden Basisvektoren:

iknx 1 L7z —iknz
fn:<ek /ﬁ,f)zﬁ/w?dxe M £ (). (7.9)
Da
e = cos(k,x) + i sin(k,) (7.10)

gilt, findet man sofort eine alternative, rein reelle Basis:
{eik"x/\/z, n e Z} — {1; cos(knx); sin(k,x); n € N} . (7.11)

Diese Basis ist immer noch orthogonal. Wir iiberlassen es dem Leser, sie zu normieren.

Durch eine Linearkombination dieser Basis mit reellen Koeffizienten kann man reelle Funk-

tionen bequem als
[o.¢] o

f(z) = Z ¢ cos(knx) + Z Sp sin(k,x) (7.12)

n=0 =
schreiben. Bitte bestimmen Sie selbst die Formeln fiir ¢,, s,,, indem Sie beide Seiten der obigen
Gleichung mit cos / sin multiplizieren und integrieren.

Oft ist es auch niitzlich, Fourier-Reihen fiir Funktionen mit bestimmten Randbedingungen
auf Intervallen zu benutzen, z.B.

f(x); z€]l0,L/2]; f(0)=f(L/2)=0 oder f(0)=f(L/2)=0 etc. (7.13)

Finden Sie selbst die relevanten Basen.
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7.2 Fourier-Transformation

Um den Raum der Funktionen auf ganz R zu beschreiben, betrachten wir den Limes L — oo der
obigen S'-Analyse. Dazu schreiben wir

Z fre / VL = Zzli faVL e = ZAk — f ¢k (7.14)

wobel

or/L=Ak, und  f(k,) = fuVL. (7.15)

Diese Notation ist so gewshlt, dass man ohne Weiteres den Ubergang von der Summe iiber die
k., zum Integral iiber eine kontinuierliche Variable k ablesen kann:

fla) = [ Sre i, (7.16)

Vor dem Limes gilt nach unseren bisherigen Uberlegungen auflerdem

fn= /L/2 dx e*ik”m/\/Zf(:c) . (7.17)

—L/2

Im Limes wird daraus die Fourier-Transformation

flk) = /00 dze * f(x). (7.18)

Vor dem Limes gilt die Orthogonalitéits-Relation
(e, e*mT) = Lpmp, (7.19)

Im Limes ist das vollstdndige Funktionensystem kontinuierlich und wird ohne ” L” definiert. Um
dies besser zu verstehen, haben wir (7.19) in Abb. illustriert. Wir erwarten, dass hier im
Limes so etwas, wie eine d-Funktion entsteht. Das kann man in der Tat zeigen:

()

Joe

ol3

>
k(d- k n

Abbildung 28: Tllustration der Abhéingigkeit des Skalarprodukts in (28)) von k, — k..

Ein einfacher Weg, die relevante Formel zu gewinnen, besteht darin, direkt mit der /-Funktion
zu starten und die Fourier-Transformation anzuwenden:

flz) =0(z —vy) — f(k) = /dx e kS —y) = e (7.20)
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Da uns die Umkehrtransformation, vgl. (7.16)), zu f(x) zuriickbringen muss, gilt

dk | :
oz —y) = / %eme"ky (7.21)
bzw.
/ dk MY — 275(z — ). (7.22)
Also gilt auch
(eikzx’ eik’x) _ /dx K —k)z _ 2 (k — k) (7.23)

Man sagt auch, dass diese Basis /-Funktions-normiert ist.

Das Ganze geht vollig analog in d Dimensionen:
Fon d,. ,—ik® r(= = d?k k% 7
fk)= [ d%e™™f(@) . f(@)= 2 fk). (7.24)

Zur expliziten Herleitung kann man von der Fourier-Reihe auf dem Raum (S')¢ ausgehen, mit
der Basis:

o . 2mn’
e’ ﬁm/Ld/Q und k= 7_121 ’ ne Zd ) (S {17 o 7d} <725>

Dann wiederholt man die obige Analyse.

7.3 Greensche Funktion im Fourier-Raum

Die Greensche Funktion im R? ist durch die Gleichung
AG(T —§) = —6%Z — 7)) (7.26)

oder, einfacher, durch
AG(%) = —6%(7) (7.27)

definiert. Wir ersetzen GG und die J-Funktion jeweils durch Thre Fourier-Transformierten, im
letzteren Fall die Eins, und finden

di o~ - dik -
A/We’ G(k) = —/Wem 1. (7.28)

Jetzt vertauschen wir links die Reihenfolge von Integration und Differentiation und lassen an-
schlieBend auf beiden Seiten die Integration weg. Dieser letzte Schritt ist erlaubt, weil e**¥ eine
Basis im Raum der Funktionen darstellt und die Koeffizienten bzgl. einer Basis eindeutig sind.

Es folgt
Sy o - 1
—k*G(k)=—-1  bzw. G(k) = 5 (7.29)
Grob gesagt entspricht der Laplace-Operator im Fourier-Raum der Multiplikation mit — k2 und
die Greensche Funktion ist minus das Inverse dazu, also 1/k* Die Greensche Funktion im ei-
gentlichen Raum ist also
G(@) / A% s 1 (7.30)
T)= [ —=e""=. .
(2m)d g2
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Diese Integral héngt wegen der O(d)-Symmetrie nur von |Z| ab. Eine Reskalierung der
Integrations-Variablen,

- k
k— —, (7.31)
7]
liefert 4
. 1 e 1
_ ike .32
6@ = =3 [ ™ 5 (7.32)

wobei é ein Einheitsvektor ist. Wir reproduzieren also die uns schon bekannte Abhéngigkeit von .
Man konnte durch genaue Analyse dieses formal sehr divergenten Integrals den konstanten Faktor
bestimmen, aber wir wollen dies nicht tun. Wir kennen die Normierung durch den Gaufischen
Satz.

7.4 Fourier-Reihe und Polarkoordinaten

Betrachten wir ein E-Dynamik-Problem mit Translationssymmetrie in z-Richtung oder schlicht
die Poisson-Gleichung in d = 2:

Ap(Z) = —p(Z) 7R (7.33)
Dabei ist 1 1

A=0}+05 = ~0,r0, + ﬁag : (7.34)
Wir iiberlassen das Priifen der letzten Gleichheit dem Leser bzw. den Ubungen.

Es ist sinnvoll, sich hier die Ebene als Produkt von RT und der S* zu denken. Der Laplace-
Operator auf der S' ist A, = 92, so dass

1 1

Wir schreiben ¢ = ¢(r, ), wobei ¢ € S' bzw. ¢ € [0,27). Durch unser Studium der Fourier-
Reihe wissen wir, dass

B(r,0) = nlr) €™ /2. (7.36)
Wir haben benutzt, dass im vorliegende Fall L = 27 gilt.

Mit einem analogen Ansatz fiir p haben wir
AY ou(r)e™ == pa(r)e™ (7.37)

bzw.

1 n?

;&m& ~ 3 On(r) = —pu(r). (7.38)
Hier haben wir Ay exp(ing) = —n? exp(ing) benutzt.

Die entscheidene Lehre, die wir daraus ziehen, ist folgende: Aufgrund der Verwendung des
vollstéindigen Funktionensystems e auf der S! hat sich das Problem zu einer gewdhnlichen
Differentialgleichung fiir jedes n vereinfacht. Wir wollen dies hier nicht weiter verfolgen sondern
gehen gleich zum analogen und praktisch wichtigeren 3d-Fall iiber.
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7.5 Kugelflichenfunktionen (KFF)

Wir haben eben gelernt und ausgenutzt, dass % ein vollstindiges Funktionensystem auf S* ist,
welches den Operator A, = 83, diagonal macht. Auf der S? gibt es ein entsprechendes Funktio-
nensystem (die "KFF”), welches sich aus Physiker-Sicht besonders einfach mit den Methoden der
Quantenmechanik gewinnen léasst. Wir verweisen deshalb fiir die Ableitung auf das kommende
Semester (siche auch Jackson, oder mein QM-Skript, oder viele andere Skripte und QM/EM-
Biicher). Wir wissen jetzt genug iiber vollstdndige Funktionensysteme, um die KFF auch ohne
Ableitung gewinnbringend zu benutzen.

Zunéchst erinnern wir an die Kugelkoordinaten (vgl. Abb. :

x=rsinfcosp; y=rsinfsing; z=rcosh. (7.39)

A

Abbildung 29: Illustration zur Definition der Kugelkoordinaten.

%

Der Laplace-Operator nimmt in Kugelkoordinaten die Form

1 1
A= T—QGTT28T + ﬁA%H (740)
an, wobei
1 1
Ny, =— in 6 ——0? 41
b Sineﬁe(sm )0 + sinQHa@ (7.41)

den Laplace-Operator auf der Sphére beschreibt. Die Eigenfunktionen zu letzterem, also die
KFF, sind in vielen Biichern, z.B. in [6], diskutiert. Man bezeichnet sie als

Yim(0,p), wobei [=0,1,2,--- und fur jedesl: m=—,—-l+1,---,1—1,1. (7.42)

Sie sind explizit gegeben durch

2041 (I—m)! . im
HM&@E¢ZM-&+m;BﬁM®6¢ (7.43)

wobei die zugeordnete Legendre-Polynome

P(z) = (~1)™(1 - 2200 P(z) (m>0) (7.44)
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benutzt werden. Fiir negatives m sind diese durch

(L=m)! pon (7.45)

P™(z) = (—1)mm J

definiert. Diese Formeln benutzen wiederum die Legendre-Polynome

1
P(z) = ﬁai(% — 1k (7.46)

Letztere stellen ein Orthogonalsystem fiir Funktionen von z € [—1, +1] dar. Wir verweisen erneut
auf die schone Zusammenfassung in [6].

Orthonormalitéat gilt beziiglich der Integration iiber die Sphére, mit Flichenelement dQ2 =
de d(cosb):

2 1
/ dnp/ d(cos®) Y. (60, 0)Yin (0, ©) = 0w dmm - (7.47)
0 -1

Die Eigenwerte des Laplace-Operators sind gegeben durch

NgpYim = U1+ 1)Yim. (7.48)

7.6 Poisson-Gleichung in Kugelkoordinaten und sphirische Multi-
polentwicklung
Die Poisson-Gleichung A¢ = —p nimmt in Kugelkoordinaten die Form
1, , 1
500, + 5N ) 6= —p (7.49)
an. Wir kénnen die Winkelabhéngigkeit von ¢, ¢ durch KFFs beschreiben:

6= bim(r)Yim(0,¢) , P=> pm(r)Yim (0, ¢), (7.50)

wodurch die Poisson-Gleichung zu

1 I(1+1)
Z (ﬁaﬂgar - 7’2 ) (ble}m = - %plm%m (751)

lm

wird. Da die KFF's eine Basis bilden, gilt damit fiir jedes Indexpaar [, m

1 l(1+1
<r—28ﬁ"2&« -— )) Pim = —Pim - (7.52)

Da es uns um eine alternative Form der Multipolentwicklung gehen soll, wollen wir annehmen,
dass unsere Ladungsverteilung in der Nidhe des Ursprungs lokalisiert ist. Es sei also z.B. p = 0
fiir r > ryay.. Dann gilt fiir solche grofien Radien

(0,720, — (14 1)) ¢y = 0. (7.53)

64



Wir machen den Ansatz ¢y, ~ ¥ und finden
E(k+1)—=I1(l+1)=0 = k=1 oder k=—(1+1). (7.54)

Die erste dieser beiden Losungen konnen wir wegen ihrer Divergenz bei r — oo als unphysi-
kalisch ausschlieffen. Zusammenfassend haben wir also bisher gefunden, dass unsere gesuchten
Funktionen ¢y, die Gleichungen

( 1 0,120, — W:; 1)) Pim = —Pim (7.55)

r2
erfiillen und bei 7 > r.. explizit durch
¢lm - C’lm/TH_1 (756)

gegeben sind. Wir wollen nun die CY,, bestimmen.

Die entscheidende Idee besteht nun darin, die Gleichung ([7.55)) in solch einer Weise iiber r zu
integrieren, dass die linke Seite (7, liefert. Dies wird funktionieren, wenn wir vor der Integration
noch mit r!*2 multiplizieren. Wir finden so die Beziehung

/dr r (87,7‘2& — (1 + 1)) Otm = — / drr™*2pp, . (7.57)
Partielle Integration des ersten Terms auf der linken Seite liefert
20, dum|  — /dr [lrl_17‘28r + (1 + 1)7“1} Ot = —/dr 2 o - (7.58)
0

Nochmalige partielle Integration, angewandt auf des ersten Term unter dem links verbleibenden
Integral, gibt schlieflich

o

(TH—Qar - er_l) ¢lm

+ /dr L(14+1) =11+ 1D)] 'y, = — /dr "2 Dt - (7.59)
0
Entscheidend ist zunéchst, dass das Integral links wegféllt. AuBBderm wird bei hinreichend glattem
p das Potential und damit der Koeffizient ¢y, fiir » — 0 nicht stark genug divergieren, um die
(r*1)-Unterdriickung zu iiberwinden. Also wird der r = 0 Randterm links verschwinden. Es
bleibt also nur der r = co Randterm, fiir dessen Auswertung wir die Relation ¢y, = Cj,,/ ritt
nutzen konnen. Es folgt

—(20+1)Cpyp = — / drr'*2py,, . (7.60)

Wir kénnen nun p,,; aus p gewinnen, indem wir auf den Basisvektor Y}, projizieren. Da wir
es bei den KFF mit der Basis eines komplexen Vektorraums zu tun haben (vgl. (7.47))), miissen
wir dabei die zu Y}, komplex-konjugierte Funktion benutzen. Es gilt demnach

dr ™ /dQ p(r, Q). (7.61)

Im =

2[—1—1

Wir benutzen hier auch die tibliche Abkiirzung Q2 = (6, ¢) fiir die Position auf der Einheitssphére
und das Integrationsmafl dQ2 = dgp d(cosf).

65



SchlieBlich nutzen wir noch die Beziehung d®r = r? dr dQ und finden

1 3 I AV *
Cim = ST d&*rrip(F)Y (). (7.62)

Es ist iiblich, die sphirischen Multipolmomente als

Gim = / & (7)Y () (7.63)

zu definieren. Damit kénnen wir zu unserem Ansatz ((7.50) fiir ¢ zuriickkehren und bei grofiem
7 (r > Tmax.) die Beziehung ((7.56)) nutzen. Wenn wir schliellich noch von Cy,, zu ¢, tibergehen,

finden wir
¢ = Z Pim Y1 (21 + 1)7‘“‘1 l ( )

Zusammenfassend haben wir damit die sphirische Multipolentwicklung
Yim (§2)
Q) = E ———(im )
o C 1+ 1) (7.65)

mit den sphérische Multipolmomenten

G = / &P Yy (Q)p() (7.66)

Dies ist vollkommen analog zu unserer obigen kartesischen Formel (6.81)) fiir den Fall Z, = 0. Man
beachte die iibereinstimmende Zahl der unabhéngigen Koeffizienten in der Ordnung [ : 2[ + 1.

7.7 Greensche Funktion in Kugelkoordinaten und sphérische Multi-
polentwicklung

Es gibt einen eleganteren Weg zu den letzten, entscheidenden Formeln, welcher allerdings mehr
mathematisches Vorwissen erfordert. Dazu beginnen wir nochmal mit der allgemeinen Formel

fiir ¢,
=/
A= [ a3 p(r") 7.67
o) = [ (7.67)
und schreiben die darin vorkommende Greensche Funktion wie folgt um (siehe Fig. :
r 1 1
7= 7" \r24+7r2 = 2rr' cosa r\/l (r'/r)2 = 2(r' [r)cosa

(7.68)

Jetzt implementieren wir eine Taylor-Entwicklung in (7' /r),

ry/1+ (r'/r)? 1 B ‘ZPI (cos ) <—/)l' (7.69)

—2(r'/r) cos a
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(5
F CJs
Abbildung 30: Illustration zur Darstellung der Greenschen Funktion in ([7.68)).

Es ist hierbei ein nicht offensichtlicher aber prinzipiell leicht nachzurechnender Fakt, dass sich
die mit 7" einhergehenden verschiedenen Potenzen von cos o gerade zum Legendre-Polynom P,
kombinieren.

Die entscheidende, nichttriviale Aussage, die wir nun benutzen wollen, lautet

l

47T * / /
Plcosa) = 5= > V(0@ Yim(0, ). (7.70)

m=—I

Hierbei ist o der Winkel zwischen den Richtungen (€', ¢’) und (6, ¢). Diese Gleichheit ist auch
als Additionstheorem fiir KFF bekannt.

Nun setzten wir (7.70) in (7.69) und dies wiederum in (7.67) ein. Fiihrt man die d*r'-

Integration aus, so erkennt man sofort unser vorheriges Resultat fiir die sphérische Multipol-
entwicklung. Wir iiberlassen das dem Leser.

Abschlieflend bemerken wir noch, dass sich viel mehr interessantes Material zu Multipolent-
wicklung und KFFs z.B. in [3}/4}6,7] sowie auf Wikipedia findet. Besondere Beachtung verdient
die sehr ausfiihrliche und prézise Diskussion in [7].

8 Magnetostatik

8.1 Grundgleichungen, Poisson-Gleichung fiir Vektor-Potential

Wir erinnern zunchst an die Maxwell-Gleichungen,

VE =p VB =0 (8.1)
. . B ,
c
aus denen wir die Elektrostatik im Limes ¢ — oo gewonnen haben.
Wir konnen aber alternativ auch den kombinierten Grenzprozess ¢ — oo und 77— oo be-

trachten, wobei j/c¢ endlich bleiben soll. Das ist physikalisch durchaus sinnvoll, da wir es bei
makroskopischen Stromen tatséichlich mit sehr vielen Ladungen zu tun haben. Es folgt dann

VE =p VB =0 (8.3)
VxE=0 VxB=1 (8.4)
C
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Wir haben hier links die beiden Grundgleichungen der Elektrostatik und rechts die der Ma-
gnetostatik, wobei wir uns zusétzlich noch auf zeitunabhéngige Losungen einschrinken. Die
Magnetostatik-Gleichungen miissen durch die technisch und physikalisch entscheidende Konsis-
tenzbedingung

V7i=0 (8.5)
erganzt werden.

Wir bemerken noch, dass ein etwas anderer logischer Weg auch zur Magnetostatik fiihrt:
Man beruft sich einfach auf das Wort “Statik” und setzt somit in den Maxwell-Gleichungen

E , B =0. Es folgen die Gleichungen der Elektro- und Magnetostatik.

Wir wissen noch, dass immer B=VxA gilt. Damit ist die Gleichung VB = 0 schon gelost.
Hinzu kommt dann noch die Gleichung

-,

x A) = e, (8.6)

<

V x (
woraus mit der Konvention ¢ = 1 o .
V(VA)—AA=7] (8.7)

folgt.

Wir erinnern uns, dass A nur bis auf Eichtransformation definiert ist. Mit anderen Worten,
die Transformation

A— A=A+ Vy (8.8)

dandert nichts an der Physik. Eine fiir uns bequeme Eichung, genauer gesagt eine Wahl der
Eichung, besteht darin, o
VA =0 (8.9)

zu fordern. Man nennt dies die Coulomb-Eichung.

Diese Wahl ist immer moglich, da

0=VA =VA+ Ay (8.10)

dquivalent ist zu o
Ax =—-VA. (8.11)
Diese Gleichung ist immer losbar, weil sie von der gleichen mathematischen Form wie A¢p = —p

ist. Die allgemeine Losung dieser Gleichung im R® haben wir weiter oben gefunden.

Nach Umbenennung A" — A haben wir also letztendlich nur die folgende vektorielle Form

der Poisson-Gleichung zu 16sen:
AA=—-7. (8.12)

Dies geschieht mit der aus der Elektrostatik bekannten Greenschen Funktion: Falls 7im Unend-
lichen schnell genug abfillt, so ist

&@:/fﬂﬂ@ (8.13)

A |Z— 1|
Man priift leicht nach, dass das so definierte Vektorpotential (8.12]) 16st.
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Die Rotation von (8.13)) lautet
. d3 . e d3 2 _ 7 e
m

-y ) 4ar F-gP

Dies ist das verallgemeinertes Biot-Savart-Gesetz.

8.2 Helmholtz-Theorem (M)

Wir haben einige interessante Aussagen mit dem Gradienten-Operator kennengelernt:
e Jedes E mit V x E = 0 lisst sich als —ﬁqﬁ schreiben.
e Jedes B mit VB = 0 lasst sich als V x A schreiben.

e In der Gleichung A mit v X A = B kann man A durch A _ﬁ = ffj— 6)( ersetzen. Die Gleichung
bleibt giiltig, also V x A’ = B, weil (offensichtlicherweise) V x (V) = 0.

All diesen Aussagen liegt zu Grunde, dass Vektorfelder einen Anteil haben, der sich als
Gradient auffassen ldsst, und einen zweiten Anteil, der sich als Rotation auffassen ldsst. In
diesem Sinne kann man diese Aussagen als Spezialfille des Helmholtz-Theorems auffassen,
das in groflerer Ausfiihrlichkeit z.B. in [1] und auf Wikipedia diskutiert wird. Wir formulieren
das Theorem wie folgt:

Gegeben das allgemeine Vektorfeld F , definieren wir seine Divergenz

D=VF (8.15)
und seine Rotation I,
R=VxF. (8.16)
Es gilt L. - o
F=VA+V x B, (8.17)
wobei =
d*y D(§ 5 _ [ &Py Ry
47t |7 — A |7 — )

In Worten kann man also formulieren: Jedes Vektorfeld (das im Unendlichen schnell genug
abféllt) lasst sich eindeutig in einen divergenzfreien Teil (explizit gegeben durch V x B) und
einen rotationsfreien Teil (explizit gegeben durch V A) zerlegen.

Zur Begriindung erinnern wir zunéchst an die uns schon bekannte Tatsache, dass bei hinrei-
chend schnellem Abfall

Ap=0 = ¢=0. (8.19)
Das iibertréigt sich sofort auf Vektorfelder:
AF=0 = F=0. (8.20)

Wenn nun ﬁ(ﬁ — ﬁ') =0 und V x (ﬁ — ﬁ') = 0, so folgt wegen der bekannten Beziehung
“rot rot = grad div— Laplace”,

VxVx..=VV-...—A..., (8.21)

<l
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dass auch

AF-FY = (- (F-F)) -9 (Fx (F-F))=0 (22

Damit hat man also F = . Mit anderen Worten: Wenn zwei Vektorfelder die gleiche Divergenz
und Rotation haben, so sind sie gleich. Oder noch einfacher: Ein Vektorfeld ist durch seine
Divergenz und Rotation eindeutig bestimmt.

Um die Giiltigekeit von (8.17) zu zeigen, miissen wir also nur zeigen, dass die Rotation
und Divergenz beider Seiten der Gleichung iibereinstimmen. Dazu miissen nachrechnen, dass
V(VA)=VFund V x (Vx B)=V x F.

Das Erste ist fast offensichtlich:

AA=D=VF. (8.23)

Hierbei folgt die erste Gleichheit aus den Eigenschaften der Greenschen Funktion, die zweite gilt
per Definition.

Die Gleichheit der Rotationen folgt auch relativ miihelos: Es gilt

Vx(VxB>:—AB+V/—ny- it/ (8.24)

A |7 — 9

und auflerdem S
—AB=R=VxF. (8.25)

Wir miissen also nur noch zeigen, dass der zweite Term in (8.24)) rechts verschwindet. Dies folgt

gemaf

d3y = R(gj) d3y - 1 = d3y 1 . .,
R — T’ == _— —_ _— . vt — s . — — ) '2
/ 47TV 17 — ] / I ( Vy|f—?7|) k(%) / e ’f_g’vy R(y) =0 (8.26)

Hier folgt die vorletzte Gleichheit, indem wir die Produktregel in der Form
(Vf)-§=V-(f§) — fV -G anwenden und den ersten Term rechts mit GauB in ein Ober-
flachenintegral im Unendlichen umwandeln. Letzteres kénnen wir dann wegen des angenommenen

hinreichend schnellen Abfalls von R weglassen. Die letzte Gleichheit in (8.26|) folgt, weil schlicht

—

V, R() =0 (8.27)

gilt, was sich wiederum wegen R=VxF ergibt.

8.3 Magnetische Multipolentwicklung und Dipolmoment

Unser bisheriges Hauptresultat zur Magnetostatik lautet

A7) = / Ly _7y) (8.28)

4 |7 —g|’

wobei wir das zugehorige B-Feld als V x A gewinnen konnen. Falls nun 7" in der Ndahe von einem
Punkt 7 lokalisiert ist, und & weit entfernt, so ist es sinnvoll,

1
Rl _ (8.29)



zu schreiben und in i — 7y zu Taylor-entwickeln. Wir wollen zur Vereinfachung und O.B.d.A.
Zo = 0 setzen. Dann entwickeln wir also schlicht in ¢ und es folgt

- 1 d3y 1 d3y
AX)=—= | =)+ —== | — (@ -y))ly 8.30
@) = o | T+ o [ T 0w + (5.30)
Dies ist vollig analog zur Multipolentwicklung der Elektrostatik. Wir haben nur den Monopol-
term und den Dipolterm hingeschrieben. Die Auslassungszeichen stehen fiir den Quadrupol und
alle hoheren Terme.

Ein wichtiger Unterschied zur Elektrostatik besteht darin, dass der Monopolterm verschwin-
det. Physikalisch heifit dies, dass eine Stromdichte keinen magnetischen Monopol erzeugt. Tech-
nisch begriindet sich das wie folgt:

Zunéchst einmal kéennen wir jede Kompnente des Stroms als Divergenz schreiben:
7@ =V - () = o (v (@) - (8.31)
Die Richtigkeit dieser Behauptung folgt durch Anwendung der Produktregel und Benutzung von
V.-j=0 . ' ' . '
O (y'5") = (Oy') 3" +y'oni® = (By') 5* = 7" (8.32)
Die Behauptung folgt dann durch Anwendung des Gauflschen Satzes fiir ein Gebiet mit Rand
im Unendlichen.
Also kénnen wir uns, wenn wir in (8.30) Quadrupol und hohere Terme weglassen, ganz auf
den zweiten Term konzentrieren. Diesen schreiben wir um als

%
k I

Ak B () 8.33
47Tmg/ yy'it(y) (8.33)

Wir behaupten, dass das darin vorkommende Integral in 7, k antisymmetrisch ist. Man sieht dies
wie folgt:

/ dPyy'h = / Pyy'V (v°7) = / EyV (y'y*7) — / PyV () 7 = - / dPyytit. (8.34)

Hier haben wir im letzten Schritt den Gauflschen Satz (bei verschwindendem Oberfléchenintegral
im Unendlichen) und die Identitéit 9;(y*) = &;" benutzt.

Wir kénnen den Integranden in (8.33)) also wie folgt ersetzen:

- 1 7 7 -m 1 ikr -m 1 ikr (=
Y= 5 (0105 = 00") ¢ = S ey = S (% ), (5.35)
Es folgt
1 1 o
k i _tkr 3 —
= _ d ) 8.36
247T\92"|3xE / y (57, ( )

An dieser Stelle definieren wir das magnetische Dipolmoment als
L1 3 o s
=g Py g x 1Y) . (8.37)
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Falls man nicht mit ¢ = 1 arbeitet, ist in dieser Formel j durch j/c zu ersetzen.

Damit ergibt sich schliellich
m X T
4| Z)3

A= (8.38)

Wir kénnen daraus natiirlich auch das B-Feld des Dipols berechnen:

1 o (&
=V (W) . (8.39)

Eine etwas andere Form des gleichen Feldes lautet

<
N}

B=V x

. 1 L7
B=——(m V)~ . (8.40)

4 |7)3
Wir iiberlassen es dem Leser, die Gleichheit dieser beiden Ausdriicke zu zeigen.

Zum Abschluss zeigen wir noch, dass ein magnetisches Moment immer dann auftritt, wenn
ein geladenes Teilchen einen Drehimpuls trégt. Dazu erinnern wir uns an die mikroskopische
Formel fiir die Stromdichte:

Il
=)
c
:ul
(@Y

w
—~

8

|
3
>

T (8.41)

Wir setzen dies in (8.37) ein und finden

1 1 1 =
m = §;QA/d3$fX17A(53(f—fA) = §ZQA5A X Ug = 52 (%) Ly. (8.42)

Die entsprechende Formel fiir ein einzelnes Teilchen und mit ¢ # 1 lautet

- q 7

m = 2mCL. (8.43)
Wie wir sehen, steht m in engem Zusammenhang mit dem Drehimpuls und dem Ladungs-Massen-
Verhiltnis des betreffenden Teilchens. Man bezeichnet |1 /|L| = ¢/2me als das gyromagne-
tisches Verhiltnis, genauer das gyromagnetische Verhéltnis fiir den Bahndrehimpuls. Richtig
interessant wird es, wenn man die entsprechende Analyse fiir den Spin und dessen Drehimpuls
durchfiithrt. Dann versagt die obige klassische Relation nédmlich, was beweist, dass man den Spin
des Elektrons nicht durch Rotation einer klassischen Ladungswolke beschreiben kann. Mehr dazu
werden Sie in der Quantenmechanik und vor allem in der Quantenfeldtheorie lernen.

8.4 Diinne Leiter und Biot-Savart
Wir wollen jetzt noch dem praktisch sehr wichtigen Fall diinner, stromdurchflossener Leiter

betrachten, siehe Abb. Pro Intervall dn liege in diesem Leiter eine mit der Geschwindigkeit
v bewegte Ladung dq vor. Dann lautet die Stromdichte

j /Fdn (d_77> 5.8 (7 — () . (8.44)
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Abbildung 31: Diinner, stromdurchflossener Leiter, parametrisiert durch die Variable 7.

Die Funktion #y(n) beschreibt dabei die Lage des Leiters.

Das Vektorpotential berechnen wir zu

v Py @) 1 v
A~ [9Y _1 e 4
(7) / A |2 -9 4n ) |Z —y[/ U0 (§ — Foln)) = /d 47r|x—x0\ (8.45)

Mit iz 4
S Lo q
i= und = I (8.46)
wird daraus 7 4
A7) = o (8.47)

dr Jo |7 — Tl
Berechnen wir davon noch die Rotation, so erhalten wir das Biot-Savart-Gesetz:

— — — ] d_‘ 7 — 7,
B=VxA=— /mof({ To). (8.48)

47 |7 — 2|

8.5 Beispiele

Wir schliefen das Thema der Elektro- und Magnetostatik mit einigen einfachen aber lehrreichen
Beispielen. Sowohl in der Elektro- wie auch in der Magnetostatik ist das Integrieren mit Hilfe
der Greenschen Funktion oft nicht der effizienteste Weg zu E oder B. Oft fithren Symmetriear-
gumente zusammen mit den Integral-Formen der Maxwell-Gleichungen auf einfachere Art zum
Ziel.

Zum Beispiel kéennen wir das Feld einer Punktladung oder auch einer sphérisch symme-
trischen Ladungsverteilung am einfachsten unter Ausnutzung der SO(3)-Symmetrie zusammen
mit der Maxwell-Gleichung

fﬁ.df:cg (8.49)
bestimmen, vgl. Abb32]

Ganz analog folgt das B-Feld eines unendlichen geraden Leiters aus SO(2)-Symmetrie, Trans-
lationssymmetrie, und der (fiir den statischen Fall vereinfachten) Maxwell-Gleichung

j{E'd§: I, (8.50)

siehe Abb. . Wir iiberlassen die Durchfithrung der entsprechenden Analysen den Ubungen.
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Abbildung 32: Sphérisch symmetrisches Feld einer Punktladung.

/B
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Abbildung 33:

Statt dessen wollen wir hier ein wichtiges Beispiel besprechen, dass nicht ganz so einfach ist,
wie es scheint: die lange Spule:

Die Grundidee besteht wie schon beim Draht die Anwendung von (8.50)). Entscheidend ist
die Wahl einer passenden Integrationskontur I', vgl. Abb. [34]

A //25/0 (e Anaoy

—_—

- (e Fead 0 lu. Uaaste

454“#“1:;;'3_ = -———-—-—}\—/:;
Ay ST N ax

Abbildung 34: Lange Spule mit Integrationskontur I" zur Berechnung des B-Feldes im Inneren.
Es ist angedeutet, dass man den oberen horizontalen sowie die beiden senkrechten Abschnitte
von I' ins Unendliche schiebt, wo das Feld verschwindet.

Die eigentliche Rechnung ist elementar: Wenn man annimmt, dass der wesentliche Beitrag
aus dem inneren der Spule kommt, wo das B-Feld homogen ist, findet man

j{Bdg_B\-L_N-I_n-L.I, (8.51)
wobei N die Gesamtwindungszahl und n die Zahl der Windungen pro Lénge ist. Es folgt
Bl =n-1 (8.52)

im Inneren der Spule.



Die entscheidende noch zu kléarende Frage ist: Kénnen wir den Beitrag aus den Bereichen
Ax wirklich vernachlédssigen? Wir miissen uns iiberzeugen, dass diese Beitrdge im Grenzwert
L — oo klein sind gegen den Beitrag aus dem Inneren der Spule. Dazu betrachten wir eine
weitere Abbildung, Abb. die das Augenmerk auf den rechten Randbereich der Lange Ax
lenken soll. Wir wollen, wie im Bild dargestellt, zundchst B an einem Punkt in der Entfernung
y vom Ende der Spule abschitzen. Wir behaupten, dass dies durch das Integral

B(y) ~ / o (8.53)

T3

geschehen kann, wobei wir uns die Spule in viele kleine Ringe der Dicke dx zerlegt denken und
diese vom rechten Ende der Spule bis zum linken Ender der Spule summieren. Entscheidend ist,
dass der Beitrag der entfernter liegenden Ringe mit 1/23 unterdriickt ist. Dies folgt, weil jeder
Ring als magnetische Dipol aufgefasst werden kann, vgl.

S
7 7
fer————— .
— JK/V_/B

J

Abbildung 35: Zur Berechnung des B-Feldes auf der Symmetrieachse auflerhalb der Spule.

Das Integral iiber x ist also von kleinen x dominiert. Es wird nur gréfler, wenn wir den oberen
Rand, L+ y durch Unendlich ersetzen. Das ist uns recht, weil wir ja eine obere Schranke suchen.
Wir haben also

kS (8.54)

B(y) y

bei hinreichend grofien y. Beim Kontur-Integral ist dieses B wiederum iiber y zu integrieren.
Wegen des starke Abfalls 1/y? ist das Resultat es endlich. Es kann also nicht mit dem Beitrag
aus dem Inneren der Spule, welcher mit L linear wéchst, konkurrieren. Also hélt das oben naiv
hingeschriebene Resultat auch einer genaueren Analyse stand.

9 Elektrisch-Magnetische Dualitét

9.1 Symmetrie zwischen E und B ohne Ladungen

Wir erinnern an die Maxwell-Gleichungen in Abwesenheit von Ladungen:

o
|
el
|

0 v

—-B V x

v
V x

0 (9.1)
E. (9.2)

e}
I
o]l
I
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Diese sind offensichtlich invariant unter der Ersetzung
{é, E} N {E —E} (9.3)

bzw.

— — —

B — E; E — —B. (9.4)

Wir erinnern uns weiterhin, dass dies in der kovarianten Formulierung gerade der Ersetzung
FW — R Wy (9.5)

entspricht. Als Nebenbemerkung wollen wir an dieser Stelle betonen, dass die Theorie ohne
Ladungen keineswegs uninteressant ist: Sie hat elektromagnetische Wellen als Losungen, die wir
noch ausfiihrlich diskutieren werden (vgl. auch die kurze Diskussion zu Wellen des Skalarfelds in
Kap. . Zusammenfassend stellen wir noch einmal fest: Ohne Ladungen sind E und B vollig
gleichberechtigt.

Der eben diskutierte Austausch von F und B stellt eine diskrete Symmetrie-Transformation
dar. Interessanterweise konnen wir diese als Element einer grofleren, kontinuierlichen Symmetrie-
Gruppe SO(2) auffassen. Diese wirkt gem#f3

—», — .
(5,) =R (Q) . mit R= ( cosy Sm@) , (9.6)
E E —siny cosy
und lésst die Maxwell-Gleichungen ohne Ladungen ebenfalls invariant. Sie beschreibt Drehungen
in einer abstrakten Ebene, die durch F und B aufgespannt wird.

Unsere obige diskrete Symmetrie-Transformation ist ein Element von Z, C SO(2). Die Grup-
pe Z, wird von einer 90-Grad-Drehung erzeugt und ihre drei nichttrivialen Elemente dieser sind

goz+g: B—E, E— —B (9.7)
=T : B— —B, E— —E. (9.9)

Man kann die SO(2)-Symmetrie auch schon an der Wirkung erkennen: Man iiberlegt sich
zunéchst, dass die SO(2)-Symmetrie F' in F rotiert:

(£) - n(t). 010

Die infinitesimale Version dazu folgt fiir ¢ < 1 und lautet

F — F+4+¢pF, F — F—¢F. (9.11)

Der Lagrangian transformiert also geméf

1 1 1 ~
L T — L I 5¥ (9.12)
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Der neu hinzukommende Term hat explizit die Form
n nn v 1 o
FF =F"EF, =F" §EWWFp =0,J". (9.13)

Hier haben wir im letzten Schritt ohne Beweis festgestellt, dass es sich um eine totale Ableitung
handelt. Man kann das hierfiir erforderliche J# mit wenig Miihe finden. Wir wollen dies jedoch
nicht tun, weil dies spéter, mit méchtigeren Methoden, offensichtlich werden wird. Auf jeden Fall
ist damit klar, dass SO(2) tatsichlich die Wirkung invariant lasst.

9.2 Ladungen und Dualitit

Die obige Z, oder sogar SO(2)-Symmetrie ist natiirlich in der realen Welt gebrochen. Grund ist
das Fehlen magnetischer Ladungen, sogenannter magnetischer Monopole. Gébe es solche, so
wiirden sie eine Ladungsdichte p,, und Stromdichte 7,, erzeugen und die kovarianten Maxwell-
Gleichungen wiirden die Form

0" =4, OF = —j," (9.14)

annehmen. Das Minus in der zweiten Gleichung ist eine von uns gewéhlte Konvention, die si-
cherstellt, dass man im magnetischen Coulomb-Gesetz kein Minus bekommt. Die entsprechenden
nichtkovarianten Gleichungen sind

VE = p. VB = pn (9.15)
VxB=j.+E VxE=-J,—B. (9.16)

Es scheint, als konnte man so eine perfekte Austausch-Symmetrie zwischen £ und B wiederher-
stellen. Aber dem ist nicht so:

Selbst wenn es magnetische Monopole géibe, so erzwingt die Quantenmechanik, dass Teilchen
ein diskretes, quantisiertes Ladungsspektrum haben. Es gibt also z.B. Elektronen mit Masse
m. und Ladung e, sowie Monopole mit Masse m,, und Ladung e,,. Es gibt keine Teilchen fiir be-
liebige, reelle Werte dieser Parameter. Eine perfekte Austausch-Symmetrie zwischen elektrischen
und magnetischen Gréflen wird sich deshalb i.A. nicht ergeben.

Zusammenfassend stellen wir fest, dass es ohne Ladungen eine perfekte elektrisch-
magnetische Symmetrie gibt — diskret oder sogar kontnuierlich. Man spricht in diesem Zusam-
menhang manchmal von Dualitdt oder Dualitdts-Symmetrie, aber das Wort Dualitét ist hier
genau genommen nicht angemessen. Wir werden diesen Begriff gleich anders definieren.

Falls Ladungen vorhanden sind, gibt es i.A. keine elektrisch-magnetische Symmetrie mehr.
Aber immer noch eine elektrisch-magnetische Dualitéit. Unter einer Dualitét versteht man
dabei die Existenz von zwei verschiedenen mathematischen Formulierungen der gleichen Theorie.

Im vorliegenden Fall sind dies die Beschreibung mit dem fundamentalen Feld F' und die
Beschreibung mit dem fundamentalen Feld F'. Genauer:

1) Elektrische Formulierung: Die fundamentale Feldstérke ist F'*¥. Sie erfiillt Bewegungs-

gleichung
o, FM = jh. (9.17)
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Auflerdem gilt die Bianchi-Identitét:

. ~ 1
3,,F“” = —j#l mlt F'ul/ = §€HUPUFpU . (918>

Auf der rechten Seite der Bianchi-Identitét steht keine Null, wie in der bisherigen experimentellen
Realitét, sondern die (vielleicht noch zu findende) magnetische Stromdichte.

2) Magnetische Formulierung: Die fundamentale Feldstérke ist Fr_ Sie erfiillt die Be-
wegungsgleichung .
0, FH = —jh . (9.19)

Die Bianchi-Identitat lautet

1 .
OF™ =jt  mit  F" = e, (9.20)

Man konnte denken, das Obige sei reine Semantik — es gehe um eine reine Umbenennung
des fundamentalen Feldstérketensors in den dualen Feldstarketensor und umgekehrt. Aber wenn
man die Theorie durch ihre Wirkung bechreibt (und dies ist, wie Sie noch lernen werden, fiir
der Quantisierung entscheidend), dann erkennt man, dass die beiden Formulierungen tatséchlich
verschieden sind.

9.3 Dualitit und Wirkung

Um eine Wirkung zu formulieren, braucht man zwingend das Vektorpotential A,,. Dies ist ndmlich
das Feld, welches variiert werden muss, um die Bewegungsgleichungen zu gewinnen. Man braucht
es auch, um die Theorie an Ladungen zu koppeln. In der Wirkungsformulierung haben wir also

1) Elektrische Formulierung:

1
S = /R <—ZF2) + /WLjeA mit  F,, = 0,4, — 0,4, (9.21)

Es gilt jetzt aber automatisch die ‘triviale’ Bianchi-Identitét GMF ' =0, was mit magnetischen
Ladungen unvertraglich ist. Ihr Einbau in diese Formulierung ist erschwert. Wir wollen dies hier
nur verbal andeuten: An dem Ort magnetischer Ladungen muss man in dieser Formulierung
einen Punkt (oder eine kleine Kugel) aus dem Raum entfernen, in dem Sinne, dass dort A,
nicht definiert ist. Stattdessen kann man aber gewisse Randbedingungen auf der Oberfliche der
fehlenden Kugel festlegen, welche die Information kodieren, dass sich darin eine magnetische
Ladung befindet.

2) Magnetische Formulierung:

1~ N - N -
s= (—ZF2) + /W CimA it By = 0,4, - 0,A,. (9.22)

Jetzt ist in volliger Analogie die Ankopplung elektrischer Ladungen erschwert.

Hat man tatsédchlich beide Arten von Ladungen, so ist es am einfachsten, jeweils in der Néhe
elektrischer Ladungen die erste Formulierung und in der Néhe der magnetischer Ladungen die
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zweite zu benutzen. Im Bereich dazwischen hat man die Wahl. Noch schwieriger wird es, wenn
man Teilchen hat, die sowohl elektrisch als auch magnetisch geladen sind — sogenannte Dyonen

Fortgeschrittener Kommentar:

Man konnte hoffen, dass all diese interessanten Diskussionen irrelevant sind, weil magnetische
Monopole nicht nur schwer sind (weswegen man sie noch nicht gefunden hat), sondern es sie
iiberhaupt nicht gibt. Doch das ist aus theoretischer Sicht ausgeschlossen, denn es gibt schwarze
Locher, und diese kénnen geladen sein: elektrisch oder magnetisch, vgl. Abb. [36]

% //

By~ = vs. Bh)—
Q\ (== \\57

Abbildung 36: Elektrisch oder magnetisch geladene schwarze Locher sind Losungen der gekop-
pelten Einstein-Gleichungen und Maxwell-Gleichungen, welche aulerhalb des Horizonts (in den
man nicht hineinsehen kann) ein elektrisches bzw. magnetisches Feld haben, wie es zu einer ent-
sprechenden Ladung im Inneren gehort.

Da es nun prinzipiell unméglich ist, hinter den Horizont des schwarzen Lochs zu sehen,
kénnen wir die magnetische Variante nicht mit dem Argument verbieten, es gébe keinen magneti-
schen Monopol. Beide Varianten des geladenen schwarzen Lochs sind gleichberechtigte Losungen
der fundamentalen Gleichungen.

Mehr noch, wir kénnen in der Quantentheorie sogar ein Paar geladener schwarzer Locher
durch Streuung erzeugen, vgl. Abb. Die theoretisch vollstédndige Formulierung der Elektro-
dynamik schlieit also auf alle Fille magnetische Ladungen ein. Aber fiir alle praktischen Zwecke
bleibt es natiirlich z.Z. bei der Aussage VB = 0. Ein Lehrbuch mit relativ detaillierter Diskussion
der elektrisch-magnetischen Dualitét und der Monopole ist das von Lechner [§].

r'\_\_\ La" J/‘ ((+;O/,> —
>~ 7 %%V(’, .'\\/7 {‘I\)E

F/*’"7§€“‘ / —7 i <
/\/" N T
Y s W
4\/? 1

Abbildung 37: Links: Paarerzeugung einer Elektrons und einer Positron durch Kollision zweier
Photonen. Rechts: Analoger Prozess mit Erzeugung zweier entgegengesetzt magnetisch geladener
schwarzer Locher.
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10 Elektrodynamik in Differentialformen

Ihre natiirlichste und eleganteste Formulierung findet die Elektrodynamik in der mathemati-
schen Sprache der Differentialformen. Dariiberhinaus stellen Differentialformen ein grundlegen-
des Werkzeug und eine Sprache dar, die aus der modernen theoretischen Physik schlicht nicht
mehr wegzudenken ist — siehe z.B. [9,[10].

10.1 Tangentialraum und Vektorfelder

Sei M eine d-dimensionaler Raum. Wir wollen darunter eine Menge M von Punkten, die sich
durch d reelle Koordinaten parametrisieren lédsst. Dabei ist es méglich, dass man die Koordinaten
wechseln muss, um die Menge M vollstdndig zu erfassen. Der korrekte mathematische Begriff
fiir RAume von diesem Typ ist der der differenzierbaren Mannigfaltigkeit. Aber wir wollen
die prézise Definition dieses Begriffs der Mathematik bzw. der allgemeinen Relativitdtstheorie
iiberlassen und uns mit ein paar Beispielen begniigen:

1) Der R? mit Koordinaten {x!,... 2%}
2) Untermengen davon, z.B. die durch (2')? + - - 4 (29)? < R? definierte Kugel.

3) Der R*\ {0} mit den uns schon bekannten Kugelkoordinaten {r,6,»}. Wir bemerken, dass
dieses Koordinatensystem bei & = 0 singulér ist. Wir mussten also den Ursprung entfernen, wenn
wir mit diesem einen Koordinatensystem auskommen wollen. Natiirlich kénnen wir auch den
Ursprung hinzunehmen, miissen aber dann in dessen Umgebung z.B. zu kartesischen Koordinaten
wechseln.

4) Die S' mit den beiden Koordinatensystemen ¢ € (0,27) und x € (=7, 7). Wie in Abb.
illustriert, kénnen wir in diesem Fall nicht mit einem einzigen Koordinatensystem auskommen.
Das Problem der Beschreibung durch ¢ ist, dass 0 und 27 den gleichen Punkt beschreiben. Wir
miissen diesen Punkt bei der Beschreibung durch ¢ entfernen. Die Beschreibung durch y hat bei
X = ¢ = 0 kein Problem, aber es tritt eine analoge Schwierigkeit am Punkt ¢ = m auf.

Abbildung 38: Illustration zur Parametrisierung der S*.

5) Die Sphire S?\ {N, S} mit den Winkeln (6, ¢). Die Parametrisierung ist die von den Kugel-
koordinaten wohlbekannte. Um Nord- und Siidpol einzuschlielen, briauchte man extra Koordi-
natensystem in deren Umgebungung, vgl. Abb. 39

Dies sind vorerst genung Beispiele.
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Abbildung 39: Illustration zur Parametrisierung der S2.

Beachten Sie bitte, dass die Koordinatenwahl nie eindeutig ist. Es gibt immer viele verschiede-
ne Koordinatensysteme zum gleichen Raum, siche z.B. Abb. 40} Wir werden stets voraussetzen,
dass der Koordinatenwechsel durch beliebig oft differenzierbare Funktionen beschrieben wird.
Wichtig ist weiterhin, dass M selbst so etwas wie eine ‘mathematische Realitdt’ darstellt. Es
gibt den Raum (bzw. préaziser die Mannigfaltigkeit) unabhéngig von der Koordinatenwahl.

Abbildung 40: Der obere rechte Quadrant der Ebene kann kartesisch oder durch Polarkoordinaten
beschrieben werden.

Wir kommen nun zu Vektorfeldern auf M. Die einfachste Definition die {iber die Komponen-
ten: Gegeben ein Koordinatensystem, ist ein Vektorfeld schlicht ein Satz von Funktionen — eine
fiir jede Koordinate. Dieses Funktionen sind die Komponenten des Vektorfeldes.

Als einfaches Beispiel betrachten wir den ersten Quadranten des R* mit den Koordinaten
r, . Das Vektorfeld

v(r,p) ={v, =1, v, =0} (10.1)

ist in Abb. 41]illustriert. Es ‘zeigt’ iiberall in die radiale Richtung. Der Betrag ist iiberall gleich.
Eine dquivalente Beschreibung in den kartesichen Koordinaten !, 22 lautet

o = {wxlv TR e <x2>2} | 102)

Das ist anschaulich klar. Eine préazise Vorschrift zur Umrechnung folgt in Kiirze.
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Abbildung 41: Radiales Vektorfeld mit konstantem Betrag.

Ein entscheidende Einsicht ist die Folgende: Auch Vektorfelder auf M sind real, unabhéngig
von den Koordinaten. Anschaulich ist dies natiirlich klar, aber um dies formal zu sehen, ist es
niitzlich, eine koordinatenunabhéngige Definition eines Vektorfeldes zu geben:

Ein Vektorfeld ist ein Differentialoperator 1. Ordnung:
D: f+—Df. (10.3)

Hierbei ist f eine Funktion auf M. Um dies explizit zu machen, kénnen wir natiirlich Koordinaten
benutzen:
0f (z)

ort '’

D:UZ(ZE)%; Df =v'(x)

(10.4)

wobei
v={a',... 2} (10.5)

Wir haben hier die schon beim Minkowski-Raum benutzte Konvention angewendet, mit = die
Gesamtheit der Koordinaten z!,..., 2% abzukiirzen. Obwohl wir zur expliziten Angabe Koor-
dinaten brauchen, ist die Abb. f — Df koordinatenunabhéngig definiert. Dies ist deshlab der
Fall, weil der Begriff einer Funktion auf M auch keine Kordinaten braucht. Eine Funktion ordnet
einfach Punkten aus der Menge M Zahlen zu.

Ungeachtet dieser koordinatenunabhéngigen Definition kann man D, wie oben getan, ex-
plizit in Koordinaten aufschreiben. Dabei werden die Komponenten v* des zu D gehérigen
Vektorfeldes v eingefiihrt.

Man kann Koordinaten wechseln. Dann muss gelten

0
Ox't :

D = v'(2) 4

i (10.6)

und ebenso D =" (2)

Zum Beispiel konnten z', 22 die iiblichen kartesischen Koordinaten der Ebene sein und z'* = r,
2% = . Mit der Kettenregel ergibt sich die Umrechnungsformel:

. Al |
i 9 :<Zax> 0 _ w9 (10.7)

V' — v . . ,
ozt ox' ) 0x" ox"

V= (gi]) v (10.8)
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Wir geben noch eine zweite koordinatenunabhéngige Definition eines Vektorfeldes. Dazu
definieren wir zunéchst koordinatenunabhéngig, was ein Vektor an einem Punkt zy € M ist:

Betrachte alle parametrisierten Kurven durch zg:
A= z(A) €M mit z(A=0)=uz. (10.9)

Um ein paar Beispiele zu haben, wollen wir M = R? und zy = {0,0} wiihlen und die Kurven
K4, K, Ko und Kp durch xg, wie in Abb. vorgeben. Die expliziten Formeln in kartesischen
Koordinaten lauten

Ki=Ka\) ={)0} (10.10)
K = Kg(\) = {2\, 0} (10.11)
Ko = Kco()\) = {\,\?} (10.12)
Kp=Kp(\) = {\\} (10.13)
A
X P L(D
7 e U,

NN
/M %

Abbildung 42: Verschiedene Kurven durch den Ursprung.

Wir definieren nun eine Aquivalenzrelation auf der Menge solcher Kurven: Zwei Kurven sind
dquivalent, falls die Komponenten der Ableitung nach A, also {K ‘|4, } in einem Koordinatensys-
tem gleich sind. (Man kann zeigen, dass sie dann auch in allen anderen Koordinatensystemen
gleich sind.)

Fiir unsere Beispielkurven gilt

Ka={1,0} (10.14)
Kp ={2,0} (10.15)
Ko ={1,0} (10.16)
Kp={1,1}. (10.17)

Hier sind also nur K4 und K¢ dquivelent. K4 und Kpg §ind nicht dquivalent, obwohl sie im Bild
nicht zu unterscheiden sind. Anschaulich bedeutet die Aquivalenz, dass zwei Kurven die gleiche
Geschwindigkeit am Punkt xy haben, wenn man A als Zeit auffasst.

Wir definieren damit weiterhin: Ein (Tangential-)Vektor an einem Punkt x, ist eine
Aquivalenzklasse von Kurven durch z,. Die Komponenten des Vektors sind gerade die Ablei-
tungen jeder der Komponenten der Kurve (beschrieben in einem gewissen Koordinatensystem)
nach dem Parameter, der die Kurve definiert.
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Des Weiteren ist der Tangentialvektorraum 7}, an einem Punkt p € M die Menge al-
ler Tangetialvektoren. T, ist ein Vektorraum (vgl. Abb. [£3). Man muss natiirlich die Axiome
priifen, aber dass diese erfiillt sind, ist relativ anschaulich, wenn man an die Interpretation als
Geschwindigkeiten denkt.

Abbildung 43: Zur Anschauung der Tangentialraums: Illustration der Tangentialebene an einem
Punkt der S2.

Ein Vektorfeld ist nun eine Abbildung, welche jedem Punkt in M einen Vektor im Tangen-
tialraum an diesem Punkt zuordnet:

M>p = v(p) €T, fiir alle p. (10.18)

Die obigen Definitionen von Vektorfeldern v {iber Differentialoperatoren und iiber Kurven
sind dquivalent. Unsere ausfiihrliche Diskussion dieser Definitionen dient primér der Anschauung.
Praktisch brachen wir nur die Beschreibung durch Komponenten,

8 Qfli

_p
ox?

v={v'(2)}, mit der Umrechnungsvorschrift v = 7 (10.19)

Bezugnehmend auf die Definition iiber Differentialoperatoren kann man auch sagen: Die
speziellen Differentialoperatoren 9/9z"|, = 9;|, bilden eine Basis von T), fiir jedes p. Wir schreiben
D, fiir den zum Vektorfeld v gehorigen Differentialoperator und haben somit

D, = v(z) = v'(2)0; . (10.20)

Hier haben wir also das Vektorfeld v zerlegt in die Basis der partiellen Ableitungen 0;. Die
Funktionen v’(z) fassen die Komponenten in der Basis ; fiir alle Punkte € M zusammen.

Eine in diesem Zusammenhang gebréuchliche, etwas formal anmutende aber trotzdem in-
tuitive Sprechweise ist: Die Menge der T, (p € M) ist das Tangentialbiindel. Vektorfelder sind
Schnitte im Tangentialbiindel. Dies ist in Abb. 44| illustriert.

10.2 Kotangentialraum und 1-Formen

Fiir jedes p € M ist (1},)* (der Dualraum zu 7,) der Kotangentialraum. Elemente von Ty = (7,)*
sind Kotangentialvektoren oder kurz Kovektoren. 1-Formen sind eine andere Bezeichnung fiir
Kovektorfelder, also Abbildungen

M>p = w(p) €Ty Vpe M. (10.21)
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Abbildung 44: Die Menge der Tangentialraume ist durch vertikale Linien, eine iiber jedem Punkt
von M, illustriert. Ein Vektorfeld ist ein Schnitt darin, also ein Punkt auf jeder der Linien.

In volliger Analogie zum Tangentialraum sagen wir: Die Kotangentialrdume 7}; bilden zusammen
das Kotangentialbiindel. 1-Formen oder Kovektorfelder sind Schnitte im Kotangentialbiindel.

Es ist bequem, die duale Basis {dz'} des T, zur frither definierten Basis {0;} des T,
einzufithren. Die da’ sind also abstrakt definierte Elemente des Kotangentialraums, so dass

dz'(9;) = &', mit O, eT,, di'eTy. (10.22)

Wir erinnern, dass in ausfiihrlicherer Notation

0; = % . (10.23)
Ein allgemeiner Kovektor an einem Punkt p kann somit als
w(p) = wda’ , (10.24)
geschrieben werden. Ein Kovektorfeld bzw. eine 1-Form: ist dann durch
w = w;(x)dx’ (10.25)
gegeben.
Die Anwendung einer 1-Form auf ein Vektorfeld liefert eine Funktion:
w(v) = wida" (V9;) = w? ' = wv' = wi(z)v'(z). (10.26)

Wir haben hier im letzten Ausdruck die Abhéngigkeit vom Punkt im M, charaktersiert durch
die Koordinaten {z'}, explizit gemacht.

Es sei noch angemerkt, dass man eine Metrik, falls es sie gibt, als Abbildung von den Vek-

torfeldern auf die 1-Formen auffassen kann:

v w=w;dr' mit w; = gijvj. (10.27)

Das folgende ist ein zentrales Beispiel fiir 1-Formen: Zu jeder Funktion f gehort
natiirlicherweise die 1-Form w = d f, welche definiert ist durch

_i0f

==
ox’

df(v) = v'0,(f) (10.28)
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Aquivalent dazu ist folgende Definition: Gegeben ein Vektorfeld v, wollen wir mit D, den zu-
gehorigen Differentialoperator bezeichnen. Dann ist df definiert durch df(v) = D, f.

Wir behaupten, dass die Komponenten von df in der Basis der dz’ gerade die partiellen
Ableitungen sind, also
of

df = %dxi. (10.29)

Die Begriindung erfolgt durch Anwendung von df auf ein Vektorfeld v und Ausnutzung der

Linearitat: o7 o7
df(v) = %daﬂZ (v79;) = v’axi :

Der letzte Ausdruck entspricht gerade unserer ersten Definition.

(10.30)

10.3 Hohere p-Formen

In volliger Analogie zu Vektorfelder und 1-formen sind héhere p-Formen Felder, welche Werte
in (Ty )SP annehmen, und zwar fiir alle ¢ € M. (Wir bezeichnen Punkte in M ab jetzt mit ¢, weil

wir Verwechslungen mit dem Grad p der Form vermeiden wollen.) Hierbei ist (77)%” der total
antisymmetrische Unterraum von (77 )®P. In Komponentensprache ist eine p-Form also einfach
nur ein total antisymmetrischer Tensor-Felder vom Rang p.

Sprechen wir zunédchst einmal nur iiber Tensorfelder (noch ohne Antisymmetrisierung) und
betrachten wir zum Beispiel p = 2: Der Tensorproduktraum

T T (10.31)

hat die Basis ’ .
dz' @ da’ mit i,jel---d. (10.32)
Seine Elemente sind also alle Linearkombinationen dieser Basiselemente.

Formaler definiert man 77 ® T als Raum der bilinearen Funktionale auf 7;. Unsere obige
Basis, angewendet auf die Basiselemente von 77, gibt

(dZL’Z & dIL‘]) (8k, 8[) = d$l (8k) . dﬁj (al) = 5ik5jl . (1033)

Ein allgemeines Element von (77)®* kann als

w = w;;dr’ @ da? (10.34)

gegeben werden. Die Anwendung auf zwei Vektoren aus T; ist wegen der Linearitét eindeutig
definiert: w(vy, va) = w;jvivy.

Fiir p > 2 haben wir entsprechend
w = wi..;,dz" @ - @ dz'” . (10.35)

Wir wollen die obigen Formeln nicht alle wiederholen — es funktioniert alles vollkommen analog,
nur mit mehr Indizes.
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Jetzte gehen wir iiber zu p-Formen. Die fiir p-Formen entscheidende extra Forderung ist
die totale Antisymmetrisie d.h.
wl-j = —w]‘i (1036)

oder, fiir allgemeines p,
(10.37)

Es ist iiblich, fiir die jetzt relevanten antisymmetrischen Unterrdume der Tensorproduktriaume
eine spezielle Basis zu nutzen:

B Ca

dr' Ade? = da' @ do? — d2? @ da (10.38)
oder, fiir allgemeines p > 2,

dz A+ Ada' = Z sgn(o)dz's® @ - - @ dz's® (10.39)

Damit kann man die allgemeine 2-Form als

1 ) .
w?(x) = Ew,-jdxl A da? (10.40)
schreiben und die allgemeine p-Form als
1 . .
wh(2) = Zwiq,da’t A Adatr (10.41)
p!

Hier haben wir den Grad der Form als oberen Index explizit gemacht. Man kann dies auch
weglassen, wenn klar ist, mit welchem Grad man es zu tun hat. Der Vorfaktor 1/p! ist notwendig,
um mit der obigen Normierung allgemeiner Tensorfelder konsistent zu sein.

In jeder Dimension d von M gibt es sogenannte Top-Formen mit p = d. Bei d = 3 hat man
z.B. 1
3 —

3!
Zur besseren Intuition kann man sich iiberlegen, dass die 3-Form im R® mit w93 = 1 durch den
Ausdruck w?(a, b, @) gerade das Volumen des Parallelepipeds aus @, b und ¢ misst, wenn man die
euklidische Metrik zu Grunde legt.

w wijkdxi Adr? A deF = wiggda! A da? Ada?. (10.42)

Die Anwendung auf Vektoren bzw. Vektorfelder funktioniert genauso, wie bei 1-Formen:
Seien v = v'0; und w = w'd; gegeben. Dann gilt z.B. fiir eine 2-Form w:

w? (v, w) = iwijd:cl A da? (vkak, wlﬁl) = w;jv'w’ . (10.43)

10.4 AuBeres Produkt, AuBere Ableitung und Hodge-Operator

Man kann p-Formen multiplizieren. Dabei handelt sich dabei um eine bilineare Abbildung, welche
einem Paar von Elementen aus dem Raum der p-Formen und der k-Formen eine (p + k)-Form

zuordnet:
(WP, W) — wWPtF = WP AW, (10.44)
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Man nennt dies das &ufleres Produkt. Es ist dem Tensorprodukt sehr dhnlich, bei dem man aus
einem Tensor vom Rang p und einem Tensor vom Rang k& durch Multiplikation der Komponenten
einen Tensor vom Rang (p + k) macht: (tiir sitde) — yllre = thbglori-bir - Aber die
detaillierte Definition hat einen anderen Vorfaktor:

p+k (p + k)' p k

i1tk p']{?' [i1-+ip Vip+1-ipyr] ©

(10.45)

Dieser Vorfaktor ist notwenig, um mit dem schlichten Nebeneinanderschreiben von Formen mit
einem Wedge (A) konsistent zu sein. So mochte man natiirlich, dass das &duflere Produkt von
dzt A -+ Ada? mit daPtt A - A daPtF gleich

dzt Ao Ada?TF (10.46)

ist, und entsprechend fiir beliebige Indizes. Man kann das duflere Produkt auch axiomatisch
durch die Formerungen der Assoziativitdat, Distributivitdt und Antisymmetrie definieren. Wir
wollen das nicht weiter analysieren.

Ein weiteres zentrales Konzept im Zusammenhang mit Formen ist das der &uflere Ablei-
tung. Es ist dies eine lineare Abbildung, die den Grad der Form um Eins erhoht:

d: Wl WPt =dw?. (10.47)
Sie ist explizit definiert durch
i i 9 j i i
d (wil...z-pdx LA Ada ”) = <@wi1...ip) dz? Adx™ A--- Adax'. (10.48)

Da man 0-Formen mit Funktionen identifiziert, ist das einfachste Beispiel
d(f) = Oifda’ = (df),da’ = df . (10.49)
Der letzte Ausdruck soll dabei die oben definierte spezielle 1-Form darstellen, die es zu jeder
Funktion f gibt.
Aus unserer obigen Definiton folgt die Produktregel. Sie lautet:

d (w? A wF) = dw? AWk 4+ (=1)PwP A dw” . (10.50)
Der Leser moge dies selbst herleiten oder wenigstens an einem einfachen Beispiel priifen.

Eine wichtige Eigenschaft der &ufleren Ableitung besteht darin, dass ihre zweifache Anwen-
dung stets Null gibt:
d(dw) = 0. (10.51)

Man rechnet dies leicht nach. Es liegt an der Symmetrie der zweifachen partiellen Ableitung im
Zusammenspiel mit der Antisymmetrie von dz® Adz/. Wir merken noch an, dass man die dufiere
Ableitung auch axiomatisch, ohne Bezug auf die explizite Komponentendarstellung definieren
kann. Dazu muss man d(f) = df, d* = 0 und die Produktregel als Eigenschaften fordern.

Unsere zentrale physikalische Anwendung besteht darin, dass das 4-er Vektorpotential
natiirlicherweise eine 1-Form ist:

A=A, dz" (10.52)
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Ihre d&uBlere Ableitung

dA = 0,A,dz* Ndz” = - (0,4, — 0,A,) dz* A dz” (10.53)

1
2
ist gerade der uns schon vertraute Feldstarketensor, aufgefasst als 2-Form:

1
F = §Fuydx“ Adz” . (10.54)

Es gilt also
F=dA. (10.55)

Es ist ein wichtiger Fakt, dass all dies keiner Metrik bedarf. Es funktioniert ganz allgemein
auf Riaumen, die lokal wie R? aussehen — also auf differenzierbaren Mannigfaltigkeiten. Hat man
aber auch noch eine Metrik g;;, so gibt es zusétzliche die natiirliche Abbildung des Hodge-Star
oder Hodge-Operator, welcher einer Form vom Grad p eine Form vom Grad d — p zuordnet:

x: WP — (xwP) = WP, (10.56)
Die Definition der neuen Form in Komponenten (und damit des Hodge-Operators) lautet

v/ | det .
(*wp) g M (wp).jl"']? Ejl'“jpilm’id_p . (1057)

i1idp p|

Hierbei wurden rechts die Indizes von w? mittels der inversen Metrik ¢“ gehoben. Es gibt eine
elegantere Definition Hodge-Operators, welche nicht auf die Komponenten zuriickgreift, aber
dafiir haben wir hier keine Zeit.

Fiir uns entscheidendes Beispiel ist die Anwendung des Hodge-Operators auf die Feldstéarke
2-Form F. Die Komponenten der so definierten 2-Form %F' bilden gerade den von uns weiter
oben definierten dualen Feldstédrketensor F':

T det _
(+F),, = Videtnl g _ i (10.58)

9 E;U/pa nv -

10.5 Integration von p-Formen

Man kann eine p-Form natiirlicherweise iiber eine p-dimensionale Untermannigfaltigkeit integrie-
ren. Wir wollen dies hier nicht mathematisch sauber sondern eher anwendungsbezogen und aus
der Anschaung heraus erldutern. Insbesondere begniigen wir uns mit einer sehr vereinfachten
Erklarung zur Untermannigfaltigkeit: Fiir uns ist eine allgemeine Untermannigfaltigkeit C), einer
Mannigfaltigkeit M eine Untermenge, die durch eigene Koordinaten &' - - - P parametrisiert ist,
und deren Lage in M durch glatte Funktionen z!(&) - - - 24(¢) definiert wird.

Wir beginnen wir mit dem einfachen Beispiel einer 2-Form (also p = 2) in d = 3 Dimensionen.
In diesem Fall ist unsere Untermannigfaltigkeit schlicht eine Flache C, = C5 in M. Wir néhern
diese durch die Vereinigung vieler kleiner Parallelogramme an, vgl. Abb. [45]
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Abbildung 45: Hyperfliche C5, approximiert durch viele kleine Parallelogramme.

Das Integral von w? iiber Cy kann nun Limes sehr vieler sehr kleiner Parallelogramme wie
folgt definiert werden:

/C ]\}EHOOZLJ Ui1, Ui2) - (10.59)

Hierbei haben wir rechts fiir jedes Parallelogramm ¢ einfach die beiden Vektoren, die es aufspan-
nen (vgl. Abb. als Argumente in die Form w? eingesetzt.

CT/‘ (I /
A
g
‘L

Abbildung 46: Skizze des i-ten Parallelogramms aus Abb. {5 aufgespannt durch die beiden
Vektoren ¥;; und 7j .

Wir kénnen auch noch expliziter werden, indem wir Cy durch Koordinaten &', €2 parametri-
sieren. Man denke dabei z.B. an die beiden Koordinaten 6, ¢, welche die Sphire C, = S* C R?
beschreiben. Wir wollen aber allgemein bleiben. Wir definieren unsere Parallelogramme ange-
passt an die Koordinaten, vgl. Abb. [47] Die Vektoren, welche die Parallelogramme aufspannen,
sind dann explizit gegeben durch

0
1:A£18_§14 ;

0

= AE—| . 10.60

2 f aég ' ( )

Hierbei soll das Symbol |; andeuten, dass der Basisvektor jeweils an dem enstprechenden Eck-
punkt des Parallelogramms ¢ definiert ist.

Bevor wir diese Vektoren explizit in w? einsetzen, miissen wir noch {iber ein kleines aber
wichtiges Detail sprechen: w? ist prinzipiell auf M definiert. Aber wenn wir es als 2-Form auf der
Hyperfliche Cy auffassen wollen, dann miissen wir es dahin iibertragen. Das geht anschaulich
ganz einfach: Wenn uns jemand 2 Vektoren auf C5 gibt, dann kénnen wir diese offensichtlich
auch als Vektoren in M auffassen. Diesen Ubergang nennt man ‘Pushforward.’ Jetzt, also auf M,
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Abbildung 47: Approximation einer Hyperfliche, parametrisiert durch &', ¢€2 durch viele kleine
Parallelogramme, welche kleinen Intervallen A¢;, A&? der Koordinaten entsprechen.

kann man diese Vektoren in w? einsetzen. Damit wissen wir also, wie w? als bilineares Funktional
auf den Vektoren auf C, definiert ist. Dies nennt man den ‘Pullback’ von w?. Jetzt haben wir
mathematisch sauber unsere zu integrierende Top-Form auf C,. Dieser Pullback funktioniert
natiirlich auch fiir allgemeines d-dimensionales M und C, mit p # 2. Zur Vollstéandigkeit, obwohl
wir es jetzt nicht brauchen, geben wir ohne Beweis die explizite Formel fiir den Pullback von w?
auf Cy an. Dazu seien 2%, 2° usw. die Koordinaten auf M und &7, & usw. die Koordinaten auf
Cs. Es gilt ,

€) = wnalo() I L),
Die Formel fiir p # 2 is analog.

Jetzt konnen wir die Definition des Integral der Form iiber die Hyperfliche gemé&fl (10.59))
ganz explizit auswerten:

(10.61)

/02 W =Tm} % {wndﬁl A de? (Afla%, Aﬁza%) + wadé? A dg! <Agla%, Ag%%)} .
(10.62)

Wir haben hier den Index ¢ der verschiedenen Parallelogramme unterdriickt, um den Ausdruck
nicht zu uniibersichtlich zu machen. Man findet dann sofort

/ W =1m Y wpALAL = / d¢tde?wy, (10.63)
Ca

wobei wir im letzten Schritt die iibliche Definition des Riemannschen Integrals benutzt haben.

Eine vollig analoge Diskussion kann man fiir beliebiges p und d fiihren. Dabei werden aus
den kleinen Parallelogrammen natiirlich kleine Parallelepipede, die aber immer noch durch p
Vektoren aufgespannt werden, welche man als Argumente in w” einsetzen kann. Es folgt

/ WP = /dglmdg%u_.p (&, . (10.64)
Cp

Wir bemerken, dass unser w? aus Sicht der p-dimensionalen Hyperfliche eine Top-Form ist.
Wir miissen also immer nur Top-Formen integrieren. Top-Formen kann man immer als w;,..;, =
€iy-i, + | schreiben, wobei f eine Funktion ist. Diese wird am Ende einfach nur riemannsch
integriert.

Schliellich wollen wir noch kurz die Koordinatenunabhéngigkeit unserer Definition des In-
tegrals von Formen iiber Hyperflichen diskutieren. Es gilt zunéchst

/dgl---dfpwy--p - /dgll,..dgfp det (gg;)
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wobei wir einfach den bekannten Satz zum Koordinatenwechsel bei Mehrfachintegralen benutzt
haben. Weiterhin haben wir gesehen, wie sich die Komponenten von Vektorfeldern unter Koordi-
natenwelchsel transformieren. Die Komponenten von Formen miissen sich gerade entgegengesetzt
transformieren, damit die Anwendung von Formen auf Vektoren invariant ist. Also:

Y KCSER SO A5G
Wiy wviy = Wity (agfi1> (ag%)‘ (10.66)

so dass man mit einer der bekannten

Da nun aber w? eine Top-Form ist, gilt wfl,,
Definitionen der Determinanten findet:

/ o¢’
oo ()

Setzen wir dies rechts in (|[10.65)) ein, so sehen wir, dass unsere Integral-Definition in der Tat in
jedem Koordinatensystem gilt.

gy ™~ €1

W - (10.67)

Jetzt haben wir genug Vorarbeiten geleistet, um den folgenden zentralen Satz zu wiirdigen:
Der Verallgemeinerte Satz von Stokes besagt, dass

/ac wP! :/C dw?™t. (10.68)

Dass heifit, das Integral einer (p—1)-Form iiber den Rand einer p-dimensionalen Untermannigfal-
tigkeit ist gleich dem Integral der dufleren Ableitung dieser Form iiber die Untermannigfaltigkeit
selbst, vgl. Abb. . Wie Sie zum Teil in den Ubungen sehen werden, sind die Sitze von Gaus,
Stokes und der Fundamentalsatz der Analysis Spezialfille dazu. Eine einfache Herleitung findet

sich z.B. in [10].

A

Abbildung 48: Illustration zum verallgemeinerten Satz von Stokes.

10.6 Wirkung der Elektrodynamik und Maxwellgleichungen

Jetzt kommen wir endlich zur Anwendung der Formensprache auf die Elektrodynamik. Wir
kénnen unsere Anfangs gegebene Herleitung der Wirkung wiederholen, aber noch kompakter
und eleganter.

Unser Startpunkt war, dass Teilchen durch ihre Weltlinie charaktersiert sind. Eine Weltlinie
ist eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit und es ist demnach natiirlich, dass unser zum
Teilchen gehoriges Feld eine 1-Form ist und die Wirkung die Form

WL
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annimmt. Bei einer Transformation A — A + dy, mit einer 0-Form y, dndert sich Syy nur um
Randterme:

f
5Sww = € / dy = e (x(x) — x(x1)) . (10.70)

Hier haben wir im zweiten Schritt den verallgemeinerten Satz von Stokes angewandt, wobei
die Vereinigung von Anfangspunkt ¢ und Endpunkt f der Weltlinie gerade deren Rand bildet.
Das ‘Integral’ der O-Form y iiber eine aus mehreren Punkten bestehende Untermannigfaltigkeit
ist gerade die Summe der entsprechenden Funktionswerte, mit passenden relativen Vorzeichen.
Klarerweise beeinflusst eine Variation der Weltline zwischen ¢ und f den Wert von ({10.70]) nicht.
Also bleiben die Bewegungsgleichungen unveréndert.

Wir erklaren jetzt A — A+ dy zur Eichsymmetrie. F' = dA ist die natiirliche eichinvariante
Grofe zu A:
§F = d(dy) =0. (10.71)

Wir erklaren somit die 2-Form F' zu unserer Feldstarke.

Die Wirkung fiir F' soll die Form

S = L(F) (10.72)

R1,3

annehmen, wobei £ eine 4-Form sein muss. Dafiir haben wir zwei naheliegende Optionen: F'A F'
und F'AxF'. In Komponenten ausgeschrieben entsprechen sie, bis auf Vorfaktoren, den Optionen
F,, F* und F,, F'*. Die vermeintliche dritte Option /" A <[ gibt es nicht, weil

*FN*F ~ FN\F. (10.73)
Dies kann man leicht explizit nachrechnen. Aulerdem ist die erste Option eine totale Ableitung,
FANF=dANdA=d(ANdA) (10.74)

und somit als Wirkung ungeeignet: Wir haben néamlich

/F/\F:/d(A/\dA):%A/\dA, (10.75)

wobei wir den 3d-Rand im Unendlichen wihlen kénnen, so dass die Wirkung bei Variation des
Feldes immer unverédndert bleibt und wir keine Bewegungsgleichungen bekommen.

Also bleibt nur die Option £ ~ F A xF. Wir wollen jetzt explizit nachrechnen, dass dies der
vertrauten Wahl F),, F'* entspricht: Wir haben zunéchst

1 1
FAxF = §Fde“ Adz” A 5 (xF),, dz” A da? (10.76)
und weiterhin
1 m v 1 p o 1 1 af 3.1 v 1) o
§Fw/dx Ada” A 5 (xF),, dz” A da” = ZF‘“’iepmﬁF dz® Ada” Ada? Adax?. (10.77)

Wegen der totalen Antisymmetrie konnen wir geméaf

dz* A da” Ada? Adx® = —eP7d2® A - A da? (10.78)
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ersetzen. Dann benutzen wir
—Epmgem’p" =9 (5a”(5,3” _ 5au5ﬁu) 7 (10'79>

wobei das negative Vorzeichen in den beiden letzten Gleichungen wegen des Hebens der Indizes
von e*”P? mit der Lorentz-Metrik auftritt. Es folgt schliefllich

1
FA+F = ZFWFW dz' A~ Ada® (10.80)

Nach unserer Erklarung des Integrals von Formen gilt

/fdxo/\---/\dx?’ = /d4xf, (10.81)

wobei f eine beliebige Funktion ist und rechts das Riemannsche Integral steht. Damit haben
wir jetzt also ganz explizt nachgerechnet, dass unsere vetraute Wirkung der Elektrodynamik in
Formensprache als

S:—E/F/\*F—Fe/ A mit F=dA (10.82)
2 WL

geschrieben werden kann.

Der Ubergang zur kontinuierlichen Ladungsverteilung liefert

1
S:/(—§F/\*F+A/\j3) , (10.83)

wobei die Stromdichte jetzt durch eine 3-Form 52 beschrieben wird. Sie héingt mit dem vetrauten
4-er Vektor der Stromdichte geméf

o ™ €upod® (10.84)
zusammen, wobei wir die Fixierung der Konstanten dem Leser iiberlassen.

Ab jetzt wollen wir den Index ‘3’ weglassen, 52 — j, und im Folgenden das Symbol j
immer als 3-Form deuten. Dass eine 3-Form j mathematisch die natiirliche Grofle ist, um eine
Stromdichte zu beschreiben, sieht man wie folgt: Die Stromdichte 7 soll festlegen, wieviel Ladung
in einem gegebenen Raumvolumen ist. Letzteres ist eine 3-Fliche in R3. Man sollte demnach j

also natiirlicherweise iiber eine 3-Fléche ¥ integrieren kénnen, um diese Ladung zu berechnen,
vgl. Abb. 49 Explizit haben wir

Q= /E ] (10.85)

wobei 7 eine 3-Form und X eine 3d Untermannigfaltigkeit bzw. Hyperflache ist.

Die Bewegungsgleichungen folgen wie immer durch Variation von

S:/(—%F/\*F—l—A/\j) , (10.86)

aufgefasst als Funktional von A. Man findet

4S = / (—% [0F ANxF + F N*0F] +5A/\j) (10.87)
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47 // 7S hou,
LSC A\

Pxct Z

Abbildung 49: Stromdichte im R>3. Die Ladung in einem Teil des Raumes zu einer gewissen Zeit
wird durch ein Integral iiber die 3d Hyperflache 3 berechnet.

wobel
OF N*F + FAN*OF = 20F AN xF (10.88)

Diese letzte Relation folgt daraus, dass man unsere obige Analyse von F' A xF mit zwei verschie-
denen Formen, also z.B. mit F' A «G wiederholt. Dies liefert F' A xG' = F),,G* /2, der Ausdruck
ist also symmetrisch in ' und G.

Wir finden somit

55:/(—5FA*F+5AAJ'):/(—d(SAA*FMAAj):/(—MAd*FMA/\j),

(10.89)
wobei wir im letzten Schritt partiell integriert und den Randterm weggelassen haben. Das Vor-
zeichen hat nicht gewechselt, weil

d(0ANAKF) =d0ANKF —SANd* F, (10.90)

vgl. die Produktregel fiir Formen. Damit haben wir schlieflich
55 — /(5AA (—d % F +7) . (10.91)

Es folgen die beiden Maxwell-Gleichungen bzw. die Maxwell-Gleichung und die Bianchi-Identitét,
welche sich aus d? = 0 und F = dA ergibt:

d«xF=j, dF=0. (10.92)

Unter Einbeziehung magnetischen Ladungen haben wir
d*xF=j. , dF = jn, (10.93)
oder, in der dualen, magnetischen Formulierung
dF =j, , d*F=—j,. (10.94)

Wir erinnern, dass jetzt die Bezichung ' = dA eigentlich j. = 0 erzwingt. Wir miissen also an
der Stelle der elektrischen Ladungen ein ‘Loch’ lassen oder die Formulierung wechseln.

Viele Aussagen der Elektrodynamik lassen sich gewinnbringend mit Formen darstellen. Zum
Beispiel kénnen wir eine 1-Form E mit Komponenten E; = (E); und eine 2-Form B mit Kom-
ponenten B;; = €;.(B)" einfithren. Dann gilt

F=-d2"ANE+B. (10.95)
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Wir iiberlassen es den Ubungen, das zu priifen.

Des Weiteren kann man die Gleichung d x F' = j mit dem verallgemeinerten Satz von Stokes
direkt iiber eine raumartige Hyperfliche mit Rand ¥ integrieren. Es folgt

é WF =0 (10.96)

Der Leser moge dies als Ubung mit der gewdhnlichen Integralform der entsprechenden Maxwell-
Gleichung in Verbindung bringen.

11 Dynamik geladener Teilchen und Energie-Impuls-
Erhaltung

11.1 Bewegungsgleichungen fiir Teilchen im Feld

Wir wollen uns jetzt der Bewegung von Teilchen in einem fest vorgegeben (im Allgemeinen
zeitabhéngigen) elektromagnetischen Feld zuwenden. Dazu brauchen wir die reine Feldwirkung
natiirlich nicht — relevant sind nur die Wirkungsterme fiir die Materie, im einfachesten Fall ein
Teilchen oder Massenpunkt, sowie fiir dessen Wechselwirkung mit dem Feld. Wir haben diese
beiden Terme frither motiviert und diskutiert. Sie lauten

S = SWW + SMaterie = 6/

A,dat —m ds = /d)\ (eAujc“ —m —9‘02> : (11.1)
WL WL

Hier haben wir der letzten Formulierung die Weltlinie ‘WL’ durch einen beliebigen Parameter A
parametrisiert. Der Punkt bezeichnet Ableitungen nach A.

Wie {iblich fordern wir das Verschwinden der Variation beziiglich z*:

L . v, j;#(Sx'“
0= /d/\ (eAu(Sx“ +ed, A, ox" Tt + mﬁ) . (11.2)
Wir konnen dies wie folgt umschreiben:
d
0= /d)\ (—ea(Au)éx” + €0, A, " 0xt — muu&c”> . (11.3)

Dabei haben wir im ersten Term partiell integriert und Beitrdge vom Rand wegelassen. Im
zweiten Term haben wir nur die Indizes vertauscht. Im dritten Term haben wir ebenfalls partiell
integriert und auflerdem benutzt, dass
_ dz,
Bdr

Die Analyse dieses letzten Terms wiederholt im Wesentlichen das am Ende von Kap. [3.3| Gesagte.

und dr = dAvV—12. (11.4)

Schlieflich schreiben wir noch die Ableitung von A, nach A mit der Kettenregel weiter aus
und finden

0= /d)\ (—e(0,A,) V62" + e (0,A,) 270z — mau,0z") . (11.5)
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Da dz# beliebig ist, muss der Koeffzient davon verschwinden. Dies liefert

mi, = ek, " . (11.6)
Anders geschrieben, hat man also
d dp*
m% =eF,u” oder auch % =eF"u, . (11.7)

Fiir die nichtrelativistische Formulierung miissen wir diese Vektorgleichung in ihre Teile mit
pw=0und p=1,2,3 zerlegen. Fiir 4 = 0 finden wir

d . —
< - eFYu; = eEAT, (11.8)
dr

wobei wir die Engrgie des Teilchens mit € bezeichnet haben, um sie nicht mit dem Betrag der
Feldstérke E' = |F| zu verwechseln. Mit d¢ = v dr kénnen wir dies auch als
de
dt
schreiben, was natiirlich gerade die Energieerhaltung bei der Bewegung eines Teilchens im E-Feld
beschreibt.

¢E -7 (11.9)

Der Anteil mit p = 1,2, 3 lautet

dp\’ , g
(d—p) = eF%uy + eFyu; (11.10)
-

wobei [0 = (—E)i, ug = —y und F¥ = €9% By (siehe Kap. [5.5)). Damit ergibt sich weiterhin
i = L
d—f:eEHaszFL, (11.11)

also die vermutlich schon aus der Experimentalphysik vertraute Gleichung fiir die Lorentz-
Kraft. Die Formel mit ¢ # 1 folgt nach ¥ — ¥//c. Dies kann man auch daran ablesen, £ und B
die gleiche Einheit haben und der Relativkoeffizient deshalb dimensionslos sein muss.

Als wichtige Beobachtung aus der Form der Lorentz-Kraft halten wir fest: Der magnetische
Anteil tragt nicht zur Energieinderung der Teilchen bei, weil (¢ x B) L .

Zum Abschluss skizzieren wir noch eine alternative Herleitung: Man kann aus obigem S
zunéchst die Lagrange-Funktion gewinnen:

L=-mV1—02—ep+eA-7. (11.12)

Die gewohnten Euler-Lagrange-Gleichungen

d oL L
o= = =0 (11.13)

geben dann direkt die eben diskutierte Formel fiir Fr. Allerdings hatte unsere Herleitung den
Vorteil, dass wir zunéchst die kovariante Form gewonnen haben, welche uns spéater noch niitzlich
sein wird.
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11.2 Beispiel: Homogene Felder

Wir wollen als Beispiel die Bewegung in homogenen Feldern analysieren.
Wir beginnen mit dem Fall B = 0 und E = Eé;. Die Anfangsbedingung sei #/(0) = 0. Wir
haben es dann mit einem 1-dimensionalen Problem zu tun. Die entsprechende Differentialglei-

chung
dp

E 11.14
il (11.14)
lasst sich sofort integrieren:
p(t) = ekEt. (11.15)
Mit, -
= 11.16
Po e (11.16)
nimmt ((11.15]) die Form
t
v ¢ an, wobei 1= (11.17)

\/1—1}22[ eF

die typische Zeit bzw. Lingenskala des Problems darstellt. Alle Parameter gehen nur iiber [ in
die Dynamik ein. Es ist deshalb naheliegend ¢ = ¢/l und & = z/l zu definieren, so dass unsere
Losung die einfache Form

(% ~

A~

annimmt. Auflosen nach v liefert

t
V= (11.19)
V1412
Dies kann man als o
tdt
dt = —— (11.20)
V1+t2
umschreiben. Integration liefert
T=V1+2-1. (11.21)

Erwartungsgeméf findet man bei kleinen Zeiten das nichtrelativistische Verhalten & ~ £2.

Die Leser*innen mogen selbsténdig die Verbindung zur Ubungsaufgabe mit dem linearen
Potential (Blatt 3) herstellen sowie den Fall allgemeiner Anfangsbedingungen analysieren.

Jetzt wenden wir uns einem zweiten einfachen Spezialfall zu: Sei diesmal E = 0 sowie
By 5 =0, aber By = B # 0. Wir wollen auflerdem mit v3(0) = 0 starten. In dieser Situation folgt
zunéchst aus

—

d o
d—]t?:eﬁx B, (11.22)

dass die Kraft keine Komponente in 3-Richtung besitzt. Also wird nur eine Bewegung in der
1-2-Ebene stattfinden. Es erweist sich als vorteilhaft, die Bewegung in der Ebene komplex zu
parametrisieren. Wir ersetzen die 2d-Vektoren 7 und v gemf

F — X=z2'4+i2> € C=R? sowie 7 — V=o' 4. (11.23)



Des Weiteren betrachten wir den Ausdruck
(U x é) = elikyiph, (11.24)

Wir wissen, dass wir uns auf ¢ = 1,2 und j = 1, 2 einschrénken kénnen. Damit folgt

(Ux B) — B3y = B( ) . (11.25)

—U

Den im letzten Ausdruck auftretenden 2d Vektor kénnen wir, wie oben  und o, komplex be-
schreiben:

—v

< v 1) — VP 4i(—v') = —i(v! +iv?) = —iV. (11.26)

Nach dieser Vorarbeit nimmt (11.22)) die einfache komplexe Form

d V
— — | = —iVB 11.2
p” (m — |V|2) iV Be (11.27)

an. Weil sich die Energie nicht d&ndert, gilt || = |V| = const. Dadurch kénnen wir die Konstante
(physikalisch die Kreisfrequenz)

_eBy1-|V|? eB

11.28
- (11.25)
definieren. Jetzt nimmt unsere Differentialgleichung die Form
V = —iwV (11.29)
an. Die Losung ist .
V = Voe ™, (11.30)

also eine Kreisbewegung in der Ebene, vgl. Abb.[50 Bei allgemeineren Anfangsbedingungen und
Richtung von B ergibt sich eine spiralférmige Bewegung in der durch B vorgegeben Richtung,
vgl. Abb. [51] Ursache ist die Uberlagerung einer gleichférmigen Bewegung parallel zu B.

S s/

/

Abbildung 50: Kreisbewegung eines geladenen Teilchens in der zum B-Feld orthogonalen Ebene.

11.3 Energie-Impuls-Tensor eines Teilchenstroms
Wir erinnern uns an die Formel fiir die Dichte des elektrischen Stroms,
gt = pot, (11.31)
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Abbildung 51: Allgemeine Bewegung eines geladenen Teilchens im Magnetfeld.

mit der Ladungsdichte p. Ganz anolog konnen wir eine Teilchenzahldichte n und eine entspre-
chende Teilchenzahl-Stromdichte

Jh = no (11.32)
definieren. Die Formel fiir die Teilchenzahldichte ist
dN  ~dN

n=qy =g = (11.33)

wobei wir nach dem zweiten Gleichheitszeichen das infinitesimale Volumen dV, im Ruhesystem
des Stroms eingefiihrt haben. Im letzten Ausdruck benutzen wir schliellich die von uns als n,
bezeichnete Teilchendichte im Ruhesystem des Stroms.

Es gilt auflerdem
dz#  da* 1
U'U’ = i = i = UM— . (1134>
dt ~vdr 0
Damit gewinnen wir den Ausdruck
Jn = nput (11.35)

Bei all dem eben Gesagten wollen wir an einen homogenen Strom exakt parallel fliegender Teil-
chen denken, also mit verschwindenden Relativgeschwindigkeiten, sieche Abb. [52]

ez

//f//R
.

/h

Abbildung 52: Homogener Teilchenstrom.

Wenn wir uns nicht fiir den Strom der Teilchenzahl oder Ladung sondern z.B. fiir den Strom
der Impulskomponente p” interessieren, dann miissen wir nur die Teilchenzahl-Stromdichte mit

dieser Grofle multiplizieren:
T = jhp” (11.36)

Dieses Objekt ist bekannt als der Energie-Impuls-Tensor und spielt in der Feldtheorie ganz
allgemein eine enorme Rolle. Er ist ein Tensorfeld, weil er per Definition das Produkt zweier
Vektorfelder ist. Im Moment sind diese beiden Felder, j# und p”, konstant, aber wir werden
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natiirlich auch Teilchenstréme betrachten, bei denen Dichte und Impuls der einzelnen Teilchen
in der Raumzeit langsam variieren.

Der Tensor T ist also die Kombination von vier Stromdichten. Der ersten Index ist der
Index der Stromdichte. Der zweite Index nummeriert die vier verschiedenen Stromdichten und
damit die Grofien, welche strémen: die Komponenten p”, des von den Teilchen getragenen Im-
pulses ] Mit

P’ =mu”, (11.37)

wobei wir Gleichheit aller Massen voraussetzen, gilt
T = jhp¥ = nufmu” = poutu” . (11.38)
Hier haben wir im letzten Schritt die Massendichte p, im Ruhesystem eingefiihrt. Sie ist natiirlich

dquivalent zur Energiedichte.

Ladung und Teilchenzahl sind erhalten:
ot =0, ot =0. (11.39)

Wegen Energie-/Impulserhaltung erwarten wir im kraftfreien Fall auch 9,7"" = 0 fiir jedes v.
Doch das dndert sich, falls unser Strom einem (zur Einfachheit als homogenen angenommen)
Kraftfeld ausgesetzt ist. Wir wollen als nédchstes das Vektorfeld 0,7"" berechnen. Natiirlich
kénnen wir dies in jedem System tun und das Vektorfeld dann zuriickboosten. Wir wéahlen zur
Berechnung das Ruhesystem des Stroms. Wegen unserer Homogenitéts-Annahme finden wir

0, T = 0,1 = 8, (nymu’u”) . (11.40)

Es gilt
1 VOV

vl—UQZ\/l—v23:

Dies gilt selbst dann, wenn O,v # 0, weil im Ruhesystem v = 0 gilt. Damit finden wir

o’ = 0, 0. (11.41)

d v
0, T" = n,u’dp” = nT% = fv. (11.42)
Hier haben wir benutzt, dass im Ruhesystem u° = 1 gilt und im letzten Schritt die Kraftdichte
f¥ eingefiihrt oder, wenn man so will, definiert. Der Begriff ist angebracht, das es hier klarerweise
um den Quotienten aus Kraft und Volumen handeln.

Jetzt kehren wir zuriick zu einem beliebigen System. Dazu miissen wir nur eine Gleichung
finden, welche kovariant ist und im Ruhesystem des Teilchenstroms mit ([11.42)) iibereinstimmt.
Eine solche Gleichung ist durch

dp” dp”

HY — = = fv
o0, T el f (11.43)

3Unsere Konvention folgt der Standardliteratur der Quantenfeldtheorie, vgl. die Biicher von Peskin/Schréder
und Weinberg. Allerdings ist die umgekehrte Konvention, bei der der zweite Index von T#" der Stromdichte-Index
ist, auch verbreitet.
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gegeben. Wir bemerken noch, dass auch der zweite Ausdruck entgegen dem Anschein kovariant
ist, weil n = dN/dV und das Produkt dV/dt invariant ist. Alles Gesagte iibertréigt sich auch auf
inhomogene Situationen, so lange die Langenskala der Inhomogenitit groff gegen den Teilchen-
abstand ist. Es iibertragt sich auch auf Gase mit nichtverschwindender Relativgeschwindigkeit
zwischen den Teilchen, also mit 7" # 0 und p # 0. Dann gilt allerdings ein anderer Ausdruck fiir
den Energie-Impuls-Tensor:

™ = (p+ p) uv” + pn”, (11.44)

wobei p den Druck bezeichnet. Wir werden diese Formel nicht herleiten.

Als Abschlussbemerkung erinnern wir noch einmal, dass T"” den Fluss der Impulsdichte
durch die Raumzeit beschreibt. Im Festkorper tragen zu diesem Fluss vor allem auch Spannungen
bei. Deshalb heifit 7" oft auch Spannungstensor bzw. im Englischen Stress-Energy-Tensor.

11.4 Energie-Impuls-Tensor des elektromagnetischen Feldes

Wir erinnern zunéchst an die oben hergeleitete Bewegungsgleichung fiir ein Teilchen im Feld:

dp#

= eF*u, . (11.45)
Eine dquivalente Formulierung ist
dp* dz,
% = eFMy,  mit v, = ;; . (11.46)

Statt fiir ein einzelnes Teilchen kénnen wir dies gleich fiir einen ganzen Teilchenstrom aufschrei-
ben, indem wir beide Seiten mit dN/dV = n multiplizieren:

o= Fm, (11.47)
Wenn wir den Strom rechts mittels Maxwell-Gleichungen ersetzen, finden wir weiterhin
fH=—-F"orE,,. (11.48)

Diese Gleichung sagt aus, dass die Kraftdichte durch das Feld verursacht wird. Wir wissen aber
aus dem letzten Kapitel, dass man die Kraftdichte auch als Nichterhaltung bzw. als Quelle des
Impulsstroms auffassen kann:

=0, (11.49)

Materie *

Hier haben wir dem Energie-Impuls-Tensor den Index ‘Materie’ gegeben haben, da wir zusétzlich
gleich ein analoges Objekt fiir das Feld definieren werden. Damit kénnen wir auch schreiben

a’/Tvl\ljll;,terie + ijaprI/ =0. (1150)

Wenn es uns nun gelingt, die recht Seite in die Form —0,Tg,,; zu bringen, dann haben wir
insgesamt
0, [TV +THE] = 0. (11.51)

Materie
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Dies wiirde bedeuten, dass die Nichterhaltung des Energie-Impuls-Tensors der Materie gerade
durch die Nichterhaltung des Energie-Impuls-Tensors des Feldes kompensiert. Anders gesagt
beschreibt (11.51)) die Energie-Impuls-Erhaltung des Gesamtsystems.

Versuchen wir die gewiinschte Form zu erreichen: Wir haben zunéchst
FWoPF,, = 0° (F*F,,) —0° (F")F,,. (11.52)
Den zweiten Term kénnen wir wegen der Antisymetrie von F),, als
1
O (FH) F,, = 5 (07 (F*) F,, — 0" (F") F,,) (11.53)

umschreiben. Jetzt benutzen wir noch die homogenen Maxwell-Gleichungen, die Produktregel,
und schreiben das Ergebnis schliefflich als Divergenz um:

(0 (™) Fyy — 0 () Fyy) = 500 (F™) Fyy = 20" (' Fy) = 100, F"F,,) . (1154)
Zusammenfassend lesen wir aus — also ab, dass
FMOPE,, = 0,TH, (11.55)
mit 1
Tiga = F'0F — ™ P oy (11.56)

Dies ist der Energie-Impuls-Tensor des EM Feldes — ein wichtiges Ergebnis. Damit kénnen
wir insbesondere die Kraftdichte auf einen Teilchenstrom als

f = 0,18, (11.57)

erkldren oder, dquivalenterweise, die Energie-Impuls-Erhaltung des Gesamtsystems aus Teilchen
und Feld formulieren:
Oy (TR + Tt ienic) = 0. (11.58)

Materie

Wir merken an, dass nach unserer Herleitung Ti, nicht eindeutig ist. Man konnte Terme
TP mit 0,077 = 0 addieren. Eindeutigkeit wird erreicht, wenn man zusétzlich zu der vor-
gegebenen Divergenz eine Symmetrie in pp verlangt. Ein solcher, per Definition symmetrischer

Energie-Impuls-Tensor wird in der Allgemeine Relativitidtstheorie eine zentrale Rolle spielen.

Ein anderer und fundamentalerer Zugang zum Energie-Impuls-Tensor besteht darin, das
Noether-Theorem der Mechanik auf Feldtheorien erweitern. Dann folgen Tih, und Tf., ... SO-
wie deren gemeinsame Erhaltung (also die Divergenzfreihiet des 4-er-Stroms T2, ;) aus der
Translationsinvarianz der Wirkung bzgl. der Koordinate z*.

Wenn wir den zweiten Index des Energie-Impuls-Tensor gleich Null setzen, dann schranken
wir uns auf die 4-er Energiestromdichte ein Tﬁgd = (jg)". Die 0-te Komponente ist die eigentliche
Energiedichte:

1 — —,
(e)” = Traa = 5 <E2 + BQ) : (11.59)
Die rdumlichen Komponenten des 4-er Stroms jg bilden den Poynting-Vektor

() =Tl = (Ex B) = 8. (11.60)

Das Nachrechnen der beiden expliziten Ausdriicke mit £ und B in ((11.59) und (11.60)) iiberlassen
wir dem Leser.
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12 Elektromagnetische Wellen

12.1 Relativistische Herleitung

Wir starten mit den inhomogenen Maxwell-Gleichungen,
0, F" = j¥, (12.1)
setzen 7¥ = 0 und ersetzen F** durch das 4-er Potential:
F"H = 9" A" — oM AY . (12.2)
es folgt
9" (0A) — 9*A” =0 mit 9> =09, =0. (12.3)

Diese Gleichung vereinfacht sich, wenn wir die Lorenz-Eichung
0A=0,A"=0 (12.4)

wahlen.

Wir kommentieren kurz die Moglichkeit dieser Wahl: Zunéchst erinnern wir uns, dass wir
iiber die Moglichkeit gesprochen hatten, die Coulomb-Eichung VA =0zu implementieren. Dazu
mussten wir Ay = — VA lésen. Dies war bei passenden Randbedingungen immer moglich und
entsprach im Wesentlichen dem Auffinden des Inversen zum Operator A, also der Greenschen
Funktion. Ganz analog miissen wir jetzt [y = —0JA 16sen. Bei passenden Randbedingungen
ist dies, ebenso wie im Coulomb-Fall, immer moglich. Die entscheidende Idee ist wiederum das
Auffinden der Greenschen Funktion zum Operator [J. Wir werden auf dieses Problem weiter
unter zuriickkommen.

Fiir den Moment nehmen wir an, dass die Lorenz-Eichung gewahlt ist. Damit haben wir
folgende einfache Form der Wellengleichung fiir das elektromagnetische Feld gefunden:

OA" =0. (12.5)
Die Analyse ist im Prinzip analog zum schon diskutierten skalaren Fall:
Up=0. (12.6)

Wir wollen diesen aber jetzt etwas allgemeiner diskutieren, mit der neuen Methode der Fourier-
Transformation:

d4k ~ ikx
p(x) = W‘P(k?)@ : (12.7)
Hierbei ist kx = k,a#. Wir finden somit
o d4k 2 ~ ikx
Op=0 = 00'¢=0 = (27?)4k o(k)e™ =0. (12.8)

Wegen der Umkehrbarkeit der Fourier-Transformation folgt
Eok)=0  Vk. (12.9)



Wir sehen: Nur Wellenzahlenvektoren &k mit k* = 0 tragen zur Fourier-Zerlegung von ¢(z) bei.
Anders gesagt: @(k) ~ §(k?).

Dies geht vollkommen analog fiir das 4-er Potential. Wir setzen

AM(z) = / (§W§4A“(k)eikx (12.10)
" OA* =0 (12.11)

ein und finden wie oben A*(k) ~ §(k?). Damit konnen wir festhalten, dass A* eine Superposition
von ebenen Wellen der Form .
At (x) = et (k)e™ (12.12)

mit k% = 0 ist. Man nennt ¢* den Polarisationsvektor. Natiirlich muss das physikalische A*
reell sein. Dies ist aber leicht zu realisieren, indem man sich auf Jm(A*) oder Re(A*) beschrinkt.

Wir erinnern an einen wichtigen Fakt, der in volliger Analogie zum skaleren Fall weiter gilt:
k? = 0 impliziert, dass w = k° = ]/;] Damit sind Gruppengeschwindigkeit und Phasengeschwin-
digkeit beide gleich Eins bzw. in Einheitensystemen mit ¢ # 1 gleich c¢. Es gibt somit keine
Dispersion und beliebige Wellenpakete bewahren ihre Form.

12.2 Polarisation und Feldstirken

Im Gegensatz zum sonst sehr #hnlichen Fall von vier masselosen Skalaren ¢'(z), sind die vier
AM(x) nicht unabhéngig:
0 A" =0 = ket (k) =0. (12.13)

Statt der naiv erwarteten vier haben wir also nur drei unabhéingige Polarisationen.

Berechnen wir nun die Feldstéirken in einer Welle der Form A*(x) = e#(k)e*e:

E = VA" - 9A= [—z’E@O(k) + k2 (k)| etk (12.14)
= VxA=ikx&k)er. (12.15)

]l

Als zentrale Behauptung halten wir fest: Fiir ebene Welle sind E(z), B(xz) stets orthogonal zum
(réumlichen Teil des) Wellenvektors: E, B L k.

Fiir B ist dies wegen B ~ k x & offensichtlich. Fiir E rechnen wir es nach:
KE= (_zua?go +ikO(E- E)) eihz — (—iyé’y?gﬂ + i(k0)250> etz =, (12.16)

Hier haben wir im zweiten Schritt benutzt, dass 0 = ek = —%° + &k = 0 die Beziehung

—

£k = %k impliziert. Im letzten Schritt haben wir dann noch —(k°)2 + k2 = k2 = 0 ausgenutzt.

Wir zerlegen nun € beziiglich k in seinen Parallel- und Orthogonal-Teil:

E=2+8, wobei £ -k=0 und & |k. (12.17)

_Oy
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Wie eben gezeigt, trigt &) nicht zu E ,é bei und kann 0.B.d.A. zu Null gesetzt werden.
Genauer gesagt ist es so, dass man nach Fixierung der Eichung 0A = 0 immer noch einen Rest
von Eichfreiheit iibrig hat. Diese auch als ‘Residual Gauge Freedom’ bekannte Freiheit kann man
nutzen, um &) = 0 zu wihlen.

Mit der Wahl 5” = 0 haben wir also schlie8lich:
E =ik " | B=ikx&.e*, (12.18)

Jetzt wollen wir uns die Welle ganz explizit ansehen. Dazu konzentrieren wir uns auf Jm(E )
und Jm(B). Weiterhin wihlen wir zunéchst €| reell. Zudem sei 0.B.d.A. k || é, und €| | é,.
Damit erhalten wir

m(E) = é,k°|2, | cos (-m + |E|z) Im(B) = é,k°|2 . | cos (—wt+ |12§|z> . (12.19)

Die relative Lage der Vektoren k, E und B sowie die Welle selbst sind in Abb. und
dargestellt. Aus Griinden, die gleich klar werden, nennt spricht man hier von linearer Polarisation.

1
_ ke
¥

Abbildung 53: Relative Lage der Vektoren E, E und B in einer linear polarisierten Welle.
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Abbildung 54: Skizze einer linear polarisierten Welle.

Im allgemeinen Fall ist €, komplex:

™

- ap —FiCLg
Wir kénnen immer noch 0.B.d.A. k || €, wéhlen, aber die Achsen so auszurichten, dass € || é,,
wird nicht mehr moglich sein. Wir finden jetzt

m(E) =0 ((OPETIRERY wobei a = —wt + |k|z (12.21)
by cosa — by sin «

ein Parameter ist, der entlang der Welle wachst. Wir kénnen E in der k 1-Ebene als vektorielle
Funktion dieses Parameters a ansehen. Dies ist in Abb. B8 illustriert:
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Abbildung 55: Skizze zu den verschiedenen méoglichen Polarisationen. Dargestellt sind die durch

— —

« parametrisierten Kurven Jm(E) = IJm (E(«)).

Dargestellt sind: (1) Einfachster linear polarisierte Fall, bei dem nur a; # 0. (2) Ein allgemei-
nerer linear polarisierter Fall bei dem nur a; # 0 und b; # 0. (3) Der véllig allgemeine elliptisch
polarisierte Fall. (4) Ein zirkulér polarisierter Fall, wie er sich z.B. mit as = b; = 0 und a; = by
ergibt. Allgemeiner erhdlt man zirkuldre Polarisation auch dann, wenn man Re()) L Tm(&’))
wéhlt und beiden den gleichen Betrag gibt.

Man kann bei der Beschreibung elektromagnetischer Wellen auch ganz ohne komplexe £
auskommen und elliptisch polarisierte Wellen als Linearkombination phasenverschobener linear
polarisierter Wellen auffassen.

Der Energiefluss in der Welle lidsst sich mit dem Poynting-Vektor leicht analysieren. Dazu
notieren wir zunéchst, dass aus unserer obigen Diskussion

E~&, und B = I x E (12.22)
folgt. Damit ergibt sich
S=FExB=Fx ﬁXE :ﬁ-|E|, (12.23)

wobei wir im letzten Schritt die Beziehung
i x (Ex5>:(a-5)5— (a-z?)a (12.24)

sowie £ 1 k benutzt haben.

12.3 Nichtkovariante Herleitung der Wellengleichung

Zur Vollstéandigkeit skizzieren wir noch die nichtkovariante Herleitung der Wellengleichung. Mit
Hilfe der Maxwell-Gleichungen im Vakuum finden wir zunéchst

—

VxB=E = §x<§x§>:§xﬁ = §<6§>—AB’:@<§XE>. (12.25)
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Da aufierdem VB =0 und V x E = —B gilt, folgt daraus

~AB=-8’B bzw. OB =0. (12.26)

Analoge Herleitung fiihrt zu OF = 0. Jetzt muss man zusitzlich die Beziehungen VxB=E

wnd VxE=—-B benutzen, um zu sehen, dass die Wellen von E , B nicht unabhéngig sind. Man
findet schnell genau die gleichen Losungen, die wir direkt aus [JA* = 0 und den Definitionen
von F, B abgeleitet hatten.

Da die Problemstellung zutiefst relativistisch ist und die relativistische Analyse einfacher
und klarer ist, wollen wir uns die detaillierte Durchfithrung der nichtrelativistischen Analyse
sparen.

13 Felder bewegter Ladungen

13.1 Relativistische Greensche Funktion

Wir starten mit der inhomogene Maxwell-Gleichung
O F" = 3¥ (13.1)

und gewinnen daraus mit der Definition F** = 9V A* — 9* A” und der Lorenz-Eichung 0A = 0
die Formel
OA# = —jk. (13.2)

Analog zur Poisson-Gleichung A¢ = —p aus der Elektrostatik ist dies ein Fall fiir die Methode
der Greenschen Funktionen: Die Aufgabe besteht also darin, eine Funktion G(x,y) zu finden, so
dass

0.G(z,y) = —6*(z —y) . (13.3)

Ist dies gelungen, so konnen wir fiir jedes j die Losung A sofort angeben:
W) = [ aty Gl (13.4)

Wegen Translationsinvarianz haben wir
Gx,y) =Gz —1y). (13.5)
Wir kénnen also 0.B.d.A. y = 0 setzen und uns auf die Losung der Gleichung
0.G(z) = —6*(z) (13.6)

konzentrieren. Dazu gehen wir in den Fourier-Raum, indem wir beide Seiten der Gleichung mit
exp(—ikz) multiplizieren und iiber den R™? integrieren. Da

G(k) = /d%eika(x) (13.7)
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gilt, finden wir

—k*G(k) = -1 bzw. G(k)=1/k. (13.8)
Die Riicktransformation liefert .
Gla) = / dlk e (13.9)
) @n)t k2 '

Soweit ist dies sehr dhnlich zum (euklidischen) 3d-Fall, wo wir
Bk ehF
G(Z) = — = 13.10
@ = [ Gy T =T (13.10)
gefunden hatten. Doch ab jetzt wird die Analyse wesentlich anders. Wir wollen eine kurze Dis-
kussion einschieben, die die konzeptionellen Ursachen dafiir zumindest kurz erldutert:

Unser Differentialoperator im 3d euklidischen Fall war A = 07 + d; + 2. Alle Vorzeichen
der Ableitungsterme sind hier positiv — man spricht deshalb von einem elliptischen Differential-
operator. Die Vorgabe der gesuchten Losungsfunktion am Rand des Gebietes (hier bei |Z| — o0)
bestimmt in solchen Féllen die Losung eindeutig.

Jetzt hingegen ist unser Differentialoperator O = —07 4 0% 402 +92. Eines der Vorzeichen ist
negativ und man nennt den Operator deshalb hyperbolisch. Bei derartigen Operatoren wird die
Losung eindeutig bestimmt durch die Vorgabe der Losungsfunktion und deren ersten Ableitung
auf einer sogenannten Cauchy-Fliche. Dies ist eine raumartige Hyperfliche, siehe Abb. [56]

L

Abbildung 56: Cauchy-Flache.

Wir diirfen aber nur Randbedingungen auf einer solchen Cauchy-Fliche vorgeben. Deshalb
kénnen wir die Losungsfunktion nicht iiberall im Unendlichen zu Null setzen. Dadurch verlieren
wir die Eindeutigkeit der Losung zu G = —§, weil wir G = 0 entweder bei t — +00 oder
t — —oo fordern, aber nicht beides.

Zur expliziten Berechnung fithren wir zunichst den Winkelanteil der d3k-Integration durch.
Dazu gehen wir im durch k parametrisierten R?® zu Kugelkoordinaten iiber:

dx° - o~ ikOt+ikE
Gx:/ /k d|k|d(cos ) dp——=—. 13.11
0= [ Gyt | AR ateos ap© (13.11)
Es gilt . .
cosf € [—1, 1] und kZ = |k||Z] cos @, (13.12)

weil wir 0.B.d.A. die 3-Achse im k-Raum parallel zu ¥ gewéhlt haben. Nach Ausfiihrung der
Winkelintegrationen haben wir

0 o LI2d|k —ikOt Lo e
G(z) :/ dk 3/ L (eil’fllf‘ —e—”k‘lxl) . (13.13)
2m)3 Jo  —k2+ |K]2 ilk||Z|
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Um die Notation zu vereinfachen, setzen wir jetzt |k| = k sowie |Z] = r und k° = E. Es folgt

. > kdk —ikr ikr dE eiiEt

wobei wir den Nenner des letzten Integranden noch geméf

1 -1 1 1 1
- = — — 13.15
—E?+k* (E-Kk)(E+Ek) 2k (E+k: E—k> ( )

vereinfachen kénnen. Man erkennt sofort, dass die E-Integration wegen der Pole bei F = +k
divergent ist. Dies hdngt mit der oben erwihnten Uneindeutigkeit von G zusammen.

Um das fiir unsere Zwecke relevante G zu ermitteln, betrachten wir den Ausdruck

e 1 1 —iEt
B\ 5 75)° (13.16)

o0

als Integral entlang der reellen Achse in der komplexen E-Ebene, vgl. Abb.[57] Wir kénnen die
formal divergente Integration wohldefiniert machen, indem wir die Pole um +ie verschieben, die
Integration durchfiihren, und schliefllich zum Limes € — 0 {ibergehen. Wie in Abb. 58| illustriert,
gibt es dabei vier verschiedene Moglichkeiten.

T (€E)

e e O ()

— L +k

Abbildung 57: Integrationskurve in der komplexen E-Ebene mit Polen bei £ = +k.

%<
¥

¥

Abbildung 58: Vier Moglichkeiten, die beiden Pole zu verschieben.

Um die richtige Wahl zu treffen, benttigen wir eine physikalische Annahme. Diese besteht
in der Kausalitét, welche impliziert, dass

Gz)=0 fir 2°=t<0. (13.17)

Man erreicht dieses Verhalten von G durch Verschiebung beider Pole nach unten, vgl. Abb. [59]
Wir ersetzen (|13.16|) also durch

1 1 A
lim [ dE ( ) e (13.18)

€0 E+k+ic FE—Fk+ie
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Eine intuitive Begriindung dieser Wahl ist die Folgende: Die kleine Verschiebung der Pole nach
unten ist dquivalent zu einer kleinen Verschiebung der Integrationskurve nach oben. Letzteres
entspricht der Substitution £ — F + 6 im Integranden. Das bedeutet

e—iEt N e—i(E+i5)t _ e—iEtet5 ] (1319)
Da nun e — 0 bei t — —oo0, ist dies mit unserer obigen Kausalititsforderung zumindest kon-
sistent. Besser ist es natiilich, das Integral einfach auszurechnen und das gewiinschte Verhalten
von G so explizit zu verifizieren. Dazu brauchen wir den Residuensatz.

D (E7
ﬂ - Le(E)
— >

— o e

%

T

Abbildung 59: Durch Kausalitdt motivierte Verschiebung beider Pole nach unten.

13.2 Residuensatz (M)
Betrachten wir eine komplexe Funktion
f: C—C; z+— f(2). (13.20)
Man kann diese auch als Abbildung R? — C auffassen, wobei
z=x' +iz?, (z', 2*) € R%. (13.21)
Schreiben wir nun also f : R? — C als Taylor-Reihe:

e}

1

f@) =D —att a9, -0, f(0). (13.22)
n=0
Mit ( . ( )
1 etz s (2—2Z
T = und T° = (13.23)

kann man diese auch als Reihe in z, z auffassen, also

[e.9]

fl2) =" etz (13.24)

k,l=0

Von besonderem Interesse sind Funktionen f, fiir welche in dieser Reihe nur z vorkommt und
nicht z. Mit anderen Worten, es soll ¢;; = 0 gelten fiir [ # 0. Man nennt man solche Funktionen
f holomorph (im Konvergenzradius der Reihe). Man schreibt dann f = f(z), im Gegensatz
zur Schreibweise f = f(z, 2) fiir eine allgemeine Funktion C — C.
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Wir kénnen natiirlich auch um andere Punkte als den Ursprung entwickeln:

f(2) = calz = 20)". (13.25)

Die Funktion ist immer noch holomorph, wenn in dieser Entwicklung kein z vorkommt. Jetzt
wollen wie die uns interessierende Funktionenklasse erweitern und auch die Entwicklung um
Punkte zulassen, an denen f singulér ist:

o0

fz)= Y calz—2)". (13.26)

n=—oo

Man bezeichnet dies als Laurent-Reihe. Falls es in dieser Reihe nur endlich viele von Null
verschiedene ¢, mit n < 0 gibt, spricht man von einer Polstelle. Wenn alle Singularitdten einer
Funktion Polstellen, sind heifit die Funktion meromorph.

Betrachte wir nun das Linienintegral
I = /f(z)dz = lime(zi)Azi (13.27)
v i

einer meromorphen Funktion entlang einer Kurve 7, vgl. Abb. [60] Man kann I als Linienintegral
des komplexen Vektorfeldes

(]

Uy = (z’f (13.28)

RS 7 = (xl) (13.29)
— (7, .

auffassen. Dies gilt aufgrund der Identitéat

m

F(2)dz = () (da + ida?) = (é) . (jﬁ;) - di. (13.30)

Abbildung 60: Eine Kurve v in C.

Als entscheidende Beobachtung stellen wir nun fest: Wenn f holomorph ist, dann ist ¥ rota-
tionsfrei. Um dies einzusehen, bemerken wir zunéchst, dass 'y per Definition keine 3-Komponente
hat und nicht von 23 abhiingt. Also gilt

(6 x ﬁf)u ~0. (13.31)
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Des Weiteren findet man

0z 0z

(6 x @)3 = 0if) = 0a(f) = if ()55 = f ()55 = if (2) - 1= f/(2)-i=0.  (13:32)

Damit ist unsere Beobachtung verifiziert.

Mit dem Satz von Stokes konnen wir nun also 7 beliebig deformieren, ohne / zu dndern:

I(y) = I() = /A(ﬁ X ¥f)-dd = 0. (13.33)

Hierbei steht da fiir ein infinitesimales Flichenelement des R? = C. Natiirlich diirfen wir v dabei
nicht iiber eine Singularitéit schieben, d.h. f muss iiberall in der Féche A in Abb. [61] definiert
und holomorph sein.

e

A

Abbildung 61: Deformation der Kurve ~ zur Kurve +'.

Betrachten wir jetzt eine geschlossene Integralkurve v um eine Singularitdt, in deren Néhe
eine Beschreibung durch die Laurent-Reihe giiltig ist, vgl. Abb. [62] GemiB dem eben Gesagten
diirfen wir diese Kurve zu einem kleinen Kreis (e¢) mit Radius e deformieren, welcher sein
Zentrum bei zg hat:

I= j’{ F(2)dz = 7{(6) f(2)dz . (13.34)

, S,
iy

Abbildung 62: Integrationskurve um Singularitéit bei z = z

Es sei nun O.B.d.A. sei zg = 0, so dass
) =) calz—2)" =) cu2" (13.35)

und
I=)'I, mit I,= cn]{ 2"dz. (13.36)
n (€
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Wir parametrisieren y(€) gemés
z(p) = ee'? mit ¢ € (0,27]. (13.37)
Es folgt
2 ] - 2 ]
I, = cn/ d (ee’?) (ee’?)" = cnie"“/ depe? 1) (13.38)
0 0
und somit

2mic, fi =-1
I = { mic, fir n (13.39)

0 sonst.

Eine analoge Rechnung kann fiir mehrere Singularitdten innerhalb von v durchgefiihrt werden,

vgl. Abb. [63]
L@
(3,

Abbildung 63: Deformation einer Integrationskurve, die mehrere Singularitidten ergibt, zu kleinen
Kreisen.

Damit haben wir den sogenannten Residuensatz hergeleitet:

I= fdzf(z) = 2miRes(f, z). (13.40)
v k=1

Dabei wird v im positiven Drehsinn durchlaufen und f ist meromorph, mit einer endlichen Zahl
von Singularitdten an Orten z; im Inneren von 7. Per Definition sind die sogenannten Residuen
Res(f, zx) = c_; die Koeffizienten der Terme ~ 1/(z — z;) aus den Laurent-Reihen bei zj.

13.3 Relativistische Greensche Funktion - Fortsetzung

Jetzt setzen wir die Rechnung des vorletzten Kapitels fort, wobei wir den Leser an Abb. [59| und
das entsprechende Kurvenintegral

* 1 1 A
dE - i 13.41

in der komplexen E-Ebene erinnern. Falls ¢t < 0 wirkt e~*£* bei Im(E) > 0 als exponentieller
Unterdriickungsfaktor. Demnach kénnen wir unsere Integrationskurve in der oberen Halbebene
schlieflen, ohne den Betrag des Integrals zu éndern, vgl. Abb. Da es im Inneren dieser Kurve
keine Pole gibt, ist das Integral per Residuensatz gleich Null.
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Abbildung 64: Schlieen der Integrationskurve in der oberen Halbebene.

Falls t > 0 kénnen wir die Kurve analog in der unteren Halbebene schliefien, vgl. Abb. [65]
Diesmal liegen beide Pole im inneren der geschlossenen Kurve und der Residuensatz liefert

- 1 1 e—iEt e—iEt
lim [ dEe - — 2mi |R k) -R k)]
P ‘ (E+k+ie E—/{:—He) m{ eS<E+k’ ) es(E—k:’ )1

(13.42)
Das negative Vorzeichen folgt aus der Orientierung der Kurve.
?
S Sy
4 X x
\ !
\ /’
\ N Y
- -
e —

Abbildung 65: Schlieen der Integrationskurve in der oberen Halbebene.

Bevor wir die Residuen im konkreten Fall bestimmen, wollen wir etwas allgemeiner Funktio-
nen der Form

9(2)
= 13.43
o) = 2L (13.49
mit g(z) holomorph betrachten. Wir Taylor-entwickeln g bei zy und finden
1
f(z) = o [9(20) + (2 — 20)9'(20) + -], (13.44)
woraus wir sofort
Res(f, z0) = c—1 = g(20) (13.45)

ablesen konnen.

In unserem speziellen Fall ist nun z = E und zo = %k, also z.B.

e ikt
R —_— k| =™, 13.46
%(E+k, ) ‘ (13.46)
Hinzunahme des zweiten Pols liefert
- 1 1 , ,
1i dE e~ iF — = —2mi (et — Kty 13.47
Py ¢ (E+l{:+2'e E—k:+z'e) mi (e —e) (1347)
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Wenn wir uns an (|13.14]) und ([13.15)) erinnern, ergibt sich fiir t > 0

G(z) = i/ooo (2:)]{;27" (e_ik’" — e“’”) (—2mi) (eikt — e_ikt) (13.48)
— 2(2—71T)2r /OOO dk [efik(rft) _ o ik(r+t) _ ik(rtt) 4 eik(rft)] (13.49)
= 2<2—71T)2T /_ Z dk [eM0) — O] (13.50)
= 16— 1) = 0(r + 1) (18.51)

Die zweite J-Funktion kann weggelassen werden, weil 7 + ¢t (aufler am Ursprung) immer positiv
ist. Damit konnen wir das Resultat fiir alle ¢ als

Glx) = ——5(t — r)o(t) (13.52)

dmr
schreiben, wobei wir daran erinnern, dass ¢t = 2% und r = |Z| gilt.

Die dquivalente kovariante Formel, also unser Haupt-Resultat, lautet

1
G(z) = —6(2*)0(a2") . (13.53)
2m
Um die Aquivalenz zu (13.52)) zu sehen, schreiben wir (fiir ¢ > 0)
St —
§(2%) = 6(=2*) = 0((t+7)(t —71)) = ( o r) : (13.54)
Hierbei haben wir im letzten Schritt die bekannte Identitét
d(x —a)
5(f(a)) = 22— (13.55)
|/ (a)]

fir Funktionen f(z) mit Nullstelle bei z = a benutzt. Wir bemerken, dass in unserem Fall
f'(a) =d[(t —r)(t +r)]/dt|;=, = 1/2r gilt. Damit haben wir

L 52029 = %5(@ F )t — 1)0(t) = ——6((t — 1)O(8), (13.56)

o T Ay

wie behauptet.

Wir betonen, dass der Faktor 6(z°) in entgegen dem Anschein nicht die Kovarianz
beziiglich der eigentlich-orthochronen Lorentz-Gruppe bricht. Dies liegt daran, dass §(z?) nur
auf dem Lichtkege]ﬁ von Null verschieden ist, vgl. Abb. . Die Lorentz-Gruppe bildet den
Lichtkegel auf sich selbst ab. Da man nun aber einen Vektor aus dem oberen Lichtkegel-Teil
nicht kontinuierlich in einen Vektor aus dem untereren Lichtkegel-Teil deformieren kann, ohne
ihn Null werden zu lassen, kann die eigentlich-orthochrone Lorentz-Gruppe so eine Abbildung
auch nicht realisieren. Unser G ist gerade auf dem oberen Lichtkegel-Teil ungleich Null und damit
invariant bzgl. der SO*(1,3).

4Wir meinen hier und im folgenen immer die Mantelfliche des Lichtkegels, sprechen der Kiirze halber aber
vom Kegel.
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Abbildung 66: Lichtkegel.

Zum Abschluss fassen wir nochmal die wichtigsten qualitativen Resultate zusammen: Die
von uns physikalisch benétigte Greensche Funktion nennt man retardierte Greensche Funk-
tion. Grund des Namens ist die Retardierung des Effekts der Quelle aufgrund der endlichen
Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichts. Technisch haben wir das durch die Forderung des Ver-
schwindens bei ¢t > 0 implementiert. Nur der Vollstédndigkeit halber erwdhnen wir, dass es auch
avancierte und Feynman-Greensche Funktionen gibt, die vor allem in der Quantenfeldtheorie
eine grofle Rolle spielen.

Wenn wir beide Argumente explizit machen, also G = G(x — y) schreiben, so ist diese
Funktion bei festgehaltenem x nur an Punkten y ungleich Null, welche auf dem riickwartigem
Lichtkegel von x liegen. Dies sieht an der Formel

1
Glx—y) = %6 (z—y)?) 0 (2" —y") , (13.57)
vgl. auch Abb. [67]
—~
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Abbildung 67: Punkt y auf der Mantelfliche des riickwértigen Lichtkegels von .

13.4 Feld einer bewegten Punktladung (Liénard-Wiechert)

Wie wir aus Kapitel wissen, verursacht eine Punktladung die 4-er Stromdichte
@)= [ A5 =y i, (13.5%)
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wobei y = y(A) die Trajektorie charaketrisiert und y deren Ableitung nach A bezeichnet. Wir
setzen nun diese Stromdichte in

At () = /d%'G(x — ') j*(2") (13.59)

ein, benutzen die relativistische Greensche Funktion aus dem letzten Kapitel und wéhlen aufler-
dem M als Eigenzeit, also A = 7. Dies liefert

Ab(z) = / d4e’ / dr %5 ((z —2')2) 0(® —2%) 6" (2 — y(7)) u'(r) (13.60)
= o= [ dr (@ —y()) 6 (=" — (7)) (). (13.61)

Das Integrand des letzten 7-Integrals ist nur dann von Null verschieden, wenn 7 die Eigenzeit
ist, zu der die Trajektorie den riickwéartigen Lichtkegel des Punktes x schneidet. Wir bezeichnen
diese retardierte Eigenzeit mit 7., vgl. Abb. Des Weiteren sei R der 4-er Vektor, welcher
diesen Schnittpunkt mit z verbindet:

R=x—y(r,) €RY. (13.62)

Abbildung 68: Die Trajektorie schneidet den riickwértigen Lichtkegel von x zur Eigenzeit 7,.

Als Néchstes miissen wir das Integral der §-Funktion in ((13.61) auswerten, wobei wir die
allgemeine Formel

1
6(f(x)) =0(x— a)—\f’(aﬂ (13.63)
mit Nullstelle a benutzen. Explizit brauchen wir
d o 2
% — 9w —y(r) - ulr) = —2R - u, (13.64)

wobei wir zur Deutlichkeit einen Punkt benutzt haben, um die Kontraktion zweier 4-er Vektoren
zu beschreiben: R - u = Rtu,. Es folgt

q u(n) g vt

T Ar R-u(r,)| 47 |R-v,|

A (z) (13.65)
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Hier sind wir im letzten Schritt von der 4-er Geschwindigkeit zur 4-komponentigen gewdhnlichen
Geschwindigkeit v* = dz# /dt iibergegangen:
o
oyt = () = ) (13.66)
Y

Der Index r von v, besagt, dass es sich um die Geschwindigkeit zum retardierten Zeitpunkt
7. handelt. Es ist dies also die Geschwindigkeit des Teilchens in dem Moment, wenn es den
riickwéartigen Lichtkegel von x kreuzt.

Unter Ausnutzung der Tatsachen, dass v? = 1 und dass R lichtartig ist, also R = |R'|7 folgt

q v

== = s 13.67
AT |R| - R0, 1200

A(z)

Dies ist das beriihmte Liénard-Wiechert-Potential. Detailliertere Diskussionen dazu sowie
Beispiele und Anwendungen finden sich in vielen Quellen, z.B. [2,4,|11]. Wir empfehlen insbe-
sondere die konsequent kovariante Darstellung dieses und vieler anderer Themen in [11].

13.5 Feld einer geradlinig gleichférmig bewegten Ladung

Betrachten wir zur Illustration den Spezialfall

yuq::(ﬁy:%'ﬂ). (13.68)

x = (;) . (13.69)

Abstand des Beobachtungspunktes von der Ladung zum Zeitpunkt der Beobachtung ist

Gesucht sei das Feld bei

S=1—qt). (13.70)

Abbildung 69: Zum Feld einer geradlinig bewegten Ladung.

Wir wollen nun die in der Liénard-Wiechert-Formel vorkommenden Grofien |R| und R - ¢
bestimmen. Dazu lesen wir zundchst aus Abb. [69] ab, dass

R=(t—t,)7+5. (13.71)
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Da nun ¢ — t, = R® und R lichtartig ist, folgt t — ¢, = | E| und somit
R=74|R|+5. (13.72)

Wir quadrieren, . . .
|R|? = 7*|R|> + 2|R|v- 5+ 52, (13.73)

und bringen die Gleichung in die Standard-Form einer quadratischen Gleichung fiir \EL

L 2.7 .
2 — — =
A2 = R = s = 0, (13.74)

wobei v? = #2. Die beiden Losungen sind

5 2. . 2 o2
] —— i\/ CAL I (13.75)

1— 2 (1—2v2)2  1—0%’

wobei die mit dem Minus-Zeichen negativ und somit physikalisch irrelevant ist. Es folgt

1

= — (17 F+/(T-52+52(1— v2)> . (13.76)

Multiplikation von [13.72| mit ¢ liefert auflerdem
R-0=|R|5?+75. (13.77)
Damit haben wir explizite Ausdriicke fiir |R| und B - ¥ und konnen (13.67)) auswerten:

W 1 W 1
Al(z) =L = (13.78)

4w |§\—<|§|v2+ﬁ-§) dm |R|(1-1?) - 7§

und schlie3lich
quit 1

in @R
Man beachte, dass A* von t, ¥ nur iiber § abhingt. Dabei gilt § = ¥ — yy — vt. Wir kennen die
(t, Z)-Abhéngigkeit von A* also explizit und kénnen E und B leicht bestimmen.

A¥(z) = (13.79)

13.6 Dipol-Strahlung

Die uns interessierende physikalische Situation eines oszillierenden Dipols ist in Abb. [70] skiz-
ziert, wobei wir im Gegensatz zu den Abbildungren der letzten Kapitel nur den R®, ohne Zeit,
dargestellt haben.

Wir benutzen die bekannte Liénard-Wiechert-Formel fiir A*, konzentrieren uns aber zunéchst
nur auf den 3-er Vektor-Anteil A:

A= q Ur1 4q —Ur2

L Un L N B (13.80)
AT |Ry| = Ry 0.1 4T |Ry|+ Ry 0,2
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Abbildung 70: Ostzillierender Dipol und Beobachtungspunkt = zu einem festen Zeitpunkt t.

Wir nehmen nun an, dass die Bewegung nichtrelativistisch ist, also || < 1. Ebenso nehmen
wir an, dass sich die ¥ nur langsam &ndert. Dann koénnen wir v,; = yj(t,n?l) und v, 5 = y._'(tr,g)
gleichsetzen, weil sich die beiden retardierten Zeiten ¢, und ¢, nur geringfiigig unterscheiden.
Des Weiteren interessieren wir uns nur fiir das Fernfeld, so dass |j] < |&] ~ |Ri| ~ |R,| gilt.
Damit vereinfacht sich A in fiihrender Ordnung zu

- q 20,
A~ L. 13.81
A |7 ( )
Wir definieren r = |Z|, so dass .
U =yt,) =yt —r). (13.82)
Mit der bekannten Definition des Dipolmoments
P = 2qy (13.83)
gilt weiterhin ‘
L P
= —. 13.84
V=5 (13.84)
Damit folgt schlieflich '
- 1 plt—r)
= A=— —. 13.85
4 r ( )

Man kann sich relativ leicht davon iiberzeugen, dass dieses Resultat seine Giiltigkeit bewahrt,
wenn der oszillierende Dipol von einer komplizierteren Ladungsverteilung erzeugt wird, als von
zweil entgegengesetzt ausgelenkten Punktladungen. Wir iiberlassen dies dem Leser.

Wenden wir uns nun dem resultierenden B-Feld zu. Es gilt

(é)i = (Vx ﬁ)i _ %gijkajw _ L {M(—aﬂ«) et —1)d, G)] . (13.86)

T T 47 T

Mit r = Va'a? folgt

(E)i - %eij’f [ﬁ’“(tr_ r) (fj) Fp(t—1) (-%)} . (13.87)
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In Vektor-Notation und bei Unterdriickung des Arguments von p haben wir

B:_[PXHPX““]. (13.88)

72 r3

Wenn wir schliefSlich noch den fiir das Fernfeld irrelevantenﬁ zweiten Term weglassen, so ergibt
sich

(13.89)

4 |R1|_R1'Ur 4 |R2|+R2.Q7T ( )

Wir kénnten nun eine zur obigen Herleitung von A vollig analoge Analyse durchfiithren. Diese
wire allerdings deutlich mithsamer. Grund ist die Tatsache, dass wir bei der oben benutzten
Entwicklung in den kleinen Groflen ¢ und % in nullter Ordnung ein verschwindendes Resultat
erhalten. Um ein nichttriviales Ergebnis zu finden, miissten wir die linearen Terme hinzuziehen.
Im Gegensatz zur Analyse von A, erfordert dies aber die Taylor-Entwicklung der R; im Nenner.
Dies erfordert einige Arbeit.

Ein einfacherer Weg zu A° ergibt sich, wenn wir die von uns ohnehin vorausgesetzte Lorentz-
Eichbedingung 0A = 0 nutzen: Aus L
A+ VA=0 (13.91)

folgt somit

47 T 47 T

0 [as (Lﬂt—ﬂ) __Lghton s (13.02)

wobei f die i.A. Z-abhéngige Integrationskonstante darstellt. Diese lasse wir zur Vereinfachung
weg lassen, weil wir uns nur fiir die Dipol-Strahlung (also insbesondere den zeitabhidngigen
Anteil) interessieren. Dies ergibt

1 pt— .
oL plt=r) (_w> L (13.93)
47 r
Hierbei stehen die Auslassungszeichen fiir den Term, der sich durch Wirkung von V auf 1 /T

ergibt. Diesen kénnen wir ebenfalls weglassen, da er im Fernfeld, also bei groflem r, unterdriickt
ist. Mit Vr = @/r folgt schliefllich

1 Z-p
A= — . 2% 13.94
4T r? ( )
sowie
i o _aio L (efpt=r) . pt-—r) L (0 gy P
F=-VA —9A=—— |V +0, — - [ SRV + B )
47 r2 r 47 r2 r

®Genauer gesagt braucht man 7 > 1/w, wenn die Oszillation eine typische Frequenz w hat.
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Wiederum stehen die Auslassungszeichen fiir Terme, die im Fernfeld kleiner sind. Wir lassen
diese weg und rechnen weiter:

L 1 (z-D/ = > 1 (fﬁ)f = 1 fx(ﬁxf)
E:_<w(_w>+£) AGO RS 2 I N (ol Gllale?/h INRAP YN

r 47 r3 r 47 73

Hier haben wir im letzten Schritt die aus

ix(bxd)=(@-ab— (@ be (13.97)
folgende Beziehung

7 x (ﬁx f) - (f.ﬁ) 7 (13.98)
ausgenutzt. Wegen ([13.88)) gilt also

E =0 x (i) , (13.99)

wie es in einer (im Fernfeld) ebenen Welle sein sollte.

Jetzt erinnern wir uns an unsere anfangs schon getroffene Wahl p'|| €, und berechnen aus
pXT
42

das Betragsquadrat des B-Feldes in einer durch 6 charaktersierten Abstrahlungsrichtung,
vgl. Abb. [71] Da die Projektion von Z auf die 1-2-Ebene einen Faktor sin  liefert, finden wir

B =

(13.100)

. X o
|B|* = ~|:l2 -sin? 6. (13.101)

(47)?

Abbildung 71: Polarwinkel 6 charakterisiert Abstrahlung eines eines senkrecht stehenden Dipols.

Wie wir an der letzten Formel weiterhin erkennen, fillt die durch \g | charaktersierte Inten-
sitédt invers mit der wachsenden Oberfliche der Sphéren um den Ursprung ab. Dies erwarten wir
natiirlich aus Griinden der Energieerhaltung. Zur Vollsténdigkeit geben wir noch den Poynting-
Vektor an,

S=ExB=|B] (%) : (13.102)

T
wobei wir im letzten Schritt unsere expliziten Formeln fiir £- und B-Feld und insbesondere
die Beziehung E | B benutzt haben. Wir bemerken schliefSlich noch, dass es keine Abstrahlung
parallel zur Dipol-Achse gibt und die maximale Intensitéit bei § = /2 erreicht wird, vgl. Abb. .
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Abbildung 72: Dipolstrahlung mit maximaler Intensitit bei § = /2.

14 Felder in Materie

14.1 Dielektrische Verschiebung und magnetische Erregung

Erinnern wir uns an die Maxwell-Gleichungen

VxB=7+E VB =0 (14.2)
und die Lorentz-Kraft . ~ .
F=qE+qix B. (14.3)

Auflerdem wollen wir uns zunéchst auf das E-Feld konzentrieren. Man kann das E-Feld auf zwei
verschiedene Weisen charakterisieren:

(1) E wird durch Q erzeugt:
]{E-df:Q. (14.4)

(2) E verursacht eine Kraft auf Ladungen ¢:

F=qE. (14.5)

Fiir uns ergeben sich (1) und (2) aus ein und der selben fundamentalen Wirkung. Beide
gehen auf den selben Wechselwirkungs-Term zwischen Ladung und Feld zuriick und sind somit
untrennbar verbunden.

Es ist jedoch niitzlich, sich folgende alternative (z.T. historische) Sichtweise vor Augen zu
fithren:

Wir benutzen (2) um eine lokale Messvorschrift fiir das E-Feld durch Probeladungen zu
gewinnen. Wir definieren somit die Feldstirke durch

E = (14.6)

und geben ihr die entsprechende Einheit

[E] - g - (14.7)



Aquivalent dazu ist die Uberlegung, dass ein durchs Feld bewegtes Teilchen Energie gewinnt:

—

¢-E-I=F-T (14.8)

Die MaBeinheit der Ladung ist das Coulomb (C), die MaBeinheit von E - das Volt (V). Also gilt

C-V=N-m und damit [Ej _ Y : (14.9)

Nun benutzen wir (1) zur Quantifizierung der Aussage, dass eine Ladung ein Feld erzeugt.

A priori muss dies nicht unser F-Feld sein. Wir nennen das von der Ladung () erzeugte Feld D
(vgl. Abb. und schreiben

j{ﬁ-df:Q, so dass = [lﬂ :%. (14.10)

Man nennt D die dielektrische Verschiebung oder elektrische Flussdichte oder elektrische Erre-
gung (auf Englisch: electric field displacement oder electric induction).

Rf7
e SR
(/di\

D

Abbildung 73: Ladung erzeugt Feld.

Die Verbindung zwischen (1) und (2) entsteht nun durch die Beobachtung, dass ein von Null
verschiedenes D-Feld ein E-Feld nach sich zieht. Anders gesagt: D ist durch Probeladungen ¢
messbar. Dieser Zusammenhang ist in vielen Fillen linear, so dass wir

_C/m*  C As

D=¢E mit [e]—v/m—vmzvm

(14.11)

schreiben kénnen. Im Vakuum gilt experimentell € = ¢; = 8.86 - 10712C/Vm.

Jetzt fithren wir eine analoge Betrachtung zum magnetischen Feld durch. Zunéchts die beiden
verschiedenen Sichtweisen des Feldes:

(1) B wird durch I erzeugt:
j{é-dgzl. (14.12)

(2) B wirkt auf bewegte Ladungen:
F=qgixB. (14.13)
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Wir beginnen die Analyse wie auch im elektrischen Fall mit (2). Dabei nehmen wir zur Ein-
fachhheit rechte Winkel und arbeiten mit den Betréigen der relevanten Vektoren (vgl. Abb. [74).
Dann gilt

F=quB (14.14)
und der Strom kann als qv
I=— 14.15
A (14.15)
erklart werden, wobei L die Lénge des betrachteten Leiterstiicks ist. Es folgt
F a N
—=1B und damit [B] - (14.16)

—

[}
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—
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Abbildung 74: Auf einen stromdurchflossenen Leiter wirkt eine Lorentz-Kraft F=F

Des Weiteren nehmen wir zunéchst an, dass das laut (1) erzeugte Feld ist a priori eine andere
Grofe ist. Diese nennen wir H, so dass gilt

jf Hds=1 und damit [fﬂ - (14.17)

A

—
Wir bezeichnen H als magnetische Erregung und bemerken, dass die Bezeichnugsweise im Eng-
lischen leider verwirrend ist: In der theoretischen Physik spricht man in beiden Féllen vom

magnetic field und unterscheidet B-field und H-field — in den Ingenieurwissenschaften wird aber
oft H als magnetic field strength und B als flux density bezeichnet.

Wie im elektrischen Fall macht man nun die Beobachtung, dass H zu B fiihrt und der
Zusammenhang oft linear ist:
B=uH. (14.18)

Man beachte, dass aus historischen Griinden der Proportionalititskoeffizient 1 im Vergleich zum
elektrischen Fall auf der anderen Seite steht und gewissermaflen invers zu e definiert ist. Seine
Einheit ist

N m VC-s Vs

] = Am A Am-As Am (14.19)

und im Vakuum gilt g = pg ~ 471077 Vs/Am. Ehemals war die hier auftretende Zahl 47 - 1077
aufgrund der Definition des Amperes exakt. Heute ist sie nur noch ein Messwert.

Um die letzte Bemerkung zu erkldaren, unternehmen wir eine kurze Abschweifung und spre-
chen {iber SI-Einheiten:
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Sekunde: Wird iiber prézise Zeitmessungen in der Atomphysik definiert.

Meter: Folgt aus Sekunde und dem festen Wert der Lichtgeschwindigkeit c.

Kilogramm: Folgt analog aus Meter, Sekunde und dem festen Wert von & ([h] = kgm?/s).
Volt: Folgt auf Grund der Definition V=Nm/C analog aus Nm und C=As.

Ampere: Historisch wurde das Ampere so definiert, dass der oben angegeben Ausdruck fiir
1o exakt ist. Dann konnte man den Zahlenwert der Elementarladung e in SI-Einheiten experi-
mentell bestimmen. Es hat sich aber in neuerer Zeit als besser erwiesen, die Elementarladung
als Naturkonstante zu benutzen und das Ampere aus e und der Sekunde zu definieren. Dabei
hat man allerdings eine entsprechend angepasste ‘krumme’ Zahl eingefiihrt, so dass der oben
angegebene historische Zahlenwert fiir 1o zumindest ndherungsweise respektiert wird.

Damit wollen wir unsere Abschweifung beenden.

Im GauB-System (bzw. Heaviside-Gauf-System, welches sich nur durch 47-Faktoren unter-
scheidet) setzt man das theoretische Verstidndnis voraus, dass F und D sowie B und H funda-
mental das selbe sind. Es gilt also ¢y = pg = 1.

Trotzdem sind, fiir die Elektrodynamik in Materie, die Felder D und H weiterhin niitzlich:
Es gilt nach wie vor
B =uH; D =€F;, (14.20)
wobei i, € dimensionslose Zahlen sind, deren Abweichung von 1 den Materie-Effekt charakteri-
siert.

Der qualitative Grund ist folgender: Per Definition, also geméafl
}Kﬁdf: Q  bzw. ]{ﬁdgz I (14.21)

nehmen zunéichst D und H in Anwesenheit von Materie genau die gleichen Werte an wie ohne
Materie, vorausgesetzt natiirlich die Quelle bleibt gleich (vgl. Abb. [75 und Abb. [76). Allerdings
lasst die Quelle die Materie i.A. elektromagnetisch reagieren, so dass die durch Probeladungen
wirklich messbaren Felder E bzw. B nicht den Wert annehmen, wie ihn eine gegebene Quelle
(Q oder I) im Vakuum erzeugen wiirde. Dieser Unterschied wird durch von Eins verschiedene
Werte € und p charakterisiert.

14.2 Maxwell-Gleichungen in Materie: Elektrostatik

Wir wollen das oben qualitative erkldren nun in etwas groflerem Detail analysieren, wobei wir uns
zunéchst auf die Elektrostatik konzentrieren. Ein E-Feld kann prinzipiell zu zwei verschiedenen
Effekten fiihren:

Erstens: Das Feld kann Dipole, die in der Materie schon vorhanden sind, ausrichten
(vgl. Abb. . Um das zu sehen, modellieren wir einen Dipol als einen kurzen Stab, charak-

terisiert durch eine Vektor [ mit fester Linge und zwei entgegengesetzten Ladungen an den
Enden, vgl. Abb.[7§ Das Dipolmoment ist

P=ql. (14.22)
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Abbildung 75: Eine Ladung () in Materie erzeugt ein per Definition materieunabhéngiges Z_j,
z.B. auf der skizzierten Sphére um ). Der messbare Feldwert auf dieser Sphére ist durch E # D
charakterisert.

(e /(V/é

Abbildung 76: Ein stromdurchflossener Leiter in Materie erzeugt ein per Definition materieun-
abhéngiges H, z.B. auf dem skizzierten Kreis um I. Der messbare Feldwert auf diesem Kreis ist
durch B # H charakterisert.

Im Feld wirkt auf jede der Ladungen eine Kraft

— —

F, = (E. (14.23)

Dadurch erhélt der Dipol im Feld einerseits eine von der Richtung von p abhéngige Energie:

W=—p-E, (14.24)
andererseits erzeugen die Kréfte ein auf den Dipol wirkendes Drehmoment

Mp=pxE. (14.25)

Beide Effekte fithren dazu, dass sich die Dipole nach Moglichkeit parallel zu E ausgerichten
werden.

Zweitens: Das Feld kann die Molekiile oder Atome der Materie polarisieren, also Dipole
erzeugen, vgl. Abb. . Dies geschieht dadurch, dass positive Ladungen in E—Richtung und ne-
gative Ladungen entgegengesetzt verschoben werden. Klarerzweise haben damit die entstehenden
Dipole automatisch die Tendenz, in E—Richtung ausgerichtet zu sein. Dies fiihrt zum gleichen
Resultat wie bei ‘Erstens’.

128



A E=0 E#0  {,n
K\ —2 —_— /l'ﬁﬂﬁ

Abbildung 77: Feld richtet Dipole aus.

2
7

Abbildung 78: Elementares Modell fiir Dipol.

Wir definieren nun die Polarisation als

5_ 2l
pP=== 14.26
AV ) ( )
wobei das Volumen AV iiber das wir die elementaren Dipole p; summieren, mikroskopisch sein
soll aber doch grof§ genug, um sehr viele Dipole zu enthalten. Die Polarisation P ist per Definition

eine gemittelte Grofle.

Betrachte wir nun ein makroskopisches Teilvolumen V' mit Rand 9V, in dem eine i.A. orts-
abhéngige Polarisation P(z) vorliegt, vgl. Abb. . Wir behaupten, dass in dieser Situation die
(atomare) Ladung im Volumen V' gegeben ist durch

Q.(V) = —7{15 -df. (14.27)

Zur Begriindung denke man sich zunéchst alle positiven und negativen Ladungen der Materie
paarweise exakt aufeinander, so dass P = 0. Dann sollen sie geméaf} einem gemittelten Verschie-
bungsfeld [ = f(f) getrennt werden, wodurch natiirlich viele kleine Dipole mit Dipolmomenten
p= qf entstehen. Nehmen wir zur Einfachheit an, dass dabei die negativen Ladungen an ihren
Plétzen bleiben und nur die positiven Ladungen jeweils um f(:i") verschoben werden.

Wir wollen die Dichte der Ladungspaare im Koérper mit p, bezeichnen. Dann kann man sich
mit elementarer Geometrie iiberlegen (vgl. Abb. , dass die Gesamtmenge positiver Ladungen,
welche V' verlassen, gegeben ist durch

jfppf-df:j{ﬁ-df: —Q.(V). (14.28)

Hierbei ist, wie aus der obigen Diskussion hervorgeht, P(Z) = p,(Z)1(Z) die Polarisation. Mit
Q.(V') bezeichnen wir die atomare Gesamtladung, welche nach ‘Einschalten’ des Verschiebungs-
feldes ! im Volumen V' enthalten ist.

Aufgrund des Satzes von Gaufl kann nun die letzte Gleichheit in ((14.28)) auch in differentieller
Form angegeben werden: L
VP =—p,. (14.29)
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Abbildung 79: Feld polarisiert Atome oder Molekiile.
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Abbildung 80: Gebiet mit Volumen V' und ortsabhéngiger Polarisation.

Hierbei ist p, die atomare Ladungsdichte, deren Integral iiber V' gerade @), ergibt.

Wenn es nun neben der aufgrund atomarer Dipole entstehenden atomaren Ladungsdichte
pa auch noch freie Ladungen und eine freie Ladungsdichte py gibt, dann erhdlt man fiir die
Gesamt-Ladungsdichte:

p=pf+ pa- (14.30)

Aufgrund der Maxwell-Gleichungen der fundamentalen Vakuum-Theorie gilt dann

VE = pf+ pa. (14.31)
Mit p, = VP folgt
v (E+ ﬁ) = p;. (14.32)
Jetzt definieren wir .
D=E+P, (14.33)

und haben damit unsere ersten beiden Maxwell-Gleichungen fiir den Fall mit Materie hergeleitet:
VD=p; VxE=-B. (14.34)

Wir erinnern, dass in der ersten Gleichung beide Groflen gemittelt sind. Die zweite Gleichung
ist homogen und bleibt damit unbeeinflusst von der Materie. Ergénzt werden die Gleichungen
durch die Beziehung

—

D=¢E, (14.35)

oder, dquivalenterweise,

P=x.E, (14.36)
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Abbildung 81: Das Einschalten eines Verschiebungsfeldes fiir positive atomare Ladungen fiihrt
zu einer Gesamtladung in V| welche durch ein Fliachenintegral berechenbar ist.

wobei
e=14 xe (14.37)

gilt. Wir betonen, dass bzw. fiir uns im Moment phiénomenologische Annahmen
darstellen, welche jedoch in vielen Féllen durch eine mikroskopische Analyse beweisbar sind.
Man bezeichnet € als Permittivitat oder Dielektrizitidtskonstante und . als elektrische
Suszeptibilitat.

14.3 Maxwell-Gleichungen in Materie: Magnetostatik

Unsere Analyse wiederholt im Wesentlichen die des letzten Kapitels:

Erstens: Ganz analog zum elektrischen Fall wird ein B-Feld schon vorhandene Dipole aus-
richten, vgl. Abb. [82]

b o & Bto & &b

Abbildung 82: Atomare magnetische Dipole, realisiert durch mikroskopische Kreisstrome in Ato-
men oder Molekiilen, werden durch ein B-Feld ausgerichtet.

Um dies zu quantifizieren, erinnern wir uns an die Beziehung zwischen magnetischem Dipol-
moment und Drehimpuls der Ladung:

lg- 1 1
m:§%L:§qf><17:éqrvéL:%véLﬂr? (14.38)

Hier haben wir eine Kreisstrom mit mikroskopischem Radius r = |Z| angenommen, siche Abb.[83|
Im letzten Ausdruck kénnen wir benutzen, dass ¢/27r die Linien-Ladungsdichte ist. Damit ist
(q/27r)v der Strom I. Also erhalten wir

m=IAf, (14.39)

wobei A f fiir den Flachenvektor der vom Strom umflossenen Fliache steht. Wir bemerken noch,
dass diese Formel allgemeiner gilt, also auch dann, wenn die Stromkurve keinen Kreis bildet.
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Abbildung 83: Kreisformiger Strom erzeugt Drehimpuls und magnetisches (Dipol-)Moment.

Mit der bekannten Formel fiir die Lorentzkraft F;, zeigt man weiterhin leicht, dass der Kreiss-
trom in einem Magnetfeld ein Drehmoment

Mp=mxB (14.40)

erfihrt, vgl. Abb. . Wir sehen, dass dies vollig analog zu unserem Resultat (14.25]) im elektro-
statischen Fall ist. Dies war auf Grund der Dualitét natiirlich zu erwarten.

=N 4,
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Abbildung 84: Kreisstrom erfahrt auf Grund seines magnetisches Moments im B-Feld ein Dreh-
moment.

Wir sehen also, dass das Feld die als Kreisstrom realisierten Dipole ausrichtet. Wie man sich
leicht {iberlegt, verlaufen die Feldlinien des ausgerichteten Kreisstroms so, dass sie im Inneren
des Kreisstroms das ausrichtende Feld verstarken. Das ist anders als beim elektrischen Dipol,
wo zwischen den beiden Ladungen des ausgerichteten Dipols das ausrichtende Feld geschwécht
wird. Wir werden darauf ganz am Ende des Kapitels zuriickkommen.

Zweitens: Wiederum analog zum elektrostatischen Fall werden beim Einschalten von B
Kreisstrome (und damit magnetische Dipole) auf atomarer bzw. molekularer Ebene induziert.
Aber es gibt einen wesentlichen Unterschied: Der Effekt ist jetzt wegen der Lenzschen Regel
entgegengesetzt — vgl. Abb. : Das Einschalten bzw. Anwachsen des Feldes B erzeugt ein £-Feld
und damit einen Strom. Dieser Strom erzeugt wiederum ein Feld B , welches dem urspriinglichen
B-Feld gegeniiber entgegengesetzt ist, B T B. Dies bezeichnet man oft als Lenzsche Regel.

Man leitet sie mit der Integralform der Maxwell-Gleichung VxE=-B , also

7{E~d§: —/ (até) df. (14.41)

Letztere heifit auch Induktionsgesetz.

Den beiden Féllen der Ausrichtung von Dipolen und der Erzeugung von Dipolen ist gemein-
sam: Ein Feld B in Materie fithrt i.A. zu einer von Null verschiedenen magnetischen Dipoldichte
bzw. Magnetisierung:

M meb . (14.42)
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Abbildung 85: Zur Lenzschen Regel
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Abbildung 86: Mikroskopisches Bild zur (gemittelten) Dipoldichte oder Magnetisierung M (%)
mit einer im Korper liegenden Flédche A.

Betrachten wir nun eine im Korper liegende Flache A mit Rand 0A, vgl. Abb. [86]

Man kann sich auf Grund dieses Bildes rein geometrisch iiberlegen, dass folgendes gilt:
/ Tu-df = ¢ M-ds. (14.43)
A

Hierbei integrieren wir links den mit der Magnetisierung verbundenen Strom 7, iiber die Fliche
und rechts die Magnetisierung iiber den Rand. Im Inneren der Féache tragt keiner der Kreisstrome
zum Integral bei auf der linken Seite bei: Grund ist, dass er, falls er die Fldache schneidet, dies
zwei Mal tut und der Strom zwei Mal mit entgegengesetztem Vorzeichen beitrigt. Anders ist
es am Rand der Fldche. Hier wird es Kreisstrome geben, welche den Rand 0A umschlieflen. Sie
durchdringen die Fache nur ein Mal und tragen so zum Integral des Stroms iiber die Fléache bei,
vgl. Abb. Dieser letzte Effekt wird aber ebenso von dem Integral rechts, also dem Integral
der Magnetisierung iiber den Rand, quantifiziert: Die Zahl der ausgerichteten Dipole pro Volume
ist ja gerade die Magnetisierung, und wenn diese grof} ist und parallel zur Randkurve 9A liegt,
dann werden viele Kreisstréme von der Randkurve durchdrungen.

Abbildung 87: Kreisstrom trégt zu [ 7-d f bei, wenn JA Kreis durchdringt.

Wir kénnen nun mit Hilfe von Stokes zur differentiellen Form der Beziehung ((14.43])
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iibergehen: L
v =V x M. (14.44)

Auflerdem gilt die folgende (Vakuum-)Maxwell-Gleichung:
VxB=7+J.+E. (14.45)

Hier haben wir rechts neben der Zeitableitung des E-Feldes den Gesamtstrom, j’z ff + fa. Er
setzt sich aus freiem und atomarem Strom zusammen. Letzterer wiederum ist die Summe von
Magnetsierungs-Strom und Polarisations-Strom:

Jo=Jm+ P (14.46)

Der Polarisations-Strom ist per Definition der Strom, der in Materie entsteht, falls sich die
Polarisation mit der Zeit dndert. Man kann sich rein geometrisch iiberlegen, vgl. Abb. [88] dass

7= P. (14.47)

Damit folgt _ .
VxB=J+Ju+P+E. (14.48)

Jetzt benutzen wir die weiter oben hergeleiteten Beziehungen jj, = V x Mund P+ E = D.

Wenn wir mit deren Hilfe j’M und P+ E ersetzen, so finden wir

Vx (B-i)=5+D. (14.49)
Wir definieren nun
H=B-M. (14.50)
Es gilt also '
VxH=7+D. (14.51)

Le
Abbildung 88: Eine Anderung der Polariation erzeugt eine Stromdichte.

Wie wir weiter oben argumentiert hatten besteht aufgrund der Ausrichtung atomarer Dipole
bzw. der Induktion atomarer Strome ein linearer Zusammenhang zwischen B und M. Damit
besteht also auch ein linearer Zusammenhang zwischen B und H. Wir konnen somit

— —

M = xnH (14.52)

schreiben, was die magnetische Suszeptibilitét x., definiert. Aquivelent dazu ist die Aussage

—

B=yuH, (14.53)
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wobei p = 1 4 X, als magnetische Permeabilitéit bezeichnet wird.

Zusammenfassend haben wir damit die Maxwell-Gleichungen in Materie in der Form

VxH=75+D VB =0 (14.54)

VD = p; VxE=-B (14.55)

hergeleitet. Wir betonen, dass hier alle Groflen als gemittelt zu betrachten sind. Die Maxwell-
Gleichungen werden ergénzt durch

—

D=¢£ ud B=puH. (14.56)

Dabei gilt € = 1 4+ x. mit x. > 0 sowie ¢ = 1 4 x,,. Man spricht von Paramagnetismus bei
Xm > 0, von Ferromagnetismus bei x,, > 1 und von Diamagnetismus bei x,, < 0.

Wie sehen, dass das Vorzeichen des Effekts im elektrischen Fall eindeutig ist, wihrend im
magnetischen Fall beide Vorzeichen auftreten kénnen. Ohne hier im Detail darauf eingehen zu
konnen, sehen wir doch zumindest die grundlegende Ursache fiir dieses Phéanomen: Im magneti-
schen Fall verstarkt der ausgerichtete Kreisstrom das duflere Feld in seinem Inneren, der durch
Induktion generierte Kreisstrom schwécht es hingegen. Im elektrischen Fall schwéchen sowohl
der ausgerichtete als auch der induzierte elektrische Dipol das duflere Feld.

14.4 Wellen in Materie

Natiirlich kann man die Maxwell-Gleichungen in Materie auch ausschliellich in B und E schrei-
ben. Dazu muss man H und D mittels der oben angegebenen Beziehungen eliminieren. Es folgt

o
I

V xB= w1y + ekl v 0 (14.57)

—

-B. (14.58)

-

V -

=,
1
I

1 —
= - V X
epf

Wenn wir nun Wellen betrachten wollen, so kénnen wir nicht mehr einfach 73 = 0, py = 0 setzen,
da Felder in Leitern Strome und damit Ladungen erzeugen kénnen. Entscheidend hierfiir ist das
Ohmsche Gesetz

7y = oE, (14.59)

mit der Leitfidhigkeit 0. Wir nehmen diese intuitiv einleuchtende Beziehung, die natiirlich trotz-
dem einer mikroskopischen Herleitung bedarf, hier als phanomenologische Tatsache hin. Zusam-
men mit Kontinuitédtsgleichung
Vi +p;=0 (14.60)
folgt daraus
pr=—Vi;=—0VE = —%pf. (14.61)

Wir erkennen, dass diese Differentialgleichung fiir die zeitliche Entwicklung der freien Ladungs-
dichte py zu einer exponentiellen Démpfung dieser Grofle fithrt. Dies ist konsistent mit der
phénomenologischen Tatsache, dass es in Leitern freie Ladungen nur an Oberfliche geben kann.
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Also diirfen wir annehmen, dass nédherungsweise p; = 0 gilt und die Maxwell-Gleichungen in
der Form

V x B = uokE + pek VB =0 (14.62)
VE =0 VxE=-B (14.63)

schreiben. Jetzt wiederholen wir die weiter oben skizzierte nichtkovariante Herleitung der Wel-
lengleichungen: Anwendung der Rotation auf die erste Gleichung liefert

ﬁx(ﬁxB)):uaﬁxE%—ueﬁxﬁ. (14.64)
Dies lésst sich mit Hilfe der letzten Gleichung umformen zu
v (ﬁé) ~AB =0 (—é) + e (—é) . (14.65)
Da die Divergenz von B verschwindet, folgt
(1€0?B + pod,B — AB = 0. (14.66)
Eine entsprechende Analyse, die mit der letzten Maxwell-Gleichung startet, liefert

1ed?E + pnod,E — AE =0. (14.67)

Wir konzentrieren uns nun auf ebene Wellen und nehmen O.B.d.A. an, dass die Wellenfront
in der x-y-Ebene liegt:

—

E = geilthz=wb) (14.68)

Einsetzen in die Wellengleichung fiir E liefert

—pew® —ipow + k* =0 wobei k=k, =|k|. (14.69)

Bei gegebenem reellem w wird k& komplex:
k = Re(k) +iIm(k). (14.70)

Wir sehen, dass das Auftreten eines von Null verschiedenen Imaginérteils an der Leitfihigkeit
o héngt. Der Imaginérteil von k entspricht einer exponentiellen Dampfung in 2z-Richtung und
somit einer endlichen Eindringtiefe des E-Feldes in Leitern.

Ab jetzt wollen wir annahmen, dass ¢ = 0 und somit & reell ist. Wir haben dann
w=—. (14.71)

Wir definien den Brechungsindex
n = \/pe (14.72)

und finden somit fiir die Phasengeschwindigkeit v, = w/k die Relation

n=—. (14.73)



Wenn wir nicht mit der Konvention ¢ = 1 arbeiten, lauten die entsprechenden Formeln

k
W= und n=—. (14.74)

V HE Up

Wir bemerken, dass p und € i.A. von der Frequenz abhéngen, so dass sich Gruppen- und Pha-
sengeschwindigkeit unterscheiden, v, # v,. Es gibt also in Materie eine nichttriviale Dispersion.

Es gébe an dieser Stelle noch viel mehr zu sagen. Zum Beispiel sind g und € i.A. Tensoren, weil
Materie in verschiedenen Richtungen verschieden auf Felder reagieren kann. Aber wir wollen uns
auf den einfachsten Fall der linearen Dispersion beschrénken und im letzten Kapitel die Brechung
sowie Reflexion ebener Wellen an der Grenzflache zweier Medien besprechen.

14.5 Brechung und Reflexion

Wie oben schon gesagt, besprechen wir hier nur den einfachsten Fall von Brechung und Reflexion.
Viel mehr interessante Details und eine tiefere Analyse finden sich z.B. in [7].

Wir betrachten die in Abb. [89| dargestellte Situation, bei der eine Welle von unten auf eine
in der 1-2-Ebene liegende Grenzflache zweier Stoffe trifft. Die einfallende Welle wird durch

|;w

E, = &, ¢iket—wel) ; B, =nk. x E, mit k

(14.75)

=

beschrieben. Der Ausdruck fiir Ee, insbesondere der vom Vakuum-Fall verschiedene Vorfaktor
n = /u€, folgt unmittelbar aus den Maxwell-Gleichungen in Materie. Wir betonen, dass der
Polarisationsvektor &, nichts mit der dielektrischen Konstanten e zu tun hat.

(5“;//*%“‘4 /(; ?ﬂe ,/( (h*/l{/chc’u/)

Abbildung 89: Die Grenzfliche zweier Stoffe liegt in der 1-2-Ebene. Eine von unten einfallende
Welle wird teilweise reflektiert und teilweise transmittiert.

Vollig analoge Ausdrucke gelten fiir die zur reflektierten und transmittierten Welle gehorigen
Feldstarken E,,,B sowie Et,Bt Bei der transmittierten bzw. gebrochenen Welle ist n durch

n' = /'€ zu ersetzen.
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Betrachten wir nun zunéchst die reine Kinematik, also nur die Richtungen der Wellen: Um
iitberhaupt eine Chance zu haben, an der Grenzflache stetige Anschlussbedingungen zu erfiillen,
miissen alle 3 Wellen mit gleicher Frequenz oszillieren:

We =Wy =Wt = W. (14.76)

Des Weiteren, miissen stetige Anschlussbedingungen entlang der gesamten Grenzfliche gelten.
Dazu miissen die Phasen aller drei Wellen sich in gleicher Weise als Funktion von !, 2? indern,
also

-

ke-x” =

>

IS k, - ) fiir alle T = <x1> . (14.77)

X2

Das impliziert, dass die Projektion jedes der 3 Vektoren k, (mit * = {e,r,¢}) auf die horizontale
Ebene gleich ist. Es folgt, dass alle 3 Vektoren £, in der gleichen vertikalen Ebene liegen miissen.
Die Gleichheit des Betrags ihrer Projektion auf die Grenzflache bedeutet

|| sin . = |k, | sin g, = |k|sin g, . (14.78)

Jetzt benutzen wir die Beziehungen

|ke| = [k = nw (14.79)
sowie B
k| =n'w. (14.80)
Damit folgt einerseits
sin g, = sin g, , (14.81)

also die Gleichheit von Einfalls- und Reflexionswinkel. Andererseits findet man die als
Gesetz von Snell oder Snellius bekannte Beziehung

nsin @, = n’ sin @, (14.82)

zwischen Einfalls- und Transmissionswinkel.

Jetzt wenden wir uns der Dynamik zu, also der Intensitét der Wellen sowie ihrer Polarisation
und Phase. Dazu miissen wir die Anschlussbedingungen an der Grenzfliche im Detail studieren.

Betrachten wir dazu zunachst den in Abb. skizzierten sehr flachen Quader, welcher von
der Grenzfliache zentral geschnitten wird. Wenn wir annehmen, dass es an der Grenzflache keine
freien Ladungen gibt, dann folgt mit Maxwell

Ddf =Q;=0. (14.83)
ov

Da das Oberflichenintegral von Deck- und Bodenfldche dominiert wird, folgt damit, dass D, an
der Grenzflache stetig ist.

Jetzt fithren wir ein analoges Argument mit einem entsprechenden diinnen Rechteck,
vgl. Abb. [01] durch: Wir finden mit Maxwell

]{ E-di=0, (14.84)
0A
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Abbildung 90: Flacher Quader V, dessen Deck- und Bodenfliche jeweils ober- und unterhalb
Grenzflache liegen.
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Abbildung 91: Diinnes Rechteck A, dessen lange Seiten jeweils ober- und unterhalb der Grenz-
flache liegen.

woraus diesmal die Stetigkeit von EII folgt.

Jetzt wiederholen wir die beiden obigen Argumente fiir das B und H-Feld: Zunéchst inte-
grieren wir V - B iiber V und finden

f{ B-df =0. (14.85)
oV
Es folgt, dass B, stetig ist. Dann integrieren wir V x H =0 iiber A und finden

]{ ﬁ.d§:1f+/5-df. (14.86)
0A A

Wir nehmen an, dass es an der Grenzfliche keinen freien Strom gibt, I; = 0. Auflerdem ver-

schwindet das Integral von D in dem Grenzwert, dass das Rechteck beliebig flach wird, was wir
natiirlich annehmen. Also gilt

f H-d5=0, (14.87)
0A

und damit folgt die Stetigkeit von H I

Wir beschrénken uns im Folgenden auf lineare Polarisation und analysieren zunéchst den
Fall, dass das E-Feld parallel zur Einfallsebene liegt. Es geht also um zur Einfallsebene parallele
Polarisation, vgl. Abb. [92]
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Abbildung 92: Skizze zu Brechnung und Reflexion bei paralleler Polarisation. Die Pfeile charak-
terisieren das F-Feld, die Kreise mit Punkten im Zentrum stehen fiir ein B-Feld, welches aus
der Blattebene heraus zeigt.

Wir wollen die Notation: €, = |&,] fiir die Betrége der Polarisationsvektoren verwenden. Aus
der Stetigkeit von E) leitet man mittels der Skizze ab, dass

(Ee — &) COS P = €4 COS Py . (14.88)
Als Néchstes wollen wir die Stetigkeit von H | nutzen, was hier
’ﬁe| + |I—_jr| = |I——7t| (1489)

impliziert. Wir erinnern uns, dass H=B8 /. AuBerdem gilt in unserer Beschreibung der Welle
|B| = \/eu|E| = /€z|g]. Damit folgt

/
Hepl = [~ e und H| =] =< (14.90)
’ pwo W
und wir finden schliellich
/
(ce + 1) \/g — &y /% . (14.91)

Wir definieren nun die Amplituden der reflektierten und transmittierten Welle, jeweils relativ
zur einfallenden Welle:

=" A=t 14.92
Ee T e ( )
Aus [14.88| folgt damit
1A, = A, 22% (14.93)
COS Pe
und aus [14.91] folgt
!/
14+ A=A |2 (14.94)
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Wir konnen A; eliminieren, indem wir den Quotienten der beiden Gleichungen bilden:

1—A,  cosyy We

= = 14.95
1+ A, cosp. eépu “ ( )

wobei wir zur Abkiirzung die Konstante a definiert haben. Wir formen um,

1—-A, =a+adA,, (14.96)

und 16sen nach A, auf:

l—a yépucosp. —/p/ecos g
" l4a  éucosp.+ ilecosp,

Wenn wir jetzt noch die oben schon angegebenen Definitionen n = /e und n’ = /p/’¢ benutzen,
so erhalten wir

(14.97)

e n'(pu/p') cos e —mncos gy
ce 0 (p/p) cos e +ncos g

(14.98)

Ebenso folgt:

& _ 2n Cos pe (14.99)

ee n'(p/p)cos e —ncosp,

Jetzt wollen wir noch die Formeln fiir den Fall angeben, dass das F-Feld orthogonal zur Ein-
fallsebene liegt. Man spricht von senkrechter Polarisation. Die Analyse geschieht in volliger
Analogie zum von uns durchgerechneten parallelen Fall. Das Resultat lautet

g mcosp, —n'(p/p') cos p,
e mcospe +n'(pn/p') cos gy

(14.100)

S 21 €08 e (14.101)

€ mcosp. —n'(p/p')cos pr
Gleichungen ((14.98)—(14.101)) sind die berithmten Fresnelschen Formeln.

Man beachte, dass im optisch relevanten Frequenzbereich fiir die meisten hier interessanten
Stoffe pu/p’ ~ 1 gilt. AuBerdem kann die obige Analyse leicht auf den Fall mit o # 0 verallgemei-
nert werden. Sowohl in solchen Féllen als auch im Fall der Totalreflexion ergeben sich komplexe
n, komplexe Winkel und damit komplexe Wellenvektoren, so dass es statt zu oszillierenden auch
zu exponentiell abfallenden Feldstarken kommen kann, vgl. exp(ikz) mit Im(k) > 0. Viel mehr
zu dem Thema finden Sie in zahlreichen Lehrbiichern, insbsondere [7], sowie auf Wikipedia, wo
es einen ausfiihrlichen Artikel zu den Fresnelschen Formeln gibt.

Bevor wir zum Schluss kommen, wollen nochmal daran erinnern, dass die ganze in die-
ser Vorlesung besprochene Vielfalt von Phdnomenen aus der sehr einfachen und mathematisch
natiirlichen Wirkung

1
S = / d*z (——F2) + e/ A, dz" —m ds mit F. =0,A, —0A, (14.102)
R1,3 4 WL WL

folgt. Im Fall mit Materie wird diese nur ergénzt um einige Annahmen aus der statistischen Me-
chanik. Insofern stellt die klassische Elektrodynamik ein wirklich schones Beispiel einer Theorie
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dar, die sozusagen ‘aus einem Guss’ ist — logisch und mathematisch sehr klar und (fast) ohne
‘offene Enden’.

Eine wesentlich kompliziertere aber auch interessantere klassische Feldtheorie ist die all-
gemeine Relativitédtstheorie. Diese sollte fiir Sie mit den hier erlernten Methoden unmittelbar
zugéanglich sein. Des Weiteren muss die Elektrodynamik natiirlich quantisiert werden, um so zur
Quantenelektrodynamik oder QED (allgemeiner: Quantenfeldtheorie) zu werder. Bevor Sie die-
sen Schritt gehen konnen brauchen Sie noch die Quantenmechanik aus dem néchsten Semester.

Vielen Dank fiirs Zuhoren und Mitmachen. Viel Erfolg bei der Klausur und schone Ferien!
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