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1 Dynamische Systeme

Dynamische Systeme sind mathematische Modelle zeitabhéangiger Prozesse. Beispiele finden sich nicht
nur in Mathematik und Physik, sondern auch in biologischer Modellbildung und in vielen Bereichen
der Wirtschaftswissenschaften. Im Allgemeinen betrachtet man autonome Systeme, i.e. Systeme ohne
von Aussen aufgeprigte Zeitabhéngigkeit, derer zeitliche Entwicklung nur von der Anfangsbedingung
abhangt.

Der Zustand des Systems sei durch einen Punkt s in einem Zustandsraum S gegeben. Der Zustandsraum
kann diskret oder kontinuierlich sein, oder auch ein Raum von Funktionen sein.

Diskreter Zustandsraum:

Beispiel: Menge von natiirlichen Zahlen {nq,ny---ng}, die die Anzahl von Individuen verschiedener
Spezien angeben.

Beispiel: n; = {0,1}: System von binédren Eigenschaften, z.B. Besetzung von Gitterpunkten,

Kontinuierlicher Zustandsraum:
Beispiel: Punkt s in einem k-dimensionalen Raum S = R* mit Koordinaten {sy, s2 - sy }.

Raum von Fuktionen:
Beispiel: Funktionen ¢(x), wobei x ein Vektor in einem d-dimensionalen Raum ist.

Die (zeitliche) Entwicklung des Systems kann durch eine Abbildung gegeben sein:
S(tp+1) = F(s(tn)) (1.1)

wobei wir uns auf autonome Systeme beschrédnken wollen, also auf Systeme bei denen F(s) nicht
explizit von der "Zeit” t,, abhangt. Im Fall eines diskreten Zustandsraums spricht man von zelluldren
Automaten.

Im Fall eines kontinuierlichen Zustandsraums kann die (zeitliche) Entwicklung auch durch einen Satz
von gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung gegeben sein

d
Ss(t) = F(s(t)) (1.2)

Die zeitliche Entwicklung im Fall eines Zustandsraums von Funktionen ist im allgemeinen durch par-
tielle Differentialgleichungen oder Integralgleichungen gegeben.

Im folgenden werden wir uns weitgehend auf Abbildungen und Systeme von gewhnlichen Differenti-
algleichungen in einem k-dimensionalen kontinuierlichem Zustandsraum beschrénken.

2 Logistische Abbildung als Prototyp dynamischer Systeme

Ein sehr einfaches nichtlineares dynamisches System mit nur einem Freiheitsgrad ist die logistische
Abbildung, die aber wesentliche Aspekte dynamischer Systeme und chaotischen Verhaltens zeigt. Sie
ist gegeben durch

Tnt1 = F(xy,) F(x)=ax(l—x) (2.1)

Sie wurde zunéchst als Modell fiir die Entwicklung von Populationen formuliert, in dem nicht nur
die Reproduktionsrate, sondern auch eine beschriankte Nahrungsresource berticksichtigt wird. In einem
gegebenen Zeitraum, z.B. einem Jahr, wéchst die Population durch Reproduktion um einen Faktor f,.
Die Sterberate hangt vom Verhéltnis von Population zu Resource ab, also fs = f, + f' N/R. Damit
erhélt man
/
Nn+1:(1+fr_fs)Nn:(1+fr_fo) Nn_fENg (2'2)
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Die obige Form (2.1) erhdlt man durch die Substitution
ff N

a=14+fr—fo x:mﬁ

(2.3)

Gangz ahnlich kann der Lebenszyklus eines neu eingefithrten Produkts modelliert werden. Die Verkaufs-
rate des neuen Produkts hdngt von seinem Bekanntheitsgrad, also von der Zahl der schon verkauften
Produkte ab. Eine Séttigung tritt ein, wenn schon jeder potentielle Konsument das Produkt gekauft
hat. Die Zahl der in einer bestimmten Periode verkauften Produkte folgt z.B.

Npi1— Np=¢N, (1 - N,/N) (2.4)
Auch hier erhélt man (2.1) mit

c N

a=1+4c¢c T = =
1+c¢ N

(2.5)
Auch manche Regelungsprozesse konnen auf die logistische Abbildung zuriickgefiihrt werden. Dabei
hat man eine zu regelnde Grofie r, die von einer Stellgrofe s abhingt

r = R(s) (2.6)

Der Sollwert sei 7 und bei Abweichung von diesem Sollwert werde die Stellgrofie proportional zu dieser
Abweichung geéndert, also

Sn41 — Sn = (R(sp) —T) (2.7)
Der Sollwert 7 werde bei einem Stellwert § erreicht, wobei
R(5) =T (2.8)

Néhert man die Funktion R(s) durch eine Parabel an

R(s) =7+ Ry (s —5) + Ry (s — 5)* (2.9)
liefert die Substitution
a=1+cR; x——li‘zle(s—s) (2.10)

wieder die Standardform (2.1) der logistischen Abbildung. Der Kontrollparameter a der logistischen
Abbildung ist damit durch die Stérke ¢ der Riickkopplung gegeben.

2.1 Uberblick: Fixpunkte, periodische Lésungen und Chaos

1f ()

8

Eine grafische Darstellung der Iterationsschritte der Abbil- g [.....
dung, wie in der Figur gezeigt, ist flir qualitative Diskussio- g [----/-
nen niitzlich.
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Attraktiver Fixpunkt z* =0
fir0<a<1

Repulsiver Fixpunkt z* = 0
Attraktiver Fixpunkt z* > 0
firl<a<?2

Monotone Anndherung.

Repulsiver Fixpunkt z* =0
Attraktiver Fixpunkt z* > 0
fir2<a<3

Oszillierende Anné&herung.
Superstabiler Orbit fir a = 2

Repulsive Fixpunkte z*=0 und z* >0
Attraktiver Periode 2 Orbit

fir 3 < a < 3.447

Fiir 3.447 < a < 3.560 Periode 4, 8, 16

Repulsive Fixpunkte z*=0 und z* >0
Chaos und periodische Orbits
fiir 3.560 < a < 4.0
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f(x) x
1
Fir a = 4 voll entwickeltes chaotisches

Y Verhalten im Bereich 0 < z < 1

£(x) x

v Fir a > 4 kann die Trajektorie den

0 x 1 7 . Bereich 0 < z < 1 verlassen (Krise)
x, = 0.7 a = 4.01

Bifurkationsdiagramm:

Fiir jeden Wert von a werden zunéchst ca.
1000 Iterationen zur Beriicksichtigung von
Einschwingvorgéngen durchgefiihrt. Die Néch-
sten ca. 200 Iterationswerte werden als Punkt
eingezeichnet. Fiir a > 3.569945672 zeigt sich
chaotisches Verhalten mit eingebetteten peri-
odische Fenstern. Diese zeigen selbstdhnliche
Strukturen.
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2.2 Stabilitdt von Fixpunkten, Lyapunov Exponent
Ein Fixpunkt z* ist definiert durch

f(z*) =2" (2.11)
In der Nihe des Fixpunktes kann die Abbildung nach § = x — z* entwickelt werden

Tpt1 = 2"+ pp1 = f(2") + f(27) 0y Opt1 = f'(2") 0n (2.12)

Man erhélt als Losung

50 = £ 5, e = |f'(a")] + = sign(f'(z")) (2.13)
und
02 = 22 52 (2.14)

Den Exponenten A bezeichnet man als Lyapunov Exponent. Fiir einen stabilen Fixpunkt ist | f/(2*)| < 1
und damit A < 0. Betrachtet man zwei benachbarte Trajektorien mit Anfangswerten zg und
Yo = To + €9, so gilt fir kleine € entsprechend

2 = 2An 2 (2.15)

n
Superstabiler Fixpunkt: f/(z*) =0 und A = —c0
2n+1

Oni1 = 2" (%) 02 = (Lf"(a*))" ' 62 (2.16)

Hier ist die Konvergenz sehr viel schneller.

1/ (@) 1 () 1 () 1 () 1/ (x)

< \
3 >
>

3
” >

T x” z T T
f'(z*) >0 instabil  f'(z*) >0 stabil f'(z*) =0 superstabil f'(z*) <0 stabil f'(z*) <0 instabil
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2.3 Periodische Orbits

Einem n-periodischem Orbit einer Abbildung f(x) entsprechen n Fixpunkte in der n-fach iterierten
Abbildung f,(z).

1 1

£0x) £nx) Beispiele:
2-periodischer Orbit
x 1 x 1
f2(x) a=34
£(x) fn(x)
4-periodischer Orbit
X 1 X
fa(x) a=3.5
£(x) fn(x)
AN
8-periodischer Orbit
x 1 0 X
fs(x) a = 3.56
£(x) fn(x)
3-periodischer Orbit
x 1 x 1

fa(x) a=3.86
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2.4 Voll entwickeltes Chaos

1

Fir a = 4 wird sowohl der Bereich x = 0---3, wie auch der Bereich x = %1 auf den vollen

Bereich f(z) =0---1 abgebildet. Damit kann aus einem Bildpunkt f(x) nicht mehr eindeutig auf den
Ausgangspunkt geschlossen werden. Die Abbildung ist damit nicht invertierbar.

Betrachtet man Ausgangspunkte mit einer Dichte p(x), ist die Dichte der Bildpunkte

1
py(z) = /0 dy p(y) 6(f(y) — ) (217)

Fiir eine sogenannte invariante
Dichte p(z) gilt pr(x) = p(x).
Fiir die logistische Abbildung mit
a = 4 existiert eine kontinuierli-
che invariante Dichte

p(x) = m (2.18)

Die Existenz einer kontinuierli-
chen invarianten Dichte ist ganz
allgemein ein mogliches Kriteri- |
um fiir chaotisches Verhalten.

a=4

Betrachtet man zwei benachbarte Trajektorien mit Anfangspunkt xo und zg + dg, dann ist, fiir kleine
Jo nach einer Iteration (siehe (2.13))

01 = f(wo + do) — f(xo) = f'(x) o = £ 5, (2.19)

Nach n Iterationen ist

O = £ [J 1) g = eXaXon1) 5, — e g (2.20)
—1 6o — 0
n — oo

Die Werte x,, durchlaufen fiir n — oo alle Punkte mit einer Rate, die durch die invariante Dichte
gegeben ist. Damit ist der Lyapunov gegeben durch

A= /dx wu(x) In (’f’(m)‘) (2.21)

Diese Definition gilt auch fiir Fixpunkte oder periodische Orbits, wobei hier die invariante Dichte durch
eine Summe von d-Funktionen gegeben ist.

Fiir die logistische Abbildung mit a = 4 erhélt man A = In(2) = 0.6931...

1

’ UM AR T S | Fiir @ = 4 verdoppelt sich damit
’ "...","":.v'-."-..'.".‘."--..',”.'-."_"'MIF'[I'lﬂl’ﬂl"lmll"ﬁ"."lll die Abweichung im Mittel pro
Schritt. Bei einem Anfangswert

' || e I II[ “ S0 = 107 st nach ca. 50
o " al 'Jl"lw HW‘JM'] VL 'I“ Schritten ein Wert ~ 1 erreicht.
. ‘ wee e e TR Ahnliches Verhalten zeigt sich
(| | II auch fiir andere Werte des Kon-

ozt dith il : 0 trollparameters.
a=4 §,=10"1° a=3.6 §,=10"1°

*
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Dies zeigt, dass auch bei extrem genauer Kenntnis der Anfangswerte in einem chaotischen System,
eine Vorhersage nur iiber kiirzere Zeiten moglich ist. Ein positiver Lyapunov Exponent ist, neben
der Existenz einer kontinuierlichen invarianten Dichte, eine alternative Charakterisierung chaotischer
Dynamik.

2.5 Bifurkationen

Falls f(z) von einem Parameter abhéngt, kann sich die Existenz oder Stabilitit von Fixpunkten an
speziellen Werten des Parameters, sogenannten Bifurkationen, &ndern.

A A

e LA

>

1
T d l l l Bei einer ”transkritischen Bifurkation”
vertauschen zwei Fixpunkte, ein attrakti-

a ver und ein repulsiver, ihre Stabilitat.
transkritische Bifurkation
A A
l Y,
/ 5
v > >
l\ An einem Sattel-Knoten entsteht ein Paar
v von Fixpunkten, von denen einer attraktiv
a und der andere repulsiv ist.
Sattel-Knoten
A A An einer Heugabel-Bifurkation (Pitchfork)
l )/ entsteht aus einem attraktiven Fixpunkt
l l T T ein Paar von attraktiven Fixpunkten und
> > l_ ein dazwischenliegender repulsiver Fix-
; T T T X l punkt. Bei einer invertierten Heugabel-
. Bifurkation ist die Rolle von attraktiv und
a repulsiv vertauscht.

Heugabel-Bifurkation

A A
~ l Y.
\ l l T T An einer Hopf-Bifurkation entsteht aus
\' " l einem attraktiven Fixpunkt ein repulsiver
~— T T T ¥ l Fixpunkt und ein attraktiver Periode
2 Orbit. Auch hier gibt es die inverse

. . a Verzweigung.
Hopf-Bifurkation Fixpunkt — Periode 2 Orbit
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2.6 Bifurkationsdiagramm der logistischen Abbildung

1 a) Transkritische Bifurkation
*r=0—=2">0flra=1
T
b) Hopf-Bifurkation (Heugabel-
Bifurkation) zu Periode 2 fiir
a=3
c¢) Hopf-Bifurkation zu Periode 4 fiir
a = 3.446
d) Ende der Periodenverdopplungs-
kaskade a = 3.569945672
e) Bandverschmelzungspunkt  von
Zweiband- zu Einbandchaos fiir
0 a a=3.68
a = O LIRS 4
1

f) Sattel-Knoten-Bifurkation zu Pe-
riode 3 fiir a = 3.828

g) Hopf-Bifurkation zu Periode 6 fiir
a = 3.842

h) Krise-Bifurkation von Dreiband-

f

0 zu Einbandchaos fiir a = 3.857
a=38--:-3.9

Zwischen a = 3 und a = 3.569945672 findet man eine Kaskade von 1

Periodeverdopplungen. (@)

Im Folgendem Intervall bis a = 3.68 findet sich eine inverse Kaska- ) P —— .
de von Bandverschmelzungen chaotischer Bander. An den Bandver- '
schmelzungspunkten wird ein Teilbereich wieder vollstdndig auf sich
selbst abgebildet. Die invariante Dichte ist, wie auch bei a = 4 konti-
nuierlich.

Eingebettet in chaotische Bereiche finden sich "Fenster” mit periodi- .
schen Orbits, Periodenverdopplung und Béndern chaotischer Dyna- 0 a=3.68 x 1
mik.
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2.7 Lyapunov Exponent

1

Der Lyapunov Exponent ist im Bereich
der Periodenverdopplung A < 0, wobei
an den Hopf-Bifurkationspunkten A = 0
ist. An den superstabilen Punkten geht
A — —oo. Im chaotischen Bereich sind
periodische Fenster mit A < 0 eingebettet,
wobei allerdings nur Fenster mit nicht
allzu groker Periode aufgelost werden.
Die Bereiche, in denen A > 0 gefunden
wird, enthalten sehr enge Fenster mit
hoher Periode. Dabei findet man sehr
lange Transienten, die bei numerischen
Rechnungen einen effektiven Lyapunov
Exponenten A > 0 vortauschen.

0 ( MW Der Ausschnitt zeigt den Lyapunov
‘ ﬂ /\F [ Exponenten im Bereich des Periode 3

\ Fensters. Das Bifurkationsdiegramm und
‘ der Lyapunov Exponenten &hnelt dem

f Verlauf im gesamten Bereich a = 0---4.
‘ Am Ubergang von Dreiband- zu Ein-

bandchaos (Krise) springt der Lyapunov
2 Exponent.
3.8 a 3.9
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2.8 Selbstahnliches Verhalten

0

a=3---4

Durch Skalenénderung (und
Spiegelung) kann man Teile
des Bifurkationsdiagramms in
guter Naherung auf den ge-
samten Bereich abbilden. Ent-
sprechend kann bei geeigne-
ter Skalierung und geeigneter
Wabhl von a,, und a9, die Ab-
bildung f, mit einem Aus-
schnitt der Abbildung fs, zur
Deckung gebracht werden.

fa(z) a=3.5

12

/1

fs(z) a=3.56

Dieses selbstahnliche

Verhalten kann quantifiziert werden und

fiihrt zu Skalengesetzen in

Form von Potenzen und kritischen Exponenten. Die in der Periodenverdopplungskaskade auf-

tretenden Perioden sind n = 2F. Die Parameterwerte an den
jeweiligen superstabilen Punkte seien ag, und die Skalierung ist
durch den Abstand Aj zwischen dem superstabilem Fixpunkt
T = % und dem néchsten instabilen Fixpunkt der Abbildung

for gegeben (siehe Figur). Man definiert die Grofen

A1
JAVA

— Qg1
Qoo — Ak

Qoo

€k = Qoo — Ak o = und § = (2.22)

wobei o« und § im Grenzfall k£ — oo gegen feste Werte konvergiert.
Damit wird aoo — ar ~ @ % und Ay ~ §7F.

for ()

T

k n ay € 8g g In der Tabelle sind die entspre-
0 1 2 1.5699457 chenden Werte aufgelistet. o« und
1 2 3.236067978 | 0.3338777 ¢ sind universelle Grofken. Die glei-
2 4 | 3498561699 | 0.0713839 | 4.708943 | 2.654744 chen Werte findet man auch in den
3 8 | 3.554640863 | 0.0153048 | 4.680771 | 2.531838 Fenstern oder in anderen dynami-
4 | 16 | 3.566667380 | 0.0032789 | 4.662960 | 2.508718 schen Systemen, die eine Perioden-
5 | 32 | 3.569243531 | 0.0007021 | 4.668404 | 2.504113 verdoppelungskaskade zeigen. Die n-
6 | 64 | 3.569795294 | 0.0001503 | 4.668953 | 2.503161 fach iterierte Abbildung konvergiert
7 | 128 | 3.569913465 | 0.0000322 | 4.669157 | 2.502961 gegen eine Abbildung, die
8 | 256 | 3.569938774 | 0.0000069 | 4.669191 | 2.502919
9 | 512 | 3.569944195 | 0.0000015 | 4.669199 | 2.502910 ffyie) = —afi(=£&;5)  (223)
10 | 1024 | 3.569945355 | 0.0000003 | 4.669201 | 2.502908 orfiillt.
0 | oo | 3.569945672 — 4.669202 | 2.502908
2.9 Abschatzung der Zahl der Fenster
Fiir die Zahl der Fenster lasst sich eine untere Schranke angeben. x 0 1
Betrachten wir zunédchst a = 4. Durch f(z) wird der Bereich f(z) >
x=0---1 zweifach auf sich selbst abgebildet, durch fa(z) vier- S
fach und allgemein durch f,(z) 2"-fach. Damit enthélt die Ab- F2(@) 5 >
bildung fy,(z) fiir @ =4 2" instabile Fixpunkte. Falls n = p eine c >
Primzahl ist, entsprechen diese Fixpunkte den Fixpunkten z* = 0 f3(@) c >

und f(z*) = 2* > 0 der urspriinglichen Abbildung f(z), sowie

(2P — 2)/p instabilen p-periodischen Orbits.
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Fiir a < 4 wird der Bereich z = 0-- -1 nicht mehr vollstan-
dig 2P-fach auf sich selbst abgebildet, und bei bestimmten
Werten von a verschwinden jeweils zwei p-periodische Or-
bits in Form einer Sattel-Knoten Bifurkation. In einem end-
lichen Bereich oberhalb dieses Wertes findet sich ein stabiler
p-periodischer Orbit, Periodenverdopplung und n-Band Cha-
0s. Das Fenster ist nach oben durch eine Krise-Bifurkation
begrenzt. In diesen Punkten hat die Abbildung eine invari-
ante Dichte, die aus p kontinuierlichen Stiicken besteht.

Is(x)

Dies wiederholt sich bei kleineren a-Werten, und es existieren
insgesamt

Zy, = (2 —2)/2p (2.24)

Fenster der Periode p. Mit wachsendem p nimmt also die Zahl der Fenster rasch zu: Z3 =1, Z5 =
3, Z7 =19, Z11 =93, Zi3=315 Zi; =3855, Zi9=13797. Die Zahl der p-periodischen Fenster
ist damit {iberabzéahlbar. Jedes derartige Fenster beansprucht einen, wenn auch kleinen, Wertebereich
von a-Werten. p-periodischen Fenster kénnen nur fiir @ > 3.68, dem Wert der letzten Bandverschmel-
zung, auftreten. Genauere Abschétzungen liefern, dass diese Fenster das Intervall 3.68 < a < 4 nicht
vollstdndig ausschopfen.

Innerhalb jedes Fensters findet sich wieder chaotische Bereiche mit Fenstern. Damit finden sich Fen-
ster mit beliebiger Periode n. Zerlegt man n in seine Primfaktoren n = pl % p2 % - - -, findet man ein
n-periodische Fenster in einem pi-periodischen priméren Fenster, dort innerhalb eines po-periodischen
Fensters innerhalb der chaotischen p;-periodischen Bander, - --. Damit erhélt man eine noch viel gro-
Rere Zahl von Fenstern. An den oberen Grenzen jedes dieser Fensters findet man Chaos mit stiickweise
stetiger invarianter Dichte und positivem Lyapunov Exponenten. Diese Punkte, obwohl es {iberabzéhl-
bar viele sind, haben ein verschwindendes Lebesque-Mak.

Die verbleibenden a-Werte besitzen keine endlichen Umgebungen. Jeder Wert von a ist entweder inner-
halb eines Fensters, oder es existiert ein Fenster in jeder beliebig kleinen Umgebung. Trotzdem haben

diese Werte ein endliches Lebesque-Malfs.
M
i
a = 3.99027 hat beispielsweise eine Breite von 1074, HT l!
i
P

a=3.99027 t

Diese Strukturen sind allerdings in numerischen Simulatio- J
nen kaum sichtbar, da die Fenster sehr schmal sein kon-
nen, und da bei Fenstern mit hoherer Periode lange Tran- H {
sienten auftreten (siehe Figur). Das Periode 5 Fenster bei “

—

5

1

f————
—
os—0

3.9902 —a -
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3 Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen

In der Physik, aber auch in vielen anderen Bereichen findet man Gesetzméfhigkeiten fiir die zeitliche
Entwicklung, die durch gekoppelte gewohnlicher Differentialgleichungen gegeben sind. Die Zustands-
variablen des betrachteten Systems seien x1, xo, - ). Sie bilden der k-dimensionalen Zustandsraum.
Sie geniigen Bewegungsgleichungen der Form

T zi(t) = Fi(@1(t), z2(t) - - - 2 (1)) T x(t) = F(x(t)) (3.1)

wobei F(x) stetig differenzierbar sei und nicht explizit von der Zeit abhédngen soll. Letzteres ist keine
wesentliche Einschrinkung, da eine explizite Zeitabhéngigkeit oft durch Hinzunahme weiterer Frei-
heitsgrade berticksichtigt werden kann.

In der Physik hat man es oft mit dissipativen Systemen zu tun, deren Phasenraum kontrahierend ist.
Betrachten wir ein infinitesimales Volumen im Phasenraum

oV = [ 6 (3.2)
Dessen zeitliche Anderung ist

5v Z dtéaz,HémJ (3.3)

J#i
Dabei ist
d _ d d _ B OF;(x)
aézz—a(zz+5$z)_&xz—Fz($z+5131)_Fz(l‘z)— 81,1 61 (34)
und
5v Z 8% ) 5v = div- F(x) 0V (3.5)

In dissipativen Systemen (Systemen mit kontrahierendem Phasenraum) ist div-F(x) < 0 fiir alle x,
fiir konservative Systeme ist div-F(x) = 0.

Der Phasenraum eines mechanischen Systems ist durch die Impulse p und Orte q aller Teilchen gegeben.
Die Hamiltonfunktion sei H(p, q). Falls auch Reibung vorhanden ist, sind die Bewegungsgleichungen

(3.6)

d  0H(p,q) d  0H(p,q)
dtpz 8(]1 ZA’Ljp]

dt dt 4= Gp,;
wobei die Reibung durch eine positiv definite Matrix A mit Elementen A;; gegeben ist. Damit wird

O*H
F = A+ 2| = —TrA .
div - Z { apl 8q, + B4, ap,-] rA <0 (3.7)

d
Fiir konservative Systeme ohne Reibung, i.e. A = 0, ist a&V = 0. Derartige Systeme werden wir

spater diskutieren.
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3.1 Attraktoren in kontrahierenden Systemen

Die Dynamik kann als kontrahierende Stréomung im Phasenraum aufgefasst werden, beschrieben als
zeitabhéngige Abbildung 7 (¢) des Phasenraums auf sich selbst, so dass x(t) = T (¢)x(0). Falls ein
Teilvolumen V,, existiert, so dass T (t) V, ganz in V,, liegt, also T (t)x € V, fiir alle x € V,, dann hat
der Teilbereich

Y = lim T(t)V, (3.8)

t—o0

verschwindendes Volumen. Weder V, noch Y miissen kompakt sein.

Ein Attraktor ist ein Teilbereich X von Y, der unter der Dynamik invariant ist, also
TH)X =X (3.9)

und der eine attraktive Umgebung besitzt.

Als Doméane oder Attraktionsbereich eines Attraktors bezeichnet man den Bereich Bx so dass
T(t)x — X fir alle = € Bx. Falls mehrere Attraktoren X;, X5 --- K, existieren, iiberlappen sich
deren Doménen nicht, fast jeder Anfangspunkt konvergiert aber gegen einen der Attraktoren.

Beispiele fiir Attraktoren sind Fixpunkte, Grenzzyklen und ”seltsame Attraktoren”, die wir im Zusam-
menhang mit chaotischem Verhalten diskutieren werden.

3.2 Fixpunkte und Grenzzyklen

Ein Fixpunkt ist ein Punkt x* im Phasenraum so dass 7 (¢) x* = x*. Zur Untersuchung der Stabilitét
betrachten wir Anfangspunkte x = x* 4+ dx und linearisieren die Bewegungsgleichungen:

d OF;(x)

3 0milt) = j “on, dx(t) = M 6a;(t) (3.10)

x=x* J

wobei die Stabilitdtsmatrix M im allgemeinen nicht symmetrisch ist. Ihre Eigenwerte A, definiert durch

M-e,\:)\e)\ (3.11)
A
sind reell oder paarweise konjugiert komplex. Entwickelt man éx nach o—>
den Eigenvektoren e)
0x =) dzye, (3.12) 0>
A
erhélt man o>

ox(t) = Ze)‘t dzy ey (3.13)
A

In Fall eines zweidimensionalen Phasenraums sind
attraktive Fixpunkte entweder Knoten, falls beide
Eigenwerte A reell < 0 sind, oder vom Typ Fokus,
falls die beiden Eigenwerte konjugiert komplex sind
und R < 0 ist.

Knoten Fokus
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Grenzzyklen, also geschlossene Orbits mit kontrahierender Umgebung sind
weitere mogliche Attraktoren. In Systemen mit zweidimensionalen Phasenraum
sind Knoten, Fokus und Genzzyklus die einzigen moglichen Attraktoren.

Grenzzyklus Daneben gibt es instabile Fixpunkte, z.B. Sattel-Knoten
oder instabilen Fokus. Betrachtet man Anderungen von

Kontollparametern, kann ein zunéchst stabiler Fokus in-
J \\ stabil werden, und zusétzlich taucht ein stabiler Grenz-
zyklus auf. Dies ist eine Hopf-Bifurkation. Das simultane
Auftauchen eines stabilen und eines instabilen Grenzzy-
klus entspricht der Sattel-Knoten-Bifurkation. Ein weite-
\‘\ // rer Mechanismus ist das Entstehen eines Grenzzyklus aus

einem homoklinen Orbit, wie in der rechten Figur ange-
Sattel-Knoten deutet. HomoklinerOrbit

3.3 Lotka-Volterra-Modell

Als Beispiel fiir ein System mit zweidimensionalen Phasenraum betrachten wir das Lotka-Volterra-
Modell. Es beschreibt die Populationen von Raubern R und Beutetieren B.

d d

&B:aB—bRB—FG(B) aR:cBR—dR—i—H(R) (3.14)
Dabei ist a die Reproduktionsrate der Beute, und b ist die Rate, mit der ein R&auber ein Beutetier
erlegt. Die Reproduktionsrate der Rauber ist proportional zum Nahrungsangebot, mit Koeffizient ¢,
und d ist die Sterberate der Rauber. Zusatzliche Effekte, beispielsweise beschrankte Ressourcen fiir die

Beutetiere, kénnen in den Funktionen G(B) und H(R) beriicksichtigt werden.

Alternativ beschreibt das Lotka-Volterra-Modell das Zusammenspiel von Preis P und Angebot @) einer
Ware. Es seien P und Q Mittelwerte von Preis und Angebot. Liegt der Preis iiber dem Mittelwert,
wird die Produktion der Ware gesteigert, andererseits dimpft ein Uberangebot den Preis.

d Q-Q d P-P

“p_-1*"%p P —Q0=21__- H 1

R SQ=L ") (315)
7p und 7¢g sind Zeitkonstanten fiir die Anpassung von Preis und Produktion. Auch hier kénnen
zusétzliche Effekte durch G(P) und H(Q) beriicksichtigt werden.

Durch Wahl geeigneter Variablen, z.B. z = P/P und y = Q/Q, erhilt man die Gleichungen

%x: (1-y)z+g(z) %ZJ: (z = 1)y +h(y) (3.16)

Betrachten wir zunéchst die urspriinglichen Gleichungen mit g(x) = 0
und h(z) = 0.

Hier hat man einen Fixpunkt 2} = 0 und y) = 0. Die zugehorige Stabi-
litdtsmatrix ist

M= (g %)) (317)

mit Eigenwerten A\; = 1 und A9 = —1. Damit ist dieser Fixpunkt ein
Sattelknoten.

Sattel-Knoten
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Ein weiterer Fixpunkt ist z* = 1 und y* = 1 mit einer Stabilitdtsmatrix

M = ( ? _01> (3.18) @

Die zugehorigen Eigenwerte sind A = +¢ und damit ist dieser Fixpunkt
ein Zentrum.

Zentrum

Die Figur zeigt Losungen von (3.16) fiir
g=h=0 mit verschiedenen Anfangswer-
ten. Die Tatache, dass hier geschlossene
Orbits dicht liegen, ist nicht typisch. Die
Groke C =z —1In(z)+y—In(y) ist eine
Erhaltungsgrofe, i.e. C ist auf jedem Orbit
konstant. Eine kleine Storung der Gleichun-
gen geniigt um diese Entartung auf zu heben.

Ty

Betrachten wir als Beispiel einer Stérung
g(x) =ax(r—1)(2-x) h(y) =by (1 -y), (3.19)

ist ¥ = 1 und y* = 1 immer noch Fixpunkt, mit Stabilitdtsmatrix

M = ( Cll :2 > und Eigenwerten Ay = (a—b)£iy/1— 1(a+1b)? (3.20)

[Ty Fir a < b ist dieser Fixpunkt ein (anzie-
hender) Fokus, fiir a > b ein abstofender
Fokus. In diesem Fall existiert als Attraktor
ein geschlossener Orbit, ein sogenannter
Grenzzyklus. Die nebenstehende Figur zeigt
Losungen mit ¢ = 0.3 und b = 0.1 und
unterschiedlichen Anfangswerten.

T t
Das Phénomen periodisch schwankender Marktpreise und Angebote wurde zunéchst anhand von
Schweinepreisen in den USA beobachtet. Der Begriff Schweinezyklus wird heute allgemein auf
periodische Schwankungen von Angebot und Nachfrage in allen moglichen Méarkten angewandst.

vH InvH des Trends vH
130 — R e e [ B e

Auf und Ab der Schweinepreise in Deutschland

im ittel in Euro/kg ¢ (+ E),
frei Schlachtstatte

90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 00 01 02 03 04 05 06 07°
1,77 1,73

b
] 1 ' H .

70

' '
184 )5 189? 1695[’)5991190() 1901 |1QOZHQO$\‘IQOI6 11905119061120#41190811909 119101 ‘1911 1912i1913 914 \

1896 1914 _—
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3.4 Dreidimensionaler Phasenraum, Rossler-Attraktor

In Systemen mit kontinuierlicher Dynamik und zweidimensionalem Phasenraum
sind als Attraktoren nur Fixpunkte und Grenzzyklen moglich. Die wesentliche
Einschrankung in zweidimensionalen Systemen besteht darin, dass sich Trajek-
torien nicht kreuzen kénnen. Fin Periode 2 Grenzzyklus, wie hier gezeigt, ist in
einem zweidimensionalen System nicht moglich. In drei oder mehr Dimensionen
kann ein Kreuzen der Trajektorien durch Ausweichen in die dritte Dimension
verhindert werden. In Systemen mit drei- oder mehrdimensionalem Phasenraum
kénnen damit kompliziertere Attraktoren auftreten, z.B. seltsamer Attraktoren,
die chaotisches Verhalten zeigen.

Periode 2 Grenzzyklus

Ein vergleichsweise einfaches dreidimensionales Modellsystem wurde von O. Rossler angegeben. Es ist
durch zwei lineare und eine nichtlineare Differentialgleichung gegeben
dzx dy dz

il Ak E:—gg—|—ay E:b—l—z(ay—c) (3.21)

wobei a, b und ¢ Kontrollparameter des Modells sind.

Betrachen wir zundchst b = 0. Fiir Anfangswerte mit z = 0 bleibt die Bewegung auf die z-y Ebene
beschriankt und man findet die Losung

x=(1+7yt)eM A=3datiy/1-la2 v =+iy/1 - La2 (3.22)

Fiir a < 0 ist damit «* = y* = 0 ein attraktiver Fokus, flir a > 0 wird dieser Fokus instabil und die
Trajektorien sind auswirts gerichtete Spiralen in der z-y-Ebene.

Fir b > 0 iiberlagert sich dieser Spiralbewegung eine Bewegung in z-Richtung, die fiir z > ¢ die
Trajektorie "anhebt”. Dies bewirkt aber, dass « wieder kleiner wird und damit auch z wieder abnimmt.
Die Trajektorie wird also "zuriickgefaltet”. Der rotierenden Bewegung in der z-y-Ebene {iberlagert sich
ein Prozess der Dehnung und Zuriickfaltung, wie bei der logistischen Abbildung. Damit sollte auch
der Rossler-Attraktor Grenzzyklen aufweisen, die sich erst nach mehreren Umldufen Schliefen, und
auch chaotisches Verhalten aufweisen.

Die folgenden Beispiele mit verschiedenen Werten von a sind mit b = 1 und ¢ = 4 gerechnet.

A

/

-y a = 0.25

Periode 2 Grenzzyklus

R

y/ 4 N\ 1Y Y 4 VW

-y a = 0.284 [ — -y a = 0.285 f

Periode 16 Grenzzyklus 4 Band Chaos
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x

i |
a = 0.288 * ’

2 Band Chaos

2 Band Chaos

x

O |
&j e )

a = 0.313

Periode 3 Grenzzyklus

1 Band Chaos

(- [

a = 0.40
2 Band Chaos

M)

: TN
> ///\é\\\
a = 0.290 N

Periode 6 Grenzzyklus

a = 0.294

1 Band Chaos

a = 0.324
3 Band Chaos

a = 0.350
Periode 6 Grenzzyklus

1 Band Chaos



Nichtlineare Dynamik und Chaos (Apr. 2011) Heinz Horner

In der nebenstehenden Figur wurden Anfangs- 0( \}Q
punkte auf einer Geraden (x = —7..0, y = z = 0)
gewahlt. Die Figur zeigt diese Punkte zur Zeit

t = 36, was etwa 12 Umlédufen entspricht.

7

20

)

v a=033 t/t,=12

Schneidet man den Phasenraum durch eine Ebene (Hyperebene),
bilden aufeinanderfolgende Durchstofipunkte eine Abbildung, die
sogenannte Poincaré Abbildung.

Fiir den Rossler-Attraktor wahlen wir die Halbebene x = 0, y < 0.

a=0.33 -

a = 0.42

Gezeigt ist yp4+1 und 2,41 als Funktion von y,. Die Werte von 4,41 liegen mit mit nur geringfiigigen
Abweichungen auf einer Kurve f(y), die der logistischen Abbildung dhnelt. Auch bei den Werte von
Zn+1, die 30-fach iiberhoht sind, sind nur minimale Abweichungen von einer Linie zu beobachten.

3.5 Backer Abbildung

Bei genauerer Auflésung wiirde man eine bldttrige Feinstruktur erkennen. Diese kann man anhand
eines einfachen Modells, der sogenannten Bécker-Transformation, verstehen.

Die hier gezeigte Version entspricht einem kontra-
hierendem System. Zunéchst wird die linke und
rechte Halfte in z-Richtung mit einem Faktor ~p
b.z.w. 71 kontrahiert. Danach wird in y-Richtung
gedehnt und im Verhéltnis (1 — a))/«) geschnitten.
Der untere Teil wird links an den oberen Teil
angesetzt und so verzerrt, dass das urspriingliche
Quadrat ausgefiillt wird. Dieser Vorgang wird
iterier und fiihrt zu einer blattrigen Struktur, die in
z-Richtung einer Cantor Menge entspricht.

Der Trajektorie eines Punktes kann eine Binérzahl
zugeordnet werden. Wenn der Punkt beim Schnei-
den im oberen Teil liegt, wird eine 1 notiert, wen
er im unteren Teil liegt, wird eine 0 geschrieben.
Entsprechend liegt er nach der Teilung und dem
Zusammenkleben in der linken b.z.w. rechten Halfte.
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Betrachtet man n Iterationen, wird jedem Anfangswert eine n-stellige Bindrzahl zugeordnet. Damit ist
auch jeder Streifen in der n-fach iterierten Abbildung durch eine n-stellige Binérzahl charakterisiert.
Falls eine Bindrzahl ng-mal eine 0 und ni-mal eine 1 enthélt, ist die gesamte Breite der zugehorigen
Streifen 7% 77" und die Gesamte Lénge o™ v, (1 — )™ ~; ™.

Zur Berechnung der Lyapunov-Exponenten muss man die Dehnung in y-Richtung und Stauchung in z-
Richtung iiber alle Trajektorien, b.z.w. alle Bindrzahlen mitteln. Die hochste Wahrscheinlichkeit haben
Binérzahlen mit ngp = n; = n/2. Nimmt man diesen Wert erhélt man

M=—alha—(1—a)In(l—«) >0 d=alny+(1—a)lny <0 (3.23)

Die Bécker Transformation zeigt also empfindliche Abhéngigkeit von Anfangswerten und damit chao-
tisches Verhalten.

3.6 Fraktale Dimension

Zur Bestimmung der Dimension eines geometrischen
Objekts kann man sich fragen, wie viele Kugeln mit
Durchmesser ¢ sind notwendig um das Objekt vollstéan-

dig zu bedecken. Fiir einen Punkt ist N(¢) = 1 = &Y, °
fiir eine Linie der Linge L ist N(¢) = Le~! und

fiir eine Fliche F ist N(¢) = Fe~2. Die sogenannte
Hausdorff- oder fraktale Dimension ist definiert als

. InN(e)
ds = il—% Inl/e
Damit kann man dem Attraktor der Backer-Transformation eine fraktale Dimension zuordnen. Nach n
Schritten ist die typische Breite der Streifen ~ e*2™ deren Gesamtlinge ~ e ™. Benutzt man Kugeln
der Grofse € ~ Breite der Streifen, erhélt man

N(e) ~e ¥ (3.24)

Breite ~ e™" = ¢ Linge ~ eM™ = e N(e) dp=1—-+— (3.25)

Fir a=1/2, v=1/4 und 71 =1/2 erhilt man beispielsweise ds=5/3, also einen Wert > 1 und < 2.
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4 Konservative Systeme

4.1 Hamiltonsche Mechanik

Es existiert eine Hamiltonfunktion H(p,q) mit p = {p1---pr} und q = {q1 - - - ¢ }. Die Hamiltonschen
Bewegungsgleichungen lauten

dpi _ _0H(p,q) dgi _ 0H(p,q) (4.1)
dt dq; dt Op; .
Die Stabilitadtsmatrix ist
_O’H(p,a) 9°H(p,q)
0q 0 0q o
M — qdp qdq (42)
&H(p,q)  9°H(p,q)
Op Op Op 0q

und Tr M = 0. Dies ist der Liouville-Satz, der besagt, dass die Dichte im Phasenraum erhalten ist.

Zur Vereinfachung der Notation fiihren wir Poisson Klammern ein

_ 0A(p,q) 9B(p,a) 9B(p,q) 9A(p,q)
{A(p,q),B(p,q)}—Z{ T e } (4.3)

Damit werden die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen

o=} o = {1} (44
und

{Qiqu} =0 {pivpj} =0 {Qiapj} = dij (4.5)

Unter einer kanonischen Transformation versteht man die Einfilhrung neuer verallgemeinerter Orts-
und Impulsvariablen P;(p,q) und Q;(p,q) so dafs

{Qian}:O {Pi,Pj}ZO {Qij}:&j (4.6)

und einer neuen Hamilton Funktion K (P, Q) so dass

TP k)= —gg Lo K} = gg (47)

4.2 Integrable Systeme

Erhaltungsgrofien sind Funktionen F;(p, q), die Konstanten der Bewegung sind, also

OF;
ot

- {EH} =0 (4.8)

Falls mehrere Erhaltungsgrofen vorhanden sind sei {Fj, F;} = 0.

Man kann kanonische Transformationen finden, so dass die neuen Impulse Erhaltungsgrofen sind,
also Pj(p,q) = Fi(p,q). Falls die Zahl der Erhaltungsgrofen gleich k ist, sind alle neuen Impulse
Erhaltungsgrofen, und ihr Wert ist durch die Anfangsbedingungen bestimmt P;(t) = f; = F;(t = 0).
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Ein derartiges System ist integrabel.

Da Funktionen von Erhaltungsgrofsen auch Erhaltungsgrofsen sind, kann man es in einem integablen
System erreichen, dass K(P,Q) = K(P) ist, also nur von den generalisierten Impulsen P abhéngt.
Die Bewegungsgleichung fiir die neuen Ortsvariablen ist dann

0Q; OK(P)

ot op, (4.9)

Beriicksichtigt man, dass die Werte der Impulse P; = f; durch die Anfangsbedingungen gegeben sind,
ist
0Q:i 0K (f)

ot = afz = Wz(f) Qz(t) = wz(f) t+0; (4.10)

Falls das System in den urspriingliche Variablen beschrénkt bleibt, miissen die Trajektorien quasiperi-
odische Funktionen der neuen Ortskoordinaten Q sein. Die Perioden sind durch die Frequenzen w;(f)
gegeben, und die Bewegung findet au einem Torus im k-dimensionalem Raum statt. Die Ortskoordi-
naten Q bezeichnet man dann als Winkelvariable.

4.3 Periodisch angestofsener Rotator, Standard-Abbildung

In einem System mit einem Freiheitsgrad & = 1 hat dieses die Form eines freien Rotators, beschrieben
durch einen Winkel ¢(¢) und einen Impuls ¢ (t), gebracht werden. Die Losung ist dann

P(t) = 4(0) p(t) = (0) +9(0) (4.11)

Das System werde durch eine periodisch wirkende Kraft f(t) = a cos (¢(t)) 6(t mod T) gestort, und
damit ist

(hfiit) = f(t) = a cos (¢(t)) 6(t mod ) (4.12)

Eine Poincaré Abbildung, die die Koordinaten in Zeitschritten 7 aufeinander abbildet, liefert
Ontl = Pn + P T VUnt1 = Un +a cos (¢ + Vn 7) (4.13)

Diese Gleichungen sind als Standard-Abbildung bekannt.

Die zugehorige Stabilitdtsmatrix ist

1 1
M (—a sinfp+¢7) 1—a sin(go—l—wT)) (4.14)
und wegen det M =1 ist auch die Abbildung volumenerhaltend.

In der Figur sind die Resultate von Iterationen in Polardarstellung

Tn = Yn COS(SOn) Yn = Un Sin(@n) (4'15)

gezeigt.
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a=0.15

24

a=0.07

Fiir a =0 existieren periodische Orbits fiir rationale
Werte vom 9 und Tori fiir irrationale Werte.

Fiir schwache Storungen a werden Orbits mit ratio-
nalem Frequenzverhiltnis R = 2771y zu sogenann-
ten Resonanzschichten erweitert. Dies sind schmale
chaotische Béander (in der Figur rot gezeihnet) mit
eingebetteten Tori (griin), die selbst zu Resonanz-
schichten erweitert sind. Schreibt man R = Z/N,
ist die Breite fiir kleine N grof, und nimmt mit
wachsendem N rasch ab. In der Figur mit a =0.07
sind Bander mit N=1, N=2 und N =3 zu sehen.
Béander mit N > 3 sind nicht aufgelost. Dazwischen
bleiben Tori (blau) mit urspriinglich irrationalem
Frequenzverhéltnis erhalten (KAM-Tori, Kolmogo-
rov, Arnold Moser), sind aber praktisch nicht von
Resonanzbédndern mit grofsem N zu unterscheiden.

Bei groferen Stérungen, wie in der Figur mit a = 0.15 gezeigt, werden die Bénder breiter und ver-
schmelzen. Zum Beispiel sind die bei a=0.07 getrennten Bander mit N =3, N=1 und N =3 zu einem
chaotischen Bereich geworden, wiahrend die angrenzenden Bénder mit N = 2 durch KAM-Tori und
Resonanzschichten hoher Ordnung getrennt sind. Die bei a =0.07 noch vorhandenen Resonanzschich-
ten zwischen dem N =1 und den benachbarten N =3 Resonanzschichten bei a=0.15 sind bei a=0.15

aufgelost.

Es zeigt sich also, dass sich eine periodische Stérungen mit Frequenz ws besonders stark auf Trajek-
torien auswirkt, deren ungestorte Frequenz w in Resonanz ist, also wenn w/ws = Z/N eine rationale

Zahl mit kleinen Z und N ist.
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4.4 Asteroiden, Ringsysteme

4

h

Dichte der Asteroiden

4 712 3
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Im Planetensystem hat Jupiter den grofiten
Einfluss auf die Bahnen anderer Planeten.
Dies ist beispielsweise an der Verteilung von
Asteroiden, die sich zwischen Mars und Ju-
piter befinden, sichtbar. Auf Bahnen, die mit
dem Umlauf des Jupiters in Resonanz sind,
sind weit weniger Asteroiden als in nicht
resonanten Bereichen zu finden. Ausnahme
sind die Trojaner, die sich in der Ndhe von
Lagrange-Punkten L4 und L5 auf stabilen
Bahnen um diese bewegen.

Insgesamt ist das Sonnensystem sehr stabil.
Seit seinem Bestehen hat Jupiter etwa 4 % 108
Umlaufe gemacht.

Resonanzen spielen auch in den Ringsytemen
der groften Planeten eine Rolle. Ausgepragte
Liicken in den Saturnringen sind durch Reso-
nanzen mit Saturnmonden, vorwiegend Mi-
mas, bedingt.

Die Vermeidung von Resonanzen zwischen
Umlauffrequenz und Schwingungen um die
Sollbahn ist bei Speicherringen, beispielswei-
se dem LHC am CERN, entscheidend. Hier ist
die Zahl der geforderten Umlaufe eines Teil-
chens etwa 4  10°.
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