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1 Einfdhrung

Ein zweifaches Zid:
— Verdtandnis elementarer Schritte der Datenverarbeitung im Gehirn.

— Neuronale Netze als algorithmische Struktur fur Aufgaben der K1 (kunstliche Intelligenz) und
technische Anwendungen.

Themen der Vorlesung:
— Anatomie des Hirns und der Grofthirnrinde, Neuronen und ihre Funktion.

— Das Perceptron als einfaches Modell der Funktion eines Neurons. Uberwachtes Lernen. Verall-
gemeinerungsfahigkeit.

— Geschichtete Netzwerke.
— Ruckgekoppelte Netzwerke, das Hopfield Modell.
— Selbstorganisierte Karten.
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2 Anatomie des Gehirns, Neuronen

Gehirn

Grofhirn:

Grofhirnrinde (Cortex), ca. 2 bis 5 mm dick,
enthdt ca  10'° Neuronen (graue Materie).
Das Innere (weil’e Materie) enthalt Axonen
(Nervenfasern) mit Myelinhillen.

Es konnen  verschiedene  funktionelle
(anatomische) Areale identifiziert werden,
z.B. Sehzentrum, Horzentrum, Riechzentrum,
somatosensorische Rinde, motorische Rinde,
Sprachzentrum, Rindenfelder mit komplexeren
Funktionen.

Kleinhirn:
Registerartige Strukturen in der Kleinhirnrinde.
Bewegungsablaufe, Feinmotorik, e.t.c.

Stammhirn
Verbindung zum Ruckenmark.

Aktivitatsmuster:

Beispiel: Verschiedeneaktive Bereiche
beim stillen Lesen:

Zusatzlich ist Horzentrum und
motorisches Zentrum aktiv

Areale der Grofhirnrinde:
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Assoziationsfasern zwischen Arealen:

Axonale Verbindungen fast nur innerhalb des
Hirnrinde.
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Neuronen

Bestandteile:
Dendritenbaum (grun)
Zellkorper, Soma (blau)
Nervenfaser, Axon (rot)

Pyramidenzellen:

Haufiger Typ in der Grofhirnrinde.
Erregend, lange Axonen, die teillweise
in entfernte Bereiche der Grofzhirnrinde
reichen.

Glatte Sternzellen:
Hemmend, Axonen mit kurzer Reich-
weite.

Dornige Sternzellen:
Erregend, Axonen mit kurzer Reichweite.
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Bei Siberfarbung sind nur wenige
Neuronen sichtbar.

Farbung der Zellkorper.

Farbung der Axonen (myelisiert).

Korbzelle

Purkinje-Zelle
(Kleinhirn)

Aufbau der GroBhirnrinde.

Schichten | bis VI

Pyramidenzellen (erregend) mit lokalen und lang-
reichweitigen axonalen Verbindungen.

Andere Zelltypen mit kurzreichweitigen Axonen,
zum Teil hemmend.
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Synapsen

Schaltstellen zwischen Axon eines Neurons und
Dendrit eines ” nachgeschalteten” Neurons.
Dendriten und Soma eines Neurons sind
dicht mit Synapsen " vorgeschalteter” Neuronen
belegt.

Die Synapsen erregender Neuronen sind vor-
wiegend an den Dendriten, die hemmnder
Zellen an den Zellkorpern der ”nachgeschal-
teten” Neuronen zu finden.

Einige Zahlen:

Dicke des Cortex: 3-4mm
Flache des Cortex: 0.5 gm
Neuronen: 1010 — 10M
Neuronen pro gmm: 10°
Synapsen: 10 — 10
Synapsen pro Neuron: 104
Dendriten pro Neuron: 10 mm
Dendriten pro mm?: 400 m
Axonenen pro mmg: 3000 m

16.10.00

A Mervenzelle mit Synapsen;
elektronenmikroskop. Schema (nac Bak}
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G Dendrit (Querschnitt) umgeben von Synapsen  (nach Uchizono}



3 Neuronale Signalverarbeitung

Membran:

"Flussige” Lipid Doppelschicht

hydrophll Dickeca 5nm
Zellinneres und Aul3enraum: Elektrolyth,
wassrige Losung von K+t Na*, Cl~
sowie C'a™* und organische Anionen™.
Konzentration: [m Mol /Liter
hydrophob [ 0 / ]
lon Radius[A] Auen Innen
Na™ 0.95 460 50
K+ 1.33 10 400
Cl- 1.81 540 50
. An~ — — 350
hydrophil org-an

Gleichgewicht zwischen osmotischem Druck und Spannungsdifferenz: Far lon ”x” mit Ladung Z.
und Konzentration C%/* innen/aulRen.

RT C’ 60 !
V., = 7 C“ ~ logc—x [mV] (3.1)

Strom J,: g, Leitfahigkeit der Membran fur lon ”x”
VNe = 50---60mV  Vig,~—-70---—100mV Vg =~ —50--- —60mV
Va-60---—80mV
Elektrische Feldstarke: 105 V/cm
K-Na-Pumpe
Na wird nach auen, K nach innen gepumpt.

ITTTTTTTTTTTITTIT ‘

LTI T

E ATP ADP
+P
Na K

ATP: Adenosintriphosphat ADP: Adenosindiphosphat



Spannungsabhangige Kanale

A Membranpotential
>
OmVv t
-70 mV
) offene Na
Kanédle
K
t
0 1 2 msec B

Aktionspotential, Spike

AXon

\\§

L T~

50 mV

[ y 4 X I\
I / y/
-710 mV

Ausbreitungsgeschwindigkeit: ~ 3m/sec  mit Myelinummantelung ~ 20m/sec




Synapsen
prasynaptisches Axon
O spannungsabhangige Ca™ Kandle

O O 0\00\ Veskel mit Neurotransmitter

o/ O )
Q0 n000

— @I~

Na" Kanéle (erregend)
Cl  Kandle (hemmend)

@~30nm

Rezeptoren

postsynaptischer Dendrit

Ein ankommender Spike 6ffnet spannungsabhangige C'a™+—Kanale. Das einstromende C'a™* bewirkt
ein Offnung eines VVesikels, der Neurotransmitter gelangt in den synaptischen Spalt und auf die Rezep-
toren des postsynaptischen Dendrits (oder Soma). Diese bewirken ein Offnen von Na™—Kanaen
(erregend) oder C'I~—Kanaen (hemmend).

Neurotransmitter:
Erregend: Acetylcholin, Glutamat
Hemmend: GABA (gamma-aminobutyric acid)

postsynaptisches
50 Potential Aktionspotential
: . mv

Ankommende Spikes pra&
synaptischer Neuronen er-
hohen das Membranpotential
des postsynaptischen Neu-
rons. Sobald eine Schwelle
Uberschritten wird, wird ein
Aktionspotential ausgelost.

-70mv

23.10.00



M odellneur onen

" Integrate and fire” Neuron”
Strom durch Membran des Neuron ”i” (offene transmittergesteuerte Kanéale)

W;; > 0: erregend, W;; < 0: hemmend.
;. Zeitpunkt des Feuerns des Neurons” ;.
I" beschreibt das Schlief3en der Kandle (1/I" ~ 2 msec).

Membranpotential:

O Ui(t) = = Ji(t) — v (Ui(t) = U) (34)

C": Kapazitat der Membran von Neuron ”i”.

~: Inverse RC-Zeitkonstante (Wiederstand * Kapazitat ~ 5 msec)
U: Ruhepotential

Feuern des Neurons”i": U;(7;) > © und Ui(; +¢) = U.

Ratengleichung
Feuerrate F'(U;)

O J(t) =D Wi F(Us(t)) = T Ji(t) (3.5)
Membranpotential : )
0, Us(t) = ol Ji(t) =~ (Ui(t) = U) = AF(Ui(t)) (3.6)
Quasi stationéar Feuerrate:
J=s YW Ew)  @n ARV

_ 1
Ui:U+7TC%jWijF(Uj)) (3.9)

Schwelle
Lernen, Vergessen

|.P. Pawlow (1890): Bedingte Reflexe
D.O. Hebb (1949): Hebb' sche Regel

Die Effizienz einer Synapse wird verstarkt falls pra-
und postsynaptisches Neuron gleichzeitig aktiv ist.

0, Wi;(t) = F(U(t)) F(U;(t)) — nWy(t) (3.9



4 Perceptron

M cCulloch-Pitts Neuron (1943)

Klassifizierung von Eingangsmustern

Linear separable Probleme kbnnen mit einem

Perceptron behandelt werden

AT,

linear separabel

f
>

nicht linear
separ abel

Beispiel: Vorverarbeitung

Ohne Vorverarbeitung:
nicht linear separabel

Mit Vorverarbeitung (Polartransformation):
linear separabel

Einlaufender Reiz: f;

Summierte Erregung: U = > W, f;

Zustand des Perceptrons: F =1 fals U >
F=0 fdls U<?v

N
f=0(X wifi-v)
=1

Beispiel:

Gegeben sl ein Prototyp Muster {¢;}.
Tatsachliches Muster {f;}

Hamming Distanz (Fehler):

Frage: Istd < d,?
1 1 1
NZin >N 2 (fz‘2+5i2) - §d3
Perceptron mit Kopplungen
1
W, = N&
und Schwelle

b= o> (748 —

%

A A

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)

nicht linear separabel linear separabel

10



Weitere Beispiele nicht linear separabler Probleme:

Figuren in einer Ebene
(Retina):

Ist die Figur konvex?

Hat die Figur Locher?

Trandatios-, rotations-,
skaleninvariantes Erkennen?

Symmetrien? - - -7

30.10.00

Lernen: Einteilung von Mustern in zwei Klasses
A Muster {g:f} mit u=1---Aund i=1---N.
Klasse 7, ={0,1} odern, ={—-1,1}
Hebb’sche Lernregel

Klasse "n”: A, Muster mit 7, =n = +£1

W= g3 en, (46)

I= WY (4.7)
N

f= s'gn(gj Wi fi —0) 4.8)

Beispiele
fur linear separable Probleme, die nicht mit Hebb’ scher Lernregel gelost werden konnen:

11



Zufallsmuster, Hebb’sche L ernregel
Eingabemuster: ¢ = +1 unabhangig zufédlig gleichverteilt (¢) =0
Klassifizierung: 7, = +1 mit Wahrscheinlichkeit Py =a und P-=1—-a

Kopplungsstarken

1
W, = N D& (4.9
o
Potential U, fur Muster "\” inKlasse 7,
1 1
U= Wi =528 dm=m+52 62 & (4.10)
i i I i BN
0.5
(Ur) = (4.11)
1 v
Uy = Nz Z;@A & &m (412
i, KV

Nach Mittelung nicht verschwindende
Beitragenur fur p=v =X\ oder i =
und p=v

A
(UR) — (U\)? = N (4.13)
Verteilungsfunktion fur grof3e V,
mit o = A/N
P (U) = ——— e (U-1?/20 P (U) = 2% g W12/ (4.14)
2T 2ro

Fehlerrate fur n = +1 hangt von 9 ab

1—9 1+9
—1 -1
ni(9) = 1 erfe( m) n_(0) = 1 exf (m) (4.15)
mit 5 oo
erfc(z) = 77, dye? (4.16)
Mittlere Fehlerrate n(9) = any(9) + (1 —a)n_(9)
Beispiel:
a |a | v ny n_ n
0502 0 [13%|13%|13%
05 (03| 0 |34%|34%|34%
01 02| 0 |13%|13% | 13%
010202 |40%|03% | 0.7%

12



Speicherkapazitat fur Zufallsmuster

Wieviele Zufallsmuster kann man mit eéinem
Perceptron lernen? A P(U)

N Eingange, A = aN Muster, N > 1
Fur zuféllige W; mit (W;) =0 und

(W2) = 1/N
a 1 U2
P.(U) = e 2 4.17
l—a _1;02
P_(U) = e 2V
U) or U
Zah! der falsch klassifizierten Mustern b
A —1 v
Ay = E{a erfc(7§) +(1—a) erfc(\ﬁ» (4.18)
Einbettung:
Wahle A’ Muster & mit y=1---A’. Konstruiere W; so dal3
N
S Wi =9 fur p=1---A (4.19)
=1
Losung existiert fallsdie NV x A’ Matrix mit Elementen ¢/ vonRang A’ ist.
Diesist fur Zufallsmatrizenund A" < N fast immer erfullt.
Fehlerfreies Lernenist moglich fur Ay < A" = N.
Fl'.lra:%: . =2 fur a — 0: a.— 1/a
Per ceptron Lernregel
Hebb’ sches Lernen nur falls Ergebnis falsch ist:
a i fall " 2
5qu’:N{77ufi _’YVVi} S W{ZWié}- —19}</‘0 (4.20)
mit x>0 und v sodaB >, W72 = 1.
Beweisfur a = 3 und ¢ = 0:
Fur a < 2 existiert W, sodal
Ne Y WiHEh >k und W =1 (4.21)
mit x* > k > 0. Betrachte
Q=> W w; <1 (4.22)

13



Lernen von Muster

W= 0= 22 S WC — 7} + L) (4.23)
Mit (4.20)
v < k+O(A) (4.24)
Mit (4.21) und (4.24)
59—3{ Sk — Q}>é{m*—KQ—O(A)} (4.25)
pms N Um - i St Y N .

Damit wachst €2 fur hinreichend kleine Lerngeschwindigkeit A. Da © < 1 igt, kann nach einer
endlichen Zahl von Lernschritten kein Muster mehr existieren, fur das n,{ 5, W; &' =0} < « erfillt
ist.

Adaptives L ernen mit maximaler Stabilitéat

A
0uWi= &l — Wi} falls nu{;msf—ﬁ}m (4.26)
Lernen so dafl3
m{ Wi+ 6,W) ¢ =0} = & (4.27)
Au:m—m{zmg;‘—ﬁ} Yo=K — S0, + 0,0 (4.28)

Auswahl von i: Muster mit minimalem 7, {>; W; & — v}.
Bestimmung von «: SodaRfur ¢ N Muster n, {3, W&} =9} <k mit c< 1 zB. ¢=0.7.

Beispiel: N =300, a =1.9, a = 0: Eingebettete Muster ¢, nicht eingebettete Muster o

3 N Lernschritte:

30 N Lernschritte:

U,

G

14



Lernen und Generalisieren
Regel nach der Muster klassifiziert werden:

"Lehrer”: Perceptron mit Kopplungen { W} }
"Schuler”: Perceptron mit Kopplungen { W;(«) } nach o N Lernschritten.

W 255221\7 DWP=1 Y Wia)=1

Winkel o(«):

7 Qfa) = X Wi W; = cos p(a)

Fehlerwahrscheinlichkeit fur ein neues Zufallsmuster,
Generalisierungsfehler:

Lernen, Training:

Prasentieren und Klassifizieren eines neuen Zufallsmusters "p”: p=a N + 1
M = Sign(ZWi* fzu)
Lernen: A
0, Wile) = SH{mu €l = 7 Wila) |
mit ~, sodal3 6,>; W2 =0

Fuar N > 1 ist
U: = ZWZ-*&‘ und U,=> W&t

Gauss-verteilt mit (U*) =0 und (U;?) =1

oW L _ 1—¢g(a)
(M UN> = N (1 Uyp) = \/2G—7T

Op 2 VVE =0
(A7) = (AnU) + 1(A?)

dQ
e (AnU*y — (AnU)Q + %(A2>Q

Fur e < 1: Qr1—$7%ed

de 1 .
0~ (AW = U) e AnU) - (A7)

15
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(4.38)



Hebb'schesLernen: A, = A:

g 1)

dov e

2

Optimales Lermen: A = 7L <2

cq ~ o172

Perceptron Lernen nur fur falsch klassisfizierte Muster: Extra Faktor ¢ in (4.39):

eq ~ a3

Schuler stellt Fragen (wahlt Muster) sodal3 U, («) = 0, d.h. "er ist nicht voreingenommen”:

Fur Muster sodald U, =0 itU}; = e¢ i.€:

— ~ —Cé&g eqg ~ e @
da

Optimales Lernen: Schuler stellt geeignete Fragen!
Perceptron Lernen, i.e. nur Lernen falls Antwort unerwartet it, ist schlecht!

20.11.00
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5 Geschichtete Netzwer ke mit ver borgenen Einheiten

Architektur
Eingabe

er borgene Einheiten

Lernen: Backpropagation

Rummelhart, Hinton, Williams (1986)
Le Chun (1985)

Neuron-Kennlinie F'(U)

Xk:F<Uk_19k) 7/I:F1O(Uvo_190)

Ue=> W& U= Vixk
i k

(5.1) /

(5.2 — d— u-o

N Eingabeneuronen
K VerborgeneEinheiten
1 Ausgabeneuron

Jede Bool’ sche Funktion kann mit hinreichend
vielen verborgenen Einheiten dargestell werden

Eingabe: {1,0}; {1, 0} --- {1, 0}n
Ausgabe: {1, 0}

Beispiel: X-or

3/2

Beispiel: Symmetrisch?

X-or Einheiten mit symmetrisch angeordneten
Eingangen

1 nicht symmetrisch

symmetrisch

A F(U)

17



Lernziel:
Gewunschte Ausgabe 7, tatsachliche Ausgabe n
Kostenfunktion

2
o
Lernziel: Kostenfunktion minimal, Gradienten-Abstieg
OF o
v, (n—1) Fo(Us — ¥o) X
OFE o
8190 - _(77_77>F0(U0_190)
OF , ,
oWe (n—=n) Fo(Uo = 9,) Vi, F'(Uy, — V) &
aE _ / /
a9 _(n_n)Fo(Uo_ﬁo)V;cF(Uk_ﬁk) (54)
0V,
oOF
oV, = —-A ZM:@—Vki
59, = Ay 2E
I
OF
= —A
O W %:awm- ¢
OF
0, = —A %:é)—ﬁks (5.5)
2 oF 2 oF 2 0F 2
o = _A%:{zk:(avk ) (59, §u) +%€:<8WM fu) +z,€:(6—q9k fu)}

+0(A?) (5.6)

Fur hinreichend kleine Lernschritte A nimmt E ab.

Moaliche Probleme:

Es konnen lokale Minimamit £ > 0 existieren. Auch wenn fehlerfreie Lbsungen existieren, werden
sie nicht gefunden.

Schlechte Konvergenz, es sind viele Lernschritte notwendig.

KeinLernenfalls U, — 9, > dp

In biologischen Netzwerken vermutlich nicht realisiert, nichtlokale Lernregel.

Verbesserte L ernverfahren:

Adaptive Steuerung von dg, dr, und A

Konjugiertes Gradientenverfahren: Aufeinanderfolgende Schritte im Parameterraum
{Vi, 00, Wi, ¥} senkrecht zueinander.

”Simulated annealing” a's universelle Optimierungsmethode.

27.11.00
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Beispiel: Zweischichtiges Perceptron mit Kennlinie F(z) = ©(x).
N=2 K=3

3/2

" Overfitting’:
Moglichst wenig verborgene Einheiten zur
Erhohung der Generalisierungsfahigkeit.

Eliminieren schwach gekoppelter verborgener
Einheiten wahrend des L ernprozesses,
"Pruning”.

Vorverarbeitung, Merkmale

N Eingabeeinheiten, i =1--- N

K verborgene Einheiten, Merkmale k. =1--- K
1 Ausgabeeinheit n = {1,0} oder {1,—1}

A Muster {féu}a 77#

1. Schicht: Merkmale
V(&) = F(Z Wi fi) (5.7)

2. Schicht: Perceptron mit K Eingabeeinheiten.
n=Fo( X Vi Wi()) (5.8)
k
Kapazitat fur Muster mit a = % und Perceptron-Lernen: A < 2K fals die Merkmale Wy (&,)
unkorreliert sind.

Fur K > N istdie Kapazitat grofer als die eines Perceptrons mit NV Eingabeeinheiten.
Bel geeigneter VVorverarbeitungkonnen linear nicht separable Probleme bearbeitet werden.

19



Beispiel: Coding-Maschine

BethgeA.,KuhnR.,andHornerH.(1994):  StorageCapacityofaTwoLayer PerceptronwithFixedPreprocessingintheFirstLayer ,J.Phys.A271929.
Muster ¢ = {1,0}

Gruppierung der Eingabeeinheiten in Gruppen von n Einheiten.

Es sei fur die erste Gruppe b(&; ---&,) die n-stellige Binarzahl &,&, - - - &, entsprechend fur die
weiteren Gruppen.

Jeder Gruppe werden 2" Merkmale zugeordnet, so dal3

Up(r---&) =1 fur  k=b(& &)

(- &) =0 fur kb6 &) (5.9)
entsprechend fur die weiteren Gruppen.
Damit ist die Zahl der Merkmale

on (5.10)

Nicht Uiberwachtes Lernen, Merkmale

"Winner takes all” Funktion:
Inhibitorisches Neuron ”0" zur Kontrolle der Ak-
tivitat

Us = ZWkifi—ﬁo—ﬁk

xe = F(Uy)
m = Fo( > k) (5.11)
k

F, sodald maximal ein Neuron in der Zwischenschicht aktiv ist.

Hebb’ sches Lernen:

0u Wii = Aw &' Xk > Wi=1 (5.12)
Adaption, Ermudung:
0,0k = Ay xh — A U >0 (5.13)
Beispid: N =2, K =4, & ={+1,+1} W, Wi
‘Uk' 61(

Signal: !’
U — 0 = > Wi EF — 0y,
Far kurze Lernzeiten

reprasentiert Neuron 2 (grun)
zwei Muster: (1,1) und (-1,1)

Lernschritte

20



Wy, fur verschiedene Lernschritte: k=1 & — 2 k=4

® ® ® ®
-11) (11) -11) (11)

(-1-1) ° (1-1) (1-1)
° ° °

Zufdliger Anfangszustand 25 Lernschritte:
Neuronl: (1,—1) ;=0
Neuron2: (1,1) und (—1,1) 92 >0
Neuron3: — Y3 =0
Neuron4: (—1,—1) 94=0

(an
(1-1)
]
120 Lernschritte: 200 Lernschritte:
Neuron1l: (1,—1) ;=0 Neuronl: (1,—1) ;=0
Neuron2: (1,1) und (—1,1) dy~1 Neuronl: (1,1) ¥2=0
Neuron3: — U3 =0 Neuron3: (—1,—1) 9¥5=0
Neuron4: (—1,—1) ¥,=0 Neuron4: (—1,1) 94=0

4.12.00

Merkmale fur "Winner takes all”
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6 Lernen ausBespielen, Supportvektor Maschine

Allgemeine Uberlegungen

Vapnik (1995)
Wahrscheinlichkeit fur Daten (Muster ---):  P(&,n) E={& &)
Parameter (Kopplungen, Schwellen - - -): a={a---ap}

Kostenfunktion:
- / dédn P(€,7) Q(€,n, )

Beispiel: Klassifizierung n = {1,0}
Testfunktionen f(£, ) = {1,0}

Q(g,n,oo:{‘f for &1 62

Beispiel: Regressionsanalyse:
Pln) = PP PE) = [dPEn)
= [dinP@le)  QEma)=(n- € a)
E(e) minimal fr f(€, c) = fo(€);  Elaw) =0
Beispidl: Schatzung einer Verteilung P(€): Testfunktion p(€, ax)
Q¢ @) =—1n(p(¢, a))

mit

p€a)=PE) (1+g(¢ @) uwd [dPE) gl a)=
und —In(14+2z)> —z: E(a) minima fur p(&, ag) = P(§)

Empirische Kostenfunktion
A Belspiele (€,,m) - (€,.m,) - (€4,74) gezogen mit Wahrscheinlichkeit P(€,7)

A
Z Suvn,uy

u=1

Lernen aus Beispielen:  F4(a) minimal?

Im Allgemeinen nicht wohldefiniert!
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(6.1)
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(6.4)

(6.5)
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Beispiel: Schéatzen einer Verteilung
Far
p(&l’a) =P1— X

Ejla) — 2 logpy — —o0

(6.8)

(6.9)

d.h. das Problem ist nicht wohl definiert falls F(a)

durch E4(a) ersetzt wird (" Overfitting”)

Entsprechend fur andere Lernprobleme.

P(€)} P(E, )

Forderung:
Mit
EA(aA) = lgf EA(O{) (610)
E(aA)A—> inf E(ca) und EA(aA)A—> inf E(a) (6.11)
fur fast alle (£;,71) -+~ (£4,74).
Aquivalent:
1
sup| [ dedn P(&,1) Q(€,m, @) = 5 3 Q& )| — 0 (6.12)
@ I —00
Diesist eine Einschrankung an die Testfunktionen f(&, ) b.zw. Q(&, 7, ).
11.12.00
V C-Entropie:
Vapnik, Chervonenkis (1981)
Betrachte A-dimensionalen Raum ¢ - - - g4 /
und die Manigfaltigkeit {q, = Q(§,,n., @)} {
Der Raum werde in Zellen der Grolde ¢ eingeteilt.
Essel N (A, ¢) dieZahl der Zellen, die die Manifaltigkeit enthalten. 7
VC-Entropie Hyc(A, e):
Hyc(A,e) =InN(A,€) (6.13)
Gl.(6.12) gilt fur
1
1 Hyo(A,€) — 0 (6.14)
Beispiel: Klassifizierung n = fo(¢) = {1, -1} f(§, @) ={1,—-1}
Q& o) =sign(f (&, @) fo(9)) (6.15)
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Jlm ch(A> >0

falls Konfigurationen der
Art Q(&,a’) zugelassen
sind

Konfiguration « Konfiguration o'

Konstruiere Zellen V, um &, so dal3

1
&xpwzz (6.16)

Argument von G.(6.12):

[de @) a) - Y 0, )

m

-3 [ «rofeE e -eg o) 617

Konfiguration o’ po e

Konfigurationen der Art Q(&, «’) liefern endlichen Beitrag.

Lernen durch Beispiele, Gl.(6.11), ist moglich falls Zahl der Beispiele (Muster) grol3 gegen Zahl der
Parameter avist: A > D
Per ceptron Lernen mit maximaler Stabilitat

Aquivalente Formulierung (Kap. 10): Stabilitatsparameter x = 1 und Summe lber Kopplungen
>, W2 minimal.

Kostenfunktion mit Lagrange-Parametern fir Nebenbedingungen:

LW, 0,0) =33 W2 =3 o { (X Wixk — 9)m, — 1} (6.18)
k 1% k
OL/OW; = 0:
Wi, = Z QX My (6.19)
W
OL/d9 = 0
> =0 (6.20)
W
mit

a, > 0 fals (Zkaf:—ﬁ)nuzl
K

a, = 0 sonst (6.22)

n
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Mit GI.(6.18): / |
L(Oé) = _%Z O'/,LLTI,LLX/,L,VT’I/CVV"'ZQ/“
2214 1%

wobei die Summe nur Uber die” Support-Vektoren” mit «,, > 0 lauft.

(6.22)

Bestimmung von «,, durch Minimisierungvon L(c) mit Nebenbedingungen «,, > 0 und GI.(6.20)

und
X = DXk XK
k

Mit Vorverarbeitung:

Xe = V(&) X =Y Ui(&,) Vi(€,) Wi =Y aun, V(&)
k M

Support-Vektor Maschine

"Entscheidungsflache™: > " W, 0, (&) — 9 =0
k

Beispiel: Quadratische Entscheidungsflache
D Wiki+5) Wiy&&—90=0
% [¥]

Sam{ X a+iyddagl-0=0

X =D & +5> Eefee
i 1]

N Eingange & ---&n
K =3 N (N + 3) verborgene Einheiten
D < K Parameter a;---ap >0

18.12.00
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(6.25)
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(6.28)



7 Assoziativer Speicher — Attraktor Netzwerk

Assoziativer Speicher
"Adresse”: Teil eines Musters,
"Ausgabe”: Vollséndiges Muster

Realisierung durch ein Neuronales Netz mit Ruckkopplung
Hopfield Modell (Hopfield 1982)

Dynamisches Neuronales Netz mit Fixpunkt Attraktoren
(Mustern)

Dynamik

GlL(35 undGl.(36) mt I'=1/C > v=1, A=0 und
Feuerrate v = F(u) mit u=U — U:

O u;(t Z Wij F(uj( )) — u;(t) (7.1)

Fixpunkt:

j
v = (Z V) (7.2)
Modifizierte Gradientendynarmkfur Wi; = Wj;: "Energie’:
E(u) = ZF (wi) Wij F(uy) —|—ZG (u;) (7.3)
ij

mit G'(u) = u F'(u):

O B(u(t) = =3 F (ui(t) { Wiy Flu;(1) — uilt) } dous(t)

_ ZF’ (us(t)) (Beus(t))”

< 0 fur  Fl(u)>0 (7.4)

Fixpunkte sind Minimavon E(u). Dieeinzigen Attraktoren sind Fixpunkte.

Beispiel:
v = F(u) = tanh(fu) (7.5)
== Zy GVt = Z [vi Artanhy; — 1 In(1 = v2)] (7.6)
Bw) = 3 uWyy w1 (7.7)

]
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Hopfield Modéll

HopfieldJ.J.(1982): NeuralNetworks andPhysical SystemswithEmergent CollectiveComputational Abilities,Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A.792554.

Zufdlsmuster &' = +£1 mit i =1---N, p=1---A und (&) = 040, o= A/N und
Hebb-Lernen .
Wiy =Wy = N Z@M i — adi Wi =0 (7.8)
nw

Uberlapp
my, = %Z &y, (7.9

Zeitabhiangigkeit mit Gl.(7.1) und

o — F,(F_1<Vi)){ ZWijyj — F—l(yi)}

Q

F( Z Wij Vj) — V; fur U; ~ Z mjyj (711)
J J

Uberlappdynamik mit GI.(7.8)

Oy mp(t) = % S e F(S & m, —an) —m, (7.12)

i

Hopfield Modell fur gerige Zahl gespeicherter Muster: N — oo a — 0
Amit D.J.(1989): ModelingBrainFunction—-TheWorldofAttractor ~ Neural Networks CambridgeUniversityPress: Cambridge.

_9&(m(t))
Bym,(t) = a0 (7.13)
mit ) )
E(m) =5 > my + = S F (> m) (7.14)
und
F'(u) = —F(u) (7.15)
Mit GI.(7.5)
Flu) = —% In cosh(Bu) — —ul (7.16)
Dynamik fur g — oo: X
&ymy, = stign(z:gg;m,,) —m,, (7.17)
Fixpunkte:
m;, = 1 Zsign Zﬂ‘ &' m (7.18)
N &
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Stabil fals
dgheymy A0  furdleid
Reines Muster "x”:
m, =1 m, =0 furp#k
Mischzustand "1,2,3" et.z.:
my = £me=tmgz= :I:%
m, = 0 furpu>4
Ungerade Mischzustande hoherer Ordnung.
Instabile Fixpunkte (mit sign(0) = 0):
Symmetrischer Mischzustand "1,2" et.z.:
m; = +my = :I:%
m, = 0 forp>3
Gerade Mischzustande hoherer Ordnung.

Dynamik fur reinen Musterzustand

&g ml(t) = 1- ml(t)
mi(t) = 1—(1-m(0))e”

Dynamik eines Hopfield Modell mit verdiinnten Kopplungen:

(7.19)

(7.20)

(7.21)

(7.22)

(7.23)

\ M(t)

A\ 4

DerridaB.,GardnerE.,andZippeliusA.(1987):  AnExactlySolubleAsymmetricNeural  NetworkModel ,Europhys.Lett4167.

Kopplungen
G
Ww TN ;fz gj
Cz'j = {1,0} P(CZJ = 1) =cC

Wi =0 (7.24)

P(Cy=0)=1—c (7.25)

mit C;; und C;; statistisch unabhangig, ¢ < 1 und N — oo.

Dynamik fur Mittelwerte, gemittelt tber &' und Cj;

dma(t) =3 (& (3 Wy wy()) = ma (1) (7.26)

7
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Mit GI.(7.9), v;(t)*=1 und o = A/cN

2
<ZWz‘j vi(t)) =& mu (1) <(ZVVZJ vi(1))") = mi(t)* + a (7.27)
J J
For 5 oo A erf(m/\/QTx)
Oy ma(t) = erf(ml(t)) — ma(t) (7.28)
V2« '
mit m>
erf(z) = % /0 dre (7.29)
Triviaer Fixpunkt m; = 0 instabil fur
2 .
o<~ (7.30) AT
Nichttrivialer Fixpunkt (stabil)
m*
r=erf(—= 7.31
Attraktionsbereich m,(0) > 0

15.1.01 o

Dynamik des voll vernetzten Hopfield Modells
Horner H.,BormannD.,FrickM.,KinzelbachH.,andSchmidt ~ A.(1989): TransientsandBasins of AttractioninNeural NetworkModels,Z.Phys.B76,381.

Zeitabhangigkeit fur m,(t) mit p # 1: GL.(7.12)

dmult) = S (€ ma(0) + € mult) + - X & T wn) — il

KFEW JF
~ 1 1 (1) 1 K K
~ v F(E LGRS PILPI vi(t)) = 1} my(t) (7:32)
i KEW G
Beachte: F'(---) hangt nichtvon ¢* ab.
Naherung: Vernachléssigung der Zeitabhangigkeit in F7(- - -)
Mit
Oy, (t) = —my,(t) (7.33)
t !/
ma(t) = () + [ ds €0 i (s) (7.34)
0

Beachte: 7, (t) = + 32, &} ;(t) istlinearin &, wobei ;(¢) nichtvon &~ abhangt.

Gl.(7.11) und Gl.(7.12) gelten fur Mittelwerte. Die tatsachlichen Neuronenzustande im Hopfield
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Modell sind v;(t) = +1 oder (v;(t) v;(t)) = 1.
Berechnung von (m,,(t) m,(t)) mit Naherung (v;(t) vi(t')) ~ 1:

(m2 (1)) = %(1 + s e - ) %(1 (1)’ = %D(t) (7.35)
mit ¢(0) =0 und
dg(t) = F'(t) = (1= F'(t)) g(t) (7.36)

Zeitabhangigkeit fur m; () ist durch GI.(7.26) gegeben, wobei (- --) Gaussmittelung mit Breite aD
meint.

Fur g — oo

Dy (t) = erf (——=—==) —ma(t) (7.37)

2 my (1)?
/ — B —————— 2a
F) = \ ma D(t) e (7:38)

Numerische Integration von Gl.(7.35 — 7.38):

und

a=0.1:m(t) und A(t) = /aD(t) Attraktionsbereich,
Vergleich mit verdunntem Netzwerk
1.2 1.2
ml(t) Attraktionsbereich
1.0} 1.0 c \ o
0.8} E 0.8} T E
0.6 ; 0.6
0.4} ] 0.4}
0.2 —0.47 E 0.2} —_—m
s °°
0.0 : t 0.0 a
0 5 10 15 0.00 0.05 0.10 0.15
1.2 1.2 . :
A(t) Attraktionsbereich
1.0} ; 10—
0.8} E 0.8}
0.6 ; 0.6}
0.4} 0.4}
voll vernetzt
0.2} —0.47 1 0.2} )
— ¢ —m'()
0.0 0.0 o
0 5 10 15 0.00 0.20 0.40 0.60
Konkurrenz zwischen Verstarkung des Musters a=A/cN: ¢N Synapsen pro Neuron.

und des Rauschens
Voll vernetzt: o, = 0.138

verdunnt: a. = 0.637

22.1.01
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Assoziativer Speicher mit geringer Aktivitat
Horner H.(1989): Neural Networks withlow levelsof activity: Isingvs. McCulloch—PittsneuronsZ.Phys. B75,133

Repréasentation: aktiv £ =1 inaktiv £ = —a/(1 — a)
Aktivitat: P&l =1)=a PEl'=—a/(1—-a))=1-a
Hebb’ sches Lernen, GI.(7.8):

1a_Na el fur i Wi =0 (7.39)
w

ij —

Beachte: fur a — 0 werden nur Kopplungen zwischen gleichzeitig aktiven Neuronen verstarkt.

Entsprechende Rechnung:

10°
Maximale Speicherkapazitat fur a — 0 ¢
102 f 3
Inlnl/a ]
1 - In 1/(5 740 ]
e = 2alnl/a (7.40) | ;
Information pro Muster und pro Neuron 10° F
i =—alogy(a) — (1 —a)logy(1—a) (7.41) 10t .
104 103 1072 10t a 10°
Information 0.8 . : .
1 2
I/N* =i 9o 0.72 (7.42) o6l ]
Hopfield Modell mit « = 3: I/N? ~ 0.138 0.4 :
0.2} \ ]
0.0 L L L
10°* 10°° 10°? 10! a 10°

Assoziativer Speicher fur Muster sequenzen

HerzA.,Sulzer B.,KuhnR.,andvanHemmenJ.L.(1989): HebbianLearningReconsidered: RepresentationofStaticandDynamicObjectsin
AssociativeNeural NetsBiol. Cybernetics60457.

Muster & (t,)

Retardierte Kopplungen Wigm): T
Erregung —
Us(t,) =SS W™ vty — 1) (7.43) A
j m —.
-
Hebb’ sches Lernen:
| A
SWE = A SN () 4t — ) (7.44) =
noop
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8 Nicht Uberwachtes Lernen

Hauptachsen einer Verteillung, Oja’s Regel

Hebb’ sches Lernen mit linearer Ausgabeeinheit
Signale ¢, mit Verteilung P(§)

Lernregel:
SWi=A UG- W) U= W
j

mit v sodaR >, W2 =1 ~=U?
03 WP =2AU; (1 —wa)
Korrelationsmatrix:

Cij=> P(€)&&=2_Cr&E D &€ =0
¢ A i

mit Cy >0 und A=1---N.

Es sai
Wy =S W& Wi =3 Wi 7= Wy
7 A A

Lernen:
(SW)\ = AZ (CA —’y) W)\
A

Stabile stationare Losung: Maximaler Eigenwert C
W = 0xx v =Cx
Veralgemeinerungfur K grofite Hauptachsen: K Ausgabeeinheiten £ =1--- K

k
oWy, = AUk(fi - U, VVM) U =>_ Wi
=1 J

29.1.01

Beispiele: Grofdte Hauptachse

(8.1)

(8.2)

(8.3)

(8.4)

(8.5)

(8.6)

(8.7)
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Lernen mit korrelierten Signalen, Rezeptive Felder

Eingabe-Ebene (-Raum): «

Rezeptives Feld eine Neurons:

Erregung bei Signal {(x)
Uy =Y Wi(z)E(z)

Normierung

1
v T il
L T N A T R W A T
R O S
\WA‘M'W,

Nebenbedingung

a=> alx)Wi(z) — a mit > alz)*=1

xr xr

Lernregel: (Index & unterdriickt)
SW(x) = A0(x) {UL(x) —yW(x) - po(=) }

5n:2A{U2—7n—ua} y=U*+pa

da=A{UY a(@)&(x) —vya—uf p(1+at) =0 a(x)é(x) - U%a

r r

Mittelwerte:
Korrelationsfunktion

Clzy) = O(x)0(y) (&(@)E(y)) = X Crm(@) m(y)

mit
;m(w) () = dux ;nx(w) m(y) =d(x —y).
Mit
Wy = zw:m(w) W(x) W(x) = ZA: Wina(x)
und
Q) = zw:m(w)@(w)
Lernregel:

Wa = A{(Cr =) Wa — s

’YZZC)\W)? (1+d2)M:ZC)\W)\(C¥)\—W>\)
A A

33

x innerhab: ©4(x) =1 x aullerhalb: ©4(x) =0

(8.8)

(8.9)

(8.10)

(8.11)

(8.12)

(8.13)

(8.14)

(8.15)

(8.16)

(8.17)

(8.18)

(8.19)



Beispiel: KreisformigesFeld ©(x) = O(d — |x|)
Radiale- und Winkelquantenzahl \ = {n,m}
N () = Uy (1) € (8.20)

Grofter Eigenwert: A = {0,0} noo(x) ~ const
Ohne Nebenbedingung: 1 =0

W(z) — mnoo(x) (8.21)
Mit Nebenbedingung
€T xr
und m = 0:
W(z) — no(x) (8.23)
Simulation
® ®
4
L 3
: ®
000 ©
00000
- 00000 —@- .
- 000 L 3
0000 3
' o
® L 3
000000000 ®
o9 O o
Signal zufélliger Anfangszustand
4 4
o o
[ 4 L 4
[ ] o
® o
° °
® 4
® o
® L 3
o 4
[ 000 , [
Nebenbedingung: W — 1y Anisotropes Signal W — 10 + o2
Zentrum exzitatorisch
Umgebung inhibitorisch Sensitiv auf Linien bestimmter Orientierung

Retina Kantenverstarkung Visueller Cortex




Vektorquantisierung, kompetitives L ernen

N-dimensionaler Musterraum mit Mustern &;. Wahrscheinlichkeit P(€)
K Neuronen mit Kopplungen W

Aufgabe: Aufteilung des Eingaberaumsin K Zellen Vj, sodal

1
d¢ P(¢) = —
und
> (Wi —&)* minima furk = ko fals £ €V,
Lernregel:
Distanz

D= > - (Wi —&)*+ 9y minimal fur k = kg

(2

Lernen der Kopplungen W,
Wiy = =A{ Wik, — &}

Anderung der Schwelle (Ermudung) 9y

579]@@ = (K — 1)A0 (519k = —Aﬁ fur & 75 ]{IO

Beispiel: N =2

Die Muster £ sind in der Farbe der zugehorigen W, gezeigt.

5201
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(8.24)

(8.25)

(8.26)

(8.27)

(8.28)




Topologische Ordnung

Lernen entsprechend GI.(8.27), modifiziert:
"Gewinner” kg

6Wlk = —A@(k/’ - ko) I/Viko _§

mit

p(k) = e /D7
Im Ausgaberaum benachbarte Neuronen lernen
korreliert.

Die Dimensionen des Ein- und Ausgaberaums
konnen verschieden sein

(8.29)

(8.30)

36
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Topologieer haltendeK arten R
Korrelierte Muster & auf der " Retina’
io zufallig o e
¢ = e mio)7/d (8.31) t
Erregung des Neurons K im "kortikalen '
Ared” n
Uy = Z & Wik (8.32) a
U, — v, maximal fur k = kg
Lernen mit ¢, GI.(8.30) d(t) veranderlich Kortikales Areal
5Wzk = AQO(:IC — k’o){& Uko — Uk Uko I/Vzk} (833)
(519]% = KAg ﬁk = —Ag fur k 7é k‘o (834)
00000000000000000000F0 000000V OOOOGOGONINOONOGOOGS
* 000000000000000000000 o 000000000000000000000
o 000000000000000000000 o 0000000000000000000
o 000000000000000000000 o 000000000000000000000
* 000000000000000000000 * 000000000000 0000
R o 000000000000000000000 R < o ooc0c0000000000000000
o 000000000000000000000 ® 000000000000000000000
e © 000000000000000000000 e > 000000000000000000000
o 000000000000000000000 * 000000000000000000000
[ ¢ 200080000000050050090 L2 8 990000009000000000000
: ® 000000000000000000000 . ® 000000000000000000000
I o 000000000000000000000 I ® 000000000000000000000
* 000000000000000000000 o 000000000000000000000
n ® 000000000000000000000 n o 000000000000000000000
o 000000000000000000000 000000000000000000000
a3 S333sessesssessssesss A o sssssssssssssssssssss
* 00000000000000 000 o 000000000000000000000
@ ooooooooooooooooooooo ® 000000000000000000000
o 000000000000000000000 o 000000000000000000000
® 000000000000000000000 o 000000000000000000000
Kortikales Areal Kortikales Areal
t=0 d=20 t =50 d=75
0000000000000 00000000 000000000 & 0OOOGOGOGOOGOGS
0 007.000000000000000000 ® 000000000000000000000
® 100000000000000000 ® 0 0000000000000000000
o © 00000000000000000 o 00 0.0000000000000000
o 900000000000000000000 S 89270 cecesessscseese
R ® 00000000000000000 R ® 0000 0000000000000
° 1000000000000000 ® ooooooooooooooooooooo
e ° 00000000000000 e ® 0000 000000000000000
° 00000000000000 ® 000000 0.000000000000
[ | ¢ 900000000000000000008 I ° 00800800 005000000080
. ® 000000000000000000000 . ® 000000000000000000000
I * 0000000 ; e I 0000000000:0000000000
° 000000 * 00000000000°0.0000000
n o 0000000 ® n ® 00000000000000 100000
o 000000 ® ® 000000000000000 10000
o 000000 ® ® 0000000000000000° 0000
a o 000000 ° a o 0000000000000 .000000
o 000000 ® o 00000000000000" 00000
o 00000000000 o 0000000000000000 O O
o 00000000000000000 o 000000000000000000000
® 000000000000000000 00 ® 000000000000000000000
Kortikales Areal Kortikales Areal
t =110 d=2 t =300 d=1.5
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Plastizitat bei Anderung des Bereichs der Eingangssignale

X o +~ - — c @©

00000000000060000 ..
000000000000 0060
00000000000000 ..
0000000000060 0 0000
0000000000060 000000
000000000000 0000000
2000
0000000000 000000000
000000000
00000000 0000000000
000000670 90000000000
00000 000000000000
00000 0000000000000
0000000 170000000000
099000 00900000000000000
000 000000000000000
® 0000000000000
[ J 0000000000000
000000000000000
00000000000000000
00000000000000000

X o + .— c @©

Kortikales Areal

Kortikales Areal

1000
00000 OOOO O 0000O0OCOCGIOS
000000000000000000000

t

t =300
000000000 o 000000000
000000000000000000000

0000000000000 000000
00000000000000006°00
0000000000000007000
00000000000000000
0000000000000 000000
0000000000086 06000
000000000000 000000
00000000000:00 0000
0000000000000 0000
0000000000000 000000
000000000 °000000000
00000000000 00000000
0000000000000000000
000000000 0000000000
00000007°00000000000
0000000000000000000
0000000000000000000
0000000000000000000
. 00000000000000
000000000000000000
000 0000000000000000

X 0 + .— ¢ @©

X O «  .— Cc @®©

Kortikales Areal

Kortikales Areal

5000

t

t = 1200
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Ausheilen der Diskontinuitat

0)

Diskontinuitét bei zu kleiner Reichweite d(t

® 0000000000000000000 O
o 000000000000 000860000 00
o 0000000000000000 L L J
® 00000000000000060 00
® 0000000000000 00000
® 00000000000000 000
0 0000000000000 06000000
0 0000000000000006000000
® 00 1700000000000 000000
000 00000000000000000
0 000000000000000000000
000000000000 000000000
0 0090000000000000000000
® 0000000 1000000000000
® 000000000000000000000
® 0000000 0000000000000
0 00000000 000000000000
o 000000000 00000000000
o 000000000 ° 00 1000000
o 0000000000 ° 00 100000
o 000000000000 00000000

X O + .— c @®©

® 0000000000000000000 @
® 0000000000000000000 0
® 00000000000000006 0 00
¢ 000000000000000°0 00
® 000000000000000 @ ®
® 00000000000000 0 0OOGO
® V0000000000060 & 00000
® 000000000000 00000
©0.0000000000000000000
0 0000000000000000000
® 00 1700000000000000000
00 00000000000000000
® 0000 0000000000000000
® 000 0 000000000000000
® 0000 9 0000000000000
® 00000 90 0000000000000
® 000000 0 000000000000
® 0000000 0 00000000000
® 00000000 & 0000000000
® 000000000 @ 000000000
® 0000000000 1000000000

¥ o + .— c @©

Kortikales Areal

Kortikales Areal

5000

t

t =100

2201

FINIS
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