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I GRUNDLAGEN

1 Vorbemerkungen

Die statistische Physik hat die Behandlung komplexer physikalischer Situationen
zur Aufgabe. Im allgemeinen handelt es sich dabei um Systeme, die aus sehr vie-
len (~ 10?%) wechselwirkenden Teilchen bestehen. Beispiele sind praktisch alle uns
umgebenden Dinge: Gase, Fliissigkeiten, Festkorper. Im Prinzip sind die physikalis-
chen Gesetze, die diese Systeme im Detail beschreiben, wohl bekannt. Es sind dies
die Gesetze der Mechanik, Elektrodynamik und der Quantenmechanik. Der hohe
Grad an Komplexitat, d.h. die grofle Zahl der Freiheitsgrade, macht aber eine detail-
lierte Berechnung unmdoglich. Hinzu kommt, dafl hierfiir auch eine detaillierte Ken-
ntnis des Anfangszustandes ndtig ware. Dies ist nicht nur unpraktikabel, sondern
stot auch auf grundséatzliche Schwierigkeiten. Zur Préaparation eines Anfangszus-
tandes eines betrachteten Systems ist die Wechselwirkung mit einem anderen, eben-
falls komplexen System notwendig. Dies bedingt aber, daf} eine detaillierte Kenntnis
des Anfangszustandes des Systems auch eine detaillierte Kenntnis des Zustandes des
praparierenden Systems bedingt. Dieser Gedanke 1af3t sich beliebig fortsetzen.

Ein weiterer Aspekt ist der, dafl es sich in allen interessierenden Féllen um “nicht-
integrable” Systeme handelt, soweit sie durch die Gesetze der klassischen Mechanik
beschrieben sind. Betrachtet man etwa die klassische Bewegung von N Teilchen, so
hat man 6N Differentialgleichungen zu 16sen. Das System hat 6N Freiheitsgrade:
3N Ortskoordinaten ¢ (t) - - - gzn(t) und 3N Impulskoordinaten p;(t) - - - psy(t). Im
Normalfall sind Gesamtenergie, Gesamtimpuls und Gesamtdrehimpuls die einzigen
(nichttrivialen) Konstanten der Bewegung. Man hat also 7 Integrale der Bewegung.
Ein System ist “nichtintegrabel”, falls die Zahl der Freiheitsgrade grofer ist als die
doppelte Zahl der Konstanten der Bewegung. Dies ist im obigen Beispiel fiir N > 3
der Fall. Eine Eigenschaft solcher nichtintegrabler Systeme ist die, da3 der Abstand
zweier urspriinglich eng benachbarter Trajektorien ¢ (t) - - - gan(t) p1(¢) - - - pan(t) ex-
ponentiell mit der Zeit anwachst, wenigstens fiir eine nichtverschwindende Menge
von Anfangszustanden, haufig aber fiir fast alle Anfangszustdnde. Dies bedingt
aber, daf} die Kenntnis des Anfangszustandes extrem genau sein muf3, wenn man die
Trajektorien iiber langere Zeit berechnen maochte. Die Situation in quantenmecha-
nischen Systemen ist vermutlich ahnlich, jedoch weit weniger gut untersucht.

Fiir viele interessierende Fragen ist jedoch eine detaillierte Kenntnis des momenta-
nen Zustandes (Mikrozustand) nicht notwendig, da viele verschiedene Mikrozustande
praktisch identische Werte fiir makroskopische Observable liefern. Die Menge
von Mikrozustanden, die fiir gegebene makroskopische Observable und gegebene
Genauigkeit, mit der diese bestimmt werden konnen, identische Werte liefern, nennt
man Makrozustande.

Ziel der statistischen Physik ist es, Gesetze fiir das Verhalten solcher Makrozustande
zu finden. Historisch gesehen wurden solche Gesetze in der Thermodynamik bere-
its vor der Entwicklung der statistischen Physik in der Form phénomenologischer
Gesetze gefunden, und die Aufgabe ist deshalb, diese Gesetze aus den “mikroskopis-
chen” Bewegungsgleichungen (Hamiltonsche Bewegungsgleichungen, Maxwell-



Gleichungen, Schrodinger-Heisenberg-Gleichung) zu begriinden. Die resultierenden
Gleichungen fiir Makrozustande konnen dabei grundsatzlich anderer Natur sein als
die der mikroskopischen Gleichung. Beispielsweise ist die zeitliche Entwicklung von
Makrozustanden irreversibel, wogegen die mikroskopischen Bewegungsgleichungen
invariant sind gegen Bewegungsumkehr. Auflerdem sind diese Gleichungen oft un-
abhéangig von Details der mikroskopischen Gleichungen wie etwa der genaueren Form
der Wechselwirkung der Teilchen untereinander.

Eine weitere Aufgabe der statistischen Physik ist die Berechnung
phanomenologischer Gréflen der Thermodynamik. Dies sind “Materialkonstanten”
wie Kompressibilitat, spezifische Warme, Dielektrizitatskonstante, magnetis-
che Suszeptibilitait oder Transportgrofien wie Warmeleitfahigkeit, Viskositat,
elektrischer Widerstand, Diffusionskonstante.

Da ein gegebener Makrozustand eine grofle Menge von verschiedenen
Mikrozustanden reprasentiert, ist es naheliegend, Methoden der Statistik zu
benutzen. Entsprechend sind die gewonnenen Aussagen solche iiber Wahrschein-
lichkeiten, Mittelwerte und Korrelationen. Aufgrund der grofien Teilchenzahl
(N =~ 10*) und der damit verbundenen groBen Zahl von Mikrozustinden sind
die Wahrscheinlichkeitsaussagen jedoch extrem genau. Relative Schwankungen
makroskopischer Observablen sind von der GréBenordnung 1/v/N.

Diese statistische Beschreibung bedingt aber auch, dafl die resultierenden Gle-
ichungen nicht nur physikalische Begriffe der zugrundeliegenden mikroskopischen
Beschreibung enthalten wie etwa Energie, Teilchenzahl, Impuls, sondern auch Be-
griffe der Statistik. Wichtigstes Beispiel hierfiir ist die Entropie, die eine zentrale
Rolle in der Thermodynamik spielt und mit dem Begriff der Information in der
Statistik verkniipft wird.

Die Aussagen der statistischen Physik betreffen makroskopische Eigenschaften, typ-
ischerweise Observable, die iiber ein Volumen gemittelt sind, dessen Ausdehnung
grof} ist gegeniiber dem mittleren Abstand von Teilchen. Der mittlere Teilchenab-
stand in Festkorpern und Fliissigkeiten ist etwa 10~7 cm. Auferdem wird meist iiber
Zeiten gemittelt, die lang sind gegeniiber den typischen Zeitskalen der mikroskopis-
chen Bewegung. Diese sind etwa 10712 sec fiir die Bewegung der Atome und 1071
sec fiir die der Elektronen in einem Festkorper. In gewissen Situationen konnen
aber auch Aussagen iiber das Verhalten einzelner Teilchen gewonnen werden, wenn
diese mit einem makroskopischen System wechselwirken. Ein Beispiel hierfiir sind
Farbzentren oder andere Defekte in Festkorpern.

Die Statistische Physik von Gleichgewichtszustéinden kann, ausgehend vom oben-
genannten Entropiebegriff, relativ systematisch entwickelt werden. Dies ist der
wesentliche Inhalt der Vorlesung. Die Behandlung von Nichtgleichgewichtszustanden
ist weit komplexer. Dies ist schon dadurch bedingt, daf§ ein thermischer Gle-
ichgewichtszustand (Makrozustand) durch einige wenige Zustandsgrofien charakter-
isiert ist. Dies gilt jedoch fiir einen Nichtgleichgewichtszustand im allgemeinen nicht
mehr. Eine systematische Behandlung dieser Zstande ist nur dann moglich, wenn
der Zustand in irgendeinem Sinne nahe an einem Gleichgewichtszustand ist, etwa
bei kleinen Abweichungen von einem Gleichgewicht oder falls lokale Gleichgewichte
mit langsamen raumlichen Variationen existieren.
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2 Begriffe der Statistik

2.1 Ereignisse und Wahrscheinlichkeiten

In der Statistik spricht man von Ereignissen und Wahrscheinlichkeiten fiir das
Auftreten dieser Ereignisse. Ereignisse sind Mengen, und unter einem Elementar-
ereignis versteht man eine Teilmenge, die nicht leer ist und nicht weiter zerlegt
werden kann. Fiir Elementarereignisse a; gilt

a; N a; = @ (21)

wobei der Schnitt (Produkt) zweier Mengen AN B
entsprechend nebenstehender Figur gegeben ist.
Es sei £ die Menge aller Elementarereignisse.

In der statistischen Physik verstehen wir Mikrozustédnde als Elementarereignisse.
Dies sind vollstandig charakterisierte physikalische Zustande. In der klassischen
Physik von N Teilchen in 3 Dimensionen sind sie durch Angabe aller Orte ¢; - - - g3
und Impulse p; --- g3y gegeben. Den 6N-dimensionalen Raum bezeichnet man als
Phasenraum und damit entspricht einem Mikrozustand ein Punkt im Phasenraum.
In der Quanten-Statistischen Mechanik ist ein Mikrozustand durch Angabe eines
vollstandigen Satzes von Quantenzahlen gegeben. Betrachtet man etwa Teilchen in
einem Volumen der Lange L, sind hierfiir die Komponenten der Wellenvektoren aller
Teilchen k; = 2mn; /L und deren Spins s; geeignet. Dabei sind n;, ganze Zahlen
undz=1---N, a=1---3.

Es seien A und B Teilmengen von &, nicht notwendigerweise elementar. Falls

ANB =1 (2.2)

nennt man 4 und B unvereinbar. A ist komple-
mentar zu A falls

ANA=0 und AUA=E. (2.3)

wobei die Vereingung (Summe) AUB entsprechend
nebenstehender Figur gegeben ist.

In der statistischen Physik werden wir Makrozustinde einfithren, die unverein-
bare Teilmengen aus Mikrozustanden darstellen. Beispielsweise kann man alle
Mikrozustédnde mit einer Energie in einem Intervall £ — %dE R %dE zZu einem
Makrozustand der Energie FE zusammenfassen. In der Quantenmechanik sind die En-
ergiewerte von Mikrozustinden, fiir N Teilchen in einem Volumen der Grofie V = L3,
diskret. Der typische Abstand benachbarter Energieniveaus ist ~ L~!, wogegen die
typische Energie £ ~ N ist. Im thermodyamischen Grenzfall N — oo, V — oo
kann also AFE sehr klein gewahlt werden und die Energie kann als kontinuierliche
Variable aufgefa3t werden.

In der Statistik wird einem Ereignis A eine Wahrscheinlichkeit P(A) fiir das
Auftreten von A zugeordnet. Dabei ist 0 < P(A) <1 reell und P(€) = 1.



Fiir zwei Ereignisse A und B gilt

P(AUB) = P(A) + P(B) falls ANB=0 oder P(ANB) =0
P(AUB) < P(A)+ P(B) sonst (2.4)

Dies 148t sich einfach auf mehr als zwei Ereignisse erweitern.

Fir P(B) > 0 definiert man eine bedingte Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von
A falls sich B ereignet hat (Bayes-Gesetz)

(AmB)‘

pAB) =L o5 (2.5)

Falls diese nicht vom Eintreffen von B abhéngt, also P(A|B) = P(A), bezeichnet
man A und B als unabhéngig und dann gilt P(A N B) = P(A)P(B).

2.2 Diskrete Gesamtheiten

Betrachten wir zunachst den Fall, dafl ein System eine endliche Zahl von diskreten
Mikrozustédnden (Elementarereignissen) zi,za,...,2;,..., 2, annehmen kann. Die
Wahrscheinlichkeit, daf§ sich das System im Zustand z; befindet, sei p; > 0. Die
Wahrscheinlichkeiten sind so normiert, daf3

dYopi=1 (2.6)

%

Es sei A eine Observable, die im Zustand z; den Wert A; annimmt. Der Mittelwert
(Erwartungswert) ist dann A
(4) = Z Aip;. (2.7)

Als Ma8 fiir die mittlere Abweichung einer Einzelbeobachtung vom Mittelwert be-
nutzt man die als “Varianz” oder “Schwankung” bezeichnete Grofie

AA =/(A2) — (A)2. (2.8)

Falls keine Entartung auftritt, d.h. falls A; fiir jeden Zustand verschieden ist, gilt
AA = 0 nur fiir einen reinen Zustand, in dem ein p; = 1, alle anderen = 0 sind.

Es sei B eine weitere Observable, die im Zustangl % denA Wert B; annimmt. Im
Fall eines quantenmechanischen Systems seien A und B simultan mefbar, die
zugehorigen Operatoren mogen kommutieren. Als Korrelation bezeichnet man dann

(AB)* = Cap = (AB) — (A)(B) (2.9)

mit

(AB) = > AiBip;. (2.10)



/\ Als Beispiel betrachten wir die Binomialverteilung.

q P Man erhalt sie, indem man, ausgehend von einem
/\ /\ bestimmten Punkt mit Wahrscheinlichkeit p einen
Schritt nach rechts, mit Wahrscheinlichkeit ¢ =

¢ 2pq <4

1 — p einen Schritt nach links macht. Aufeinan-

/\ /\ /\ derfolgende Schritte seien nicht korreliert. Nach

g 3pa? 3p%q p  n Schritten kann man n + 1 Zustande erreichen,
Z20---Rp-

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Erreichen des Zustandes z, ist

¢ n—g (T ¢ n—t n!
— = S 2.11
Pe=pq <€> P = (2.11)

und damit durch die Binomialentwicklung von (p+q)™ gegeben. Da p+q = 1, ergibt
sich die Normierung (2.6).

Fiir Schritte der Léange d ist der Abstand des Zustandes ¢ vom Ausgangspunkt
Dy = d(¢ — 3n) und dessen Mittelwert

(D) = d%: (E — %n> pe=d (p(%(p +a)" |21, —%n)

—nd(p-1). (2.12)

Die Varianz von D erhalt man aus

(D) = Y (0~ 1n) i

L

0 0 n
= d’ (pa—p — %n> (pa—p - %n> P+0)" =1,
= d*(p*n(n — 1) + pn — pn® + in® (2.13)

AD = \/(D?) — (D)2 = d\/p(1 — p)n. (2.14)

Gemessen an der gesamten nach n Schritten zuganglichen Strecke sind die relativen
Schwankungen

und damit

AD p(1—p)
= —. (2.15)

Die relativen Schwankungen werden also fiir grofie n klein.

Der hier diskutierte Prozef3 kann als vereinfachtes Modell zur Diffusion von Verun-
reinigungen oder Fehlstellen in Festkorpern angesehen werden.
2.3 Kontinuierliche Gesamtheiten.

In vielen Fallen hat man es mit Wahrscheinlichkeitsverteilungen zu tun, die Funktio-
nen einer oder mehrerer kontinuierlicher Variablen sind. Wir untersuchen zunachst



eine Verteilung, die nur von einer einzigen Variablen z abhangt. Diese Verteilung sei
als Grenzfall von Wahrscheinlichkeiten fiir diskrete Zustdnde gewonnen. Wir gehen
also von diskreten Zusténden ¢ aus, wobei z; der Wert der Variablen (Observablen) z
im Zustand i sei. Die Wahrscheinlichkeit fiir den Zustand i sei p; = p(z;). Gemessen
beispielsweise an der Genauigkeit A, mit der z bestimmt werden kann, seien die
Zusténde relativ dicht, aber nicht notwendigerweise gleichméaflig angeordnet.

In einem quantenmechanischen physikalischen System konnte z beispielsweise die
Energie sein und z; die moglichen Eigenwerte des Hamiltonoperators.

Es sei A(z) eine Observable,
beispielsweise z selbst, dann ist

M (A) = S A(=)p(=). (216)

Fiihren wir nun eine gleichmafige
PHHHHHHHHIHHE 2 Binteilung der 2-Achse in Inter-

AR 4 Galle der GroBe A durch, wobei
das n-te Intervall durch z, = nA

4 PQ)

charakterisiert ist, so erhélt man néherungsweise, falls A(z;) und p(z;) langsam auf
der Skala A veranderlich sind

(AY =3 A(2)p(2,)Qa(20) (2.17)

wobei Qa(z,) die Zahl der Zustdnde im n-ten Intervall ist. Falls auch Qa(z,)
langsam veranderlich ist, erhalt man mit

Qa(zn) = AQ(z) (2.18)

naherungsweise
(A) = / dz Q(2)p(2) A(2). (2.19)

Dabei kann man €(z)dz als Integrationsmafl im Sinne eines Lebesque-Integrals in-
terpretieren. 2(z) wird aber auch als “a priori”-Wahrscheinlichkeit bezeichnet.

Eine Situation wie die geschilderte ergibt sich auf ganz natiirliche Weise fiir ein
endliches quantenmechanisches System, in dem man immer diskrete Zustande hat,
wobei aber der Abstand der Zustande mit der Grole des Systems abnimmt. De-
mentsprechend wollen wir Q(z) als Zustandsdichte bezeichnen. In der statistis-
chen Physik werden 2z und zusétzlichen Variablen dieser Art als Parameter benutzt,
die Makrozustande charakterisieren. Beispiele hierfiir sind Energie E, Teilchenzahl
N oder Volumen V. Teilchenzahl und Energie (quantenmechanisch) sind diskrete
Variable. Trotzdem koénnen sie im thermodynamischen Grenzfall V' — oo als
kontinuierliche Variable in obigen Sinn behandelt werden. Dies setzt voraus, dafl
alle Mikrozustande, die einen Makrozustand bilden, mit gleicher Wahrscheinlichkeit
auftreten. Ist dies nicht erfiillt, ist es notwendig den Makrozustand durch Hinzu-
nahme weiterer Zustandsvariable soweit in neue Unterzustiande (Untermengen von
Mikrozustanden) aufzuteilen, bis das Postulat der Gleichverteilung erfiillt ist.



Hétten wir statt z beispielsweise 2% oder allgemein y = f~(z) gewahlt, hatten wir eine
andere Zustandsdichte Q(y) bekommen. Mit A(z) = A(f(z)) und p(z) = p(f(2))
erhalt man

(4) = [ dy Q) Aly) (2.20)
was, fiir beliebige A(z) und p(z) nur gelten kann, falls
dy = \df(;(;> a: Q(2) = O(f(2) ‘d{l(;) | (2.21)

Die Bestimmung der “a priori”’-Wahrscheinlichkeit fiir klassische Systeme stellt ein
gewisses Problem dar, das aber durch die Quantenmechanik etwas befriedigender
gelost wird.

Die Verallgemeinerung auf Wahrscheinlichkeitsverteilungen mehrerer Variablen
z1...z2, ist offensichtlich. A, p und € sind Funktionen mehrerer Variablen, und
man erhalt entsprechend Mehrfachintegrale. Transformiert man auf neue Variable
Y1 ...y, mit y; = fi(z1...2,), erhdlt man

. )
Qz1...2) = Qs ... y) |det (%)\ (2.22)
wobel
21 21
det (@) _ : (2.23)
0z of ... 0f
0z, Ozy

als Jacobi-Determinante bezeichnet wird.

Die vorher gewonnenen Definitionen fiir Korrelationen und Varianz konnen direkt
ibernommen werden, wenn man Y, durch [dz; ...dz, Q(2) ersetzt.

Als Beispiel untersuchen wir den Grenzfall der vorher untersuchten Binomi-
alverteilung fiir

n—oo d—0  +/nd=2b. (2.24)

Fiir diesen Fall erwarten wir, entsprechend (2.14), eine endliche Varianz. Es sei
z = d({ — 3n). Dann ist Q(z) = 1/d. Zur Auswertung von (2.11) benutzen wir die
Stirlingsche Formel

1 1
Inn! ~ <n+§>lnn—n+51n2ﬁ (2.25)

und erhalten fir p=¢ = %

pg:‘/mexp{ﬂn%—|—(n—€)ln2<nn_€>}. (2.26)

Mit ¢ = +n(1+ z,/by/n) wird fir groBe n

d
pe = —b\/ﬁe_%w (2.27)



wobei In(1 + z) & = — 12 benutzt wurde. Absorbiert man die Zustandsdichte, die
ja in diesem Beispiel konstant ist, in die Wahrscheinlichkeitsverteilung, erhalt man
eine Gauss-Verteilung

1 L 2
- —327/b 2.28
p(2) Wors (2.28)

mit Mittelwert (z) = 0 und Varianz Az = b.

2.4 Information

Die Angabe einer Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir eine statistische Gesamtheit
stellt eine gewisse Information tiiber das tatsachliche Auftreten eines Ereignis dar.
Diese Information ist aber, falls die Verteilung nicht einen reinen Zustand beschreibt,
unvollstandig, und weitere Information wird benotigt, um das tatsachlich aufge-
tretene Elementarereignis zu identifizieren.

Zur Quantisierung der fehlenden Information betrachten wir zunachst eine diskrete
endliche Gesamtheit z; ...z, mit gegebenen Wahrscheinlichkeiten p;.

Nehmen wir an, wir kennen die Verteilung, unser Freund kennt das aufgetretene
Ereignis. Er kann unsere Fragen nur mit ja oder nein beantworten. Wieviele Fragen
miissen wir im Mittel bei optimaler Taktik stellen, um das aufgetretene Ereignis zu
identifizieren?

Wir unterteilen die Menge M von
Ereignissen in Untermengen MM,

M /\M diese weiter in My, My, beziehungsweise
/0\ /1\ MioMy, und entsprechend weiter, bis

jede Teilmenge nur noch ein Ereig-
Moy [Mlo ] [Mll ] nis enthalt. Damit ist jedes Ereignis

/\ durch eine Binarzahl charakterisiert,
Moo Mo wobei die Zahl der Stellen der jeweili-
N gen Binarzahl nicht notwendigerweise

[ M0110] [ MOlllJ gleich sein muf. Entsprechend dem

gezeigten Verzweigungsschema konnen
nun die Fragen gestellt werden.

Die Taktik besteht nun darin, eine solche Einteilung vorzunehmen, dafl man im
Mittel mit moglichst wenig Fragen auskommt. Dies ist dann der Fall, wenn jede
Frage mit gleicher Wahrscheinlichkeit mit ja und nein beantwortet wird. Fiir die
Aufteilung der Teilmenge M, in die Mengen My, und My, gilt dann

Z Di = Z pi = 2" (2.29)

i€ My i€My,

wobei ¢ die Gesamtzahl der Unterteilungen ist, die zu M, gefiihrt hat. b ist also eine
(-stellige Binarzahl. Vereinbarungsgemaf ist die Unterteilung soweit durchzufiihren,
daf} jede Teilmenge am Ende nur noch jeweils ein Elementarereignis enthalt. Fir
das Ereignis z; seien dies ¢; Unterteilungen, und (2.29) zeigt

pi=2""% (2.30)



wobei aber der so berechnete Wert im allgemeinen nicht ganzzahlig ist. Dann gilt
aber

fz‘ —1< - longi < gz (231)

Als “fehlende Information”, “Informationsdefizit”, “Ignoranz” oder einfach “Infor-
mation” I bezeichnet man die im Mittel notwendige Zahl von Fragen (Shannon)

I>=> plogyp;>1-1 (2.32)

oder vereinfacht .
I'=—=> pilog,pi = 3 >_pilnp;. (2.33)

Fiir einen reinen Zustand ¢ mit p; = 1 und p; = 0 fiir j # 7 ist beispielsweise I = 0,
und fiir n gleich verteilte Zustande ist I = log, n.

Das so gewonnene Informationsmafl lafit sich auf verschiedene Weise, je nach
Fragestellung, auf kontinuierliche Verteilungen tiber einer oder mehreren Variablen
verallgemeinern. Zunéchst kann man in (2.33) p; durch p(z) und die Summe durch
ein Integral ersetzen. Dies ergibt

I=— / 42 Q(2)p(2) log, p(2). (2.34)

Man kann sich aber auch dafiir interessieren, wieviel Fragen notwendig sind um
herauszufinden ob der gegebene Zustand einen Wert von z mit einer gewissen
Genauigkeit A besitzt. Dazu unterteilt man, entsprechend der vorher geschilderten
Prozedur, den durch die Variablen z; ...z, aufgespannten Zustandsraum, bis man
zu Volumenelementen der Grofle A kommt. Statt (2.29) erhélt man

/An A’z Q(2)p(2) ~ AQ(2,)p(2,) = 27° (2.35)

wobei z, der Mittelpunkt des Volumenelements A,, ist. Entsprechend (2.33) erhélt
man

In = —logy A — /d”z Q(2)p(z) {logy 2(2) + logy p(2)} . (2.36)

Falls die Zustandsdichte €(z) konstant ist, unterscheiden sich die beiden Definitionen
nur durch eine Konstante. Wenn nichtanders vereinbart, werden wir die Definition
(2.34) verwenden.

Untersuchen wollen wir den Spezialfall einer Verteilung zweier Variabler p(y, z), die
sich als Produkt schreiben 1a3t

p(y, z) = p1(y)p2(2). (2.37)

AuBerdem sei Q(y, z) = 1. Fiir eine solche Verteilung sind die Variablen y und z nicht
korreliert. Dies bedeutet, daf die Korrelation zwischen A(y) und B(z) verschwindet

(AB) = [ dydzpi(y)p(2) Aly) B(=) = (A)(B) (2:38)

wobei p;(y) und po(2) jeweils fiir sich normiert seien. Die fehlende Information ist
offensichtlich die Summe der fehlenden Informationen fiir p;(y) und po(z)

I=1+1I (2.39)
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mit
hz—/@m@b&m®
Io = = [ dzps(2)log, pa(2). (2.40)
Fiir eine nicht faktorisierende Verteilung kann man Verteilungen
pﬂy)Zt/dZP@r@
pﬂ2)=‘/dypﬁh2) (2.41)
definieren. Eine solche Verteilung enthélt sowohl Information iiber die Verteilung

der Variablen y und z als auch Information iiber deren Korrelationen. Letztere
bezeichnet man als Transinformation. Sie ist

1 p1(y)p2(2)
I I—I:———/dd 1 2.4
1+ 1o n 2 Y zp(y,Z) n p(y)z) ( )
Mit der Ungleichung Inxz < x — 1 findet man
I <L+ (2.43)

wobei das Gleichheitszeichen nur fiir eine faktorisierende Verteilung gilt. Diese
und &hnliche Ungleichungen werden wir spater zur Konstruktion von Wahrschein-
lichkeitsverteilungen fiir physikalische Systeme benutzen.
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3 Statistische Beschreibung physikalischer Sys-
teme

3.1 Klassische Mechanik

Da man den Anfangszustand eines komplexen physikalischen Systems und dessen
Wechselwirkung mit der Umgebung nicht im Detail bestimmen kann, wird es
durch eine Wahrscheinlichkeitsverteilung reprasentiert. Damit ist es nur noch
moglich Wahrscheinlichkeitsaussagen iiber die zeitliche Entwicklung eines Systems
zu machen. Fiir makroskopische Systeme sind diese Aussagen in der Regel extrem
zuverlssig, wenngleich das Auftreten sehr unwahrscheinlicher Zustande prinzipiell
nicht ausgeschlossen werden kann. Versucht man die Haufigkeit des Auftretens
solcher Ereignisse abzuschétzen, erhalt man typischerweise Zeiten, die das Alter
des Universums um viele Groflenordnungen tibersteigen.

Die Frage, wie eine geeignete Wahrscheinlichkeitsverteilung bestimmt werden kann,
wollen wir im nachsten Kapitel untersuchen. Zunéchst betrachten wir die zeitliche
Entwicklung einer solchen Verteilung und wenden uns zuerst einem System von N
klassischen Teilchen zu.

Bei voller Kenntnis ist der Zustand des Systems beispielsweise durch Angabe von 3N
Ortskoordinaten ¢, und 3N Impulskoordinaten p;, spezifiziert, wobei die Indizes
i=1...Nund a =1...3durchlaufen. Die Indexpaare (i) kénnen wir zu (i) = k
zusammenfassen. Den durch diese 6NV Koordinaten aufgespannten Raum bezeichnet
man als Phasenraum I', und der Zustand ist durch einen Punkt in I' charakterisiert.
Es sei H(p,q;t) die Hamilton-Funktion, die explizit von der Zeit abhéngen kann,
falls zeitabhangige Krafte auf das System wirken. Wir werden uns aber fast immer
auf Systeme beschranken, fiir die eine zeitunabhangige Hamilton-Funktion existiert,
also auf konservative Systeme. Fiir wechselwirkende Teilchen ist beispielsweise

H(p,q) =) {2:” > (pia + %/‘L‘a(%‘))Q + V;‘(Qz‘)} + %Z W4, q;), (3.1)

7 L

wobei e; die Ladung des Teilchen 7 ist, V' (¢;) und A,(¢;) Potential und Vektorpo-
tential duBlerer Kréfte sind, und W(qg;, ¢;) die Wechselwirkung beschreibt.
Die zeitliche Entwicklung dieses Zustandes ist durch die Hamiltonschen Bewegungs-
gleichungen

d OH d OH

= " {H,pr} "= 2 {H, ax} (3.2)

gegeben. Dabei haben wir die Definition der Poisson-Klammern

0A 0B 0A 0B
A, B} = _—— = — — 3.3
{ } ; <apk Oqx g, 3]%) ( )

benutzt. Die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen konnen als Bewegungsgleichun-

gen eines Punktes im Phasenraum I' angesehen werden. Dessen “Geschwindigkeit”
ur ist ein 6/V-dimensionaler Vektor mit Komponenten
OH OH

or= Pk k) = —5-5 75— |- 3.4

s ) = (-5 o) (3.4

12



Betrachtet man nicht nur einen Zustand, sondern alle moglichen Zustande, erhalt
man eine Stromung in I'. Diese Stromung ist inkompressibel

. . 2 2
k

Ope ~ Oqr & OpeOqr — OqrOpy,

P
‘ Betrachtet man also die Bewegung der Punkte, die

£ zur Zeit tp ein Volumen AVp(tp) im Phasenraum
AVr(H fillen, fillen sie zur Zeit ¢ ein Volumen AVp(t),
wobei

AVi(t) = AVk(to). (3.6)

Um dies zu zeigen, betrachtet man die zeitliche
Anderung des Volumens Vi (t)

[ avitto) o

= d . t
dt ASr(t) snr(s) - vr(s;?)

d*Np d*N g divro(p, ¢, 1) = 0 (3.7)
AVr(t)

Dabei ist ASp(t) die Oberflache des Volumelements zur Zeit ¢ und nr(s) eine Nor-
male auf diese Obeflache. Der zweite Ausdruck ergibt sich aus dem Gaufischen
Satz.

Bei unvollstdandiger Kenntnis des Anfangszustandes sei das System durch eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung Pr(p, ¢; to) im Phasenraum I' repréisentiert.

Betrachten wir einen Punkt (p(tg), ¢(tp)) und ein ihn umgebendes Volumen AV (),
so ist A Vr(to)Pr(p(to), q(to); to) die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf der Anfangszus-
tand einer der Zustande ist, die durch Punkte in AVp () représentiert sind, wobei die
Zustandsdichte den Wert Q(p, ¢) = 1 habe.. Die zeitliche Entwicklung des Zustandes
(p(to), q(to)) ist durch (3.2) gegeben und zur Zeit ¢ sei dieser Zustand (p(t), ¢(t)).
Das ihn umgebende Volumenelement sei AVp(t). Aus (3.6) folgt aber dann

Pr(p(to), d(to), to) = Pr(p(t), 4(t), 1) (3-8)

oder in Form einer Differentialgleichung

0 0

Mit den Hamiltonschen Bewegunggleichungen (3.2) erhélt man die sogenannte
Liouville-Gleichung

O p(pg;t) = —{H.Po)

ot
OH(p,q;t) OPr(p,q;t)  OH(p, g;t) 37’r(p,q;t)}
- — . (3.10
Z{ Opr, gy, Oqx, Opk, (3.10)

Dabei ist {H, Pr} die Poisson-Klammer.

13



Vorausgesetzt haben wir dabei, dafl die a priori Wahrscheinlichkeit Q(p, ¢) fiir jeden
Punkt im Phasenraum gleich ist und damit €(p, q) = 1 gewdhlt werden kann. Diese
Annahme erscheint plausibel und folgt, wenigstens fiir ein einzelnes Teilchen, aus
Translations- und Galilei-Invarianz, stellt aber im Grunde genommen ein Postulat
dar.

Bekanntlich sind die Poisson-Klammern invariant gegentiiber kanonischen Trans-
formationen, also Transformationen der urspriinglichen Koordinaten ppq; in neue

r(p, ;)3 (p, ¢; 1), so daB
{ﬁk‘aﬁf} =0 {(j]w (jz} =0 {ﬁ]ﬂ (je} — 6kl- (311)

Fiir solche Transformationen ist die Jacobi-Determinante (2.23) gleich 1, und damit
ist auch Q(p,q) = 1. AuBerdem ist die Form der Liouville-Gleichung invariant.
Fiir andere als kanonische Transformationen erhélt man entsprechend (2.22) im all-
gemeinen eine nichttriviale Zustandsdichte und eine geanderte Form der Liouville-
Gleichung.

3.2 Quantenmechanik

In der Quantenmechanik wird der Zustand eines Systems (Mikrozustand) durch
einen Vektor [¢) mit Norm (1[¢)) = 1 in einem Hilbertraum représentiert. Im
Schrodinger-Bild andert sich dieser Vektor als Funktion der Zeit entsprechend der
Schrodinger-Gleichung

() = H)J(0) (312)

wobei H der Hamilton-Operator des Systems ist, den man beispielsweise mit Hilfe
des Korrespondenzprinzips aus der klassischen Hamiltonfunktion erhélt indem man
Orte gr und Impulse p; durch die entsprechenden Operatoren ¢ und pj ersetzt.
Letztere erfiillen die Vertauschungsrelationen [pg, G| = —ihd.

In der Quantenmechanik wird eine physikalische Observable durch einen her-
miteschen Operator A beschrieben. Aus der Eigenwertgleichung

Alpn) = anlen) (3.13)
erhilt man die reellen Eigenwerte a, und die Eigenvektoren |p,), die eine
vollstédndige ortonormierte Basis mit (@.,|¢n) = 0n, bilden. Eine Messung an

einem beliebigen Zustand [¢) liefert einen der Eigenwerte a,, mit Wahrscheinlichkeit
pn = lenl) .

In einer statistische Beschreibung konnen wir nicht davon ausgehen, daf der Zustand
1) exakt bekannt ist. Stattdessen betrachten wir mehrere Zusténde |1);), und geben
Wahrscheinlichkeiten p; fiir deren Auftreten an. Diese Zustinde sollen normiert
sein, miissen aber nicht eine orthogonale Basis bilden. Der Erwartungswert einer
Observablen A ist dann

<A> = ZPz(¢z|A|¢z> (3-14)

Eine vollstdndige orthonormierte Basis im Hilbertraum sei durch die Vektoren |v)
gegeben. Dann kann man (3.14) umformen und erhélt

(A) = 323 pilwalv) (] Alp) ()

vp
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= ZIO.U‘VAV:U" (3]‘5)
vu
Der Operator p, dessen Matrixelemente

Puv = Z<N|¢z>pl<¢1|y> (3.16)

%

sind, ist der “statistische Operator”. Damit kann ein Erwartungswert als Spur
geschrieben werden

(Ay = > (ulplv) (Wl Alp) = > (ulpAlp)

Vi u

= TrpA. (3.17)

Diese Schreibweise hat den Vorteil, dafi sie unabhéngig von der Wahl der Basis |v)
ist, da die Spur in jeder beliebigen vollstandigen orthonormierten Basis ausgewertet
werden kann. Da die p; reell sind, ist p,, = pj,, und p ist damit ein hermitescher
Operator. Aus (3.16) mit g = v erhélt man p,,, > 0. Da dies in jeder beliebigen Basis
gilt, ist p ein positiv semidefiniter Operator, also ein Operator dessen Eigenwerte
nicht negativ sind. Den statistischen Operator konnen wir formal in der Form

p = lmpwlv| (3.18)

schreiben. Der statistische Operator ist normiert:

Trp=> pi=1 (3.19)

Die =zeitliche Entwicklung des statistischen Operators erhalt man aus der
Schrodinger-Gleichung (3.12) und aus (3.16)

ih%ﬁuu(t) = > {{l Hs())pi (s v) — (ulwa@®)pi(s(D[H) ) (3.20)

und damit die von Neumann-Gleichung

o(t) = 2 [H (). p(0) (3.21)

Die formale Ahnlichkeit mit der Liouville-Gleichung (3.10) ist offensichtlich. Auch
Erwartungswerte in der klassischen statistischen Mechanik konnen wir entsprechend
(3.17) schreiben, indem wir als Spur ein Integral iiber den Phasenraum I" benutzen

TrpA = / *Npd*NgPr(p, ¢;t)A(p, q). (3.22)

Dieses Integral kann mittels eines beliebigen Satzes kanonischer Variabler berech-
net werden. Dies entspricht der Unabhéngigkeit der Spur von der gewahlten
vollstandigen orthonormalen Basis im Fall der Quantenmechanik. Diese verein-
heitlichte Notation gestattet es auch, die statistische Physik fiir klassische und quan-
tenmechanische Systeme weitgehend simultan zu entwickeln.
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3.3 Thermodynamischer Grenzfall

Die Methoden der statistischen Physik werden vorwiegend fiir Systeme benutzt,
deren Teilchenzahl enorm gro ist N ~ 10%* und deren Volumen V', gemessen an
mikroskopischen Langenskalen, ebenfalls enorm grofl ist. Es ist daher notwendig,
den sogenannten thermodynamischen Grenzfall V' — oo, N — oo zu untersuchen,
wobei etwa die Dichte n = N/V konstant gehalten wird.

Als extensive Observable bezeichnet man eine Grofle, deren Erwartungswert im
Grenzfall V' — oo so divergiert, daB (A)/V endlich bleibt. Beispiele sind die
Teilchenzahl, die Energie, das magnetische Moment und andere. Fiir diese Grofien
kann man zugehorige Dichten konstruieren, so dafl

A= / &3r fua(r). (3.23)
Beispielsweise ist die Teilchendichte n(r) am Ort r
n(r) = Zé(r —qi) (3.24)
oder die Stromdichte
. 1 1
3(r) =532 —(pid(r —4:) +0(r — a:)pi) (3.25)
oder die Energiedichte ng(r), ohne duflere Krifte,
1
ng(r) = . > Diad(r — @)pia + 3 Y 0(r — g+ ¢;))W (e — q;),  (3.26)
i i "o ij

wobei die beiden Beitrage die Dichte der kinetischen Energie und die Dichte der po-
tentiellen Energie darstellen. Die entsprechenden Dichten 714 (r) im quantenmecha-
nischen Fall erhalt man wieder aus dem Korrespondenzprinzip, wobei im Beispiel der
kinetischen Energie oder der Stromdichte auf die Reihenfolge der einzelnen Terme
zu achten ist (hermitesche Operatoren) .

Fiir ein, wenigstens im Mittel, raumlich homogenes System hangt der Er-
wartungswert einer Dichte nicht vom Ort ab und damit wird

(A) = V{na(r)). (3.27)

Beobachtet man etwa zwei Dichten n4(r) und np(r’), so findet man im Regelfall,
daf} deren Korrelation

Cap(r,7') = Cap(|r — ') = (a(r)is(r)) — (Ra(r)) (2B (1)) (3.28)

als Funktion des Abstandes der Punkte r und 7’ rasch abfallen. Fiir grole Abstande
findet man typischerweise
Cap(r) ~ e /¢ (3.29)

wobei die “Korrelationslange” ¢ auch im thermodynamischen Grenzfall endlich
bleibt und von der Groflenordnung der Reichweite der Wechselwirkung oder der
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mittleren freien Weglange der Teilchen ist. Nur in unmittelbarer Nahe von kon-
tinuierlichen Phaseniibergingen kann £ stark anwachsen.

Fir die Korrelation der extensiven Observablen findet man

A A

(AB) = (A)(B) = [ drdT Gia(r + P)inp (1) ~ VE? (3.30)

wobel zu beachten ist, daB die beiden Terme auf der linken Seite jeweils von der
Grofenordnung V2 sind. Speziell fiir die Varianz der Observablen A erhélt man

AA = \J(A%) — (A2 ~ Ve (3.31)

und damit verschwinden die relativen Schwankungen AA/(A) einer extensiven Vari-
ablen im thermodynamischen Grenzfall

AA/J(A) ~ &V — 0. (3.32)
Als intensive Variablen bezeichnet man Groflen, die auch im thermodynamis-
chen Grenzwert endlich bleiben. Dazu gehoren die Erwartungswerte von Dichten,
Stromdichten, aber auch Groflen wie Temperatur, Druck oder chemisches Potential,
die wir im weiteren Verlauf diskutieren werden.

Im Fall der Quantenmechanik, falls die Operatoren A und B nicht kommutieren,
hangt eine simultane Bestimmung der Erwartungswerte von der Reihenfolge ab,
also (AB) # (BA). Konstruiert man die zugehérigen Dichten, findet man jedoch
im Regelfall

[na(r),np(r)] — 0. (3.33)

[r—r'[>¢

wobei auch ¢ im thermodynamischen Grenzfall endlich bleibt. Beispielsweise findet
man mit (3.25) und (3.26)

J(r), gy, ()] = 2iha(r)V'W (2r — 2r" )0 (21" — 1) (3.34)

und man erhalt fiir die Koharenzlange ¢ die Reichweite der Wechselwirkung.
Damit ist fiir endliche ¢

(A, BY) = [ @rd*r ([a(r), in(r)]) ~ VE° (3.35)

und folglich kénnen Operatoren, die extensiven Variablen entsprechen, im thermody-
namischen Grenzfall als vertauschbar und damit simultan me3bar angesehen werden.
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4 Makrozustande

4.1 Reprasentatives Ensemble

Wir wenden uns jetzt der Frage zu, welchen Anfangswert man fiir den statis-
tischen Operator oder die Wahrscheinlichkeitsdichte im I'-Raum zu wéahlen hat,
wenn man unvollstdndige Kenntnis tiber den tatsachlichen Anfangswert hat. Wir
beschreiben also den Anfangszustand durch ein statistisches Ensemble und nennen
dies einen Makrozustand. Bei der Konstruktion dieses Ensembles werden folgende
zwei Prinzipien (Boltzmann, Brillouin, Jaynes) benutzt: 1) Kompatibilitdt mit der
vorhandenen Kenntnis, 2) Keine Vorurteile, also maximale fehlende Information.

Der erste Punkt ist offensichtlich. Die Kenntnis, die wir iiber den Anfangszustand
haben, kann dabei in verschiedener Form vorliegen. Es seien A, B.... makroskopis-
che Observable, beispielsweise Teilchenzahl, Energie, Impuls, Magnetisierung. In
der Quantenmechanik sind dies Operatoren, die, wenigstens im thermodynamischen
Grenzfall, als vertauschbar angesehen werden. Die Kenntnis kann dergestalt sein,
dafl wir den Wert einer Observablen genau kennen, beispielsweise die Teilchenzahl
oder die Energie in einem abgeschlossenen System. Es kann aber auch sein, dafl wir
nur Mittelwerte kennen, etwa wenn das betrachtete System Energie oder Teilchen
mit einem anderen System austauschen konnte. Unsere Kenntnis kann sich auch auf
zugehorige Dichten beziehen, oder deren Mittelwerte. Diese konnen raumlich inho-
mogen sein, aber im Normalfall so, daf§ Variationen nur auf einer makroskopischen
Skala auftreten.

Wir miissen versuchen, das den Anfangszustand reprasentierende Ensemble ohne
Vorurteile zu konstruieren. Aufler dem, was wir wissen, soll keine weitere Infor-
mation enthalten sein. Das bedeutet, daf§ die fehlende Information maximal sein
soll.

Bei gegebenen Pr(p, q) ist diese fiir die klassische Mechanik

I= —/d3di3Nq7’r(p7 q;t)log, Pr(p, ¢; 1) (4.1)

wobei die additiven Beitrige, die die MeBgenauigkeit enthalten (2.36), weggelassen
wurden. Zur Berechnung der fehlenden Information im quantenmechanischen Fall
benutzen wir als Basis die Eigenvektoren zum statistischen Operator

die, da p hermetisch ist, vollstandig sind und orthonormiert werden kénnen. Dann
ist

I=-> P,log, P, = — Trplog,p. (4.3)
Unsere Kenntnis bestehe in der Kenntnis der Mittelwerte von Observablen
(A}) = Trpd; = A; (4.4)

und in der Kenntnis, daf3 die Observablen éj exakt die Werte B; annehmen.
Im quantenmechanischen Fall seien alle Observablen vertauschbar, wenigstens
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naherungsweise im vorher besprochenen Sinn. Der statistische Operator p oder
die Wahrscheinlichkeitsdichte Pr ist dann von der Gestalt

p=TT0(B; - B F{AHCD) (45)

wobei Cy noch andere Observable seien, iiber deren Erwartungswerte aber keinerlei
Kenntnis vorliege. Bei der Berechnung der Information ist zu berticksichtigen, dafl
beziiglich der Observablen Bj vollsténdige Information vorlieg, und damit ist (4.3)
durch

I =—-Trplog, f (4.6)

zu ersetzen.
Das Problem ist also, die fehlende Information (4.2,4.5a) unter Beriicksichtigung der
Nebenbedingungen (4.4) und der Normierung

Trp=1. (4.7)

zu maximieren. Diese Aufgabe eines Variationsverfahrens mit Nebenbedingung 16st
man mittels Lagrange-Multiplikatoren. Diese seien fiir die Normierung (4.7) ap und
fiir die anderen Nebenbedingungen «;. Man untersucht damit das uneingeschrankte
Variationsproblem

5{[1n2—0¢0 Trp—Zai Trfli,o}:(] (4.8)
und hat die Lagrange-Multiplikatoren gerade so zu bestimmen, dafl die Nebenbedin-

gungen (4.4,4.6) erfiillt sind. Zur Berechnung von 0 - - - ersetzt man f in (4.5) durch
f 4+ df und linearisiert beztiglich §f. Mit (4.6) hat man also

0Tr H5(Bj —Bj)f {—lnf — g — Z%‘Ai}
j %

:Tr{Bj}5f{—lnf—l—ao—ZaiAi}:O (4.9)

wobei Tryp;} eine Summe iiber alle (simultanen) Eigenzustinde zu den Operatoren

B; mit Eigenwerten B; ist. Obiger Ausdruck muf fiir beliebige d f gelten, und man
erhalt damit

FUAHCY) = et o (4.10)
und R X
p=2'T[0(B; — Bj)e™ 2, (4.11)
J
Dabei dient der Faktor
Z = et = Tr [[6(B; — B;)e™ 2 (4.12)

J

der richtigen Normierung und der Multiplikator ag braucht nicht mehr weiter unter-
sucht werden. Die GroBle Z nennt man Zustandssumme, und sie ist eine Funktion
der fest vorgegebenen Werte B; und der Lagrange-Multiplikatoren «;

Z = Z({Bi}{a;}). (4.13)
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Durch Differentiation nach den «; erhdlt man mit (4.12) die Erwartungswerte

(A = 4 = = Z({ B Ha) (4.14)

und kann daraus bei vorgegebenen A; die zugehorigen Werte der «; bestimmen.
In der Thermodynamik werden wir aber dann so vorgehen, dafl wir den Lagrange-
Multiplikatoren einen physikalischen Sinn geben, beispielsweise Temperatur, chemis-
ches Potential, Druck, Magnetfeld, und die Erwartungswerte als Funktionen dieser
Parameter betrachten.

Damit charakterisieren die «; und die B; unsere (unvollstdndige) Kenntnis iiber den
Anfangszustand, und wir bezeichnen den so sperzifizierten Zustand als Makrozus-
tand. Zu beachten ist weiterhin, dafl der statistische Operator nicht von Observablen
abhéngt, iiber die wir keinerlei Kenntnis haben.

Bisher haben wir lediglich eine stationare Losung der Variationssrechnung gefunden,
und es bleibt zu zeigen, dafl wir damit auch ein globales Maximum der fehlenden
Information erhalten haben. Zur Vereinfachung betrachten wir nur den Fall, dafl
keinerlei exakte Kenntnis vorliegt, also p = f({A;}{Cy}) ist.

Zunéchst berechnen wir die zur gefundenen Losung (4.11) gehérige Information (4.6)
I'In2=—-Trpln (Z_le_zi O”Ai)
=InZ+ Z o TrpA; =In Z + Z o A;. (4.15)
Es sei p ein anderer statistischer Operator, der mit den Nebenbedingungen
vertraglich und normiert sei. Dies bedeutet

A; = Tr,éfli (4.16)

und die Information (4.15) kann auch in der Form
I'n2=-Trplnp (4.17)

geschrieben werden. Die Differenz der zu p beziehungsweise p gehorigen Informatio-
nen ist dann )
Alln2=(I—-1)In2=—-Trp(lnp —Inp). (4.18)

Die Auswertung erfordert im quantenmechanischen Fall etwas Sorgfalt, da im allge-
meinen [p, p| # 0 ist. Unter Verwendung der Basis zu p beziehungsweise p

pln) = Paln) plv) = BJv) (4.19)

und der Ungleichung In(z) < 2 — 1 erhilt man
. . P,
Al'ln2 = —> P,(v|n) (n{Inp —Inp}ly) =—-> |(v|n)|)* P, In B

P, 9, = B
1— ?> =— nz; [(v|n)|” (B, — B,) =0.  (4.20)

v

z—;wmwz(

Damit ist also tatsachlich ein globales Maximum gefunden, und p, entsprechend
(4.11), ist der statistische Operator, der die anfangs angefiihrten Kriterien erfiillt.
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4.2 Gleichgewichtsverteilungen

Die Beobachtung zeigt, dafl komplexe makroskopische Systeme fiir lange Zeiten
einem Gleichgewichtszustand zustreben, falls sie abgeschlossen sind oder mit an-
deren Systemen (Bédern) in Kontakt stehen, die ebenfalls im Gleichgewicht sind.
In einem solchen Gleichgewichtszustand sind die MeBwerte extensiver Observablen
oder deren Dichten, gemittelt iiber makroskopische Teilvolumina, zeitlich konstant

(A) — (Apq

%(A(t)) — 0. (4.21)

Dies gilt nicht fiir mikroskopische Beobachtungen, wofiir die Brownsche Bewegung
ein Beispiel ist.

Dies legt die Hypothese nahe, dafl das thermische Gleichgewicht durch einen statis-
tischen Operator oder eine klassische Verteilung beschrieben wird, die selbst nicht
von der Zeit abhéngt, also mit (3.21)

d

wobei natiirlich H auch nicht von der Zeit abhangen darf und damit auch die
physikalische Bedeutung der Energie hat.

Neben der Energie seien weitere Erhaltungsgrofien A gegeben, beispielweise
Teilchenzahl, Impuls und Drehimpuls. Typischerweise ist jedoch die Teilchenzahl die
einzige zusatzliche Erhaltungsgrofie, da Impuls- und Drehimpuls-Erhaltung durch
Randbedingungen, etwa durch Wande, die das System begrenzen, verletzt wird.

Fiir eine Erhaltungsgrofie gilt )
[A,H] =0 (4.23)

und damit ist die Stationaritdtsbedingung (4.22) fiir jeden statistischen Operator
erfiillt, der nur eine Funktion von H und von weiteren Erhaltungsgrofien A; ist.
Falls Energie und Teilchenzahl die einzigen Erhaltungsgrofien sind, ist damit

Es ist dann im Fall der Quantenmechanik oft zweckmiBig, eine Darstellung zu
wahlen, in der H und N diagonal sind, also

H|E,N,V,v) = E|E,N,V,v)
N|E,N,V,v) = N|E,N,V,v) (4.25)

wobei v zusatzliche Quantenzahlen sind, falls Entartungen vorliegen. Falls jedoch
H und N die einzigen Erhaltungsgrofien sind, kann keine Entartung auftreten. Der
typische Abstand benachbarter Energiewerte AE ist jedoch fiir grofle Teilchenzahlen
extrem klein. Wie wir spater abschéatzen werden ist

AE ~ ¢ YVE/NVININ (4.26)
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wobei y(E/N,V/N) im thermodynamischen Grenzfall endlich bleibt. Das Volumen
V' ist natiirlich keine Quantenzahl, sei aber zur Charakterisierung eines Zustandes
in einem quantenmechanischen System mit angegeben, wenn dieses System auf ein
Volumen V' begrenzt ist. Falls V' endlich ist, liegen diskrete Zustédnde vor, wobei
aber der Abstand der moglichen Energie-Eigenwerte fiir mikroskopische Volumina
V' extrem klein ist und damit der in Abschnitt 2.2 besprochene Grenzfall einer
kontinuierlichen Verteilung realisiert ist. Mit

0,(X)

1 1
1
1A a(z) =0 || > §A (4.27)
1 l X erhalt man fir die Zustandsdichte
—>A <
Q(E,N,V) = iimo Try v oa(H — E) (4.28)

wobei Tryy die Spur iiber alle Zustdnde mit Teilchenzahl N und Volumen V' ist.
Damit Q(FE, N, V) eine glatte Funktion der Energie wird, ist A etwas grofer als der
mittlere Abstand (4.26) benachbarter Energiewerte AE zu wéhlen.

Die Behandlung klassischer Systeme ist analog, die Relationen (4.22) und (4.23) sind
durch die entsprechenden Ausdriicke mit Poisson-Klammern zu ersetzen, und statt
(4.24) erhélt man

PF,E(IU(]% Q) = PE(I“(E7 Na V) mlt E = H(p7 Q) (429)

wobei in (4.28) die Spur entsprechend (3.22) als Integral {iber den Phasenraum I' zu
verstehen ist.

Die tatséchliche Form, die wir fiir Ppgg,(E, N,V) zwechméBigerweise zu wahlen
haben, richtet sich entsprechend der Diskussion in Abschnitt 4.1 nach dem Ken-
ntnisstand, den wir besitzen. Folgende Situationen sind typisch:

1.) Mikrokanonische Gesamtheit. Hierbei sei der Wert der Energie £ = Ej und der
Teilchenzahl N = Ny fest vorgegeben. Damit wird

Poi(E,N,V) = Z L 5(E — Eg)§(N — Np) (4.30)
L = /dE/dN Q(E, N,V)5(E — Eg)5(N — No)

= Q(Ey, No, V) = Trd(H — Ey)8(N — Ny). (4.31)

Damit ist die Zustandssumme Z,,;x(Eo, No, V') im quantenmechanischen Fall durch
die Zahl der Zustande in einem Intervall A um die Energie E; gegeben, wobei noch
der oben diskutierte Grenzfall A — 0 V' — oo zu beachten ist. Aus (4.15) erhalt
man

it In2 = In Q(Ey, Ny, V') (4.32)

2.) Kanonische Gesamtheit. Es seien der Mittelwert der Energie (H)pq, = Eop und
die Teilchenzahl exakt vorgegeben. Fiir die Energie fiihrt man einen Lagrange-
Multiplikator ( ein und erhélt

Pean(E,N,V) = Z L (N — No)e PF. (4.33)
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Diesen Lagrange-Multiplikator 3 werden wir spater mit der absoluten Temperatur
in Zusammenhang bringen. Die Zustandssumme fiir diese Gesamtheit ist

Zran (3, No, V) = / dEQ(E, No, V)e PE = Try, e P H (4.34)

und mit (4.14) erhélt man

<H>Equ =Fy= _% In Zkan(ﬁ; N07 V) (435)

fir den Erwartungswert der Energie, und mit (4.15)

Tian In2 = (1 - ﬁ%) 1 Zian(3, No, V) (4.36)

fir die fehlende Information.

3.) GroBkanonische Gesamtheit. Es seien der Mittelwert der Energie (H)gg = Eo

und der Mittelwert der Teilchenzahl (N YEqu = No gegeben. Fiir die Energie be-
nutzt man wieder § als Lagrange-Multiplikator und fiir die Teilchenzahl — 3, wobei
spater p die Bedeutung des chemischen Potentials erhalten wird. Die groflkanonische

Gesamtheit ist damit

Pyi(E, N, V) = Zy ke HE-1N), (4.37)
die zugehorige Zustandssumme ist
Zyi (B, 1, V) = / dE / AN Q(E, N, V)esE=1N) — Ty o= BH 1) (4.38)
und daraus
. 10
<N>Equ = NO = Ea In Zgrk(ﬂa 2 V)
N . 0
<H - :U’N>Equ = EO - ,uNO = _6—6 In Zgrk(ﬁa Ky V) (439)
und schliefllich 5
I In2= (1 - 68_5) InZ,, (8, 1, V). (4.40)

Wie wir sehen werden, beschreibt die mikrokanonische Gesamtheit isolierte Sys-
teme, die kanonische Gesamtheit Systeme im Kontakt mit Warmereservoiren und
die groflkanonische Gesamtheit solche Systeme, die Warme und Teilchen mit Reser-
voiren austauschen konnen.

4.3 Zustandsdichte

Die Verteilungen P(E,N,V) geben an, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein bes-
timmter Mikrozustand vorgefunden wird. Die spezifischen Eigenschaften des betra-
chteten Systems, beispielsweise die moglichen Zustande zu gegebener Energie und
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Teilchenzahl, sind, soweit sie fiir das Gleichgewicht relevant sind, in der Zustands-
dichte Q(E, N,V) enthalten. Deren Verhalten im thermodynamischen Grenzfall
wollen wir jetzt untersuchen.

Betrachten wir zunachst den einfachen Fall von N nicht wechselwirkenden quanten-
mechanischen Teilchen in einem Kasten mit Kantenlange L. Die Eigenzustande zur
Energie eines einzelnen Teilchens konnen in der Form

3
pr(r) = T sinkarq (4.41)
a=1

geschrieben werden, wobei die Randbedingung
or(r) =0 fir 7, =0 oder  ro=1L (4.42)

gelte. Dies bedingt
ko = nam/L (4.43)

mit ganzzahligem positivem n. Die zugehorige Energie ist
Ey(k) = h*k*/2m (4.44)

und man erhélt fiir die Zustandsdichte von N identischen Teilchen mit (4.28)

Q(ENV):i i ) E—Zﬁnf : (4.45)
T N 7 2mL?

Der Faktor 1/N! berticksichtigt die Tatsache, daf die Teilchen ununterscheidbar sind,
also daf3 N-Teilchen Mikrozustande, die sich nur durch Permutation der Einteilchen-
Quantenzahlen El o EN unterscheiden, nur einfach gezéhlt werden diirfen. Substi-
tutiert man

K
fr= — 2, (4.46)
Lv2mE

und ersetzt die Summe durch ein Integral, erhalt man

1 /2m\3V o0
Q(E, N, V) o ( m ) VNE%Nfl/ dxy ... d]?gN ) (1 - ZJ)?) . (447)
0 ¢

TN\ 22

Das verbleibende Integral 1483t sich auf das Volumen einer 3N — 1 dimensionalen
Einheitskugel reduzieren, und damit wird

N

3

N
VN 2N (4.48)

1 m
Q(E, N, V) = ( )
( ) N! (gN—1)! h*2m

Setzt man noch den fithrenden Term der Stirlingschen Formel ein, erhélt man fiir

grofle N
N 3N-1

o N = () (X)) (2) e (149

Damit ist InQ(F, N, V) eine extensive Grofle. Man sieht aber auch, daff Q(E, N, V)
als Funktion der Energie oder des Volumens extrem rasch wachst.
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Dies gilt auch fiir wechselwirkende makroskopische Systeme, vorausgesetzt, die Ko-
rrelationslange ist mikroskopisch. Um dies zu zeigen, betrachten wir ein System mit
N Teilchen in einem Volumen V. Dies unterteilen wir in zwei Halften mit je N/2
Teilchen und Volumen V/2. Die Zustandsdichte des gesamten Systems ist durch
(4.28) gegeben. Vernachléssigt man die Wechselwirkung der beiden Teilsysteme, so
ist der Hamiltonoperator des Gesamtsystems

H = Hq+ Hy) (4.50)

wobei H(;y und H(y) die beiden Teilsysteme beschreiben. Die Eigenzustande zu H
sind Produktzustande aus Eigenzustanden zu H ;) und H o) und entsprechend erhalt
man

Tr (S(E - H) == Tr(l)Tr(g) (S(E - H(l) - H(Q))

= /dE1Tr(1)Tr(2) 6(Ey — Hy)o(E — By — Hy)) (4.51)

wobei Tr(;) und Tr(y) die Spuren iiber die beiden Teilsysteme sind. Dies liefert
Q(E,N,V) = /OE dE, Q(Ey, AN, 1V)Q(E — By, AN, 1), (4.52)
Der Integrand ist symmetrisch um FE; = %E, und wir nehmen an, dafl hier ein

Maximum mit Breite Ap < E existiert. Dann ist

Q(E,N,V)=Ap*(3E, 1N, 1V) (4.53)
ImQ(E,N,V)=2mQ(3E,5N,3V) +InAg. (4.54)
Mit e = E/N und v = V/N ist die allgemeine Losung dieser Gleichung

oder

InQ(E,N, V)= Ny(e,v) +1n cx (4.55)

wobel Ap = cN/c?\,/2 gilt. Dies setzen wir in (4.52) ein und substituieren F; =
1 Ne(1+ z). Damit wird
1
en eV —1ER /0 A e3NU(I+D)er)+ENy(1-2)e) (4.56)

Zur Auswertung dieses Integrals entwickeln wir im Exponenten bis zur zweiten Ord-
nung in z und erhalten fiir 9%y(e,v)/0e? < 0 ein Gauss-Integral

1
cn eNUEer) — L 2 Ny(ew) [ qq o= 3 NP0y (e0) /0 |22
N 2 N/2 0

m N Ny(e,v)

_ 2
N ¢2|a2y<e,v>/ae2|CN/2e

Damit wird cy = 1/|0%y(e, v)/0¢?| /2N und Ap/E ~ 1/VN.

Die entscheidende Annahme dabei war 9%*y(e,v)/0e* < 0. Ist dies nicht erfiillt, ist
das betrachtete System nicht homogen, was aber stillschweigend vorausgesetzt war.
Im Zusammenhang mit Phaseniibergéngen werden wir darauf zuriickkommen. Fiir

(4.57)
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das klassische Gas (4.49) erhilt man y(e,v) = 2Ine + Inv + const und damit ist
obige Konvexitatsbedingung erfiillt.

Falls Oy(e,v)/0e > 0 fithrt das rasche Anwachsen der Zustandsdichte als Funktion
der Energie dazu, dafl die in Abschnitt 4.2 diskutierten Verteilungen fiir die Zwecke
der Thermodynamik gleichwertig sind. Als Beispiel betrachten wir die Verteilung
der Energie in der kanonischen Gesamtheit

Wkan(‘E; N7 V) = Zl;zln(ﬁ7N7 V>Q(E7 N7 V)eiﬁE‘ (458)

Da der Boltzmann-Faktor e #¥ mit wachsender Energie schneller als jede Potenz
abféllt, erwartet man ein scharfes Maximum von Wy, (E; N, V). Den zugehdrigen
Energiewert F,,,, erhalt man durch Differentiation von W oder auch von In W

) )
o5 1 Whan (BN, V) L, =B+ o5 MQUEN.Y)

= 0. (4.59)

max

Zur Bestimmung der Breite entwickeln wir In W um FE,,,, und benutzen (4.54)

82
0 Wian (5 N, V) = 10 Wian (Bras N, V) 5(E = Epnaa) 55 I Q(E, N, V) |
N
= 10 Wian(Epmas; N, V) — 2%2 (E — Epaa)?. (4.60)

max

In dieser Naherung ist Wy, (E; N, V') also eine Gaussfunktion um F,,,, mit relativer
Breite AE/E ~ 1/v/N und Mittelwert Ey = E,,. Fiir die Zustandssumme erhélt
man daraus

Zyan(B, N, V) = /2—7TE§Q(E0, N,V)e PFo (4.61)
Y2 N
und
In Zyan(B, N, V) =InQ(Ey, N,V) — BE; + O(In N) (4.62)
und mit (4.36)
Ikan N2 =1 Q(Ey, N,V) + O(In N). (4.63)

Ein Vergleich mit (4.32) zeigt, daf} die fehlende Information mit der der mikrokanon-
ischen Gesamtheit bis auf Korrekturen tibereinstimmt. Entsprechendes gilt fiir die
groffkanonische Gesamtheit.

Die Zahl der quantenmechanischen Zustiande in einem Energieinterval dFE ist
Q(E,N,V)dE. Damit ist der Abstand AFE benachbarter Energieeigenwerte (4.26)

1
AE=— ¢ yE/NV/N)N 4.64
QE,N, V) € (4.64)

und damit fiir groe Systeme extrem klein.
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4.4 Systeme im Kontakt mit Reservoiren.

Haufig findet man eine Situation, in der das betra-
chtete System mit einem sehr viel grofleren Sys-
tem, genannt Reservoir oder Bad, Energie und
moglicherweise auch Teilchen austauschen kann.
Das Gesamtsystem, bestehend aus System und
Reservoir, sei abgeschlossen, und die Kopplung
zwischen System und Reservoir sei schwach.

Energie

Teilchen

Der Hamiltonoperator kann zerlegt werden in
H=Hs+Hr+W (4.65)

wobei Hg und Hp das System und das Reservoir fiir sich beschreiben, W die Kop-
plung aneinander. Es sei |¢,) eine vollstindige Basis fiir das System, |¢,) eine
solche fiir das Reservoir. Als Basis fiir das Gesamtsystem kann man, wenigstens bei
schwacher Kopplung, Produktzusténde |p,¢,) als Basis verwenden.

Das Gesamtsystem sei durch eine mikrokanonische Gesamtheit mit fester Energie F
und fester Teilchenzahl N beschrieben. Unter Vernachlassigung der Wechselwirkung
W und mit N = Ng + Np ist der statistische Operator des Gesamtsystems

psir = Qs p(E, N,V)d(E — Hs — Hg)d(N — Ng — Ng). (4.66)
Es sei fls eine Observable in S. Dann ist

(ubnl As|@udm) = Sum{u| Asli,). (4.67)

Damit konnen wir den Erwartungswert vereinfachen

~

(As) = Trsyr psirAs
= Z Z<90V¢n’PS+R|90M¢m><90u¢m|121$|90u¢n>

v nm
=3 (e bulpsirludn) (@ulAslen) = Tr psAs. (4.68)
vp n

Damit haben wir den statistischen Operator ps des Systems durch seine Matrixele-
mente

<90V‘p5|90u> = Z<¢u¢n’PS+R‘¢u¢n> (4.69)

n

definiert. Dies konnen wir in der Form

ps = Trr psir (4.70)

schreiben, wobei Tri die Spur iiber die Zusténde |¢,) des Reservoirs ist. Fiir
die spezielle Form (4.66) konnen wir Trr durch Eigenfunktionen zu Hg und N R
auswerten und als Integral iber Energie EFr und Teilchenzahl Ny des Reservoirs
schreiben

ps = Q5L (B, N, V) / dEp / AN Qr(Er, Ni, Va)

x§(E — Ep — Hg)d(N — Ng — Ng) (4.71)
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wobei Q0 die Zustandsdichte des Reservoirs sei.

Wir wollen annehmen, dafl das Reservoir grofl ist gegen das System, also ' ~ Eg
und N = Ng, oder E — Er < Er und N — Ngr < Ng. Da Qg schnell von Er und
Npg abhéingt, konnen wir nicht Qz nach Er — F und Ny — N entwickeln, da aber
In Qp viel langsamer von diesen Groflen abhangt, entwickeln wir In Qg

0
InQr(ER, Ng, V) = mQr(E, N, Vi) + (Er — E) 55 InQp(E, N, Vg)

OF
0
+(NR—N)8—NIHQR<E, N, VR) (472)
Wir definieren
0
ﬁ = a—EanR(Ea N7VR)
0
—fBu = ON In Qg(E, N, Vg)
0
ﬁp = WanR(Ea N, VR), (473)

wobei p spater als Druck identifiziert wird. Die beiden ersten Relationen setzen wir
in (4.71) ein. Wegen der verbleibenden ¢-Funktionen kénnen die Integrationen tiber
Er und Ng durchgefiihrt werden, und man erhalt fiir pg den statistischen Operator
der groBkanonischen Gesamtheit

ps = Z&%ﬂ(ﬁ? I, VS)e_B(HS_MNS) (474)
mit
Zgrk(ﬁnuv VS) - QR—I—S(EvN? V)/QR(EaNa VR) (475)

Diese GroBe 148t sich aber auch wie in (4.38) aus der Normierungsbedingung berech-
nen.

Beachtenswert an diesem Resultat ist die Tatsache, dafi 3, p und u, gegeben durch
(4.73), nur von Eigenschaften des Reservoirs abhédngen, nicht von denen des Systems.
Andererseits beobachtet man, daf§ Systeme, die untereinander in thermischem Kon-
takt stehen, also Energie austauschen kénnen, im Gleichgewicht die gleiche Temper-
atur annehmen. Es liegt daher nahe, 3 mit der Temperatur 7" in Zusammenhang zu
bringen, und zwar, wie wir spater noch begriinden werden, in der Form

B=1/ksT (4.76)

wobei kg = 1.38054 - 1072% J/K die Boltzmann-Konstante ist. Die Grofie pu beze-
ichnet man als chemisches Potential, und auch sie ist fiir Systeme, die Teilchen
austauschen konnen, im Gleichgewicht gleich. Die fehlende Information werden wir
schliefllich mit der Entropie verkniipfen, und zwar mit

S =kglIn2 (4.77)

Erlaubt man nur Energieaustausch zwischen System und Reservoir, liefert eine
entsprechende Rechnung die kanonische Gesamtheit fiir das System, wobei 3 eben-
falls durch (4.73) gegeben ist. Diese Gleichungen konnen aber auch benutzt wer-
den, um Temperatur, Druck und chemisches Potential in der mikrokanonischen
Gesamtheit zu definieren. Damit haben wir die Grundlagen fiir die Thermodynamik
des Gleichgewichts geschaffen.
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5 Irreversibilitat

5.1 Reversible Dynamik

Die Bewegungsgleichungen der Mechanik (fiir konservative Systeme) und die
der Quantenmechanik sind invariant gegeniiber “Bewegungsumkehr” oder “Zeit-
spiegelung”. Betrachten wir ein klassisches abgeschlossenes System (ohne Magnet-
felder). Sein Mikrozustand zur Zeit t = 0 sei {px(0), gx(0)}. Seine zeitliche Entwick-
lung geniigt den Hamiltonschen Gleichungen

gpk:_aﬁ(p&) quzaH(p,q)
Der Zustand de Ok dt Opk

{Px(0), 4 (0)} = { — pi(0), 4 (0)} (5.2)

ist ein Anfangszustand, in dem die Positionen aller Teilchen identisch sind mit denen
des vorherigen Zustandes, ihre Impulse und damit auch ihre Geschwindigkeiten aber
gerade entgegengesetzt.

(5.1)

Die Hamiltonfunktion ist eine gerade Funktion der Impulse, falls keine Magnetfelder
vorhanden sind

H(p,q) = H(—p,q). (5.3)

Benutzt man dies in den Bewegungsgleichungen fiir den zeitgespiegelten Zustand,
erhalt man als Losung

{pk ®)ax ()} = { = pr(—t)ar(~t)}- (5.4)

Fiir den Fall, dal Magnetfelder vorhanden sind, gilt dies ebenfalls dann, wenn bei der
Zeitspiegelung (Bewegungsumkehr) auch die Magnetfelder umgekehrt werden. Dies
ist plausibel, da Magnetfelder ja immer durch bewegte Ladungen erzeugt werden.

Es sei Pr(p, ¢; 0) eine Verteilungsfunktion im Phasenraum T, die einen Makrozustand
zur Zeit t = 0 beschreibt. Dann beschreibt

Pr (p,¢;0) = Pr(—p, ¢; 0) (5.5)

den “zeitgespiegelten Makrozustand”. Entsprechend (5.4) gilt dann fiir ¢ # 0
Pt (p,q;t) = Pr(—p,q; ). (5.6)

Damit ergibt sich folgender Widerspruch: Der durch Pr(p, ¢; —t) beschriebene Zus-
tand sei kein Gleichgewichtszustand, entwickle sich aber bis zur Zeit ¢ = 0 in einen
solchen. Damit sollte aber Pr(p, ¢;0) nur von H und N abhéngen, falls keine weit-
eren Erhaltungssitze existieren. Damit wére Pr(p, ¢;0) = Pr(—p, q;0) = PL (p, ¢; 0),
und mit (5.6) ware Pr(p, q;t) = Pr(—p, q; —t) ein Nichtgleichgewichtszustand. Dies
widerspricht aber jeder Beobachtung an makroskopischen Systemen. Offensichtilich
kann also Pr(p, ¢;0) nicht eine Gleichgewichtsverteilung im Sinne von Abschnitt
4.2 sein, sondern muf} eine Verteilung sein, die, bedingt durch praktisch oder
prinzipiell vorhandene Ungenauigkeiten und Unvollstandigkeiten experimenteller
Moglichkeiten, nicht von einer solchen unterschieden werden kann.
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Die Situation im quantenmechanischen Fall ist entsprechend. Es sei ¢(ry...7n;t)
eine Wellenfunktion (in der Ortsdarstellung), die einen Mikrozustand beschreibt.
Die Wellenfunktion des zeitgespiegelten Zustandes ist dann

AT (ry...rNit) = ¢%(ry .. rN; —1). (5.7)

Wiéhlt man eine Basis |v), die selbst zeitspiegelungsinvariant ist, in der Ortsdarstel-
lung also reel ist, so findet man fiir den statistischen Operator

(wlp" )y = wlp(—t)lw)". (5.8)

Damit bleibt obiges Problem auch in der Quantenmechanik bestehen.

Die Problematik zeigt sich auch, wenn wir das zeitliche Verhalten der fehlenden
Information betrachten. Falls der Anfangszustand kein Gleichgewichtszustand ist,
gilt
I(t=0) < Iggu (5.9)
wobei
I(t) In2 = —Trp(t) In p(t). (5.10)

Die Zeitabhangigkeit dieser Gréfle erhélt man aus

1) 2 = <15 (p(1)n p(1)

= —Te(Inpt) + 1) 5 p(1) (5.11)

und mit der von Neumann- oder Liouville-Gleichung (3.21)

%I(t) In2 = %Tr(lnp(t) +1)[p(t), H] = 0. (5.12)

Das Verschwinden dieses Ausdrucks ergibt sich aus der Invarianz der Spur gegentiber
zyklischen Vertauschungen

TrABC = TrBCA = TrCAB. (5.13)

Das bedeutet aber wieder, dafl sich ein statistischer Operator, der einen Nichtgle-
ichgewichtszustand beschreibt, nicht in einen Operator der Form entwickeln kann,
wie er in Abschnitt 4.2 fiir das Gleichgewicht diskutiert wurde. Dazu miifite ja die
fehlende Information zunehmen, was wiederum obigem Resultat (5.12) widerspricht.

5.2 Beispiele integrabler und nichtintegrabler mechanischer
Systeme

Trotz dieser Widersprche liefert die Annahme eines Strebens ins Gleichgewicht und
einer damit verbundenen Vergréferung der fehlenden Information Aussagen, die
beliebig gut mit Beobachtungen und Erfahrungen tibereinstimmen.

Wesentliche Aspekte der Erklarung dafiir kann man bereits an einfachen mecha-
nischen Beispielen mit nur einer geringen Zahl von Freiheitsgraden studieren. Ein
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Beispiel dafiir ist “Billard”, idealisiert als die Bewegung eines freien Teilchens auf
einer Ebene, begrenzt durch ideal reflektierende Wande.

Betrachten wir aber zunachst die Bewegung eines freien Teilchens entlang einer
Strecke a, so dal das Teilchen an den Enden ohne Energieverlust reflektiert wird.
Der zugehorige Phasenraum ist zweidimensional, seine Koordinaten sind Ort ¢ =
0...a und Impuls p = —00...c0. Die Energie E = p?/2m is ErhaltungsgroBe, und
damit sind die Trajektorien im Phasenraum Paare von Parallelen zur ¢-Achse. Als
Anfangsverteilung wéhlen wir ein kleines Rechteck im Phasenraum. Die zeitliche
Entwicklung ist in der folgenden Figur gezeigt:

P P P P

t

0 t=t, =21, t>>t,

Fiir hinreichend grofie Zeiten zerfasert das urspriinglich kompakte Volumenelement
im ['-Raum immer mehr und fiillt schliefilich den ganzen auf Grund der Energieer-
haltung zugénglichen Bereich. Die Gesamtlange der Fasern wéchst bei einer ur-
spriinglichen Unschéarfe Ap entsprechend

A
EzAvt+q:—p-t+q. (5.14)
m

Die Anfangsverteilung war alleine durch die Verteilung der Orte und Impulse
gegeben,
Pr(p, ¢;0) = p1(p, 0)p2(q,0) (5.15)

enthielt also keine Korrelationen zwischen Ort und Impuls des Teilchens. Der Zus-
tand, der sich fiir grofle Zeiten entwickelt, enthélt starke Korrelationen zwischen Ort
und Impuls des Teilchens, gegeben durch die Faserstruktur im I'-Raum. Diese Struk-
tur ist allerdings fiir hinreichend grofie Zeiten experimentell nicht mehr verifizierbar.
Die Verteilungen der Impulse und Orte

Pi(p;t) = /qur(p,q;t)

Py(g;t) = /dpPr(p,q;t) (5.16)

ist jedoch fiir grofle Zeiten eine Gleichverteilung, so wie dies fiir einen Gleichgewicht-
szustand postuliert wurde.

Die fehlende Information ist damit nicht gewachsen, aber sie steckt jetzt in Korre-
lationen, die experimentell nicht zuganglich sind.
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Gelange es zu einer Zeit t eine Bewegungsumkehr zu erreichen, hatte man zur Zeit
2t wieder den Ausgangszustand. Bedenkt man aber, daf§ dies durch einen Eingriff
von auflen geschehen mufl und dafl dies fiir grofle Zeiten mit extremer Genauigkeit
geschehen muf, so siecht man, dafl dies praktisch nicht moglich ist.

Als néchstes Beispiel untersuchen wir “Billard” in einem
Kreis (mit Radius R). Der Phasenraum ist vierdi-
mensional, und es existieren zwei Erhaltungsgrofien, die
Energie und der Drehimpuls. Die Zahl der Freiheits-
grade ist gerade doppelt so grofl wie die Zahl der Erhal-
tungsgroflen, und das System ist integrabel.

Die Bahn des Teilchens zwischen den Stéflen mit der
Wand ist geradlinig, und zur Charakerisierung der Bahn
ist es ausreichend, aufeinanderfolgende Stole zu betra-
chten.

Den einzelnen Stofl charakterisieren wir durch den Ort /,,, gemessen am Umfang
des Kreises, und den Winkel 3, zwischen Bahn und Tangente im Punkt des Stofles.
Offensichtlich gilt

ﬁn+1 = ﬁn €n+1 = [En + Qﬁnﬂ'R]mOdgﬂR. (517)

Betrachten wir ein Ensemble von Anfangspunkten ¢, und Winkeln 3y, erhalt man
Verhaltnisse, die im wesentlichen der vorhergehenden Situation entsprechen. Die
Achsen ¢ und p sind aber jetzt durch ¢, und (3, zu ersetzen. Diese spannen eine
zweidimensionale Untermannigfaltigkeit im I'-Raum auf, die sich als Schnitt der
Energiefliche E = H(pip2qi1q2) und der Flache ¢ + ¢ = R? ergibt (Poincaré-
Schnitt).

Diese Situation ist insofern untypisch, als eine
kleine Storung in der Wand die Drehimpulser-
haltung stort. Ein Beispiel dafiir ist Billard in
einem Oval, bestehend aus zwei Halbkreisen und
kurzen Geraden, die diese verbinden. In nebenste-
hender Figur sind einige Bahnen (a, b, ¢), die alle
mit Winkel 5, = 30°, aber mit verschiedenen ¢,
starten. Man sieht, dafl die Winkel (G, und die
zuriickgelegten Abschnitte /5 — ¢y sich fiir die ver-
schiedenen Bahnen stark unterscheiden.
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Dies wird in nebenstehender Figur
noch deutlicher. Ausgangszustand 06

sind Bahnen mit Anfangswerten 05 _2[5/31 ]
Go = 30° und ¢, = O...%?TR. '
Nach dem zweiten Stofl sieht man 04F .
eine “Faltung”, die entsprechend 0 2
auch fir andere Anfangswerte 03¢ 1 1
auftritt. Damit wird beispiel- 02k ]
sweise ein Rechteck, welches die
Anfangsverteilung darstellt, nicht 01r ]
nur rautenformig geschert, sondern , , , , I
zusatzlich gedreht und gefaltet. 00 0.1 0.2 0.3 04 05
10 2Bl Bereits nach wenigen Schritten
ist das urspriingliche Phasen-
05F ] raumvolumen stark verzerrt,
o wie im Beispiel fiir den 7.
ool 12 1 Schritt gezeigt ist.
' Dieses Verhalten ist typisch
fiir nichtintegrable Systeme, in
051 ] denen die Zahl der Erhaltungs-
groflen kleiner ist als die halbe
10 . . . . A Zahl der Freiheitsgrade.

0.0 05 1.0 15 2.0 25 3.0

Diese Faltung wird in idealisierter Form durch die “Backer”-Transformation
beschrieben. Diese Transformation entspricht der Methode, mit der Backer oder
Hausfrauen Teig oder Topfer Ton kneten. Die einzelnen Schritte sind in der folgen-
den Figur dargestellt:

— [—
— | =|| =]

In jedem Zyklus wird die Gesamtlange verdreifacht und wachst damit exponentiell
mit der Zeit .
0(t) ~ 347 (5.18)

wobei 7 die Zeit fiir einen Zyklus ist.

Diese Konstruktion zeigt aber auch, dafl zwei Trajektorien, die anfangs einen kleinen
Abstand hatten, zu spateren Zeiten einen Abstand haben, der zunachst exponentiell
mit der Zeit wachst. Zu noch spéteren Zeiten konnen sich die Trajektorien auf
Grund des Faltungsprozesses wieder beliebig nahe kommen. Diese Wiederkehrzeiten
sind in den hier betrachteten Systemen mit wenigen Freiheitsgraden nicht besonders
grof. Mit wachsender Zahl von Freiheitsgraden wachsen aber die Wiederkehrzeiten
exponentiell mit der Zahl der Freiheitsgrade, und man erhalt bei makroskopischen
Systemen Zeiten, die das Alter des Weltalls um Gréflenordnungen iibersteigen.

Dieser Exkurs hat folgende Grundannahmen der statistischen Physik, insbesondere
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des Strebens ins Gleichgewicht verdeutlicht:

1. Ein Anfangszustand, der kein Gleichgewichtszustand sei, werde durch eine
Verteilung reprasentiert, die keine oder nur geringe Korrelationen enthalt.

2. Im Laufe der Zeit bilden sich starke Korrelationen, die allerdings experimentell
nicht zuganglich sind. Im Fall der klassischen Mechanik bildet sich aus einer
anfangs kompakten Verteilung eine faserige Struktur im I'-Raum. Dieser
Prozef3 verlauft rasch, typischerweise exponentiell in der Zeit. Entsprechend
verringert sich der typische Abstand A(t) zwischen den Fasern exponentiell,
A(t) ~ e,

3. Vernachlassigung der Korrelationen oder “Grobmittelung” ergibt fiir lange
Zeiten eine Gleichgewichtsverteilung. Bei Verdoppelung der Auflosungsgrenze
wachst die Zeit bis zum Erreichen dieser Grenze nur um ¢ — ¢’ = 7 In 2 falls

A(t) = 2A().

4. Ein Mikrozustand aus dem Ensemble von Anfangszustianden kommt im Laufe
der Zeit seinem Anfangswert beliebig nahe. Fiir makroskopische Systeme sind
diese Wiederkehrzeiten extrem lang (¢ ~ V). Dies ist eine Konsequenz der
hohen Dimension des Phasenraums I'.

5.3 Pauli-Master-Gleichung

Im folgenden wollen wir eine Gleichung fiir die Zeitabhangigkeit des statistischen
Operators herleiten, die zwar nicht exakt ist, aber tatsdachlich das Streben ins Gle-
ichgewicht beschreibt.

Wir betrachten ein quantenmechanisches System, dessen Hamiltonoperator in der
Form

H=H+W (5.19)

geschrieben werden kann. Die “Storung” W sei in irgendeinem Sinne klein, so dafl
beziiglich W Storungsrechnung betrieben werden kann. Als Storung konnen wir
verschiedene Dinge betrachten. W kann beispielsweise die Wechselwirkung zwischen
einem Subsystem und einem Reservoir beschreiben, oder wir teilen das System in
kleine Zellen, die aber noch makroskopische Ausdehnung haben, und W beschreibe
die Wechselwirkung der Zellen untereinander. In verdiinnten Gasen kann H freie
Teilchen, in Festkorpern Elementaranregungen (Phononen, Elektronen, Magnonen)
beschreiben und W deren Wechselwirkung. Wir kénnen aber auch schwache duflere
Storungen betrachten, beispielsweise die Bewegung einer Fliege im Labor.

Es sei |v) eine vollstédndige orthonormierte Basis von Eigenzustinden zu H
H) = B,|v) = hw,|v). (5.20)

Wir wollen uns im folgenden nur fiir die Diagonalelemente des statistischen Oper-
ators in dieser Basis interessieren und nehmen an, dafl diese zur Berechnung aller
uns interessierenden Groflien ausreichen. Dies ist beispielsweise der Fall, wenn W
die Wechselwirkung zwischen Reservoir und System beschreibt, und wenn wir nur
Messungen am System durchfithren. Ahnliches gilt, wenn W die Wechselwirkung
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zwischen kleinen, aber makroskopischen Zellen beschreibt, und wenn wir nur an
Mittelwerten innerhalb dieser Zellen interessiert sind.

Die zeitliche Entwicklung des statistischen Operators 1a3t sich mit Hilfe des Zeiten-
twicklungsoperators ‘

U(t) = e AR (5.21)
p(t) = U)p(0)U'(2). (5.22)
Dies erfiillt die von Neumann-Gleichung (3.21).

angeben:

Der Zeitentwicklungsoperator 1a3t sich storungstheoretisch behandeln, wobei H so
gewéhlt sei, dal (u|W|u) = 0. Man erhdlt mit ihdU(t)/dt = (H + W) U(t)

U(t) = et/ _ . /t i =y =il
hJo
_% /t a¢ /t Q" =) /B 7 =i~ By =i (5.23)
0 0

Nehmen wir zunéchst an, daf3 der Statistische Operator zur Zeit t = ty in obiger
Basis (5.20) diagonal ist. Dies ist z.B. gerechtfertigt, wenn System und Bad fur
t < to nicht in Kontakt waren. Dann erhélt man fiir die Diagonalelemente von p(t)
fiir spatere Zeit

pult) =D {ulU(t = to)lv) pu (to) (WIU' (t = to)|11) (5.24)

14

Zur Berechnung der Zeitabhéngigkeit benutzen wir die Storungsreihe (5.23) in erster
Ordnung und erhalten mit (5.20) fiir u # v

W v 2 t ; 141
Wyt = 10) = aU Gt — 1)) U0 — o)) = 1" [ e et
to
Wl
=4 sw(t—1t 5.25
hQWﬁu S 5wy ( 0) ( )

Dabeiist W, = (u|W|v) und w,, = (EM—EV)/h Aus der Forderung -, p,(t) = 1
erhdlt man mit (5.24)

(Ut = to) ) (p|UT(t = to) 1) = wp(t —to) = 1= 3~ wu(t —tg).  (5.26)
v(F#p)

Es ist zweckmafBig, die Funktion

B é sin? x/A

T 2

oa(x) (5.27)
einzufiihren.  Diese Funktion kann als
Darstellung einer /-Funktion mit Breite A
aufgefalt werden.

Damit kann man (5.25) fiir g # v in der
Form

w#l/<t - tO) = (t - tO) RMV(A> (528)
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mit A = 2h/(t — to) und
27 9 o .
RIJ«V(A) = % |W,Lw| 5A(E,u - El/) (529)

Zur Herleitung dieses Resultats wurde U(t) in Storungsrechnung erster Ordnung
berechnet. Dies ist nur fiir nicht allzu lange Zeiten berechtigt, etwa bis zu Zeiten von
der Grofenordnung 7, = 2h/W, wobei W ein typischer Wert fiir [W,,, |2/ (Eu —E)
sei. Setzt man (5.25) in (5.24) ein, erhalt man

pu(T +t0) = pulto) + 7D R (2h/7) (pu(to) — pulto)), (5.30)

wobei 7 < T, sei.

Fiir grofere Zeiten kann man (5.30) iterieren

%(pM(T +tf) Pu t@ ) ZRuu(pV tﬂ) pu(té)), (531)

wobei R,, = R,,(2h/7) sei. Der entscheidende Schritt dabei ist die Ver-
nachlassigung der Nichtdiagonalelemente von p zu den Zeiten t, = {7 + t3. Diese
Reduktion sollte nicht zu haufig geschehen, was einen moglichst groflien Wert von 7
erfordert. Andererseits sollte 7 nicht groBer als 7,, gewdhlt werden, was schlieilich
T = T, und damit R,, = R, (W) nahelegt.
Fiir Vorgange, die gegeniiber 7, langsam ablaufen, kann man obige Gleichung in
Form einer Differentialgleichung schreiben
d
—pu(t) = - Ru(pu () — pu(t))- (5.32)

Diese Gleichung beschreibt einen stochastischen Prozef und ist als Pauli- oder
Master-Gleichung bekannt. Sie wird haufig als Ausgangspunkt fiir die statistische
Physik von Nichtgleichgewichtsphanomenen und Tranportvorgangen benutzt.

Die grundlegende Naherung besteht in der Vernachlassigung der Auflerdiago-
nalanteile des statistischen Operators. Diese beschreiben jedoch Korrelationen, die
oft experimentell nicht mefbar sind, und die fiir die zeitliche Entwicklung letztlich
nicht relevant sein sollten.

Das Auftreten einer d-artigen Funktion mit Breite W ist eine Konsequenz des En-
ergiesatzes. Dabei ist zu beachten, dal [ erhalten ist, nicht H. Die Eigenzustande
zu H unterscheiden sich aber von denen zu H um Betrige der GroBenordnung W,
wie man beispielsweise in zweiter Ordnung der stationdren quantenmechanischen
Storungsrechnung sieht. Man erkennt mit 7, W = 2h aber auch eine gewisse Analo-
gie zur Unschéarferelation.

Die Master-Gleichung 14t sich genauso fiir zeitabhangige Storungen herleiten,
beispielsweise fiir den Fall, dafl W (t) den Einfluf eines Warmebades beschreibt.
Hierfiir erhaltman die allgemeinere Form

%p“(t) - Z (R‘“’pV(t) - pru(t)) (5.33)

v

36



wobei dann fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten (5.29) geédnderte Ausdriicke
auftreten, etwa

Ry = Bp|W,, |2 e 2P5Ea—Er), (5.34)
Dabei ist 8 = 1/kpT und Tp ist die Temperatur des Warmebades.

Wir untersuchen jetzt das zeitliche Verhalten der fehlenden Information fiir einen
statistischen Operator p(t), der Losung der Mastergleichung (5.32) sei. Entsprechend
(5.11) erhélt man mit (5.32)

;nnw——%;m@mmm——zmmu+nimu

0

= =S (M pu() + 1) Ry (5u8) — u(t)). (5.35)

Unter Verwendung der Ungleichung Inz <z —1 und R, = R,, wird

d . th .
dtI()l 22_};1 y(t) /W V(t)

2 = Z (pu Pv )) R =0 (5.36)

Das Gleichheitszeichen in obiger Ungleichung gilt nur fiir x = 1. Damit zeigt sich,
dafl die fehlende Information so lange monoton zunimmt, bis fiir jedes Paar von
Zusténden pv, fir das R, # 0 ist, p,(t) = p,(t) ist. Falls also alle Matrixele-
mente W, # 0 sind, wéchst die fehlende Information so lange, bis p,(t) = p. (),
falls |Eu - EV] < W. Man erhilt also eine Gleichverteilung auf alle Zustinde, die
beziiglich H fast entartet sind. Dies bedeutet aber, daf} der statistische Operator
nur noch von H abhéngen kann, so wie wir dies fiir einen Gleichgewichtszustand in
der mikrokanonischen Gesamtheit gefordert hatten. Die typische Zeitskala fiir die
Relaxation in diesen Gleichgewichtszustand ist durch 7, gegeben. Diese Zeit ist in
makroskopischen Systemen auch fiir sehr schwache Stérungen, wegen des Auftretens
des typischen Niveauabstandes EO“ — EOV, sehr kurz.

Obige Uberlegungen gelten auch noch, falls einige W,, = 0 sind. Gelingt es, die
Zustande in zwei oder mehr Gruppen gy ... p; ... und vy ... v; ... aufzuteilen, so daf§
Wy, = 0 fir jedes p; aus einer und v; aus einer anderen Gruppe, dann miissen
die p,, nur noch innerhalb jeder Gruppe gleich sein. In diesem Fall existieren aber
zusatzliche Erhaltungsgrofien, und der statistische Operator fiir das Gleichgewicht

kann auch von diesen zusatzlichen Erhaltungsgrofien abhangen.

Fiir die Mastergleichung (5.33) mit Ubergangsraten (5.34) erhélt man als asymp-
totischen Wert den statistischen Operator der kanonischen Verteilung p, =

Z-Y(Tg)e PoEn,
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I1 THERMODYNAMIK DES GLEICHGEWICHTS

6 Der erste Hauptsatz

6.1 Zustandsgrofien, Zustandsgleichung

Wir hatten gesehen, dal der statistische Operator, der einen Gleichgewichtszus-
tand beschreibt, nur von wenigen Parametern abhangt. Diese Parameter bezeichnet
man als Zustandsgroflen. Zustandsgrofien konnen extensive Variable sein, Energie,
Teilchenzahl, Volumen, oder intensive Gréflen, Temperatur, chemisches Potential,
Druck. Welche dieser Grofien zur Spezifikation des Gleichgewichtszustandes gewahlt
werden, hangt von der betrachteten statistischen Gesamtheit ab.

In der mikrokanonischen Gesamtheit werden Energie E, Teilchenzahl N und Volu-
men V' vorgegeben. Die mikrokanonische Zustandssumme ist (4.31)

Znik(E,N, V) =Q(E,N,V) (6.1)
und daraus konnen wir weitere GroBen ableiten. Die fehlende Information (4.15) ist
Inik(E,N, V) In2 =In Z (E, N, V) (6.2)

und fiir Temperatur und chemisches Potential (4.73) erhélt man

0 10
6 = a—Eln Zmik(E, N, V) o= —Ea—Nln Zmik(E,N, V) (63)

Wie wir sehen werden, ist der Druck

10

= BWlH Zmik(Eu .]\[7 V) (64)

p
Fiir die mikrokanonische Gesamtheit sind also Energie, Teilchenzahl und Volumen
unabhéangige Zustandsgrofien, und Temperatur, chemisches Potential und Druck
sind Funktionen dieser Variablen.

In den anderen Gesamtheiten werden die extensiven Zustandsgrofien teilweise durch
intensive ersetzt. In der kanonischen Gesamtheit beispielsweise sind (5, N,V die
unabhéngigen Variablen, und die Zustandssumme ist (4.34)

Zin (B, N, V) = /dE O(E,N,V)e PE. (6.5)

Daraus erhélt man durch Differentiation die Energie (4.35)

E = (H) = —% In Zian(3, N, V) (6.6)

und auch andere abhéngige ZustandsgroBen. Ahnliche Relationen hatten wir fiir
die groBkanonische Gesamtheit hergeleitet (4.37)-(4.40).
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Betrachten wir Systeme, in denen das Vol-

umen nicht fest vorgegeben ist, konnen

— wir weitere Gesamtheiten definieren. Eine

W Moglichkeit ist in der nebenstehenden

Figur gezeigt. Ein beweglicher Stempel

mit einer Flache F' wird mit einer konstan-

ten Kraft K gegen das System gedriickt.
Der vom Stempel ausgeiibte Druck ist

p=K/F (6.7)

und die Gesamtenergie
Etot =F+ p(V - ‘/0) (68)

ist erhalten. FE ist dabei die Energie des Systems und p(V — V4) die in der Feder
gespeicherte Energie. Der konstante Beitrag —pVj ist nicht wesentlich und wird nicht
weiter beriicksichtigt. Damit erhalt man fiir den Fall der kanonischen Gesamtheit
die Zustandssumme

Zp, kan(ﬁa va) - /dE/dVQ(E7N7 V)eiﬁ(EerV) (69)

und daraus )
E+pV=—-2>InZ N, 6.10
und p 1 aaﬁ I kan(ﬁ ) ( )
V= _Ba_p In Zp, kan(ﬁv N, p). (6.11)

Beachtet man, dafl der Integrand in (6.9) im thermodynamischen Grenzfall als Funk-
tion von V' eine ganz enge Verteilung um den Mittelwert (6.11) darstellt und damit
der Mittelwert durch den Wert des Maximums ersetzt werden kann, erhalt man das
vorher angegebene Resultat (6.4).

Die Relationen zwischen abhéngigen und unabhéngigen Zustandsgrofien nennt man
Zustandsgleichungen. Wahlt man beispielsweise die extensiven Variablen £, N,V
als unabhéngige Grofien, so sind die Gleichungen (6.3,6.4) die zugehorigen Zustands-
gleichungen.

6.2 Zustandsanderungen

In der Thermodynamik interessieren wir uns fiir das Verhalten von Systemen bei Zu-
standsdnderungen, also Anderungen der vorgegebenen unabhéngigen Zustandsvari-
ablen. Als wichtigstes Beispiel betrachten wir Anderungen der Energie. Dies kann
auf verschiedene Weise geschehen, etwa dadurch, daBl an dem System mechanische
oder andere Arbeit geleistet wird

dE = §A (6.12)

oder dafl Warme zugefiihrt wird
dE =6Q (6.13)
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oder daf zusétzliche Teilchen in das System gebracht werden
dFE = oyE. (6.14)
Die gesamte Anderung der Energie ist die Summe obiger Beitrége
dE = 0A+0Q +inE. (6.15)

Dies ist der “erste Hauptsatz der Thermodynamik”. Seine historische Bedeutung
(Robert Mayer, 1842, Hermann v. Helmholtz, 1847) liegt darin, dal Warme als
Form der Energie erkannt wurde.

Die Energie hatten wir als Zustandsgrofle identifiziert.  Das bedeutet, dafl
beispielsweise ein Zustand (E, N, V) aus einem Zustand (Ey, N, V') sowohl durch
Wiarmezufuhr 6Q) wie auch durch mechanische Arbeit dA in Verbindung mit Rei-
bungskraften hervorgegangen sein kann. Entsprechend sind Warme und Arbeit
keine Zustandsgrofien, und dieser Unterschied wird durch die Schreibweise dFE
beziehungsweise 00, d A verdeutlicht.

Zustandsanderungen, bei denen nur Gleichgewichtszustande durchlaufen werden,
bezeichnet man als reversibel oder quasistatisch, da man dies, wie noch zu zeigen
ist, durch hinreichend langsame Anderungen erreichen kann.

Betrachten wir eine mikrokanonische Gesamtheit mit den unabhangigen Zus-
tandsvariablen £, N, V. Die Anderung der fehlenden Information ist bei einer in-
finitesimalen Zustandsidnderung

Al (E,N,V) In2 = dInQ(E, N, V) = dIn Zyi(E, N, V)

0 i
= o5 0 Zuic(B. N.V)AE + == I Zuis E, N, V)dN +
)
77 10 Zui (B, N, V)V (6.16)

Setzen wir hier (6.3,6.4) ein und l6sen nach dE auf, erhalten wir mit 8 = 1/kgT
dE = kgTIn2dl + pdN —pdV. (6.17)
Ein Vergleich mit dem ersten Hauptsatz zeigt, dafl fiir diesen Fall
0A = —pdV INE = pdN. (6.18)

Der erste Term in (6.17) bedeutet eine quasistatische Warmezufuhr. In der Ther-
modynamik fiihrt man den Begriff der Entropie S ein, so dafl fiir quasistatische
Warmezufuhr

0Q =TdS. (6.19)

Ein Vergleich mit (6.17) legt es nahe, diesen Begriff der Entropie mit der fehlenden
Information in Zusammenhang zu bringen (Boltzmann, 1877)

S = kplln?2 (6.20)

und zwar nicht nur fiir die mikrokanonische Gesamtheit, sondern generell fiir Gle-
ichgewichtsverteilungen.
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6.3 Thermodynamische Potentiale

In der mikrokanonischen Gesamtheit waren F, N und V die unabhangigen Zus-
tandsgroffen. Andere Zustandsgrofien wie Temperatur, Druck oder chemisches Po-
tential hatten wir durch Differentiation des Logarithmus der Zustandsdichte (6.3,6.4)
erhalten. Letztere ist aber, bis auf Faktoren, gleich der Entropie. Damit wird

(@) _1 (@) _b. (@) __F (6.21)
oF NV T’ oV EN T ON EV T
wobei S = S(E, N, V). Wie in der Thermodynamik tiblich, werden die Groen, die
bei der Differentiation konstant gehalten werden, als Index angegeben.
Statt der Energie kann man auch die Entropie als unabhéngige Zustandsgrofie anse-

hen, also £ = E(S,N,V). Eine infinitesimale reversible Anderung der Energie ist
dann durch den ersten Hauptsatz (6.17) gegeben

dE =T dS — pdV + pudN. (6.22)

Die partiellen Ableitungen sind

oF ) <8E ) <8E>
) o= (%) =m (o) = (623
(‘95 N,V v S,N ON S,V

Nehmen wir an, wir haben ein System mit Entropie Sy, Volumen Vj, Teilchenzahl
N und Energie Ey. Wir fiihren zunéchst eine gewisse Warme quasistatisch so zu,
daf3 die Entropie auf einen Wert S; ansteigt. Dann wird das System ebenfalls qua-
sistatisch vom Volumen V{ auf ein Volumen V] expandiert, ohne dafl weitere Warme
zugefithrt wird. Die Teilchenzahl sei konstant. Die Energie ist dann

S1 Vi
EY = Byt [ dST(S,N, Vo) — [ dVp(Si, N, V). (6.24)
So VO
Wir konnen aber auch zunéchst das Volumen von Vj nach V; dndern und dann die
Entropie von Sy nach S;. Damit ist

E® = E, — VV1 dV p(So, N, V) + Ssl dST(S, N, V). (6.25)
0 0
Natiirlich sollte das Resultat fiir beide Falle gleich sein, da ja der Endzustand durch
die Grolen S, V, N eindeutig spezifiziert sein sollte. Allgemein sollte eine “quasis-
tatische” Zustandsanderung unabhangig vom “Weg” im Raum der unabhangigen
Zustandsvariablen sein. Ahnlich wie in der Diskussion konservativer Kréfte in der
Mechanik ist die Bedingung fiir die oben diskutierte Situation

<8T(S, N, V)> o (ap(s, N,V)) _ P B(S,N,V)

ov S ov oS (6.26)

Dies ist aber gerade erfiillt, da die “Kréfte” T und p entsprechend (6.23) Ableitungen
des “Potentials” E(S, N,V) sind. Die Energie F(S, N, V') wird deshalb als thermo-
dynamisches Potential bezeichnet.
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Die zugefiithrten Wéarmemengen

Sl Sl
AQW = /5 AST(S,N. V) AQ® = [~ dST(S, N, ) (6.27)
0 0
und die jeweils geleistete Arbeit
V1 Vl
AAW = — [ “dVp(Si, N, V), AA® = — [ “dV p(S,, N, V) (6.28)
Vo VO

sind aber im allgemeinen auf den verschiedenen Wegen verschieden. Arbeit und
Wiérme sind damit keine Potentiale. Benutzt man beispielsweise den ersten Weg, um
von Fy nach 7 zu kommen, und den zweiten Weg, in entgegengesetzter Richtung,
um von E; wieder nach Fy zu gelangen, erhalt man einen “Kreisproze3”. Dann ist

AQW — AQW = — {AAW — AAP} = AQ = —-AA (6.29)

und falls AQ > 0 ist, hat man damit Wérme in mechanische Arbeit umgewandelt.
Solche Kreisprozesse werden wir spater noch untersuchen.

Je nach Situation ist es zweckmafig, andere unabhéngige Zustandsgrofien zu betra-
chten, beispielsweise Temperatur 7', Volumen V' und Teilchenzahl N, etwa wenn das
System mit einem Warmebad verbunden ist. Betrachten wir die Grofie

F=FE-TS (6.30)
die als freie Energie bezeichnet wird. Eine infinitesimale Anderung ist
dF =dE —-TdS — SdT (6.31)

und mit (6.22)
dFF = —=SdT — pdV + pdN. (6.32)

Damit ist die freie Energie das thermodynamische Potential mit den unabhangigen
ZustandsgroBen T, N und V. Dies sind aber auch die Groflen, die die kanonische
Gesamtheit spezifizieren. Benutzt man auch fiir diese Gesamtheit (6.20) als Zusam-
menhang zwischen fehlender Information und Entropie, folgt aus (4.35,4.36)

F(T,N,V) = —kgTIn Zjun(T,N,V)
— kpTln / dEQ(E,N,V)e B/t (6.33)
Ganz entsprechend kann man andere Potentiale konstruieren, beispielsweise die En-

thalpie
H(S,N,p)=FE +pV (6.34)
mit
dH =TdS+Vdp+ pdN (6.35)

und S, N und p als unabhéngige Zustandsvariablen.

Ausgehend von der freien Energie F(T, N, V') oder der Enthalpie H(S, N, p), erhélt
man die freie Enthalpie

G(T,N,p)=F+pV=H-TS=E-TS+pV (6.36)
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mit
dG = =SdT' +V dp + pdN (6.37)
und 7', N und p als unabhangige Variablen.

Ein weiteres gebrauchliches thermodynamisches Potential ist das Gibbssche
J(T,u,V)=F —uN (6.38)
mit
dJ = —=SdT — pdV — Ndpu. (6.39)
Dieses Potential ist mit der groSkanonischen Gesamtheit verkntipft

J(T, My V) == _kBTln Zgrk(T7 M, V)

— —kpTln / dE / AN Q(B, N, V) e~(B-nN)/kaT (6.40)

Die thermodynamischen Potentiale sind extensive Groflen. Betrachten wir speziell
die freie Enthalpie und das daraus berechnete chemische Potential

oG
== . 6.41
1 ( 5 N>T (6.41)
7p
Da G nur N als extensive Variable enthélt, mufl es proportional zu N sein, also
G
= — = u(T.p). 6.42
p= =nTp) (6.42)

Damit sind aber auch u, T und p nicht gleichzeitig als unabhéingige Zustandsgrofien
wéhlbar. Aus (6.42) folgt auflerdem

dG — pdN — Ndu=0=—SdT — Ndu +V dp. (6.43)

Diese Beziehung zwischen den intensiven Zustandsgrofien 7', u und p ist als Duhem-
Gibbs-Relation bekannt.

Die hier diskutierten gebrauchlichen ther-
! F modynamischen Potentiale konnen an den
i Ecken eines Wiirfels entsprechend neben-
I stehender Figur angeordnet werden. Be-
|
|
I
|

wegt man sich in Pfeilrichtung entlang einer
Kante zu einem anderen Potential, sind die
angegebenen Groflen hinzuzufiigen, z.B. F' =
//_ ______ y E —TS. Die mit “?” gekennzeichneten Po-
/ /:N tentiale sind nicht gebrauchlich. Der mit “0”
€ TV E gekennzeichnete Punkt hat den Wert 0, also
G—uN=J+pV =0.
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6.4 Materialkonstanten

Die thermodynamisch wichtigen Eigenschaften von Materie werden durch die Mate-
rialkonstanten erfaflt. Dies sind beispielsweise spezifische Warme, Ausdehnungskoef-
fizient, Kompressibilitat und andere. Wir werden diese Groflen als zweite Ableitun-
gen der thermodynamischen Potentiale nach den jeweils zu diesen Potentialen
gehorigen unabhangigen Zustandsvariablen kennenlernen.

Beginnen wir mit der spezifischen Warme bei konstantem Volumen. Sie gibt an,
wieviel Warme zugefiihrt werden mufl;, um bei konstantem Volumen, also ohne dafl
mechanische Arbeit auftritt, eine gewisse Temperaturanderung zu erreichen

CydT = 5Q. (6.44)

Dabei ist es irrelevant, ob die Warmezufuhr quasistatisch erfolgt oder nicht. Da
keine mechanische Arbeit und auch keine Energieanderung durch Teilchenaustausch
auftreten soll, ist dE = 0(), und damit ist der Gleichgewichtszustand nach der
Wirmezufuhr eindeutig festgelegt und damit auch die Temperaturanderung. Wir
konnen aber auch speziell eine quasistatische Warmezufuhr betrachten. Dann ist

CyvdT =T4dS (6.45)
oder

oS
co-1(5) (6.46)
or VN

Das thermodynamische Potential mit 7',V und N als unabhéangigen Variablen ist
die freie Energie (6.32), und die Entropie ist

s () o

Damit ist die spezifische Wéarme

2
_pOPE(T.N.V)

Cv = T2

(6.48)

Die freie Energie hatten wir mit der kanonischen Zustandssumme verkniipft (6.33)

F(T,N,V) = —kpTIn Zio(T, N, V)

= —kgTInTryye /8T (6.49)
Daraus erhalten wir
O°F 1 [ TeHZe #/kT (TrHe H/keT
OT? ~  kpT® )| Tre A/FsT ( Tre—H/ksT ) (6.50)
und damit ist die spezifische Warme
o1 2 2
Cy = e {{(H?) = (H)*}. (6.51)
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Sie ist also durch die Schwankungen der Energie in der kanonischen Gesamtheit
gegeben. Daraus folgt, daf die spezifische Warme positiv ist.

Wir hatten in Abschnitt 3.3 gesehen, dafl diese Schwankungen und damit auch die
spezifische Warme extensive Grofien sind, so wie dies auch aus der thermodynamis-
chen Definition (6.45) folgt. Fithren wir die zu H gehorige Energiedichte ein

H= / &3rh(r) (6.52)
dann ist fiir ein homogenes System
Cy = —~ [y (6.53)
VT kpT? ' '

Auf dhnliche Weise kénnen wir die spezifische Wéarme bei vorgegebenem Druck p
(und fester Teilchenzahl N') untersuchen. Da sich Materie bei Erwérmung normaler-
weise ausdehnt, wird bei vorgegebenem Druck Arbeit geleistet. Damit ist wichtig,
ob Zustandsianderung, Warmezufuhr und Arbeit, quasistatisch sind oder nicht. Im

quasistatischen Fall ist
C,=T @ (6.54)
Poo\oT) ‘
7p

und mit der freien Enthalpie G(T, N, p) ist
O?’G(T, N, p)
012 '

Auch hierfiir kann man einen Zusammenhang mit Energieschwankungen herleiten,
allerdings in einem kanonischen Druckensemble wie in Abschnitt 6.1 diskutiert.

C,=—T (6.55)

Die isotherme Kompressibilitdt (bei fester Teilchenzahl) kr ist fiir quasistatische
Zustandsanderungen definiert als

dV = —krVdp (dT = dN =0). (6.56)
Mit der freien Enthalpie G(T, N, p) findet man

1 [oV 1 ?°G(T,N

kp = —— | — :__M (6.57)
V\Op),y 174 op?

und auch einen Zusammenhang mit Schwankungen des Volumens im kanonischen
Druckensemble. Man kann aber auch von

1
dp = ———dV 6.58
p " (6.58)

ausgehen und findet mit der freien Energie F(7, N,V)

1 O?F(T,N,V
_:v (7 Y )

Fir die isotherme Kompressibilitat ist es wichtig, dafl das System mit einem
Warmebad in Kontakt steht und dafl die Volumenanderung so langsam erfolgt, daf3
keine Temperaturanderung im System auftritt.
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Fiir Volumenanderungen an thermisch isolierten Systemen definiert man fiir quasis-
tatische Prozesse die adiabatische Kompressibilitat kg, bei der keine Warme zu- oder
abgefithrt wird und damit die Entropie konstant ist. Aus der Enthalpie H(S, N, p)
erhalt man

1 [(0V 1 0*H(S,N,p)
Rg = —V <8_p>SN = _Va—p2 (660)
oder aus der Energie E(S, N, V)
1 O?E(S,N,V)
==/ .61
— =V (6.61)

Als Beispiel einer gemischten zweiten Ableitung eines thermodynamischen Poten-
tials betrachten wir den thermischen Ausdehnungskoeffizienten o bei vorgegebenem
Druck p und Teilchenzahl N. Mit G(T, N, p) ist

_ 1 (*W) _ L&PG(T,N,p)
N,p

““vl\or), v orop (6:62)

Da aber die Entropie als Ableitung von G nach T' gewonnen werden kann (6.37),

gilt auch
o= —% (%ﬁ) | (6.63)
T,N

Erhoht man also isotherm den Druck um dp, wird eine Warmemenge
—0Q = -TdS=aVTdp (6.64)

abgegeben.

6.5 Relationen zwischen Materialkonstanten

Zwischen verschiedenen Materialkonstanten bestehen Verkntipfungen, die wir im fol-
genden untersuchen wollen. Dazu erweisen sich Jacobi-Determinanten als niitzlich.
Es reicht aus, zwei unabhangige Variable zu betrachten.

Es seien f = f(z,y) und g = g(x,y) zwei Funktionen der Variablen x und y. Die
Jacobi-Determinante ist

04,9) _ (0F) (99 _ (21 (29 _ _0f.9)
Speziell gilt o y
y) _ (9f
O(w,y) <6m>y' (6.66)

Fiir Jacobi-Determinanten gilt eine Kettenregel. Es seine u = u(z,y) und v =
v(x,y). Dann gilt

= (6.67)
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falls f und ¢ als Funktionen von u und v angesehen werden. Speziell gilt

O(u,v) d(u,v) O(x,y
(x,y) O(u,v

wobei zunachst x und y, dann v und v als unabhangige Variable angesehen werden.

D
N~—

(6.68)

2
e

=
@

Als Beispiel fiir die Anwendung der Jacobi-Determinanten leiten wir einen Zusam-
menhang zwischen isothermer und adiabatischer Kompressibilitat her. Da die
Teilchenzahl fiir beide Falle konstant ist, geniigt es, Druck und Temperatur,
beziehungsweise Entropie als unabhangige Variable zu betrachten. Die isotherme
Kompressibilitat ist

1 oV 1 oV, T)
Y ( ap )TN Va1 (6.69)
und die adiabatische
1 ov 1 oV, 9)
Rs — % (8]9)5_ Va(p,5> (670)

Wir bilden den Quotienten und erhalten mit obigen Regeln

ke OV.T) p.S)

ks O(p,T)0(V,S)
_ AV, 1), S) 3(p, $) 0(p,S) _ Gy 671
" AV, 8) 9(p,$) p. 1) AV.S) ~ Cy |

wobei wir die Definitionen der spezifischen Wérme (6.46,6.55) benutzt haben.
Eine weitere Relation zwischen C), und Cy erhélt man aus folgender Rechnung
oS, V) _ ,0(S,V) o(T, p)

YE=T50v) = T o vy (6.72)

Die zweite Jacobi-Determinante liefert —1/krV (6.69). Die erste Determinante
schreiben wir explizit

a(s,V) o(S,p)o(T,V) 0(S,T)0(V,p)

AT,p) 9(T,p) o(T,p) 9(p,T)9(T,p)
= —%CPVFLT +aVaV (6.73)

wobei (6.54,6.57,6.62) und (6.63) benutzt wurden. Damit ist

o?
Cy=C,—TV—. (6.74)
RT

Wir hatten gesehen, dafl die spezifische Warme mit Fluktuationen der En-
ergie in der kanonischen Gesamtheit in Zusammenhang gebracht werden kann.
Entsprechende Relationen gelten auch fiir andere Materialkonstanten, beispielsweise
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fiir die isotherme Kompressibilitit. Bei der folgenden Rechnung sei die Temperatur
stillschweigend als konstant angesehen.
1Oo(V,N) _ 10(V,N) oV, ) O(p,

R = —— = — N) (6 75)
Vop,N) VoV,u) O(N,u)d(p,N) '

Fiir ein homogenes System gilt

(V. ) <9V> v
— (2= = (6.76)
ON,p) \ON),, N
auferdem ist
OuN) _ (op\ _O*G(T,N,p) _(oV) _V (6.77)
d(pN) W) rn OpON ON/ oz N |
Damit ist vV /ON % 82J(T V)
_V (ON __voJu,mY)
= N? <8ﬂ>T\/ N? op? ' 19

Das Gibbssche Potential J(T,pu, V) ergibt sich aus der groflkanonischen Zus-
tandssumme (6.40), und man erhélt, dhnlich wie in (6.51,6.53)

7 = gy {1 - (907}
_ kB‘;NQ [ @ty (6.79)

Damit ist die isotherme Kompressibilitat mit Schwankungen der Dichte verkniipft.
Dieser Zusammenhang kann in der Nahe des kritischen Punktes eines Gases leicht ex-
perimentell verifiziert werden. Am kritischen Punkt divergiert die Kompressibilitét
k. Gleichzeitig divergiert die Korrelationslange ¢ der Dichteschwankungen, und
damit ist die Divergenz von  Einklang mit (6.79). Dichteschwankungen machen sich
als Schwankungen des Brechungsindex bemerkbar, und wenn in der Nahe des kri-
tischen Punktes die Korrelationslange gleich der Wellenlange des sichtbaren Lichtes
wird, beobachtet man verstarkte Streuung, die als kritische Opaleszenz bekannt ist.

6.6 Ideales klassisches Gas

Wir konnen nun obige Relationen fiir das klassische idele Gas verifizieren. Aus-
gangspunkt ist die, in Abschnitt 4.3 berechnete Zustandsdichte (4.49). Mit (6.2,
6.20) erhélt man

S(E,N,V) = kg InQ(E, N, V)

3 m vV 3. E 5
=kgN (=1 In—+-In—+=¢. 6.80
5 {2 n37rh2+nN+2nN+2} (6.80)
Dies kann man nach der Energie auflosen und erhalt
2
B(S,N, V) = S N3 7218 28/3ka 573 (6.81)

m
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und die Zustandsgleichungen

OF 2F 3

— =T =——":" E=—-NkgT .82

85 kN’ PR (6.82)

oF 2 F

= p=_—__" V=NkgT 6.83

v = P 3y p B (6.83)
und O 5E 25 E 1

Dies ist aber die in (6.36, 6.42) allgemein hergeleitete Relation fiir die Freie En-
thalpie. Durch Einsetzen obiger Resultate erhalt man

5)
pw=u(T,p)=—kgT {lnA + 5 InT — lnp} (6.85)
wobei 32
m
A= ( ) k3 6.86
21h? B ( )

Dieses Beispiel werden wir auch in den folgenden Betrachtungen benutzen.

6.7 Phasengleichgewichte

Ein wichtiges Beispiel fiir die Anwendung der Thermodynamik sind Gleichgewichte
zwischen verschiedenen Phasen einer Substanz, etwa einer gasformigen, fliissigen
oder festen Phase. Ein typisches Phasendiagramm ist in der folgenden Figur gezeigt.
An den Phasengrenzen im p—T-Diagramm konnen jeweils zwei Phasen koexistieren.
Am Tripelpunkt (p ;7 t;) koexistieren drei Phasen, und am kritischen Punkt (p.T%)
verschwindet der Unterschied zwischen fliissiger und gasformiger Phase.

PA Betrachten wir das Gleichgewicht zwischen
einer Phase ¢ und einer Phase j. Die Koex-
istenzkurve im p — T-Diagramm sei

) [ A p = pi;(T). (6.87)

Da zwichen beiden Phasen Teilchen ausge-
tauscht werden konnen, miissen die chemis-
chen Potentiale gleich sein

T, T 1 (T, pis(T)) = 5 (T, pi5(T)) . (6.88)

ptr _________
gasformig

Beim Ubergang von AN;; Teilchen aus der Phase 7 in die Phase j tritt eine “latente
Warme” AQ;; auf

B a5; 05,
s =r{- (), - (), f o

Op; O
=T { <8T>p - (8_T>p} AN;; (6.89)
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wobei fiir den Druck (6.87) einzusetzen ist. Die zweite Gleichung folgt aus der ersten
dadurch, dafl Entropie und chemisches Potential als erste Ableitungen der freien
Enthalpie (6.37) auftreten. Differentiation von (6.88) entlang der Phasengrenze

liefert
Opi O _ Opi Ou; dpi;(T')
5r), - Gr), (&), - () om

Die Ableitungen der chemischen Potentiale nach dem Druck kénnen aber aus der
Duhem-Gibbs-Relation (6.43) oder (6.77) berechnet werden

O Vi
= —. 6.91
< Ip )T Ni (69
Damit erhalten wir die Clausius-Clapeyron-Gleichung
dpy; (1)

die einen Zusammenhang zwischen latenter Warme AQ);;, Volumenanderung AV;;
und Steigung der Phasengrenze im p — T-Diagramm liefert.

Diese Gleichung kann man benutzen, um naherungsweise die Dampfdruckkurve
(Sublimationskurve) zu berechnen. Wir vernachlissigen das Volumen der Fliissigkeit
(feste Phase) gegentiber dem der Gasphase und nehmen an, da8 fiir die Energie der
Flissigkeit lediglich die Bindungsenergie wichtig ist

Ey = —eN e > 0. (6.93)

Die Gasphase wird als ideales Gas nicht wechselwirkender Teilchen angesehen (6.80-
6.85). Beide Annahmen gelten nicht in der Néhe des kritischen Punktes, sind aber
sonst relativ gut erfiillt.

Damit kann die latente Wérme durch Integration des ersten Hauptsatzes (6.15) mit
(6.18) berechnet werden

AQyry = AE; — ALy +pfg{5vg - Avf}
~ {ngT+6+kBT}AN. (6.94)

Fiir die Dampfdruckkurve erhdlt man (6.92)

dp(T)  3kpT +e€

i = (). (6.95)
und damit wird .

p(T) = AT e~</ksT, (6.96)
Aus (6.23) und (6.93) erhélt man ug = —e. Da die chemischen Potentiale der

fliissigen und gasformigen Phase gleich sein miissen, und da (6.96) auch die Zus-
tandsgleichungen des Gases (6.85) erfiillen mu8, ist die zunéchst unbestimmte Inte-
grationskonstante A durch (6.86) gegeben.

Damit laBit sich die Bindungsenergie aus der Dampfdruckkurve, wenigstens
naherungsweise, experimentell bestimmen.
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6.8 Chemische Gleichgewichte, Massenwirkungsgesetz

Wir untersuchen eine chemische Reaktion in der v4 Molekiile der Sorte A mit vg
Molekiilen der Sorte B reagieren und —v¢ Molekiile der Sorte C' ergeben. Die Wahl
des Vorzeichens von v ist fiir die weitere Rechnung zweckmaflig. Die chemische
Reaktion sei also

vaA+vgB~—— vcC. (6.97)

Die Reaktion von Wasserstoff (A) mit Sauerstoff (B) zu Wasser (C) ist beispielsweise

und damit vy = 2, vg =1, vo = —2. Nach dn Reaktionen haben sich die Teilchen-
zahlen um
geandert. Lauft die Reaktion quasistatisch ohne Warmezufuhr und Volu-
menanderung ab, gilt

oF oF

— = » = 0. 6.100
In Verallgemeinerung von (6.23) ist das chemische Potential

(aE ) (6.101)
i = .
ON; SV

und damit gilt fiir das Gleichgewicht

Wir untersuchen diese Relation fiir den Fall, daf§ alle Reaktionspartner als ideale
Gase angesehen werden konnen. Dabei ist zu berticksichtigen, dal man zur Energie
und Entropie und damit zur freien Energie auch Beitrage von der Bindungsenergie
und von Energie und Entropie auf Grund innerer Freiheitsgrade (Rotationen und
Vibrationen) bekommt. Dies liefert zur freien Energie einen Beitrag

Fuw = Y {e(T) = Toi(T)} Ny (6.103)
und man erhélt damit, unter Verwendung von (6.36), (6.42) und (6.85)
pi; = €&(T) —Toy(T) — kgT {ln A+ glnT - lnpl} . (6.104)

Dabei ist A; entsprechend (6.86) mit der Masse des Molekiils i berechnet. Die
Groflen p; bezeichnet man als Partialdrucke der jeweiligen Molekiile ¢, und falls alle
Reaktionspartner in Form verdiinnter Gase vorliegen, gilt

N,

pi = k?BTVi p= sz' (6.105)
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Setzt man dies in (6.104) ein, erhdlt man das Massenwirkungsgesetz

_M}W

Ir =11 {AiTge w57

= K(T). (6.106)

wobei K (T) oder die weiter unten eingefiihrte Grofe K(p,T) als Massen-
wirkungskonstante bezeichnet wird. Die Ahnlichkeit mit dem Resultat fiir die
Dampfdruckkurve ist offensichtlich.

Es ist zweckmafig, die Konzentrationen
j i

einzufithren. Dann ist p; = ¢;p, und das Massenwirkungsgesetz wird

[Ie =K. 1) =p XY K(T). (6.108)

Die in einem Reaktionsschritt freiwerdende Warme kann man auch ganz analog zur
Diskussion der latenten Warme berechnen, und man erhalt bei konstantem Druck p
und Temperatur T’

i—g =q=— 2@: {Ez(T) — TO'Z(T) + ngT} Vi. (6109)

Setzt man dies in (6.106) ein, erhélt man

K(T) = e T [[{AT3e 3} (6.110)

Betrachten wir die als Beispiel gewéhlte Dissoziation von Wasser (6.98). Dann ist
- Vi 3 B
CQHQC 0, = 02H2 oP 1eq/kBTH{Ai} Tz2e 2. (6.111)

Die Umwandlungswarme ¢ ist negativ, und damit ist fiir die Dissoziation Warme
notwendig. Beim umgekehrten Prozef3, der Verbrennung, wird Wéarme frei. Damit
verschiebt sich bei Erhohung der Temperatur oder bei Erniedrigung des Druckes das
Gleichgewicht zu Gunsten des dissoziierten Zustandes.

6.9 Ideale Losungen

Die Uberlegungen der vorhergehenden Abschnitte lassen sich auch auf verdiinnte
Losungen tibertragen. Groflen, die sich auf das Losungsmittel beziehen, seine mit
einem Querstrich, solche, die sich auf den gelosten Stoff beziehen, mit einem Apos-
troph gekennzeichnet. Wir nehmen an, dafl die Konzentration des gelosten Stoffes
klein ist

d=N/(N+N)<1. (6.112)

Wir gehen aus von der freien Enthalpie (6.36)

G=E—TS+pV. (6.113)
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Das Losungsmittel beschreiben wir dadurch, dafl jedes Teilchen eine Energie €, eine
Entropie & und ein Volumen v besitzt, entsprechend fiir die geloste Substanz €', o’
und v’. Diese Groflen konnen wir zu einer freien Enthalpie g beziehungsweise ¢’ pro
Teilchen zusammenfassen. Damit ist

G =gN + ¢ N — T Spix. (6.114)

Der Beitrag Spix ist die “Mischungsentropie”, die ihren Ursprung in der Tatsache
hat, dafl ein Teilchen des gelosten Stoffs irgendwo in der Losung sein kann. Diesen
Beitrag konnen wir dadurch abschatzen, dafl jedem gelosten Teilchen ein Volumen
V/N' zur Verfiigung steht, es aber nur ein Volumen v’ benétigt. Da V' = No+N"v' ~
N7v ist, erhilt man

N/ / /
Siix ~ —kgN'In N; = —kp {ln c + ln%} N’ (6.115)

Der zweite Term kann als Zusatzbeitrag zu ¢’ betrachtet werden.

Aus der freien Enthalpie erhélt man die chemischen Potentiale

oG N’
ﬂ: a—N:g—kBTﬁ:g—k?BTC/
o= gﬁ/ =g +kgTInc (6.116)

wobei alle nicht von ¢ abhédngenden Beitrage in ¢’ absorbiert wurden. ¢ héngt
also nur von der Temperatur ab und kann in guter Néherung durch ¢ oder die
“Losungswarme” —¢q’ ersetzt werden.

Betrachten wir nun den Fall, dafl die Losung mit der zugehorigen Gasphase im
Gleichgewicht steht. Die Konzentration des Losungsmittels in der Gasphase sei ¢g,
die der gelosten Substanz sei ¢, und die in der Losung sei jetzt mit ¢ bezeichnet.
Die Gasphase sei als Mischung idealer Gase betrachtet. Die chemischen Potentiale
sind dann mit (6.85,6.104) und p = kgT(Ng + N§)/Va

~ 5
i = —kgT (lnA—l— ElnT—lnp—lnég>

)
W = —kgT (1nA’+ alnT— Inp — lnc/G> . (6.117)

Die chemischen Potentiale der gelosten Substanz miissen in der Losung und in der
Gasphase gleich sein, und damit erhalt man ein dem Massenwirkungsgesetz dhnliches
Verhalten ,

= cp tATze 1/ R (6.118)
Aus der Gleichheit der chemischen Potentiale des Losungsmittels erhédlt man mit
cg=1-— C/G

6_091 - 5 _9_ 1 —C/
= ATz e*sT L5 6.119
P=9_ ca o 1—cg o ( )

wobei py der Dampfdruck (6.96) des reinen Lésungsmittels ist. Falls ¢, < ¢/ ist,
erhéalt man eine Dampfdruckerniedrigung, die proportional zur Konzentration des
gelosten Stoffs ist.
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Falls eine Fliissigkeit mit einem Gemisch aus seinem eigenen Dampf und anderen
Gasen im Gleichgewicht ist, wobei sich die anderen Gase nicht (oder nur schlecht)
16sen, falls also ¢}, < cf; ist, ist der Partialdruck

B = &ep = Po- (6.120)

Der Partialdruck in Gegenwart anderer Gase ist also gleich dem Druck der reinen
Substanz in der Gasphase. Dies ist beispielsweise fiir die Séattigung der Atmosphéare
mit Wasserdampf wichtig.

Untersucht man eine Losung, die durch eine semi-permeable Membran vom reinen
Losungsmittel getrennt ist, wobei die Membran das Losungsmittel, aber nicht den
gelosten Stoff durchlassen moge, ist der Druck um den osmotischen Druck erhoht.
Die chemischen Potentiale des Losungsmittels miiflen auf beiden Seiten gleich sein,

und damit ist ,

r Ny,
osm — P — = = kT —=. 6.121
p P —Po 1_ C,Lpo Bl ( )

Die Druckerh6hung entspricht also dem Druck eines idealen Gases mit der Dichte
des gelosten Stoffs.

Obige Uberlegungen gelten nicht fiir Elektrolyte, also Sauren oder Salze gelost in
Wasser, da die gelosten Stoffe in Wasser in Ionen dissoziieren und dann auch bei
geringen Konzentrationen die Wechselwirkung der gelosten Teilchen auf Grund ihrer
Ladung nicht mehr vernachlassigt werden kann.
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7 Der zweite Hauptsatz

7.1 Reversible und irreversible Arbeit

Wir wenden uns zunachst der Frage zu, unter welchen Bedingungen eine Zus-
tandsanderung reversibel ablauft, also so, daff nur Gleichgewichtszustinde durch-
laufen werden. Wir beginnen mit Zustandsanderungen auf Grund von Arbeit und
betrachten einen Hamiltonoperator (Hamiltonfunkion) der Form

H(z) = H — zK. (7.1)

Arbeit moge durch Anderung des Parameters z vorgenommen werden. Der
Zusatzterm —zK kann beispielsweise auflere elektrische und magnetische Felder
beschreiben, oder auch Kréfte, die das Volumen bestimmen. Wir konstruieren die
zugehorige, ebenfalls z-abhangige, Basis

H(z)|p; x) = Ey(x)|p; x). (7.2)

Dabei ist x als Parameter und nicht als Quantenzahl zu verstehen.

Mit Anderung von z dndern sich auch die Basiszustinde. Dies wird durch

d
ahj;x Zgl/u |:uv (73)

beschrieben. Zur Berechnung von g,,(z) differenzieren wir (7.2) nach x und bilden
das Matrixelement mit (v;x|. Dies liefert fiir v # p

Gou(T) = Ey(gyi(:;)u(m) = — ()

(7.4)

wobei K,,(z) = (v; 2| K|u; z) und K selbstadjungiert ist.
Das weitere Vorgehen ahnelt der Rechnung zur Master-Gleichung in Kapitel 5.3.
Die untersuchte Zustandsdnderung sei durch z = xz(t) charakterisiert. Wir be-

trachten Matrixelemente des Zeitentwicklungsoperators in der jetzt zeitabhangigen
Basis |v; z(t))

Uy (tsto) = (5 2(0)|U (1, o) v; (to))- (7.5)
Diese gentigen der Gleichung
d 7
gz Um(t:t0) = ng )) U (t,to) = 3 Eu(2(t) Un(t o) (7.6)

wobei der erste Beitrag aus der Zeitabhangigkeit der Basis resultiert. Wir sind
an langsamen Anderungen #(t) interessiert und koénnen den ersten Term in der
Bewegungsgleichung storungstheoretisch behandeln. Dazu ist es zweckmaflig eine
Wirkung

() = tf A" Ey((t") (7.7)
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einzufiithren. Die ersten beiden Terme der Stérungsreihe sind dann
U (t, tg) = e nlbio)/hg

t : / : ’
+ dtle_”“(t’t )/h j?(t/) gu,,(:c(t')) e—le,(t to)/h 4o (78)
to
Diese Entwicklung hat grofe Ahnlichkeit mit der Entwicklung (5.23), die Aus-
gangspunkt der Herleitung der Master-Gleichung war, und damit kann die dort

folgende Argumentation direkt ibernommen werden. Fiir die Ubergangsraten (5.29)
erhélt man R, = i*T',, (), wobei

/dt A" o=+ U@ =T (' 4"} o

K (z(t')) Ko (z(t")
Bl ®) - B0 Bae) - By )

Die Master-Gleichung (5.32) wird jetzt

Sul0) = 0 S Tpulal0) (50 = 1) (7.10)

Auch die Diskussion der Entropiezunahme ist ganz analog zu derjenigen fiir die
Mastergleichung (5.36), und man erhélt

G50 = =205 (w228 1) Tl ()

w\ p(t)
=~()i*(t) > 0 (7.11)

wobei v(t) > 0. Die Entropieproduktion ist also proportional zum Quadrat der
Geschwindigkeit #(¢) und kann fiir hinreichend langsame Anderungen von x(t) ver-
nachlassigt werden.

Betrachten wir eine Zustandsédnderung, in der nur Arbeit verrichtet wird und der
Parameter = mit konstanter Geschwindigkeit & von xy nach x; verandert wird. Die
Entropie ist dann

3} .

to

und die Energie
2 . 0E(S, x) : OE(S, x)
E, = Ey+ \ dt {:C(t) ( o ) + S(t) < 25 . (7.13)

Die Ableitung der Energie nach der Entropie (6.23) liefert die Temperatur, und wir
erhalten, falls v und & konstant sind (x; — g klein),

E, = Ey+ {(%) + mi'} (1 — ). (7.14)

26



Wir konnen eine Kraft K definieren
dE = —Kézx (7.15)

und erhalten aus (7.14) einen reversiblen Anteil

Koeu(2) = — (%) (7.16)

und einen irreversiblen Anteil, eine “Reibungskraft”
. T . .

Das Auftreten von Reibungskraften, die proportional zur Geschwindigkeit sind, ist
auch aus der klassischen Physik (mechanische Reibung, Viskose-Reibung, Wirbel-
strome) wohl bekannt.

7.2 Reversible und irreversible Zustandsanderungen

Auch bei Wiarmezufuhr oder Abgabe konnen wir reversible und irreversible
Prozesse unterscheiden. Dazu untersuchen wir ein System S mit Temperatur 7" und
ein Reservoir R mit Temperatur Tk. Beide
konnen 1iber eine Verbindung mit endlichem
Warmeleitvermogen A Warme austauschen. Der
Wiérmestrom ist dann

Q=E=ANTz—-T)=—Fp. (7.18)
Dem System wird damit eine Entropie
o1 T — T
S==-0=A 7.19
20 =T (719
pro Zeiteinheit zugefiihrt (T > T') wogegen das Reservoir eine Entropie
- 1 . T — T
—Sp=—0=A 2
SR TRQ T (7.20)
abgibt. Daraus erhalt man
: Tg - : (Tp — T)?
S Y AR S
S T Sk Sk + TTn
. Tl ., .
= — T A — Prev irr 21
Sk + T ASR Srev + 5 (7.21)

also einen reversiblen Anteil und einen irreversiblen Anteil, letzterer ist immer posi-
tiv, aber quadratisch in der Geschwindigkeit, mit der die Warme transportiert wird.

Betrachten wir nun simultan Warmetransport und Arbeit, erhalten wir den
1. Hauptsatz in der Form . '
E=0Q—Kz. (7.22)
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Fiir die zeitliche Anderung der Entropie erhélt man

S + SR = Sirr - ?Kirrl‘
_Tr1
= Sk it 2 0. (7.23)

Damit nimmt die gesamte Entropie S + Sg immer zu und bleibt nur im Grenzfall
sehr langsamer Prozesse (quasistatisch, reversibel) erhalten. Dies ist eine mogliche
Formulierung des zweiten Hauptsatzes
(Clausius 1850).

Fiir periodische Anderungen von z sind
die Verhaltnisse fiir reversible und irre-
versible Zustandsanderungen auf nebenste-
hender Figur dargestellt.

Irreversible Zustandséanderungen erhélt man
auch bei der Mischung von verschiedenen
Komponenten eines Gemisches. Wir wollen
dies am Beispiel von zwei Komponenten
zeigen, die als ideale Gase betrachtet
werden konnen.  Ausgangszustand seien

N Teilchen der einen Sorte in einem Volumen V] und |
Ny Teilchen der anderen Sorte in einem Volumen V5. |
Druck p und Temperatur 7T seien fiir beide Komponen- N, V, : N, V,
|
|

ten gleich. Dann ist mit (6.82)

3
E = SkpT (N + No) (7.24)
und mit (6.80)
3 mikpT Vi b
S =k Nyl Niln— N-
3{2 P Ty Tt
3 mngT ‘/2 b}

Wenn wir nun die Trennwand zwischen den Teilvolumina V; und V5 entfernen, mis-
chen sich die Komponenten, und beiden steht das Volumen V; + V5 zur Verfiigung.
Dabei éndert sich die Energie (7.24) nicht, aber fiir die Entropie erhélt man

‘|‘N21Il

1 2

(7.26)

i} ViV Vv
S:S+k:B{N11n e Lt 2}>S.

Den Zuwachs bezeichnet man als Mischungsentropie.
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7.3 Kreisprozesse, Wirkungsgrad, Temperaturskala

Warmekraftmaschinen dienen der Umwandlung
von Warme in mechanische Arbeit. Diese Maschi-
nen benutzen meist Kreisprozesse, also periodische
Zustandsanderungen, in denen der Ausgangszus-
tand nach einer Periode 7 wieder erreicht wird. Die
Arbeit mége durch eine Anderung eines Parame-
ters z(t) erfolgen. K(t) sei die zugehorige Kraft
(7.16,7.17). Dann ist die pro Zyklus geleistete Ar-
beit (7.22)

CAA = /O TAK (1)), (7.27)

Sie ist also gleich der Flache, die in untenstehen-
dem K —x Diagramm von der geschlossenen Kurve

Heron von Alexandrien begrenzt wird. Die pro Zyklus aufgenommene
100 n.C Wiérme ist (7.19,7.20)
AK

AQ = / " AT
0

— /0 dtTr(1)Sk(t). (7.28) A -

Diese Grofle ergibt sich als

eingeschlossene Flache in einem
T — S Diagramm.

X

In dem gezeigten Beispiel wird auf dem Weg von A nach B Warme aufgenommen
und von B nach A wieder abgegeben. Dies geschieht bei verschiedenen Temper-
aturen, und deshalb benotigt man mehrere, mindestens zwei, Warmereservoire.
Dabei wird aus einem Reservoir bei hoher Temperatur Warme aufgenommen
(A — B) und bei tieferer Temperatur an ein anderes Reservoir abgegeben
(B — A). Der erste Hauptsatz besagt AQ = —AA.

Eine Maschine, die nur ein Warmereservoir benotigt und durch Abkiihlung dieses
Reservoirs Arbeit leistet, bezeichnet man als Perpetuum Mobile zweiter Art. Es sei
Tr die Temperatur des Reservoirs. Dann ist

AQ = —AA = —TpASy = —Th, / dtSp(t) > 0. (7.29)

0
Andererseits ist fiir eine periodisch arbeitende Maschine S(7) = S(0), da die En-
tropie eine Zustandsgrofle der Maschine ist und diese nach einer Periode wieder im

urspriinglichen Zustand ist. Damit ergibt sich aus der urspriinglichen Formulierung
des zweiten Hauptsatzes (7.23)

/OTdt{S( )+ Sr(t) / dtSp(t) = ASk > 0 (7.30)
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und damit ein Widerspruch zu (7.29). Es kann also kein Perpetuum Mobile zweiter
Art geben. Auch dies ist eine mogliche Formulierung des zweiten Hauptsatzes
(Thomson-Kelvin, 1851).
Wir untersuchen jetzt eine Warme-
AT kraftmaschine, die reversibel mit zwei
Tl Reservoiren, einem mit Temperatur 7; und
1 einem mit T, < T, arbeitet. Im T — S
Diagramm moge der in der Figur gezeigte
Y Kreisprozefl durchlaufen werden. Der Prozefl
besteht also aus zwei Isothermen (77,75)
Tofrresses | < | und zwei Adiabaten (54, Sg). Die in einem
: : S Zyklus geleistete Arbeit ist

S. S, CAAZAQ = (T — To)(Ss — S1). (7.31)

Y

Die bei Temperatur T aufgenommene Wérme ist
AQy =Ti(Sp — Sa) (7.32)
und die bei Temperatur T, abgegebene Warme
AQy = —To(Sp — Sa). (7.33)

Aus diesen Gleichungen sieht man, dafl von der aufgenommenen Warme nur ein

Bruchteil
AQ T -

N R

in Arbeit umgesetzt werden kann. Diese Grole bezeichnet man als Wirkungsgrad.

(7.34)

Es ist zu beachten, dal der Wirkungsgrad nicht von der speziellen Konstruktion
der Maschine, also etwa dem benutzten Arbeitsmedium, abhéngt. Vorausgesetzt
wurde lediglich, da3 die Reservoire auf Temperaturen 77 und 75 sind und daf die
Maschine reversibel arbeitet. Da der Wirkungsgrad (7.34) nicht nur Temperatur-
differenzen (77 — T3) sondern auch die absolute Temperatur 77 enthélt, kann man
damit den absoluten Nullpunkt der Temperatur festlegen und mit nur einer Referen-
ztemperatur (beispielsweise Temperatur des Tripelpunktes des Wassers) eine Tem-
peraturskala festlegen. Diese Skala héngt auch nicht von Eigenschaften spezieller
Materialien ab (Beispiel Fahrenheit-Skala: 100° F' = Temperatur einer gesunden
Kuh, 0° F = tiefste Temperatur in Danzig im Jahre 1700, thermische Ausdehnung
von Quecksilber).
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7.4 Warmekraftmaschinen, Warmepumpen

Der mittels (7.34) berechnete Wirkungsgrad stellt eine theoretische obere
Grenze dar, die nur bei hinreichend langsam (quasistatisch, reversibel) arbeitenden

Maschinen erreicht wird. Zusatzliche Ver-
AT luste treten dadurch auf, dafl bei schnell
laufenden Maschinen in den Phasen, in de-
nen Wirme aufgenommen wird (A — B)
und in denen Wéarme abgegeben wird (C' —
D), Temperaturdifferenzen zwischen Reser-
voir und Arbeitsmedium auftreten. Dies ist
in nebenstehendem 7' — S Diagramm gezeigt.
Hinzu kommt in allen Phasen eine En-
tropiezunahme auf Grund von irreversiblen
Kréften (Reibung) oder anderen irreversiblen
Prozessen.

Auf Grund des ersten Hauptsatzes gilt
AQ1 + AR = —AA (7.35)

wobei AQ; die aus Reservoir 1 aufgenommene und —AQ), die an Reservoir 2
abgegebene Warme ist. Der zweite Hauptsatz (7.19,7.20,7.23) besagt

AR,y AQZ / df—

Tap TCD

Dabei ist Typ ein Mittelwert zwischen T4 und Tz, T4 < T, und entsprechend
Tep > T, Tap > Tep. Setzt man dies in (7.35) ein, erhdlt man

T, =T
T

_AA = AQlaE—Ton | /O " 2D g (1)) < AQ, (7.37)

Tan T(t)

wobei K, (t)z(t) < 0 zu beachten ist.

Wir wollen nun einige spezielle Prozesse untersuchen, zunachst den Carnot-Proze8.
Arbeitsmedium ist ein ideales Gas. Isothermen in einem p — V' Diagramm erhélt
man aus der Zustandsgleichung (6.83)

pV = kyTN. (7.38)

Bei festem N und einer Temperatur 7" ist also

1
p(V.T) = ksTN. (7.39)

Die Adiabaten erhdlt man aus dem Ausdruck fiir die Entropie (6.80)

3. mkgT .V 5
S_k3{51 h2+1N+Q}N (7.40)

druch Elimination der Temperatur mit Hilfe der Zustandsgleichung (7.38)
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p(S, V) ~ V3, (7.41)

Der gesamte Carnot-Prozefl benutzt
zwei Isothermen (A — B) mit Tem-
peratur 7} und (C' — D) mit Ts.
Die Stiicke (B — () und (D —
A) sind Adiabaten. Das T — S Di-
agramm entspricht dem in Abschnitt
7.3 gezeigten, und der Wirkungsgrad
ist n = (Th — Ty)/Ts, also der maxi-
mal mogliche. Technisch spielt dieser
Proze3 keine Rolle, da er schwierig
ohne zusatzliche Verluste realisier-
bar ist (grofe Volumenénderungen
notwendig).

Als technisch wichtigen Prozefi betrachten wir den Clausius-Rankine-Proze8,
besser als Dampfmaschine bekannt. Hier werden als Arbeitsmedium Wasser
und Wasserdampf benutzt. 7" — S und p — V' Diagramm sind in nebenstehender
Figur gezeigt: Von

A — B wird Wasser AP ,)
verdampft, von .. Dampfdruckkurve T
B — C iber S
einen Kolben Py
oder  eine  Tur-

bine entspannt, von

C — D kondensiert
(Wérmeabgabe) und Pyl | < Ry Tl
von D — A aufge- ‘D C C™wy 2D
heizt und gleich-
zeitig von po auf p; gebracht. Auf dem Weg B — C wird Wasser in Form von
Tropfchen auskondensiert. Dies wiirde jedoch zur Zerstorung von Kolben oder
Turbinen fiithren. Deshalb benutzt man iiberhitzten Dampf (B — B’ — C" — (O,
wobei mehrstufige Prozesse einen besseren Wirkungsgrad ergeben.

Y
Y ’,
¢ % o
. ‘% ’, g
. o
. * o
- . B
s

Obwohl dieser Proze$ irreversible Zustandsanderungen benutzt (D — A und B —
B') und sein theoretischer Wirkungsgrad kleiner ist als der einer Carnot-Maschine,
erreicht man in der Praxis bessere Wirkungsgrade, da die zusatzlichen Reibungsver-
luste kleiner sind. Realistische Werte fiir den Wirkungsgrad eines Dampfkraftwerkes
sind n = .3--- .4. Eine Carnot-Machine héatte bei vergleichbaren Verhaltnissen
(Ty = 700°K, T, = 300°K) einen theoretischen Wirkungsgrad n = .54.

Durchlauft man den Zyklus einer Warmekraftmaschine in umgekehrter Richtung,
erhélt man eine Warmepumpe (Kéltemaschine). Hier ist AA > 0, und dem
Reservoir auf der niederen Temperatur 7% wird Wérme entzogen und auf die
hohere Temperatur 77 gepumpt. Durch eine Kopplung von Warmekraftmaschine
und Warmepumpe kann man beispielsweise effektiver heizen. Benutzt man ein
Kraftwerk zur Stromerzeugung und heizt elektrisch, hat man einen Wirkungsgrad
1 = NKraftwerk ~ -32. Bentuzt man eine Warmepumpe, um Wéarme von der Temper-
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atur T3 auf T5 zu pumpen, ist

Q> _ Qs

Q2=Qs+A T (7.42)

Aus einer Warmemenge )1, die dem Kraftwerk zugefiihrt wird, erhélt man also eine
Warmemenge

12 TIKraftwerk
Q2 = A= Q1. 7.43
2 T2 T3 TIPumpe ! ( )

Damit lassen sich Gesamtwirkungsgrade i > 1 technisch realisieren.

Warmepumpen kann man auch ganz ohne

bewegliche Teile konstruieren. Ein Beispiel
sind Kiihlschranke, die mittels Gasheizung be-
trieben werden. Sie benutzen beispielsweise

Ammoniak ( NHj3) als Dampf, in fliissiger
Form und Ammoniak-Wasser-Losungen (Ab-
sorberkiihlschrank). ~ Im Kocher (Austreiber)
A wird NHs aus einer NH3-H,O-Losung bei
einer hohen Temperatur T} verdampft. Im
Verfliissiger B wird es wieder kondensiert und
gibt Warme ab. Da der Dampf hier mit reinem
fliilssigem NHj3 koexistiert, ist T, < T7. Im Ver-
dampfer C' wird es wieder verdampft und nimmt Warme auf. Hier, wie auch im
Absorber D, existiert ein Gemisch aus NHs-Dampf und einem anderen Gas,
beispielsweise Hy.  Dadurch ist bei gleichem Gesamtdruck p der Partialdruck
P von NH; um den Partialdruck p des Gases vermindert, also p = p' + p,
und damit ist T3 < T5. Der NHs-Dampf wird
schliellich im Absorber D unter Wéarmeabgabe
bei einer Temperatur 75 > T3 wieder konden-
siert. Durch Abdampfen von NHj3 im Kocher A
erniedrigt sich die Konzentration des Ammoni-
aks von cp auf ¢4, im Absorber D wird durch
Kondensation die Konzentration wieder von cy
auf cp > ¢/, gebracht. Diese beiden Gefife sind
durch Leitungen fiir die Losungen mit Konzen-
trationen c4 und ¢p verbunden.

Die Temperatur 7} wird durch Heizen ere-
icht und hier wird Wéarme zugefiihrt. Im
Verfliissiger B und im Absorber D wird bei
Umgebungstemperatur 7, Warme abgegeben.
Die Kiihlleistung wird im Verdampfer C' er-
bracht. Dort wird Warme bei einer tieferen
Temperatur 73 vom System aufgenommen.

Wiarmepumpen nach dem  Absorber-Prinzip koénnten auch fiir  Verbren-
nungskraftwerke vorteilhaft sein um die Temperaturdifferenz zwischen Verbrennung
(1500 ° C) und Dampfmaschine (500 °C) zu nutzen und damit den Wirkungsgrad zu
verbessern.

63



111 SPEZIELLE SYSTEME

8 Ideale Gase

8.1 Besetzungszahldarstellung

In den folgenden Abschnitten wenden wir uns wieder der statistischen Physik
zu. Dabei werden wir spezielle Systeme untersuchen und deren thermodynamis-
che Eigenschaften und Materialkonstanten berechnen.

Eine wichtige Rolle spielen dabei “ideale Gase”. Darunter verstehen wir nicht nur
verdiinnte Gase im eigentlichen Sinn, sondern auch Photonen oder Quasiteilchen
(Elementaranregungen) in Festkorpern, deren Wechselwirkung ndherungsweise ver-
nachlassigt werden kann.

Fiir Photonen, aber auch fiir die anderen Systeme bei tiefen Temperaturen, ist
eine quantenmechanische Beschreibung notwendig, und es ist wichtig, eine geeignete
Darstellung (Basis) zu finden. Dies ist die Besetzungszahldarstellung.

Wir gehen aus von einem Hamiltonoperator H;, der ein einzelnes Teilchen
beschreibt, und suchen die zugehorigen Eigenvektoren und Eigenwerte

H1|901/> = 61/‘901/>' (81>

Der Hamiltonoperator Hy fiir ein System von N Teilchen sei eine Summe aus Ein-
teilchenoperatoren. Dies ist dann der Fall, wenn die Wechselwirkung der Teilchen
(Quasiteilchen) untereinander vernachlassigt werden kann.

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, die Eigenfunktionen zu Hy darzustellen. In der
Ortsdarstellung kann man ein Produkt aus Einteilchenwellenfunktionen ¢,, (7;) ver-
wenden. Man gibt also an: Teilchen “1” ist in einem Zustand “v4”, Teilchen “2” ist in
einem Zustand “vy7, - - -, Teilchen “N” ist in einem Zustand “vy”. Falls die Teilchen
ununtercheidbar sind, ist dieses Produkt je nach Statistik der Teilchen (Bose-Fermi-
Statistik) zu symmetrisieren oder zu antisymmetrisieren. Diese Darstellung ist fiir
die statistische Physik nicht zweckméfig, insbesondere wenn variable Teilchenzahlen
betrachtet werden sollen, etwa in der grokanonischen Gesamtheit. Im tibertragenen
Sinn entspricht dies einer Buchhaltung, in der man registriert, welche Sitzplatznum-
mer jeder einzelne Besucher einer Theatervorstellung reserviert hat.

Zur Besetzungszahldarstellung gelangen wir durch eine Uberlegung, die der von
Planck und Einstein vorgeschlagenen Quantisierung des Lichtes entspricht. In
einem Hohlraumresonator hat man stehende Wellen als Losungen der Maxwell-
Gleichungen. Die verschiedenen moglichen Losungen werden durch Zahlen v charak-
terisiert; zu jedem v gehort eine Eigenfrequenz w,. Die Quantisierung besteht
nun darin, daB man angibt, mit wieviel Quanten (Photonen) jeder mogliche
Schwingungszustand besetzt ist. Der Zustand ist also durch einen Satz von Beset-
zungszahlen {n}, fiir jede mogliche Schwingungsmode ein n, =0, 1,2, ..., gekennze-
ichnet. Jedes Quant mit Frequenz w, tragt eine Energie €, = hw, bei, und damit

ist
H|{n}) = Z en,[{n}). (8.2)
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Diese Notation konnen wir unmittelbar auch auf Teilchen tibertragen. Im Beispiel
einer Theatervorstellung entspricht dies einer Buchhaltung, in der auf einem Sitzplan
des Theaters jeder reservierte Sitz markiert wird, beziehungsweise angegeben wird,
wieviele Personen jeden einzelnen Sitz belegt haben.

Die Besetzungszahldarstellung hat, gegeniiber der Ortsdarstellung, einige wichtige
Vorteile. Die Gesamtzahl der Teilchen ist nicht von vorneherein festgelegt. Dies
ist fiir die groflkanonische Gesamtheit wichtig, aber auch fiir Prozesse, bei denen
Umwandlungen von Teilchen stattfinden (beispielsweise Absorption oder Emission
von Photonen, chemische Reaktionen). Die Statistik der Teilchen ist durch die
moglichen Werte der Besetzungszahlen n, beriicksichtigt, fiir Bosonen ist n, =
0,1,2,..., fir Fermionen (Pauli-Prinzip) n, = 0,1. Die Zustdnde |{n}) bilden
eine vollstdndige orthogonale (normierte) Basis im Fockraum F = Hy@ H; @ Ha . . .,
wobei Hy der Hilbertraum fir eine feste Teilchenzahl N ist. Jeder dieser Basisvek-
toren ist durch seine Besetzungszahlen eindeutig charakterisiert.

({m}{n}) = H Oy - (8.3)

Es ist zweckmafig, Besetzungszahloperatoren n, zu definieren

y|{n}) = ny|{n}). (8.4)

Damit wird der Hamiltonoperator fiir nicht wechselwirkende Teilchen
H=Y e, (8.5)
und man erhélt mit (8.4) die Eigenwertgleichung (8.2). Den Teilchenzahloperator
kann man als R
N = Z Ny (8.6)

schreiben, und damit ist

N|{n}) =3 n,|{n}). (8.7)

Observable A, die als Summe von Observablen an einzelnen Teilchen definiert sind,
besitzen Erwartungswerte

{n}AKn}) = > (v|Alv)n, (8.8)

v

und allgemeine Matrixelemente sind

({m}Aln}) = > _wlAp)n, ][ omyn,

v A
+ Z IU|A| \/ mu nu—léml,nl,-f—l H 6771)\ ny - (89)
v A (Fnv)

Die Relation (8.8) ist unmittelbar einsichtig, jedes Teilchen in einem Quantenzustand
triagt (v|Alv) bei. Die Herleitung von (8.9) ist etwas aufwendiger, aber auch dieser
Ausdruck 148t sich interpretieren. Falls alle Besetzungszahlen iibereinstimmen, also
my = ny fir alle A, erhélt man (8.8). Der zweite Term beschreibt eine Situation, in
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der der Einteilchenoperator A ein Teilchen aus einem Zustand v in einen Zustand
p tberfithrt. Dann mufl m, = n, + 1 und m, = n, — 1 sein und alle anderen
Besetzungszahlen bleiben unverandert, also my = ny fiir A # p,v. Der Faktor
/My, hat fiir Fermionen den Wert 1, da hier wegen der §-Funktionen nur dann ein
Beitrag entsteht, wenn m, = 1 und n, = 1 ist. Fir Bosonen ist er eine Konsequenz
der Statistik, entsprechende Beitriage treten auch bei der algebraischen Behandlung
des harmonischen Oszillators in der Quantenmechanik auf. Mehr als ein Teilchen
kann, bei Anwendung eines Einteilchenoperators, seinen Zustand nicht andern. Bei
Anwendung eines Zweiteilchenoperators, etwa der Wechselwirkung zwischen Paaren
von Teilchen, konnten maximal zwei Teilchen ihre Zustande andern.

In der klassischen Beschreibung ist eine Einteilchenobservable

Apr- PN @1 qN) = ZA1<pi7qi> (8.10)
und deren Erwartungswert

(4) =3 [ aVpd* g Ai(pi, ) Pr(p.a). (8.11)

Fir nicht wechselwirkende oder schwach wechselwirkende klassische Gase ist es
zweckmaflig, die “Dichte im p-Raum”

For) = [ dpd™g 3 8(p - p)or - 4)Pr(p, ) (8.12)

einzufithren. f(p,r)d®*rd®p ist dann die Zahl der Teilchen in einem Volumen d*r
um den Punkt r und einem Bereich d®p um den Impuls p. Damit wird der Er-
wartungswert (8.11)

(4) = [ dpdrai(p,r)f(p.7). (8.13)

Die Darstellung im p-Raum hat den Vorteil, dafl dieser Raum nur sechs Dimensionen
hat, nicht 6N wie der I'-Raum. Die Dichte f(p,r) enthélt natiirlich nur beschrénkte
Information, im Vergleich zu Pr(p, ¢), und kann nur fiir nicht wechselwirkende oder
schwach wechselwirkende Gase benutzt werden. Diese Beschreibung ist in gewissem
Sinn das klassische Aquivalent zur Besetzungszahldarstellung.

8.2 Einatomiges verdiinntes Gas bei hohen Temperaturen

Thermodynamische Eigenschaften idealer einatomiger klassischer Gase hatten wir
bereits an mehreren Stellen besprochen. Dabei waren wir von der Zustandsdichte
(4.49) ausgegangen.

Im folgenden benutzen wir die Besetzungszahldarstellung zur Untersuchung der
Eigenschaften eines einatomigen Gases unter Vernachlédssigung der Wechselwirkun-
gen. Wir berechnen zunéchst das Gibbssche Potential

J(T, 11, V) = —kpTIn Zg (T, 1, V). (8.14)
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Fiir einen Hamiltonoperator der Gestalt (8.5) ist die Zustandssumme, ausgewertet
in der Besetzungszahldarstellung,

Ze (T, 1, V') = Tre=A 2. (0—m)hw

S AT
{n}

= ry[ {an eﬂ<€vﬂ>"} : (8.15)

Fiir Fermionen nimmt n die Werte 0, 1 an, fiir Bosonen alle nichtnegativen ganzen
Zahlen. Im Fall von Bosonen ergibt die Summe iiber alle n eine geometrische Reihe

ZFermi(T7 s V) = H {1 + e—ﬂ(ey—u)}

Zpose(To 1, V) =] {1 — 6_5(6y—u)}—1 ‘ (3.16)

Damit erhalt man fiir das Potential

J(T,p, V) = +kpT > In {15 e} (8.17)

wobei das obere Vorzeichen fiir Bosonen, das untere fiir Fermionen gilt.

Betrachten wir als Volumen V' einen Wiirfel der Kantenldnge L und freie Teilchen,

dann ist
—h—2{k2+k2+k2} ko = (8.18)
& =5 \ko +hy Tk o= 7 Va )
Falls die Atome einen Spin s tragen, ist ein Einteilchenzustand |¢,) aufler durch
(k1koks3) auch noch durch s, = —s, —s+1, ..., s charakterisiert. Entsprechend muf}
man in (8.17) iiber alle kjkoks und s, summieren. Falls kein Magnetfeld vorhanden
ist, hangt die Einteilchenenergie €, nicht von s, ab. Im thermodynamischen Gren-

zfall kann man die Summe iiber kjkoks in ein Integral umwandeln (siehe Abschnitt
4.3) und erhélt

J(T, 1, V) = £(25 + 1)/<:BTV/ % In {1 F e_ﬁ(%_#) } : (8.19)

Wir wollen dieses Resultat zunéchst fiir © < 0 und im Grenzfall —Gu > 1 disku-
tieren. Dann kénnen wir den Logarithmus in (8.19) entwickeln und erhalten

(381

d’k
J(T, 1, V) = —(25 + 1)k:BTV/ e
27)3

(
knT 3/2
= —(2s + DkgTVe (”; ZQ ) . (8.20)

™

In diesem Grenzfall erhilt man keinen Unterschied zwischen Fermionen und Boso-

nen. Die Grofie
2h?
MT) = 4 8.21
() mkgT ( )
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bezeichnet man als “thermische de Broglie-Wellenlédnge”. Sie ist, bis auf einen Faktor
/7, gleich der Wellenldnge von Teilchen der Energie kpT.

Aus (6.36, 6.38, 6.42) erhilt man

J=—pV = —(25 + D)kgTeVA3(T) (8.22)
und
0.J PO
N=—(=-] =@2s+1)VA3T)e (8.23)
o) 1y

Setzt man dies in (8.22) ein, erhdlt man die Zustandsgleichung eines klassischen

idealen Gases
pV = kgT N (8.24)

und fiir das chemische Potential mit v = V/N
p=—kgTIn[(2s + 1) v/ *(T)]. (8.25)

Diese Resultate hatten wir bereits in Abschnitt (6.6) kennengelernt.

Wir haben hier den Grenzfall —Gu = Inv/A* > 1 betrachtet. Da A(T) mit wach-
sender Temperatur kleiner wird, ist dies der Grenzfall eines verdiinnten Gases bei
hinreichend hoher Temperatur.

Aus dem Gibbsschen Potential erhélt man durch Differentiation die Entropie

oJ 1 /5

Die Energie ist (6.30, 6.38)
3
E=J+TS+uN = SkpTN. (8.27)

Daraus lassen sich die Materialkonstanten berechnen.

Mit Hilfe des 1. Hauptsatzes (6.22) erhdlt man fiir die spezifische Wérme (6.46)
allgemein

a5 OFE
Cv,, =T[= = | = 8.28
v <6T>VN <8T>VN (8.28)
und speziell aus (8.27)
3
Cy = SkuN. (8.29)
Die isotherme Kompressibilitdt (6.57) wird mit (8.24)
1<av> 1 (8.30)
Kp=—=|—=— = —. :
T V\op )y P
Der thermische Ausdehnungskoeffizient (6.62) ist
1 [0V 1
=y <8_T> =7 (831)
pN
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Die spezifische Warme C), erhalt man aus (6.74)

TVa? 5
C,=Cy+ —— = 2fpN (8.32)
R 2

und schliefllich die adiabatische Kompressibilitat aus (6.71)

CV 3
s = —Kp = —. 8.33
" Cp T 5p ( )

Wir wollen uns noch die mittleren Besetzungszahlen berechnen. Diese erhalten wir
am einfachsten durch Differentiation

() = _%aﬁ In Tre 8 2ox(ex—m)n
97
0 1
=9 T de (8.34)
Im Grenzfall —Fp > 1 und mit (8.18) erhélt man
<ﬁ(lg)> — 66#6—55%2/2@ (8,35)

Dies konnen wir in eine Verteilung der Geschwindigkeiten umrechnen, wobei

v = hlk|/m ist:

3/2
p(v) = (27?71?3T) v2e /28T (8.36)

Dies ist die Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung. Fiir Stickstoff bei Raumtem-
peratur (300 K) hat diese Verteilung ein Maximum bei etwa 500 m/sec.

Die obigen Resultate gelten im Grenzfall v > A3(T'). Wir wollen jetzt noch die
fithrenden Korrekturen zur Zustandsgleichung berechnen. Dazu entwickeln wir den
Logarithmus in (8.19) bis zur zweiten Ordnung

1
iln(1sz)=—xq:§x2+---. (8.37)

Daraus erhélt man, entsprechend (8.23, 8.24),

275/2 N
(2s+1)

pV = kTN {1 F (8.38)

Diese Quantenkorrekturen sind allerdings an realen Gasen kaum experimentell
beobachtbar. Bei tiefen Temperaturen wird zwar A(7") grofler, die maximale Dichte
eines Gases entlang der Dampfdruckkurve nimmt allerdings so schnell ab (6.96),
daf} die Quantenkorrekturen insgesamt kleiner werden. Bei hoheren Temperaturen
und damit hoheren erreichbaren Dichten mufl man die Wechselwirkung der Teilchen
beriicksichtigen. Dies fithrt zu Korrekturen, die wir spater diskutieren werden und
die weit grofler sind als die Quantenkorrekturen.
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8.3 Entartetes Fermigas

Fiir das Verhalten bei tiefen Temperaturen und nicht allzu geringen Dichten ist die
Statistik der Teilchen (Bose-Fermi) von ausschlaggebender Bedeutung. Wir unter-
suchen als wichtigstes Beispiel ein Gas von Fermionen mit Spin s = 1/2. Diese
Untersuchung ist speziell fiir Elektronen in Metallen wichtig, da diese wenigstens
naherungsweise als freie Elektronen betrachtet werden kénnen.

Die Energie eines Teilchens mit Wellenzahl k sei G(E) Wir konnten wieder von
dem Gibbsschen Potential (8.19) ausgehen. Etwas einfacher ist es, den vorher
5 f(e) gewonnenen Ausdruck fiir die mittleren Besetz-
1 ungszahlen (8.34) zu verwenden

FelB) = (2, (R) = (839

(@B 1

—

Fiir hinreichend tiefe Temperaturen hat (ns(k)) als

-

0 5 llt > Funktion von ¢(k) den in nebenstehender Figur
gezeigten Verlauf.

Im Grenzfall T — 0 erhalten wir den Grundzustand. Dafir ist
1 e(k) < ep
k

0 ) e (8.40)

(1 - {

Dabei ist ey = (T = 0) die “Fermi-Energie”. Fiir e(k) = h%k%/2m kénnen wir den
“Fermi-Impuls” kr definieren

h2k2,

Die Gesamtteilchenzahl im Grundzustand ist
B3k 47 1
N(T =0) =2V =2V — k3 8.42
( ) Fl<kp (27)3 3 (2m)3F (842)
und damit ist
312N
kp =\ 7 (8.43)
Die Grundzustandsenergie ist
Bk ri2 3
Ey= E(T = 0) = / PN 2 Nep 8.44
0o =BT =0) He<kr (27 2m 5 F (8.44)

Die folgende Diskussion der Eigenschaften eines Fermigases bei tiefen Tempera-
turen konnen wir fiir eine allgemeinere Einteilchenenergie E(E) durchfiihren. Dies ist
niitzlich, da Elektronen in einem Metall durch die periodisch angeordneten Ionen
eine gegentiiber e(l;:) — hk?/2m geénderte Energie besitzen. Wir definieren eine auf

ein Teilchen bezogene Zustandsdichte

Qi (e) = %Z / (;’;3 5 (e—e(k)). (8.45)
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Speziell fiir freie Teilchen gilt
3 | €
Q = —. /= 8.46
1(6) 9 63 ( )
Zur Berechnung der thermodynamischen Figenschaften bei tiefen Temperaturen ver-
wenden wir eine von Sommerfeld angegebene Entwicklung. Sie beruht darauf, dafl
die mittleren Besetzungszahlen bei tiefen Temperaturen nur in der Néhe der Fer-
mienergie wesentlich von den Werten bei T = 0 abweichen. Wir betrachten zunachst
die Temperaturabhangigkeit des chemischen Potentials bei fester Teilchenzahl. Da
wir die Zustandsdichte (8.45) auf ein Teilchen bezogen haben, mufl

o0 1
gelten. Davon subtrahieren wir das entsprechende Integral fir 7" = 0, wobei

(T = 0) = ep zu beachten ist

() | deu(e) {é — O(ep — 6)} _

6/8(5_/»‘) + 1

(8.48)

Die Funktion

0 —_———
1
! — — —

fla)= ——=—6(-2)  (349)
(') X hat den in nebenstehender Figur gezeigten Verlauf.

Auflerdem ist
/ dx f'(z) = 0; / drz f'(z) = e (8.50)

Diese Resultate konnen wir in (8.48) verwenden, wenn wir ;(€) um ep entwickeln.
Man erhélt

72 Q) (er) 9
T)=ep — — — kgT)" +---. 8.51
:u( ) E€F 6 QI(GF)( B ) + ( )
Ahnlich kann man die Energie entwickeln
00 1

=Fy+ N {(,u —ep)erS(er) + %2(/{?BT)2(€FQ/1(€F) + Ql(ep))} .

Setzt man noch das chemische Potential (8.51) ein, erhélt man

2

E(T) = By + N%(kBT)291(eF)

2
:%+N%@W@F (8.53)
wobei die Fermitemperatur
3
Op=— " = k 8.54
F 2% (er) cr/kp ( )
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definiert ist. Dabei gilt der erste Ausdruck allgemein, der zweite nur fir freie
Teilchen.

Die spezifische Wérme erhélt man durch Differentiation (8.28)

oF 2
CV - <8—T> . - ?N]{IBT/@F (855)

Dieses Verhalten findet man experimentell fiir Metalle bei tiefen Temperaturen gut
bestatigt, und aus der daraus bestimmbaren Fermitemperatur kann man die Zus-
tandsdichte an der Fermikante gewinnen.

OpK] | TIK] Einige typische Werte von Op
Ho-Clas { atm) 006 300 sind in nebenstehender Tabelle
3He fliissig 19 <3 gezeigt. Obige Resultate gelten
Elcktr. in Na 37000 | <1000 |  fir 7 < Op, also nicht fiir *He-
Weile Zwerge (Elektr.) | 101! 10* Gas.
Kern, Neutronenstern | 4 -10'2 -

Der Spin ist mit einem magnetischen Moment
m = gups (8.56)

verkniipft, wobei fiir Elektronen g = 2.02 und pup = 9.3 - 10724[J/T] ist und fiir
Nukleonen py = 5.05-10727[J/T]. Die g-Faktoren sind fiir ein Proton 5.6 und fiir ein
Neutron -3.8. Dieses magnetische Moment fiihrt dazu, dal in einem Magnetfeld B
(in z-Richtung) die Einteilchenenergien von der z-Komponente des Spins abhéngen

es(k) = (k) — gupBs. (8.57)
Damit sind auch die Fermienergien verschieden. Fiir Spin 1/2 Teilchen ist
€py — €| = gl B. (8.58)

Die Differenz der Teilchenzahlen fur Teilchen mit s = :I:% ist fur T = 0 und kleine
Felder

1
Ny — N, = §NQ1(€F)QMBB (8.59)
und daraus resultiert eine Magnetisierung
1
M = Sgus(Ny = ) (8.60)

und damit eine Suszeptibilitdt (bei 7' = 0)

oM 1,
X = (—) = —g upNQ(er). (8.61)
OB N,V,T=0 4

Diese Erscheinung ist als Pauli-Paramagnetismus bekannt. Damit hat man eine
weitere Moglichkeit, die Zustandsdichte experimentell zu bestimmen.
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8.4 Bose-Einstein-Kondensation

Der Fall eines nicht wechselwirkenden entarteten Bose-Gases mit fester Teilchenzahl
ist in der Natur soweit bekannt nicht realisiert. *He zeigt gewisse Ahnlichkeiten mit
einer Bose-Einstein-Kondensation, die in einem idealen Bose-Gas bei hinreichend
tiefen Temperaturen und nicht allzu geringen Dichten auftritt. Das Verhalten im
Detail ist jedoch recht verschieden.

Im Grundzustand eines idealen Bose-Gases bevolkern alle N Teilchen den Ein-
teilchenzustand ey mit tiefster Energie

<ﬁ()> = NQ - N
() =0  v£0 (8.62)

Da andererseits die mittleren Besetzungszahlen durch (8.34) gegeben sind, muf
w(T = 0) = ¢ sein.

Fiir tiefe Temperaturen wird weiterhin wenigstens ein endlicher Bruchteil von
Teilchen den Einteilchenzustand mit Energie ¢, bevolkern, der Rest wird sich auf
Zustande mit €, > ¢; verteilen. Wir untersuchen dies fiir freie Teilchen mit
e(k) = h%k2/2m. Solange Ny ~ N ist, muB ;(T) = 0 sein, und die Gesamtteilchen-
zahl ist fiir Teilchen mit Spin s =0

4’k 1
N = Ny+ v/ G T (8.63)
Wir fithren x = 3h%k?/2m als Integrationsvariable ein und erhalten
2 Vo NG
N—No=— / ~ 2 544V/ (T 64
0= 77 N0 Jo dxex—l 544V /X (T) (8.64)

wobei A(T") die in (8.21) definierte thermische de
Broglie-Wellenlange ist.

No/N hat damit den in nebenstehender Figur
gezeigten Verlauf und verschwindet fiir eine bes-
timmte Temperatur 7' = T,.. Fir Temperaturen
T > T, ist u(T) < 0, und (n(k = 0)) ist nicht
mehr extensiv.

Eine &hnliche Rechnung ergibt die Energie fiir
T<T,

7 A — E ~ 0.791kpT>*T 32N (8.65)

und damit

Cy ~1.978kpN(T/T.)%>. (8.66)

Insgesamt ergibt sich fiir die spezifische Warme der
¢ in der Figur gezeigte Verlauf.
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Das Auftreten einer extensiven Besetzungszahl Ny fiir T < T, bezeichnet man als
Bose-Einstein-Kondensation. Anzeichen einer solchen Kondensation findet man im
Auftreten einer superfluiden Phase in *He unterhalb von 7, ~ 2.176K. Fiir die
spezifische Warme findet man jedoch Cy ~ T3 fir T < T. und Cy ~ In|T — T,
fiir T' ~ T,.. Auch das Phanomen der Supraleitung, das in manchen Metallen bei
tiefen Temperaturen auftritt, kann als Kondensation von Paaren von Elektronen mit
Gesamtspin s = 0 angesehen werden.

Erst vor kurzem ist es gelungen, ein Bose-Einstein-Kondensat aus einem Gas von
schwach wechselwirkenden Alkaliatomen in einer Magnetfalle bei 107K zu erzeugen.

8.5 Zweiatomige Gase

Bisher haben wir nur translatorische Freiheitsgrade von Gasatomen oder Gas-
molekiilen berticksichtigt. Bei hoheren Temperaturen konnen jedoch auch innere
Freiheitsgrade, elektronische Anregungen und bei Molekiilen Rotationen und Vi-
brationen angeregt werden. In verdiinnten Gasen liefern diese additive Beitrage
zu Energie und Entropie und konnen deshalb jeweils getrennt fiir sich behandelt
werden.

Wir beginnen mit der Diskussion von Rotationen in zweiatomigen Molekiilen. Das
Molekiil bestehe aus einem Atom der Masse m; und einem der Masse my, die einen
Abstand 7y haben. Das Tragheitsmoment ist dann

=2 2 (8.67)
mi + mo

Der Drehimpuls ist A¢, und die Energie ist

172 1
€0 =—-——0l(l+1)=kpO,=l(l+1) (8.68)
21 2
wobei ©, = h? /kpl die charakteristische Temperatur fiir Rotationen sei. Da jeder

Zustand mit gegebenem /¢, 2¢ + 1-fach entartet ist, ist die zugehorige Besetzungszahl

e—%ﬁ((—kl)@T/T

TS, (20 + 1)eBEne T

() (8.69)

Die spezifische Wérme kann man aus (6.51)

1

C=1T {(H?) — ()} (8.70)

berechnen.

Man erhalt also

Orot -

1
4

(%y Y204+ 1) + 1)26_%4(”1)@#7’
T >oe(20 + 1)6_%é(£+1)®r/T

—Leernye,T\ 2
- (zg(zé F 1)+ 1)e ) (8.71)

Sp(20 + 1)em DO/ T
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Falls die Atome unterscheidbar sind, treten fir ¢ die Werte £ = 0,1, 2, ... auf. Falls
die Atome (Kerne) identisch sind, mufl die Statistik (Bose-Fermi) beriicksichtigt
werden.

Fiir Fermionen (beispielsweise H) im Spin-Singulet (s = 0) Zustand ist die Spin-
funktion antisymmetrisch und damit die Ortsfunktion symmetrisch (Para-Zustand).
Damit ist £ = 0, 2,4, ... moglich. Im Spin-Triplet (s = 1)-Zustand muf die Ortsfunk-
tion antisymmetrisch sein (Ortho-Zustand), und damit ist £ = 1,3, 5, ... moglich.

Fiir Bosonen, deren Spin s = 0 ist, muf} die Wellenfunktion symmetrisch sein (Para-
Zustand), also £ = 0,2,4,. ...

Fiir Bosonen mit Spin s = 1 (beispielsweise D,) erhdlt man Para-Zustédnde, ¢ =
0,2,4,..., fiir den Spin-Singulet-Zustand (s = 0) und den Spin-Quintuplet (s = 2)-
Zustand, Ortho-Zusténde, £ = 1,3,5, ..., fir den Spin-Triplet (s = 1)-Zustand.

Fiir tiefe Temperaturen 7' < O, erhélt man aus (8.71) fiir unterscheidbare Atome

0,\2
Crot/kBN =3 <?> 67@T/T + - (872)
fiir Para-Zustande o2
Crot/kpN = 45 <?> e30/T ... (8.73)
und fir Ortho-Zustande
175 /6,\?2
Orot/kBN = ? <?> 675@T/T —+ e (874)

Fiir hohe Temperaturen 7' > O, kénnen viele Rotationszustande angeregt sein, und
die Summe tiber ¢ kann durch ein Integral ersetzt werden

Z(2£+1)---z{i}/dmeﬂ)mz{i}@%/dx--- (8.75)

14

wobei z = 1((¢ +1)©,/T. Die in der Klammer angegebenen Faktoren beziehen sich
auf unterscheidbare (oben) und ununterscheidbare Atome. Der Beitrag der Rotation
zur spezifischen Wéarme wird damit bei hohen Temperaturen

2~ —z\ 2

Crot = kpN { f;l;;xxeex B (ffd(if:x ) } = kgN. (8.76)
~ \\ para Der gesamte Verlauf des Rotationsbeitrages
~ ~ zur spezifischen Wérme ist in der nebenste-
=  henden Figur als Funktion von 7'/, gezeigt.
T Typische Werte der charakteristischen Tem-
R peratur O, finden wir in der spater fol-
’/ ortho genden Tabelle. Fiir Sauerstoff und Stick-
stoff ist ©, im Bereich einiger Grad Kelvin,
T/@Ir bei Raumtemperatur und auch bei tieferen
é Temperaturen sind also Rotationen hoch an-

geregt.
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Bei hoheren Temperaturen miissen auch Vibrationen von Molekiilen berticksichtigt
werden. Wir untersuchen wieder zweiatomige Molekiile in harmonischer Naherung.
Die Schwingungsenergie eines Molekiils ist dann

1
€, = (V+§) hw v=20,1,2,... (8.77)

wobei w die Frequenz des als harmonischer Oszillator angesehenen Molekiils ist. Als
charakteristische Temperatur definieren wir

0, = hw/kg. (8.78)
Der Vibrationsanteil der freien Energie ist dann

Foi, = —kgTN lnz e (r+3)60/T

-ie,/T
Den zugehérigen Beitrag zur spezifischen Warme erhélt man aus (6.48)
82F ib (S 2 69”/ T
Coiy = —T-—2 = (—V> —— kN
b OT2 T (€@V/T _ 1)2 B
2
~ (%) e /TN fir T <O,
~ kpN fir T > 0,. (8.80)
Der gesamte Verlauf ist in der nebenstehen-
= oo===== den Figur gezeigt.
Typische Werte von 0, sind zusammen mit
O, und einer charakteristischen Temperatur
fir elektronische Anregungen Og = €4 /kp in
/ der folgenden Tabelle angegeben (e ist die
T ®V . . . .

O0 ZII. é niedrigste elektronische Anregungsenergie)
Bei Raumtemperatur sind folglich Vibrationen O, Oy | OalK]
praktisch nicht angeregt. Elektronische Anre- Hy | 85 | 5958 | 129.000
gungen spielen keine Rolle, da die Molekiile Dy | 43 | 4210 | 129.000
bereits bei Temperaturen dissoziieren, die weit Oz [2.1] 2228 11.300
unterhalb von O liegen. I, 1.05] 305] 17.000

Die Behandlung der Rotationen und Vibrationen von Molekiilen mit mehr als
zwei Atomen ist im allgemeinen komplizierter. Wir untersuchen deshalb nur
den klassischen Grenzfall unter der Annahme, dafl die Energie eine quadratis-
che Funktion von f Freiheitsgraden z;...x; ist. Dabei ist f = 3 fiir Atome
(3 Impuls- oder Geschwindigkeitskomponenten), f = 5 fiir zweiatomige Molekiile,
falls T < O, (3 Geschwindigkeitskomponenten, 2 Winkelgeschwindigkeiten),
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f = 7 fir zweiatomige Molekiile, falls T > O, (6 Geschwindigkeitskomponenten,
Abstand der Atome, harmonische Naherung), f = 6 fiir nicht gestreckte Molekiile,
beispielsweise HyO, fiir ' < 0, (3 Geschwindigkeitskomponenten der Schwerpunk-
tsbewegung, 3 Winkelgeschwindigkeiten entsprechend den 3 Eulerwinkeln).

Da die Hamiltonfunktion als quadratische Funktion der f Freiheitsgrade angenom-
men wurde, kann sie auf Hauptachsen transformiert werden und fiir ein Molekiil in
der Form

1/
==Y ls; (8.81)
2 /=1

geschrieben werden. Die freie Energie ist dann in klassischer Naherung

F = —NkpTln [y day 3 Zatwi/oT
= —NkgT {g InT + const} (8.82)

und mit (6.48) erhdlt man die spezifische Warme

I Ny (8.83)

CV:2

und die Energie

E = gNk;BT. (8.84)

Dieses Resultat ist als Gleichverteilungssatz der klassischen statistischen Mechanik
bekannt.

8.6 Photonen

Ein wichtiges und grundlegendes Ergebnis der Quantenstatistik ist das Plancksche
Gesetz der Hohlraumstrahlung (Planck, 1900). Photonen, die Quanten der elektro-
magnetischen Strahlung, sind Bosonen (Spin 1), charakterisiert durch Wellenzahl &

und Polarisation <|—%| -5 = j:l). Thre Energie (im Vakuum)

e(k) = hw(k) = he|k| (8.85)

ist zweifach entartet.

Wir betrachten ein Gas von Photonen mit einer Temperatur 7' (Temperatur der
Wiénde des Hohlraumes) in einem Volumen V. Die Zahl der Photonen ist nicht
eingeschréankt, und damit ist das chemische Potential 4 = 0. Die freie Energie
(Gibbssches Potential) ist (8.17)

3. .
F = In {1 — e*hdk'/kBT}

kyT4V
== c3h3/ dr 2% In (1—6 x) (8.86)
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wobei z = fic|k|/kpT substituiert wurde. Mit
> 2 x m
/0 dz x ln(l—e ) T (8.87)
und der Stefan-Boltzmann-Konstante

274
kg

_ _ -8 —2 —17-—4
0= g = 567010 [Jm 25K (8.88)
erhalt man 4
o
F=——-VT* 8.89
3 2 (8.89)
und daraus die Entropie
oF 16 o
S=—|=| ==—-VT* 8.90
<8T>V 3 c (8.90)
die Energie
E=F+TS=42vT" (8.91)
c

und den Druck

E

—. 8.92
. (592

Betrachten wir nun einen Hohlraum
mit einem Loch der Grofle 6 f, wie
abgebildet.  Uns interessiert die
Energie 0F, die in der Zeit 6t in
den Raumwinkel 0€) abgestrahlt

\ \ wird. Diese Energie ist gleich dem
\- e\ Bruchteil 6Q/4n der Energie, die
\ C(S'[/Y\\- im grau eingezeichneten Volumen

\e enthalten ist, also

E 0 1
O0E = —6f cos¥ecdt— = —oT* cos 05 fQ20t. (8.93)
V 4T T
Die gesamte pro Zeiteinheit und pro Flache abgestrahlte Energie ist
w/2 2w oF
1= [ avsing [ apic = ot 8.94
0 o 0 75 fot 7 (8.94)

Dies ist das Stefan-Boltzmann-Gesetz (1879, 1884).

Von Interesse ist die spektrale Verteilung der Energie. Dazu gehen wir aus von

E a3k helk|
v 2/ (27) (8.95)

3 ohelkl/kpT _ |

und fiihren die Frequenz w = c|k| als Integrationsvariable ein. Die spektrale Dichte

ist dann
h w3

1203 ehw/ksT _ |

(8.96)

u(w) =
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und
g - / dw u(w). (8.97)

Obiges Gesetz fiir die spektrale Dichte wurde von Planck (1900) gefunden. Statt
auf die Frequenz kann man die spektrale Dichte auch auf die Wellenlange beziehen
und erhalt mit

he? 1
N _ 2
u(A) = (47) N> @2rhe/MkpT _
15 E (Ar\° 1
=—— =] ——. 8.98
AtV (/\) er/A — 1 ( )
wobei Ay = 27he/kpT die Wellenlédnge eines Photons mit Energie kg7 ist.

MV Der Verlauf von 4()) ist in nebenstehender
E Figur gezeigt. Da Maximum dieser Funktion

3 ist bei Apax =~ 0.2014\7, und entsprechend
erhalt man eine Wellenlange
2 -
A 1.265-"C — 0.2898 2 em]  (8.99)
max =~ 1.265—— = 0. —| cm :
1k kT T

Mh; wobei die Temperatur in K einzusetzen ist.
Dieses Verhalten wurde von W. Wien (1893)
gefunden.

Fir T = 5500K, welches der Temperatur der Sonnenoberflache entspricht, erhélt
man Apax =~ 0.54. Dies entspricht griinem sichtbarem Licht, also dem Bereich der
maximalen Empfindlichkeit des Auges.

Fiir Wellenlange A > Ajax erhalt man
a(\) = 8wkpcT /. (8.100)

Dieses Gesetz wurde, basierend auf klassischen Uberlegungen, von Rayleigh (Sir
Strutt, spater Lord Rayleigh) und Jeans hergeleitet. Zu beachten ist, dafl es & nicht
enthalt.

Die oben hergeleiteten Strahlungsgesetze gelten auch fiir die thermische Strahlung
schwarzer Korper, die eine Temperatur 7" haben. Ein schwarzer Korper absorbiert
einfallendes Licht jeder Wellenlange vollstandig. Ein farbiger Korper absorbiert nur
einen Bruchteil A(A) < 1 des einfallenden Lichtes. Das Kirchhoffsche Gesetz (1859)
besagt, dal die spektrale Dichte der thermischen Strahlung eines solchen Korpers mit
Temperatur 7' gerade um den Faktor A(\) gegeniiber der eines schwarzen Korpers
auf gleicher Temperatur veringert ist. Dies lat sich aus dem zweiten Hauptsatz
herleiten.

8.7 Phononen

Ahnlich wie Molekiile konnen auch Festkorper thermisch angeregte Schwingungen
ausfithren. Behandelt man diese Schwingungen, vorausgesetzt, die Auslenkun-
gen sind hinreichend klein, in harmonischer Naherung, erhalt man Elementaran-
regungen (Phononen), die nicht miteinander wechselwirken. In einem Kristall
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sind diese Phononen durch einen Wellenvektor innerhalb der ersten Brillouin-Zone
(Wellenlénge grofer als Gitterkonstante) und durch ihre Polarisation charakterisiert.

AUJ(E) .
1 LO
' TO
. LA
|
1
TA
1
1
|
i K

Ein typisches Spektrum eines Kristalls bestehend
aus zwei verschiedenen Atomsorten ist in nebenste-
hender Figur gezeigt. Man unterscheidet akustis-
che A und optische O Phononen und, je nach Po-
larisationsrichtung, longitudinale L und transver-
sale T'. Die Gesamtzahl der moglichen Schwingun-
gen ist, fiir einen Krstall mit N Atomen

3k

2; zkj = %:V/B.z. @n? = 3N. (8.101)

Dabei charakterisiert A die Polarisation und gegebenenfalls Art (optisch, akustisch)
des Phonons. Das Integral erstreckt sich iiber die erste Brillouin-Zone, also ein
endliches Volumen im k-Raum.

Fiir akustische Phononen gilt im Grenzfall kleiner Werte von |E |

wr(k) = ex(@)|E|. (8.102)

Dabei ist ¢y (€) die Schallgeschwindigkeit fiir Polarisation A und Ausbreitung in Rich-

tung & = k/|k|.

Wir definieren eine Phonon-Zustandsdichte, bezogen auf ein Teilchen (8.45)

d3k

Qi (e) = %; / (%)35 (e — huwa()) . (8.103)

Die folgende Figur zeigt einen typischen Verlauf

A€ (¢) TO . LO zusammen mit einer Naherung, die wir im folgen-
TA LA | den besprechen werden. Fiir die Zustandsdichte
folgt aus (8.101) und (8.103)
/ deQy (e) = 3. (8.104)
¢ Das Verhalten der Zustandsdichte fiir kleine Werte
& e.. > von € erhélt man durch Einsetzen von (8.102). Es
seien k = |k| und €= k/k. Dann ist fiir e — 0
Vo1 9 9
N = § iy ;/d e/dk:k 5 (e — hea(@)k)
A
Vo€ / 5 1
= — d’e
Ny =) @
3 Ve
= ——— —. 8.105
22K N &3 ( )

Dabei ist ¢ eine gemittelte Schallgeschwindigkeit, gegeben durch

1

53

1
3-4r

1 1 1 2
2 ~—0— 4 — 5. 1
WL 3{+} (8.106)
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In obigen Ausdriicken wird jeweils iber die akustischen Zweige A4 summiert.

Bei tiefen Temperaturen tragen nur die langwelligen akustischen Phononen zu En-
ergie oder spezifischer Warme bei, und wir konnen deshalb obigen Ausdruck (8.105)
benutzen, also fiir T — 0 ist

B
N:/deQ e/kBT -
(ksT)*
_ 27T2 - (8.107)

wobei = ¢/kgT als Integrationsvariable eingefithrt wurde. Das verbleibende Inte-
gral kann man durch partielle Integration auf (8.87) zuriickfithren und erhélt dafiir
74 /15. Damit ist

1
E = GUPhEVT”‘. (8.108)

Die Konstante oy, ist durch (8.88) gegeben, falls man die dort auftretende Licht-
geschwindigkeit durch die gemittelte Schallgeschwindigkeit ¢ ersetzt. Der Faktor 6
statt 4, wie im Fall von Photonen (8.91), resultiert aus der Tatsache, dafl 3 statt
2 Polarisationen berticksichtigt werden miissen. Die spezifische Warme wird damit
fiir tiefe Temperaturen

OF 1 .
OV = (a—T>VN = 240'phEVT . (8109)

Dieses Verhalten proportional 7% ist experimentell bei tiefen Temperaturen an Isola-
toren gut bestatigt. Bei Metallen findet man bei sehr tiefen Temperaturen zunéachst
ein Verhalten proportional zu T, den in Abschnitt 8.3 besprochenen Beitrag der
Leitungselektronen, und erst bei etwas hoheren Temperaturen dominiert das 7°
Verhalten der Phononen.

Zur Berechnung der spezifischen Wéarme bei hoheren Temperaturen wurde von Debye
(1912) und Einstein (1907) die folgende und in der vorangegangenen Figur gezeigte
Naherung vorgeschlagen. In einem Bravais-Gitter, also in einem Gitter mit nur
einem Atom pro Elementarzelle, treten nur akustische Phononen auf. Deren Zus-
tandsdichte wird durch

3V

mEzg(GD - 6) (8110)

91(6) =

angendhert. Die “Debye-Energie” ep oder die “Debye-Temperatur” ©p = ep/kp
ergibt sich aus der Normierung der Zustandsdichte (8.104) zu

Op = {67°N/V}'" hef s (8.111)
und damit wird 9
Q1<€) = mEz. (8112)

Die spezifische Warme erhdlt man mit (8.107,8.109), damit ist
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GE/ICBT
(e/kBT — 1)2

T 3 @D/T .%'4690
— ok N(—) / dr —2% 8.113
B \ep/ Jo v (e —1)2 ( )

N
CDebye = —]{;BT2 /dE Ql(ﬁ) 62

Der Grenzfall tiefer bzw. hoher Temperaturen ist

3

12 T
CDebye = 37'('4]{33]\] <@—D) fir T <K C"‘)D

Den Grenzfall tiefer Temperaturen hatten wir bereits in (8.109) berechnet; der
Grenzfall hoher Temperaturen folgt auch aus dem Gleichverteilungssatz (8.83). Der
Gesamtverlauf ist weiter unten gezeigt.

Fir Kristalle mit n Atomen in der Einheitszelle kommen noch 3(n — 1) optische
Zweige hinzu. Diese kann man naherungsweise als J-Funktionsbeitrag zur Zustands-
dichte behandeln (Einstein-Ndherung), wie in obiger Figur gezeigt. Einen solchen
Beitrag zur spezifischen Warme haben wir aber bereits in Zusammenhang mit den
Vibrationen zweiatomiger Gasmolekiile besprochen (8.80). Bezeichnen wir mit N
die Zahl der Elementarzellen (nN Teilchen), so ist der Beitrag optischer Phononen
naherungsweise
O.\2  O8/T
Chinstein = 3(7”& - 1)kBN <?E) m

o
— 3(n — 1)kgN (?E

2
> e /T fir T« ©Op
=3(n—1)kgN fur T > 0©p (8.115)

wobei @E = EE/]{ZB ist.

A f(X)
o Den gesamten Verlauf der “Debye-Funktion”
fD
1/2? 4€y

f _ 33 _ve
E fp(x) =3z /0 dy L (8.116)

und der entsprechenden Funktion

X
| ] 1 el/®

0 1 2 fe(z) = (8.117)

22 (el/e — 1)’

fiir die Einstein-Naherung finden wir in der obigen Figur.
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Insbesondere das Anwachsen der spezifischen
Wirme proportional zu T° ist bei tiefen Temper-
aturen experimentell gut bestatigt. Bei Tempera-
turen T > ©Op findet man meist einen Abfall auf
Grund anharmonischer Effekte.

Einige Werte von Op fiir verschiedene Elemente
findet man in der nebenstehenden Tabelle.
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Op[K]
He 20
Pb 88
Na 172
Ag 215
NaCl 281
Ge 377
Al 398
Fe 453
Si 674
C (Diamant) 1860




9 Reale Gase

9.1 Virialentwicklung

Fiir Gase bei hoheren Dichten wird die Wechselwirkung der Atome oder Molekiile
wichtig. Wir wollen dies fiir einatomige Gase (Edelgase) mit Hilfe der “Virialen-
twicklung” untersuchen. Ausgangspunkt der Rechnung ist das Gibbssche Potential
(6.38)

J(T,u,V)=—=pV = —kgTInTr e~ BH-uN)

= —kgT'In {Z eﬁ“NTrNe_ﬁH}
N

= —kgTIn {Z ef’ﬂNZN} . (9.1)

Dabei ist Zy die kanonische Zustandssumme fiir N Teilchen im vorgegebenen Volu-
men V. Fiir niedere Dichten und hohe Temperaturen, also im klassischen Grenzfall,
ist (sieche Abschnitt 8.2)

=y < 1. (9.2)

Wir konnen dann J nach Potenzen der “Fugazitat” y entwickeln

J=—kpgTW{l+yZi+y*Zo+ .. .y"Zo + ...} (9.3)

1 1
= —kgT {yZl + 92 (Z2 — 52%) + 3 (Zg — 2175+ §Z§’) + .. } .

1 1
N = yZy + 24 (22 - 52%) + 3y (23 7+ §Z§> 4o (9.5)

Die Teilchenzahl

konnen wir ebenfalls entwickeln

und y durch die Teilchenzahl ausdriicken. Damit ist

N2 2 2 1 4
2 (leg 072+ 222, — 621) o (9.6)
1

Dies liefert, wie wir sehen werden, eine Potenzreihenentwicklung nach der Dichte
n = N/V, die Virialentwicklung

pV = NkpT {1+ nb(T) +n’c(T) +...}. (9.7)
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Wir berechnen zunéchst b(7") in klassischer Naherung. Die Zustandssumme eines
Teilchens ist

7, = / &3 / &Bp e PP 12 — (9w m kT2 V. (9.8)
Die Hamiltonfunktion fur zwei Teilchen sei
2 2
+
Hy = B0 4 W (Jr =) (99)

Damit ist die Zustandssumme fiir zwei Teilchen

1
Ly = §/d3r1d37“2/d3p1d3p2 e PH2

_ %{Qﬂ'kaT}S/d?)TldgTQ oW (Ir1=r2]) (9.10)
Es sei
F(r) = eV . (9.11)
Dann ist mit (9.8)
22_%Zf{1+%/d3rf(lr|)} (9.12)
und 1
oT) =~ [ @ f(lrl). (9.13)

Diesen Virialkoeffizienten wollen wir fiir das in nebenstehender Figur gezeigte
Potential diskutieren. Dies ist eine Annédherung an
ein realistisches Potential (gestrichelt gezeichnet).
Mit

W(r)

W(r) = o0 fir r<a

1
|
1
|
|
[ = W(r) fir r>a (9.14)
|

\

gilt, falls [W (r)| < kpgT fiir alle r > a ist,

a /-_ f(r)=-1 fir r<a

= —pW(r) fir r>a.  (9.15)

Y~

Damit wird

2m
b() = ?ag’
2m 9 %
by = ——/drr W(r). (9.16)
ks

Damit hat man eine experimentelle Methode aus der Temperaturabhangigkeit des
Virialkoeffizienten b(T"), Information {iber die Wechselwirkung der Gasatome zu
gewinnen.
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Obiges Resultat haben wir in klassischer Ndherung erhalten. Quantenkorrekturen
erhalt man durch die quantenmechanische Berechnung von Z,. Das Resultat konnen
wir aber bereits aus (8.38) ablesen

275/2

Sy 1>\3(T). (9.17)

bu(T) = F

Diese Korrektur ist aber fiir alle Gase klein gegen den oben berechneten Beitrag
(9.16).

Auf dhnliche Weise kann man ¢(7') und die héheren Virialkoeffizienten berechnen.
Fiir ¢(T') erhélt man

oT) = —5 [ &rd® f(lrl) £(1) £ (1 = ]). (9.1

9.2 Van der Waals-Gleichung

Eine verbesserte Zustandsgleichung fiir klassische Gase bei hoheren Dichten liefert
die Van der Waals-Gleichung (1873). Diese Gleichung beschreibt auch den
Phaseniibergang Fliissigkeit-Gas wenigstens naherungsweise.

Wir betrachten wieder ein einatomiges Gas mit dem in (9.14) gegebenen Potential
und der Hamiltonfunktion

H:Z§%+ZW(|Ti—Tj|). (9.19)

i>j

Die freie Energie ist
F = —k:BTln/d?’Np/d?’Nre*ﬁH(p’r)

= Fy—kgTInvV—> / dPry .. APy [ e P Urimrib (9.20)

i>j
wobei Fj die freie Energie des idealen einatomigen Gases ist.

Betrachten wir zunachst nur den abstoflenden Teil des Potentials. Dann ist
e PWri=ri) 1 — 0(a — |r; — 14]). (9.21)

Wir untersuchen

N
YN:v—N/d%...d%N I (1-6(a—|r—r)

i>j=1

N-1
=V [ @ty T (16— | — 1)

i>j=1

xV’l/d?’rNH (1—0(a—|ry — 7). (9.22)
(=1
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4 )
@ @ O Die Integration uiber ry erstreckt sich iiber das in

O nebenstehender Figur gezeigte Volumen V', wobei
@ die ausgeschlossenen Volumina Kugeln mit Radius
O a sind
4
O V](,zV—(N—l)ga?’
O Y U
" J - (1 -2 bo) L (9.23)

Die verbleibende Integration iiber ry...7ry_1 ergibt Yy_;. Damit erhalt man

N -1
Ya = (1 _9 bo) Y1
N -1 N —2 1
=(1-2 b)<1—2 b)...<1—2—b>
( v v v
N N
~(1—-=b > 9.24
(1- b (9.24)
und
N
Frep = Fo — NkgT'In (1 — Vbo) . (9.25)
Daraus erhélt man fiir die Entropie
OFc N
Srep = — an = So + Nk'B In (1 - Vbo) . (926)

Wir sehen also, daf§ die Entropie gegeniiber dem Wert des idealen Gases, Sy, re-
duziert ist. Dies hat seine Ursache darin, dafl den einzelnen Atomen nicht mehr das
gesamte Volumen zur Verfligung steht, sondern nur noch ein Bruchteil (1 — %bo) V.
Wegen ' = E — T'S sieht man aber auch, dafl der abstofSende Teil der Wechsel-
wirkung nicht zur Energie beitragt.

Der anziechende Teil W (r) des Potentials trigt jedoch zur potentiellen Energie bei.
Ist das ausgeschlossene Volumen Nby < V und ist die Wechselwirkung W (r)
schwach, konnen wir annehmen, dafl die Dichte in der Umgebung eines herausge-
griffenen Teilchens im Abstand r > a konstant gleich N/V ist. Dann ist die gesamte
potentielle Energie

N? ] N?
Byoi = 57 / d'r W (r) = = kn by (9.27)
und die freie Energie
N N?
F=F,— NkTln (1 _ Vbo) — S kb (9.28)

Mit p = —(0F/0V)r x erhélt man die Van der Waals’sche Zustandsgleichung

1 N b,
pV = Nk T{i———}. 9.29
b — Ny VT (9.29)
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Isothermen dieser Gleichung sind in neben-
stehender Figur gezeigt. Betrachtet man die
isotherme Kompressibilitat

1 0
B v (9.30)
RT OV TN
so sieht man, daf fiir eine Temperatur kleiner
als die “kritische Temperatur”

. 8 b
0 1 2 3 4 T.=— — 9.31
27 by ( )
negative Werte auftreten konnen. Fiir T' = T, ist xp endlich, bis auf den “kritischen
Punkt” T T (9.32)
Pe = o7 Bb% ¢ = 90g .

bei dem sie divergiert.

Fiir Temperaturen 7' < T, erwartet man Koexistenz von fliisssiger und gasformiger
Phase. Dies ist in obiger Herleitung der Van der Waals-Gleichung nicht enthalten.
Koexistenz bedeutet, dafl das Gesamtvolumen V in zwei Teile zerfallt V = V; + V5,
von denen einer mit Fliissigkeit, der andere mit Gas gefiillt ist. Fiir jeden Teil fiir
sich kann die Van der Waals-Gleichung wieder benutzt werden. Da beide Phasen im
Gleichgewicht stehen, muf} gelten

p(vlvTv Nl) = p(‘/z,T, N2)
WV T, N0) = Vo, T, Vo). (933)

Beide Groien konnen aber nur vom Verhaltnis

1.5.M/MC TIT, v = Vl/Nl bzw. Vg = VQ/NQ abhéingen. Das
Lo 10  chemische Potential kann man aus der Duham-
l Gibbs-Relation (6.42,6.36) und der freien En-
osl . 08 talpie berechnen
G(T,N,p) F Vv
== — —. 9.34
ool H N N TPy (9.34)
05 . , , PP Man erhilt den auf der nebenstehenden Figur
-05 0 05 1 15 gezeichneten Verlauf, wobei fiir T' < T, der jew-
eils tiefste Zweig zu wahlen ist und die anderen
1 (F-Fo)/pcVe Zweige unphysikalisch sind.

Fiir Volumina Vp < V < Vg erwartet man
Koexistenz zwischen fliissiger und gasformiger
Phase. Dabei sind V& und Vg die jeweiligen
Volumina an der Koexistenzgrenze. Die freie
Energie im Zweiphasengebiet ist

Vi Ve
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mit Vg + Vg = V. Die freie Energie im Zweiphasengebiet ist also durch die Dop-
peltangente an die freien Energien der homogenen Phasen gegeben. Bei dieser
Konstruktion wird der unphysikalische Bereich der van der Waals-Gleichung nicht
mehr explizit benutzt.

Experimentell ist es moglich in den Koedxistenzbereich einzudringen. Man erreicht
dabei metastabile Zustande, die zwar im Prinzip zerfallen miissen, deren Lebens-
dauer aber sehr lange sein kann, insbesondere dann, wenn die Uberséttigung klein
ist und Kondensationskeime fehlen. Ubersittigte Zustinde findet man haufig in
der héheren Atmosphére (Kondensstreifen von Flugzeugen aufgrund des Eintrags
von Kondensationskeimen). Beim Sieden sind derartige Metastabile Zusténde als

”Siedeverzug” bekannt.
Eine alternative Berechnung ergibt sich aus der

Maxwell-Konstruktion. Diese erhalt man, in- 10: pp,
dem man Fjy — Fg,s in obiger Figur wie folgt
berechnet:

Fﬁ_Fgas:F(Vh)_F(V:gaS)

05}

Ve OF
 Jw ov T=09T,
‘/gas
- / dv p(V). (9.36) .
Va 0.0

0 1 2 3 4
Benutzt man fiir p(V') einerseits die Van der Waals-Gleichung (9.29), andererseits

p(V) = p(Va) = p(Vgas), sieht man, dafl der Dampfdruck so zu wéhlen ist, daf die
in obigem p — V-Diagramm eingezeichneten Flachen gleich sein miissen.
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10 Phaseniibergange, kritische Phanomene

10.1 Kiritischer Punkt in der Van der Waals-Theorie

Kritische Punkte findet man nicht nur beim fliissig-gasférmigen Phaseniibergang,
etwa in der Van der Waals-Gleichung, sondern auch bei Magneten, Ordnungs-
Unordnungs-Phaseniibergangen, Supraleitung und anderen Phaseniibergingen. Das
Verhalten der jeweiligen Systeme in der Nahe des kritischen Punktes ist dabei sehr
ahnlich.

Wir untersuchen zunachst die Umgebung des kritischen Punktes im Rahmen der
Van der Waals-Theorie. Am kritischen Punkt T, p., V. gilt

) (PEY
ov TC’N_ ov'? T&N_

d*p OF
(), (), o

Wir entwickeln die freie Energie (9.28) nach Potenzen von

N N
AP:P—pc:V—v (10.2)

und erhalten

F = Fuqw(T,N,V.) —po(T) (V=V.) +3aN (T —-T,) Ap?
+IbN(T = T.) Ap® + L u N Ap*. (10.3)
Die verschiedenen Parameter, insbesondere a,b und u, sind durch die Virialkoef-
fizienten by und by bestimmt. Wir interessieren uns fiir |T'— T.| ~ Ap?. Damit kann
der Beitrag proportional zu b fiir die folgende Diskussion gegeniiber dem vorange-

henden, proportional zu a, und dem folgenden, proportional zu u, vernachlassigt
werden.

Damit erhalt man fur die Isothermen
p(T,p) = po(T) + p? {a (T = T.) Ap +udp®} (10.4)

und speziell fiir die kritische Isotherme

(T, p) = pe + pa uDp’. (10.5)
Die Kompressibilitdat bei der kritischen Dichte ist fiir T > T,
_ op op
R T pe) =~V 2B = p P g (T - T (10.6)
ov dp

k(T p.) divergiert, also am kritischen Punkt.

Zur Berechnung der Eigenschaften fiir T' < T, benotigt man zunéachst die Maxwell-
oder Doppeltangenten-Konstruktion. Vernachléssigt man b in (10.3), ist F' + (V —
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Ve) po eine gerade Funktion von Ap, und die Dichte bei Koexistenz ist durch die
Minima von F + (V' — V) py gegeben, also

(T —T.)aAp+ulp®=0; Ap=+/(T.—T)a/u. (10.7)
Die Kompressibilitat an der Koexistenzkurve ist
Kt =p? {(T —T.)a+ 3uAp3}
=2ap>(T.—1T). (10.8)

Damit ist die Kompressibilitat auch unterhalb von 7, endlich, divergiert aber, wenn
man sich dem kritischen Punkt nahert.
Die spezifische Warme ist (6.48)

OPF

Fir T'> T, und V =V, tragt nur Fyqw(T, N, V,) in (10.3) bei. Fir 7' < T, muf
jedoch Ap entsprechend (10.7) beriicksichtigt werden. Damit erhélt man

O?Foqw(T) )

72 T>T,

c

i = Cual) = 1 (

2
— Crg(T) + 1N % T T <T,. (10.10)

Die spezifische Wéarme hat also eine Unstetigkeit am kritischen Punkt.

Das Verhalten der verschieden berechneten Gréflen ist in den folgenden Figuren
dargestellt:

P-Pc

Ganz entsprechend kann man die freie Energie eines Magneten in der Nahe des
kritischen Punktes (Curie-Punkt) entwickeln

F(T,N,M) = Fy(T,N)+%a(T —T.)N (M/N)* + LuN (M/N)*+---. (10.11)

Dabei ist M die Magnetisierung. Ungerade Terme treten dabei auf Grund der
Symmetrie nicht auf. Die vorangehenden Rechnungen konnen direkt auf den Mag-
neten iibertragen werden, wobei Ap durch M /N, p — p. durch das Magnetfeld B
und k7 durch die isotherme Suszeptibilitiat xy zu ersetzen sind.

10.2 Korrelationsfunktion

Zum besseren Verstandnis der Vorgange in der Nahe eines kritischen Punktes un-
tersuchen wir das Verhalten der Korrelationsfunktion. Dazu benutzen wir die soge-
nannte “mittlere Feld”- oder “Molekularfeld”-Néaherung. Es sei n(r) die Dichte am
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Ort r und p = (n(r)) die mittlere Dichte. Dann ist

((r)a(r))® = (a(r)a(r) — p* (10.12)
Z (r = r)o(r' —1j)) = p* = pd(r — ") + g(r —1').

Wie wir gesehen hatten (6.79), ist die isotherme Kompressibilitat

i = sy [P0

kIBTpQ
S S / &rg(r) (10.13)
B k)BTp ]{?Bsz g ' '

Da am kritischen Punkt die Kompressibilitat divergiert, die Dichte p aber endlich
bleibt, mufl die Reichweite der Korrelationen divergieren.

Wir betrachten ein Gas in einem schwachen raumlich inhomogenen Feld, welches
durch ein Potential ¢(r) gegeben ist. Damit ist die Hamiltonfunktion

Ho=H4+ Y o) = X 20 4 oS W) + Xplr)  (10.14)

und die Dichte, in Gegenwart des Feldes

. Tré(r —r;) e P2 ()
<7L<7’)><p - Z Ty e_ﬂ(H+Zj o(r;)) (1015)

7

Fiir kleine aufleres Potential erhalt man in erster Ordnung

Bl = () — p = —BY {<6<r —r) Y () - pZ@(w))}

= —Bp{etn) + [ gl = et} (10.6)

Wir wollen den Effekt der Wechselwirkung W (r; — r;) wenigstens nédherungsweise
beriicksichtigen. Auf ein herausgegriffenes Teilchen ¢ wirkt neben dem Potential
©(r;) auch das Potential der Wechselwirkung mit den anderen Teilchen

Cet (i) = p(ri) + > W (r; —ry). (10.17)

J
Die Ndherung besteht nun darin, daf§ dieses Potential durch ein gemitteltes Potential
ersetzt wird, wobei iiber die Positionen der Teilchen j gemittelt wird. Dabei sind
nur die Abweichungen von der homogenen Dichte §(n(r)),, zu beriicksichtigen, da die

Wechselwirkung im Fall homogener Dichte bereits in die van der Waals-Gleichung
eingegangen ist. Damit ist

Pest(r) = (1) + / ErW (r — )5(n(r")),. (10.18)
Die Dichte ist in dieser Naherung

3(n(r))e = —BpPes(r) (10.19)
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Setzt man dies mit (10.18) in (10.16) ein, erhélt man
8n(r)e = ~Bpi(r) = Bp [ &r'g(r =)ol
= ~Opp(r) + 3% [ W (r = 1) plr)
82 [ @AW (= )g(r ")) (10.20)

Dies muf} aber fiir beliebige duflere Potentiale ¢(r) gelten, und man erhélt damit
eine Integralgleichung fiir die Korrelationsfunktion:

gr =r) = =ppW(r —r')
—5p/d3 "W(r—r"g(r" —1"). (10.21)

Die Wechselwirkung habe eine Reichweite &. Wir interessieren uns speziell fiir
Abstande |r — 7’| > & und entwickeln g(r” — 7') um r —r’

g(r" =1y = g(r —1") —1—27“ —Ta) 88 glr—1")

Ta
82

+= Z ! (r — )mg(r —r) 4 ... (10.22)
Dies konnen wir in (10.21) einsetzen. Dabei treten folgende Integrale auf
/d?’fW(f) — Wy = —2biks
/d37777a W(F) =0
/ B T5W (F) = —835Wa = —0,5E2W. (10.23)
Damit erhalt man nun fiir die Korrelationsfunktion die Differentialgleichung
o(r) = 5PV (1) + BpWog(r) + 5 BoWWaAg(r) (10.24)

wobei A = 0%/02+20/0, zu verwenden ist. Diese Gleichung hat fiir groBe Abstéinde
r > &y die Losung

1
glr)y =gy —e /¢ (10.25)
r
mit einer Korrelationslange
2
&= (10.26)
2pby

Mit der van der Waals-Gleichung (9.29) erhélt man fiir die isotherme Kompress-
ibilitat
1 _ (V/N)? — b3 1

V(Op/oV) — 2kpbi 55 — (1 — pb,)?

R = —

(10.27)
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Dabei ist zu beachten, dafl in der bisherigen Herleitung der stark abstoflende An-
teil der Wechselwirkung nicht hinreichend genau berticksichtigt wurde, und desshalb
die Divergenz der Korrelationsldnge nicht mit der Divergenz der Kompressibilitat
zusammenfeld. Eine Behandlung, ahnlich der Herleitung der Van der Waals-
Gleichung, liefert statt (10.26)

&

&=
2pb1 (1 - /)bO)

(10.28)

Damit divergiert die Korrelationslange aber ger-
ade dort, wo in der Van der Waals-Gleichung
(Op/OV)r = 0 ist, also dort, wo die Kompress-
ibilitat ebenfalls divergiert. Diese Kurve im V' —T-
oder p — T-Diagramm (siehe Figur) nennt man
“Spinodale”. Sie liegt ganz im Koexistenzbere-
ich, geht aber durch den kritischen Punkt. Damit
divergiert die Korrelationslange bei der kritischen
Dichte p. und fir T > T, wie
2
eo 3% (10.29)
(T - TC)/TC

und fiir 7' < T, entlang der Koexistenzkurve wie

V28

T (10.30)

Benutzt man diese Resultate (10.25, 10.29, 10.30) zur Berechnung der Kompress-
ibilitdt (10.13), erhélt man in der Ndhe des kritischen Punktes fiir p = p. und

T>T,
67T90

gﬂpc
also genau das in (10.6) gefundene Resultat mit

(T-1T.)" (10.31)

R =

go = & /6Ta. (10.32)
Aus der Korrelationsfunktion konnen wir auch eine verbesserte Abschatzung der
spezifischen Warme erhalten. Ausgangspunkt ist die Relation

Cp = —=((H+pV)*); (10.33)

kT

die man ganz analog zu (6.51) fiir ein Druckensemble herleiten kann. Aus (10.3)
erhalt man mit

oF
E=F+T— 10.34
T (10.34)
in der Nahe des kritischen Punktes
1
(E+pV)— (E.+pV) =~ §VchcaAp2 +.... (10.35)
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Dies legt es nahe, in (10.33) nédherungsweise
1
HtpV ~E, +pV,+ apCTca/dg’r (A(r) — pe)’ (10.36)

zu verwenden. Damit wird fur 7" > T,

¢y = LIy [ {2t - 7))
_ (pTea)

3
T V/d rg2(r). (10.37)

Setzt man hierin (10.25) und (10.29) ein, erhélt man
Cp~ (T —T,) ' (10.38)

also eine Divergenz der spezifischen Warme am kritischen Punkt in qualitativer
Ubereinstimmung mit Experimenten. Diese Rechnung geht iiber die vorherige (Ab-
schnitt 10.1) insoweit hinaus, als jetzt Dichteschwankungen, die ja gerade in der
Nahe des kritischen Punktes besonders wichtig werden, wenigstens in einer groben
Naherung berticksichtigt wurden. Fiir T < T, erhalt man eine entsprechende Diver-
genz.

10.3 Das Ising-Modell

Als ”einfaches” Modell eine Ferromagneten wurde das Ising-Modell konzipiert. Die
magnetischen Ionen werden dabei durch Spinvariable s; = 41 représentiert und die
Energie (Hamiltonfunktion) ist

Die Summe lduft dabei iber benachbarte Gitterplatze (i,7), J ist Wechselwirkung
zwischen benachbarten Spins (Austauschwechselwirkung) und A ist ein angelegtes
Magnetfeld. Die wesentlich Vereinfachung besteht darin,dal die Spins durch Vari-
able s; = £1 dargestellt werden und nicht durch quantenmechanische Spinopera-
toren (Pauli Matrizen). Realistischer ist das Heisenberg-Modell mit

H=—1> {Js00i005+ Jyoy:0,; + J.0.,0.;} — hZU“ (10.40)
)

Das Ising-Modell ist damit ein Modell fiir einen stark anisotropen Magneten mit
I > Iy, Jy.

Das Ising-Modell in einer Dimension ist exakt losbar, zeigt aber keinen
Phaseniibergang. Das zweidimensionale Isingmodell konnte 1944 von Onsager fiir
h = 0 exakt gelost werden. Es zeigt einen Phaseniibergang mit einer kritischen
Temperatur T, ~ 2.27J/kp (quadratisches Gitter). Resultate werden wir spéter
diskutieren. In drei Dimensionen konnte das Modell nicht exakt gelost werden, es
eignet sich aber gut fiir numerische Simulationen.

Die folgenden Figuren zeigen einige Beispiele. Gerechnet wurde ein 2-dimensionales

95



Ising-Modell mit 200 x 200 Gitterpunkten, verwendet wurde ein Metropolis-Monte-
Carlo Algorithmus mit folgenden Schritten:

1) Wahle zufillig einen Gitterplatz i und berechne die Energiednderung AFE; falls
der Spin s; — —s; umgedreht wird.

2) Drehe Spin s; — —s; um falls AFE; < 0 oder falls e #2F > 2 ist, wobei z eine
gleichverteilte Zufallszahl im Bereich 0 < z < 1 ist.

3) Gehe zu 1).

Dieser Algorithmus liefert asymptotisch Gleichgewichtszustinde zur Temperatur
T = 1/kpp. Die Bilder zeigen typische Konfigurationen nach 100 - -- 1000 Schritten

pro Spin.
a

Mit Anndherung an T, erkennt man ein Anwachsen der Korrelationslange. Unter-
halb T, erkennt man Domanen, deren Gestalt noch nicht im Gleichgewicht ist. Die
beiden letzten Bilder wurden nach 100 b.z.w. 1000 Schritten pro Spin aufgenommen,
und zeigen eine Vergroberung der Struktur (Ostwald-Reifung). Anfangszustand war
jeweils eine zufillige Konfiguration (7, = o0).

10.4 Kritische Exponenten

Experimentell findet man an kritischen Punkten qualitativ das vorher berechnete
Verhalten; genaue Messungen zeigen aber ein singulares Verhalten mit Exponenten,
die von den bisher gefundenen abweichen. Ublicherweise untersucht man Exponen-
ten, die mit folgenden Grolen verknitipft sind:
c(T)

Spezifische Warme fiir p = p.(B = 0)

C(T) = Cyeg + AT — T, (10.41)

Dabei divergiert diese Groie fiir a > 0 und hat
eine endliche Spitze (Figur) fir a < 0.
Koexistenzkurve fiir T' < T, und p = p. oder B = 0

T, T
: Ap(T)
{ m(T)

} ~(T.—T)". (10.42)
Kompressibilitat oder Suszeptibilitat fir p = p. oder B =0

{:;g;} ~ T — T (10.43)
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Kritische Isotherme fur T = T,

-

Korrelationsfunktion am kritischen Punkt fiir ein d-dimensionales System (d = 2, 3)
g(r) ~ pd=2) (10.45)

Korrelationslange fiir p = p. oder B =0 und T # T,
&T)~|T-T]7". (10.46)

Es sei erwahnt, dafl zweidimensionale Systeme nicht nur deshalb interessant
sind, weil das zweidimensionale Ising-Modell exakt gelost werden kann (Onsager,
1944), sondern auch, weil solche Phasentibergéinge beispielsweise an Adsorbaten an
Oberflachen experimentell untersucht werden konnen.

In der folgenden Tabelle sind einige Werte kritischer Exponenten aufgelistet. Die
Werte der Renormierungsgruppentheorie beziehen sich auf d = 3 und n = 1 fiir
fliissig-gasformigen Ubergang oder das Ising-Modell (uniaxialer Magnet), sowie n =
3 fiir einen Heisenbergmanget (isotroper Magnet).

a g gl 0 n 4
Mol.Feld 0,1/2 [1/2 |1 3 0 1/2
2 —d Ising 0 (log) | 1/8 ~T/4 | =15 | 1/4 1

Ren.Gr. n=1] .1100 | .3249 | 1.2402 | 4.817 | .0315 | .6300
Ren.Gr. n=3|-.1159 | .3647 | 1.3866 | 4.802 | .0340 | .7053
Flissig-Gas q 34 1.2 4.4 - .6
Magnet -.15 .36 1.25 4.3 - .66

10.5 Skalengesetze am kritischen Punkt

Wir hatten gesehen, dafl in der Néhe eines kritischen Punktes die Korrelationslange
stark zunimmt und am kritischen Punkt divergiert. Die Tatsache, dafl damit die
Korrelationslange & grofl wird gegen die Reichweite der Wechselwirkung &, 148t die
Vermutung zu, dal diejenigen Eigenschaften, die durch das Anwachsen der Kor-
relationslange dominiert werden, nicht von Details der Wechselwirkung abhéngen
sollten, also ein universelles Verhalten zeigen sollten. Dies findet beispielsweise in

den Skalengesetzen seinen Ausdruck. Diese wollen wir, den Ideen von Kadanoff
(1968) und K. Wilson (1972) folgend, herleiten.

Wir betrachten das Ising-Modell, ein einfaches Modell fiir einen Ferromagneten mit
einer Hamiltonfunktion

(] i
Die Spins s; seien auf einem Gitter angeordnet, und die erste Summe erstreckt sich
iber néchste Nachbarn [ij]. Die Zustandssumme fiir Ny Spins ist

1
Z(T,B,Ng) = 3 27/ g oot 2, (10.48)
{s;==%1}
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Diesen Ausdruck schreiben wir in ein Integral tiber
die Spins s; um. Dazu miissen wir Gewichtsfunk-
tionen Fy(s;) (mit Normierung [ds Py(s) = 1)
hinzufligen, die dafiir sorgen, dafl die Spins im
wesentlichen nur die Werte +1 annehmen (siche
Figur).

Auflerdem sei

Po(9)

Lo(B) = B. (10.49)

Damit ist die Zustandssumme

o 1k L
Z(Ko, Lo, No) = /dsl...dsNO T] 2Po(s;)e2 ™0 2 sesstlodse (10.50)
i=1
tt vyt Wir teilen nun das Gitter in Blocke mit jeweils £2
t ﬁ t s @ t Spins ein. Dabei sei d die Dimension (2 oder 3).
In jedem Block definieren wir eine “Blockspinvari-
A I R A
8k =5 (10.51)

i€k

Betrachten wir nun einen isolierten Block mit ¢¢ Spins, die untereinander wech-
selwirken, jedoch nicht mit den Spins in den Nachbarblocken. In diesem Block
kann der Blockspin 5, Werte zwischen —¢¢ und ¢¢ annehmen. Dabei werden aber
die Extremwerte seltener auftreten als mittlere Werte, da es fiir letztere mehr
Spinkonfigurationen gibt, die zu einem Wert des Blockspins fiihren, fiir die beiden
Extremalwerte aber jeweils nur einen, alle s; = —1 oder s; = +1. Andererseits haben
die Spins auf Grund der Wechselwirkung die Tendenz, sich parallel auszurichten.
Damit werden Zustande mit S5 ~ 0 benachteiligt.
Das beseutet, dafl die Gewichtfunktion P;(s) bei
kleineren Werten von Ky(7'), i.e. bei hoheren Tem-
peraturen, stiarker um s = 0 konzentriert ist, bei
tieferen Temperaturen mehr zu den Flanken hin
konzentriert ist.Insgesamt erwartet man qualitativ
die in der Figur gezeigte Verteilung Py (3).
> Das zweite Moment

Py(9)

~ L~

2= /d§§2751(§) mit /d§751(§) (10.52)

wird also eine monoton wachsende Funktion von Ky(7") sein.

Wir skalen den Blockspin um und definieren

S — §k/§1

Pi(sk) = 51P1(5188). (10.53)
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Dann gilt

/ds S2Pi(s) = 1. (10.54)

Die Wechselwirkung der Spins in verschiedenen Blocken sei naherungsweise durch
einen Beitrag

Kl(T)ZSkSg (10.55)

(kL]

berticksichtigt. Eine exakte Behandlung wiirde zusatzliche Blockvariable erfordern,
die die innere Spinkonfiguration zuséatzlich charakterisieren. Diese sollen hier nicht
beriicksichtigt werden, und es 148t sich zeigen, daf sie fiir die folgenden Uberlegungen
nicht wichtig sind.
Zur Berechnung von K (7T) als Funktion von Ky(7') kénnte man die Spins in einem
Block k durch einen mittleren Spin 5; = (795, s, ersetzen, und damit die Wech-
selwirkung benachbarter Zellen durch die Wechselwirkung der urspriinglichen ¢4-!
Spins nahe der gemeinsamen Oberflache abschétzen,wobei wir annehmen, daf§ P (s)
die gleiche Form wie Py(s) hat:

K\(T) ~ (7257 Ko(T) (10.56)

Da $; eine wachsende Funktion von Ky(T') ist, erwartet man eine kritische Tempera-
tur 7, bei der
K\(T,) = Ko(T)) = K* (10.57)

ist. In Abwesenheit eines Magnetfeldes gibt es an diesem Punkt keinen Unterschied
zwischen dem urspriinglichen Gitter und dem vergrobertem Gitter der Blockspins.
Hatte das urspriingliche Gitter eine Korrelationslange &, wére die des vergroberten
Gitters, gemessen mit der urspriinglichen Skala, &; = £ &y, andererseits solten beide
Gitter die gleiche Korrelatioslange haben. Dies ist nur fir £ = 0 oder £ — o~
moglich. Von Interesse ist hier der zweite Fall, der bedeutet, dafli T"="T, und B =0
ein kritischer Punkt ist. Tatséchlich werden wir nur die Tatsache benotigen, dafl die
Abbildung Ky — K; einen Fixpunkt K* besitzt.

Den Beitrag des Magnetfeldes konnen wir, mit (10.51,10.53), als

LY si=pBY Y s;=[B51 Y sk (10.58)
k k

k ick

schreiben und erhalten dann als Naherung fiir die Zustandssumme
Z(T, B, No) = Zo(Ky, Lo, No) = 2"~ Z) (K1, L1, M)

Ny 1
Zy(K1, L1, Ny) = /d51 sy [ 2P (sk) e2™ 2w sweetha s (10, 59)
k=1

Die Potenzen von 2 kommen daher, daf§ die Verteilungen auf 1 normiert sind, eine
Summe iiber s = £1 aber 2 ergibt. Die Zahlen der Gitterplatze, b.z.w Zellen, sind

Ny = Ny /¢e. (10.60)

99



Die so gewonnene Gestalt der Zustandssumme ist aber wieder von der Art der ur-
spriinglichen (10.50), nur daf die Parameter Ky, Ly und Ny und die Verteilung FPy(s)
durch K3, Ly, Ny und Pi(s) ersetzt sind. Diese Prozedur kénnen wir wiederholen,
also jeweils Blocke zu Superblocken zusammenfassen.

Wir betrachten jetzt eine Folge von Zustanden charakterisiert durch Temperaturen
Ty; Ti; Ty; - - - und Felder By; By; Bs; - -+, so dafl

Ko(T()) = K1<T1) = KQ(TQ) = ...
Lo(By) = Li(By) = La(Bs) . . ., (10.61)

wobei K,,(T,,) # K* und B # 0 sei.

Zu dieser Folge gehort eine Folge von Verteilungen Py(s); Pi(s); Py(s);---. Da alle
Verteilungen so konstruiert sind, dafl sie symmetrisch und normiert sind und die
gleiche Breite haben, erwartet man, dafl ihre Folge gegen einen Grenzwert P*(s)
konvergiert

Po(s); Pi(s); Pals); -.. — P (s). (10.62)

Damit sollte sich die Folge der Zustande in gewisser Weise ahnlich verhalten. Ins-
besondere fiir die Korrelationsldnge erwartet man, dafl die Folge

Eo; 7160 €205 = & (10.63)
konvergiert. Dies folgt aus der Tatsache, dafl

T die Zellen nach n Schritten die Lange ("a
4 haben (a=Gitterkonstante) und in “&hnlichen

Zustanden” jeweils die gleiche Zahl von Zellen
korreliert sind. Damit sieht man aber auch,
dafl die Korrelationsldnge selbst in der Folge
anwachst und dal damit die Folge Zustande
gegen den kritischen Punkt konvergieren muf,
also T,, — T,, B, — 0 und m,, = <3>Tn,Bn — 0.
Einige mogliche Folgen sind in nebenstehender
Figur gezeigt.

Fiir die Folge der Magnetfelder erhéalt man aus
(10.61) und (10.58)

By = 51B; = 5150By = 5,5953B3 = -+ -. (10.64)

Falls die Reskalierungsfaktoren, wie erwartet, einem Grenzwert s* zustreben, ergibt
sich
B, ~ (5) "By =("Y2"B, (10.65)

wobei der Exponent yg durch
5 =B (10.66)

definiert ist.

Ganz entsprechend erwarten wir, dafl sich die Folge der Temperaturen oder besser
der Abstande der Temperaturen 7, von T, verhalt

T, — T, e 079" (Ty — To). (10.67)
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Dies definiert den Exponenten yp. Damit erhalten wir letztlich fiir die Zus-
tandssumme (10.59) mit " = A

Z(T07 BO7 NO) = 2NO_N"Z<TTL7 Bn7 Nn)
= 2NN Z (T, + X797 (Ty — T0), A" By, ANg ) . (10.68)
Daraus folgt fiir die freie Energie pro Teilchen

F(T,B,N)/N = fig(T) + fong(T — To, B)
Feing(T = Ty B) = A faing (A™¥7(T' = T.), A * B). (10.69)

Jreg(T) enthélt Anteile, die ein reguldres Verhalten nahe T, aufweisen. Der sin-
guldare Anteil hat die Form einer verallgemeinerten homogenen Funktion mit den
Exponenten d, yr und yp.

Aus der freien Energie konnen wir nun die verschiedenen Groflen berechnen, deren
kritisches Verhalten interessiert. Beginnen wir mit der kritischen Isotherme. Allge-
mein gilt fiir die Magnetisierung pro Spin

1 0F

e - _ -
m(T =T, B) = oo = X7%m (A7 (T = T.), A B) (10.70)
und speziell fir T' =T,
d—
m(0, B) = A\ 92m (0, \"¥5 B) = B w5 m(0,1). (10.71)

Dabei wurde A = BY¥2 gewihlt. Die Konstante m(0,1) hingt vom jeweiligen
System ab. Ein Vergleich mit (10.44) gibt

(10.72)

Die Koexistenzkurve erhilt man aus (10.70), indem man B = 0 und |T'—T,| = \'/vr
in (10.70) wahlt

d—y
m(T —T.,0) = (T, — T) 7 m(—1,0) ~ (T, — T)® (10.73)
und daraus p
p=2"Y5 (10.74)
Yyr
Allgemein erhélt man fiir die Zustandsgleichung
m(T, B) = |T = T.[°m (+1,|T — T.| *B). (10.75)

Das bedeutet aber, dafl Magnetisierungskurven, die bei verschiedenen Temperaturen
gemessen wurden (in der Néhe von T.) bei geeigneter Skalung auf zwei universelle
Kurven, eine fiir T" > T, und eine fiir T' < T,, fallen miissen. Dies ist experimentell
mit grofler Genauigkeit bestatigt.
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Auf ahnliche Weise kann man weitere kritische Exponenten durch yr und yg
ausdriicken

2yT — d
o =
yr
2up —d
y=0 (10.76)
yr

Auch die Korrelationsfunktion mufl ein entsprechendes Skalenverhalten zeigen.
Dabei ist zu beachten, daf sich die Langenskala nach n Schritten der Einfithrung
von Blockspins um ¢ dndert. Auflerdem tritt ein Faktor ¢~2¥2" auf Grund der
Reskalierung der Spins auf. Damit wird

g(r, T = T., B) = XWs=Dg (\"lp, A7 (T — T,), \™¥» B) (10.77)
Fir T'= T, und B = 0 erhélt man daraus (10.45)
n=2+d-2yp (10.78)

und aus B =0, T # T, mit (10.46)

v=—. (10.79)

Damit haben wir alle kritischen Exponenten durch yr, yp und die Dimension d
ausgedriickt. Entsprechend ergeben sich verschiedene Zusammenhange zwischen
diesen, etwa

B=stgi at28+7=2% y=(Q2-nv (10.80)

oder auch solche, die die Dimension d explizit enthalten

a=2—dv; 5:M.
d—2+n

(10.81)
Diese Relationen sind fiir die in der Tabelle angegebenen Werte gut erfiillt, mit
Ausnahme der Werte fiir die Molekular-Feld-Naherung. Hier gelten nur die Rela-
tionen (10.80). Fiir d = 4 wiirden jedoch auch die Relationen (10.81) zutreffen.
Diese Beobachtung hat zu einer systematischen Entwicklung nach € = 4 — d gefiihrt.
Daraus sind die theoretischen Werte (Renormierungsgruppe) gewonnen.
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IV TRANSPORTTHEORIE

11 Lineare Antworttheorie

11.1 Response- und Korrelationsfunktionen

Bisher haben wir vorwiegend Eigenschaften des thermodynamischen Gleichgewichts
untersucht. Diese stellen aber nur einen beschrankten Ausschnitt der inter-
essierenden Phanomene dar. Zur theoretischen Behandlung von Nichtgleichgewicht-
szustdnden gibt es vielfaltige Anséatze, von denen nur zwei andeutungsweise behan-
delt werden konnen.

Die lineare Antworttheorie beschrankt sich auf kleine Storungen aus Gleichgewicht-
szustanden und untersucht die Reaktion des untersuchten Systems auf solche
kleine Storungen. Sie stellt andererseits einen recht allgemeinen Rahmen dar, da
keine Einschrankungen beziiglich der Natur der Storung oder deren zeitlichem und
raumlichem Verhalten gemacht werden miissen, solange diese nur insgesamt klein
sind.

Es seien 714 (r) Dichten von Observablen, beispielsweise Teilchendichte, Stromdichte,
Energiedichte, Magnetisierung und andere. Dazu gehoren konjugierte Felder h4(r,t),
beispielsweise Potentiale, Kraftfelder, Temperaturdifferenzen, Magnetfeld und an-
dere. Das betrachtete System sei durch einen, im allgemeinen zeitabhangigen,
Hamiltonoperator

H=Hy— Z/dgr hoa(r,t) fua(r) (11.1)
A

beschrieben. Dabei sei Hy der Hamiltonoperator des ungestorten Systems, und die
Storungen h4(r, t) seien so klein, dafl man sich auf Storungsrechnung erster Ordnung
beschranken kann.

Wir untersuchen den Erwartungswert einer Dichte ni4(r) zur Zeit t: (na (r,t))n,
falls Storungen vorhanden sind. Die Dichten seien so gewahlt, dafl im Gleichgewicht
(na(r,t))o = 0 ist. Falls die Stérungen hinreichend klein sind, ist

(a(r ) = Z/d3r’ /too At Rap(r — 1 t — ') h(, 1), (11.2)

Dabei haben wir Kausalitit vorausgesetzt und Homogenitdt in Raum und Zeit fir
das ungestorte System. Die Funktionen R 4p5(r—1r/, t—t') nennt man lineare Antwort-
oder Responsefunktionen.

Es sei pp(t) der statistische Operator in Gegenwart der Stérungen. Dann ist
(na(r,t))n = Traa(r) pn(t). (11.3)
Die Zeitabhéngigkeit von py(t) ist durch die von Neumann-Gleichung (3.21)

S on(T) = 7 [H(1), pu(1)] (1.4
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gegeben. Daraus erhalt man, unter Verwendung der zyklischen Invarianz der Spur,
d . —i,
g \a(r,t))n = —=Tr[fa(r), H(t)] pu(t) (11.5)

wobei fiir H(t) (11.1) zu verwenden ist.

Der Satz von Dichten 7n14(r) sei vollstédndig in dem Sinn, daf fiir jede Dichte
i B o
Zlia(r), Hol = Y [ a7 Lac(r = 1) () (11.6)
c

geschrieben werden kann. Der Satz sei linear unabhangig in dem Sinn, dafi die
Zerlegung (11.6) eindeutig ist. Damit wird

G0 = 3 [ € Laclr = r)acr. )y

* S [ @ (a0 act et 0. (L)

Dabei konnen wir, wenn wir uns auf lineare Terme in h beschrianken, fiir den Er-
wartungswert des Kommutators den Gleichgewichtserwartungswert verwenden. Set-
zen wir darin noch (11.2) ein, erhalten wir als Bewegungsgleichung der Response-
funktionen

%RAB(T — T/,t — t/) = Z /dSFﬁAC(T — T_) RCB(f - T',,t - t/)
C

v, .
+o ([ialr), ap(r')]), ot —t'). (11.8)
Die Bedingung der Kausalitat ist Rap(r,t) = 0 fir ¢t < 0. Speziell fiir t — 0" erhalt
man ,
(4 “ ~
Rap(r —1',07) = > {[a(r),np(r)]), (11.9)

Neben den Responsefunktionen untersuchen wir zeitabhangige Korrelationsfunktio-
nen fiir das Gleichgewicht. Dazu ist es zweckmaflig, wenigstens voriibergehend zu
Heisenbergoperatoren beziiglich Hy tiberzugehen (Wechselwirkungsbild). Es sei

na(r,t) = er ot na(r) e it (11.10)
Die zeitabhangige Korrelationsfunktion sei
Cap(r =1t —t") = (alr,t) np(r',t'))
= Chu(r' —rt' —1). (11.11)
Diese Funktion ist im allgemeinen komplex. Damit ist nur
Re Cap(r—r',t —t') = % {Cap(r —r' t =)+ Cralr’ —r,t' — 1)} (11.12)

beobachtbar. Der Imaginarteil ist mit der Responsefunktion verkniipft

Rap(r—r'it—1t') = %@(t) {Cap(r ="t —t) = Chig(r—7";t —¢)}. (11.13)
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Dies sicht man daraus, daf§ diese Relation mit (11.9) fiir ¢ = ¢ erfiillt ist und
auferdem mit (11.10, 11.11) und (11.6) die Bewegungsgleichung (11.8) folgt.

Oft ist es zweckmafig, periodisch veranderliche Felder zu untersuchen. Es sei
hA(’f’, t) _ hAez'(kr—wt)-i-nt + hze—i(k'r—wt)-knt (1114)

wobei 7 klein und positiv sei. Wir betrachten also Storungen, die langsam angeschal-
tet werden. Wir schreiben

(ar, ) = Y {xap(k,w) =Dt by 4 cc | (11.15)
B

und finden durch Vergleich mit (11.2)
xas(k,w) = /d‘q’r/O dt e tkr=w=nt R p(r t) = x4 p(—k, —w). (11.16)

Damit ist xap(k,w) die Fourier-Transformierte der Responsefunktion. Wir teilen
diese Grofe in Realteil dap(k,w) und Imaginarteil aap(k,w) auf

xap(k,w) = dap(k,w) + imaap(k,w). (11.17)

Dann ist, entsprechend (11.16), dap(k,w) = dap(—k,—w) und aasp(k,w) =
—aap(—k, —w).
Betrachten wir nun die Energieinderung auf Grund der Storung. Diese ist

d 0 3.7 5
GO = (H0) == [ b))

= —iwV Y 1l xap(k,w) hp + c.c.

AB

= 7wV Y aap(k,w){h hg +c.c}. (11.18)
AB

Dabei haben wir nur langsam veranderliche Beitrage berticksichtigt und solche, die
mit Frequenz 2w oszillieren, weggelassen. Nehmen wir an, daf3 das betrachtete Sys-
tem thermisch isoliert ist, dann mufl auf Grund des zweiten Hauptsatzes die Entropie
zunehmen. Betrachten wir eine Periode, so ist beziiglich der verbleibenden Zus-
tandsvariablen, der Felder, der urspriingliche Zustand wiederhergestellt, und damit
muB £ = TS > 0 gelten. Damit muB aber die Matrix mit Elementen wa p(k,w)
positiv semidefiniert sein und speziell wa4(k,w) > 0 sein.

Betrachten wir nun die Fourier-Transformierte der Korrelationsfunktion
Cap(k,w) = / d3r / dt e=ir=0 ¢ 1), (11.19)

Aus (11.11) folgt dann
Cap(k,w) = Cpa(k,w). (11.20)

Zur Berechnung der Korrelationsfunktionen konnen wir eine beliebige statistische
Gesamtheit wihlen, beispielsweise die kanonische. Dann ist mit (11.10, 11.11)

Cup(r,t) = Z ' Tre G- #0H0 (1) e 750 1y 5(0). (11.21)
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Betrachten wir komplexe Zeiten, dann ist Cyp(r,t) fir 0 > Smt > —ph ana-
lytisch und auf Grund der Invarianz der Spur gegeniiber zyklischer Vertauschungen

Smt .
Cap(r,t —ihp) = Cpa(—r,—t)

Rt = (). (11.22)
1 inp Deformieren wir den Integrationsweg in (11.19)
entsprechend der nebenstehenden Figur, er halten

wir als weitere Symmetrierelation mit (11.20)
Cap(k,w) = ™ Cpa(—k, —w) = ™ C45(—k, —w). (11.23)

Damit ist aber
1 s ‘

Chak,w) = 5{1+e el Cap(k,w) = (Chp(—k, —w)) (11.24)

und die Fourier-Transformierte dieser Grofie ist reell. Sie ist gleich dem Realteil der
Korrelationsfunktion (11.12).

In Systemen mit Invarianz beziiglich Bewegungsumkehr (Zeitspiegelung) und Raum-
spiegelung (r — —r) findet man eine weitere wichtige Symmetrie. In einem solchen
System gilt

Re Cyp(r,t) = TatpRe Cyp(—r, —t)
= TATB@%@OBA(T, t). (11-25)

Dabei ist 74 = £1 die Paritat der Dichte ny4 beziiglich Raum- und Zeitspiegelung.
Daraus folgt aber auch mit (11.24, 11.20)

Cap(k,w) = TatChL gk, w). (11.26)

Setzen wir dies zusammen mit (11.19, 11.13) in (11.16) ein, erhalten wir

1 rdo 1 1
kyw)=—— — - —— 3 Cup(k, o 11.27
Xan(k,w) h/) 2m {w—w’+i'r; TATBw—l—w’—l—z’n} ap(k, o) )
und mit (11.20)
Xap(k,w) = TatpxBA(k,W) (11.28)

und daraus, mit (11.16), erhalten wir die Onsager-Relation
RAB(T,t) = TATBRBA(T, t). (11.29)
Ein Beispiel dieser Relation hatten wir bereits kennengelernt, namlich daf der ther-

mische Ausdehnungskoeffizient einerseits die Volumenénderung bei Anderung der
Temperatur angibt (6.62)

aTy = (g;) __b <a_ﬁ> (11.30)
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andererseits aber auch die Energieinderung bei Druckénderung (6.63)

ol = — 20 <3—5> S (a—E> | (11.31)
V \Op ToN vV \op ToN

Dabei sind die jeweiligen Feld-Observable-Paare Druck und Volumen bzw. relative
Temperaturinderung und Energie. Ein weiteres Beispiel ist die Ubereinstimmung
von Thermokraft und Peltier-Koeffizient. Dabei sind Spannung-Strom bzw. wieder
Temperatur-Energie die zugehorigen Paare.

Falls in (11.26) 74 = 7p ist, ist Cap(k,w) reell, und man kann aus (11.27) Real- und
Imaginarteil ablesen. Dazu verwenden wir

.
e 1 _ w—w P 1
w—w+in  (w—w)2+n2n—-0 w—w
1 _
Sm = 7 — —m(w — W'). (11.32)

w—w +in  (w—w)?+n?n-0

Der Grenzwert des Realteils wird tiblicherweise als Hauptwert bezeichnet. Mit
(11.17, 11.27) findet man

ann(k,w) = 5 {Can(h,w) — Cank, ~)}
1

=5 (1= e™) Cap(k,w) (11.33)

und auflerdem L
dap(k,w) = fdw’ M (11.34)

W —w
&), "(w) Dieser Zusammenhang zwischen dispersivem

und dissipativem Anteil der Responsefunktion
ist als Kramers-Kronig- oder Dispersions-
Relation bekannt.  Ein bekanntes Beispiel
dafiir ist die Frequenzabhéangigkeit der

Dielektrizitatskonstante und des  Absorp-
j\ J\ tionsvermogens.  Beide sind schematisch in

nebenstehender Figur gezeigt.

11.2 Transportgleichungen

Wir wollen jetzt die Responsefunktionen im makroskopischen Bereich, also fiir kleine
Wellenzahlen k£ und Frequenzen w, jeweils verglichen mit atomistischen Grofien,
untersuchen.

Ausgangspunkt ist die Relation, die man durch Kombination der Bewegungsgle-
ichung (11.8) und der Fourier-Transformation (11.16) erhélt

—iw xap(k,w) ZEAC xces(k,w) = Kap(k). (11.35)
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Dabei ist Kap(k) die Fourier-Transformierte des Erwartungswertes des Kommuta-
tors in (11.8), und

Lac(k) = / Bre ™ Lao(r). (11.36)

Die “Reichweite” von La¢(r) ist von der Grofenordnung der Reichweite der Wech-
selwirkung, also mikroskopisch. Fiir kleine k£ kann man damit £4¢(k) entwickeln

Lac(k) = Lac — ikLye + . .. (11.37)

Den ersten Koeffizienten erhélt man aus (11.6)

—% [/d3TﬁA(T>aHO} = ;LAc/d37“ﬁC(7’)

= _E[A’ Hy). (11.38)

Ist die Observable A, deren Dichte 714 ist, eine ErhaltungsgroBe, verschwindet damit
Lac, und der fithrende Term in der Entwicklung (11.37) ist der zweite Term, der
proportional zu k ist.

Ein einfaches Beispiel fiir eine erhaltene Grofle ist die Teilchendichte (n(r,t)). Diese
geniigt der Kontinuitatsgleichung

< ol 1)) = -5, 1) (1139)

wobei j(r) die Teilchenstromdichte ist. Damit erhélt man
Lo (r—1)==V&(r—r);  Lyk)=ik. (11.40)

Fiir die weitere Untersuchung verwenden wir eine Matrixschreibweise, in der wir
erhaltene und nicht erhaltene Grofien besonders kennzeichnen, also etwa fiir

'Ce £6?’1,
L= < i ) (11.41)

und entsprechend fiir y und K. Falls nur eine erhaltene und eine nicht erhaltene
Grofle existiert, haben wir 2 x 2 Matrizen. Damit wird (11.35)

Ee +w ‘ Een Xe ‘ Xen _ ICe ’Cen
< £ne ‘ £n+lw ) ( Xne ‘ Xn ) o ( ,Cne lCn > (1142>

Fiir kleine Frequenzen w kann man w gegen L,, vernachlassigen und erhalt fiir y,

(Le(k) +iw) xe(k,w) = Ke(k) (11.43)

mit
Ee(k) = Le(k) - £en(k) Er_zl(k) Ene(k) (1144)

und
Ke(k> = ‘Cen<k> ‘cgl(k) Kne(k) - ’Ce(k) (1145)



Dabei ist £ (k) das Inverse von £, (k) im Unterraum der nicht erhaltenen Grofien.

Die Berechnung von L(k) und K.(k) ist auch fiir eine kleine Zahl von erhaltenen
Groflen, im einfachsten Fall nur einer (Diffusion, Warmeleitung), schwierig, da die
Zahl der nicht erhaltenen Dichten grof ist und damit die exakte Berechnung von
L£;'(k) nicht méglich ist. Man kann jedoch versuchen, £ (k) und K. (k) mit Grofen
der Statik in Verbindung zu bringen. Aus (11.27) folgt mit (11.23) fir hw < 3

/

_— 11.4
Xap(k,w) 5/ 2m w’—w—mCAB(k ) ( 6)
und speziell flir w =0
dw’
Xan(k,0) = 8 / = Caplk,w) = BCas(k,t = 0) (11.47)

und falls auch k& = 0 ist

xap(0,0) = 5/d3TCAB(7”7 0) = §{<AB> —(A)(B)}
_ BoA)
= Vo (11.48)

Damit ist diese Grofle auf Fluktuationen im Gleichgewicht oder auf Materialkon-
stanten im Sinne von Abschnitt 6.4 zuriickgefiihrt.

Fiir grofle w erhalt man

Xap(k,w) — — é 5. ’CAB(k,w')
_ 5 . o= Pac..
= =Cplk,t=0) = Z,w/O dt C (k. t). (11.49)
Dabei ist d _
A A ? ~
’n,A(T, t) = &'HA(T, t) = ﬁ[Ho,nA(T, t)] (1150)

Falls A und B erhaltene Groflen sind, gilt eine Kontinuitédtsgleichung

) =~ 5 Vuia 1151

und (11.49) wird fiir kleine k

xan(k,w) — % g/; Kok /0 Tt / Pr(Gaa(r, £)j55(0,0)). (11.52)

Setzt man dies in (11.43) ein, erhélt man fiir kleine k

Kan(k ﬁZk kg/ dt/d r(aa(r,t)j55(0,0)). (11.53)

Damit hat man K4p(k) durch Strom-Strom-Korrelationen ausgedriickt. Diese sind
zwar keine Materialkonstanten im frither gebrauchten Sinn (Abschnitt 6.4), aber
man kann sie oft durch mittlere freie Weglédngen oder ahnliche Groflen ausdriicken.
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Betrachtet man (11.43) fiir w = 0, erhélt man

ZEAC XCB /C 0) ]&AB(/C) (11.54)

und kann daraus mit (11.47) £ac(k) fiir kleine k& bestimmen.

Wir wollen dies zunachst am Beispiel der Diffusion tun. In diesem Fall ist die Dichte
die einzige erhaltene Grofle. Aus (6.78) und (11.48) findet man mit ng = N/V

x(0,0) = nl Ky (11.55)
und mit (11.53) und (11.54)
L(k) =k>D (11.56)
mit ]
= [t [ Erjrt)] 11.
e ] 4 Prlien0.0) (11.57)

wobei Isotropie vorausgesetzt wurde.

Nimmt man an, daBl die diffundierenden Teilchen mit einer mittleren
Geschwindigkeit v fliegen und im Mittel nach einer Zeit 7 stoflen und damit ihre
Richtung andern, erhalt man

v’ T 1 4
~ — L~z 11.58

37’L0k’BT,‘{T 3U T ( )
wobei im zweiten Ausdruck die Kompressibilitat eines idealen klassischen Gases

eingesetzt wurde.

Fiir die Responsefunktion erhalt man schliefSlich fiir den betrachteten Fall der Dif-
fusion

2 2
_ngkr Dk
x(k,w) = DR+ (11.59)
oder 5
{5 - DA} R(r,t) = —n2 kp D AS(r) §(t). (11.60)

Hat man eine inhomogene Dichteverteilung, so entwickelt sich diese ohne Einflufl
eines aufleren Feldes entsprechend der Diffusionsgleichung

a . .
a(n(r, t)) = DA(n(r,t)). (11.61)

Ein weiterer wichtiger Spezialfall ergibt sich fiir einen stationéren Strom, den man
durch eine konstante Kraft f erhélt. Dann ist h(r) = —f - r, und aus der Konti-
nuitatsgleichung und (11.60) erhélt man

(j) = n2kpDf = of. (11.62)
Denkt man an geladene Teilchen und Krafte auf Grund elektrischer Felder, dann ist
o die Leitfahigkeit.

Ganz entsprechend kann Schallausbreitung und Dampfung behandelt werden. Dazu
betrachten wir Teilchendichte und Teilchenstrom als erhaltene Grofien. Dann ist
(11.55)

xan(0,0) = nd ki (11.63)
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und (11.49, 11.43)
Kns(k) = Kyn(k) = BC ,(k, t = 0) = —ikCrs(k, t = 0)
., Mo
= —ik—. 11.64
zk:m (11.64)

Dabei wurden der Zusammenhang zwischen Stromdichte und Impulsdichte j(r) =

%ﬁp und der Gleichverteilungssatz (p?) = %kBT benutzt. Auflerdem ist
Knn(k) = BCyy(k,t=0) =0 (11.65)
und (11.40)

Entsprechend der vorherigen Rechnung kann man eine Diffusionskonstante fiir den
Teilchenstrom (erhalten) definieren, und dann ist (11.56)

Lys(k) =k Dj. (11.67)
Aus (11.54) erhdlt man
ZJN(k’) xnn(0,0) = Ia]N
vk

= —ikc (11.68)
mng KT

Lin(k)=—

wobei ¢ die Schallgeschwindigkeit ist.

Setzt man diese so gewonnenen Groéfien in (11.43) ein, erhdlt man
ikXJN(k, w) + iw XNN(ka u)) =0
—ik A xan (b, w) + (KD + i)y (b w) = —ik2 (11.69)
m
und damit beispielsweise

(k2 + iwkDy — Wb nn (kb w) = K*22 (11.70)
m

Entsprechend (11.61) kann man diese Gleichung wieder in eine partielle Differential-
gleichung fiir die Dichte umschreiben. Betrachten wir speziell eine Anfangsverteilung
der Dichte

(A(r,t = 0)) = dne™ (11.71)

dann erhalt man fiir ¢ > 0
(A(r 1)) = e“* 2R (= 0)) (11.72)

also eine Welle, die sich mit der Schallgeschwindigkeit ¢ ausbreitet und gedampft
ist, mit einer Dampfungskonstante 1D k*.
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11.3 Inelastische Streuung

Eine wichtige experimentelle Methode zur Bestimmung von Elementaranregungen
und ganz allgemein zur Bestimmung der Dynamik von kondensierter Materie im
mikroskopischen Bereich ist die inelastische Streuung von Neutronen, Licht, ~-
Quanten oder Elektronen an Materie. Dabei werden Teilchen mit einem Wellen-
vektor k; auf eine Probe geschossen, und es wird die Wahrscheinlichkeit gemessen,
daB sie mit einem Wellenvektor k¢ die Probe verlassen. Dabei iibertragen sie einen

Impuls
hk = h(k; — ky) (11.73)

und eine Energie
hw = e(k;) — e(ky). (11.74)

Die Wechselwirkung zwischen gestreuten Teilchen und Materie sei schwach, so dafl
man sie in erster Bornscher Naherung behandeln kann. Die Streuwahrscheinlichkeit
ist dann

W(ky, ki ZP (ks |V Wik |* 6 (Ey — E; — hw). (11.75)

Dabei sind 1; und ¢ Elgenzustande der Probe zur Energie F;, bzw. Ey und F; sind
die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten des Zustandes 1; im Gleichgewicht. V' ist
die Wechselwirkung.

Die Ubergangsamplituden sind fiir eine lokale Wechselwirkung V = bn(r) zwischen
gestreutem Teilchen und Teilchen der Probe (Neutronenstreuung)

(Vikp|V[hiki) = b/d?’?“ e " RTROT (4 R (1) [a)y). (11.76)

Die ¢-Funktion schreiben wir in ihrer Fourier-Darstellung
5(E; — B, — /dt s e (11.77)

Damit erhalt man

2
kf7 ZPb /d3 d3 ! fmr r /dtelwt

(Wilem ™ ar) e 7P i) (W () ) (11.78)

wobei b die Streuamplitude fiir ein Teilchen ist. Nun kann man £; und Ey im ersten
Matrixelement durch Hj ersetzen und erhélt mit (11.10) den Heisenbergoperator
n(r,t). Die Summe tiber f geht iiber ein vollstdndiges System, und die Summe tiber
1 mit den Wahrscheinlichkeiten P; liefert den Gleichgewichtserwartungswert. Dies
ergibt aber gerade die zeitabhingige Korrelationsfunktion, und mit (11.19) erhélt

man
2

Wi(kys, ki) = %VC(K,W) (11.79)

Damit hat man aber eine Methode, die zeitabhangige Dichtekorrelationsfunktion
oder deren Fourier-Transformierte direkt zu messen.
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12 Kinetische (Gleichungen

12.1 StoBle in der kinetischen Beschreibung

Ein anderer Zugang zu Transportvorgangen ergibt sich fiir verdiinnte, schwach wech-
selwirkende Gase. Dabei sei der Begriff des Gases so verstanden, wie dies in Ab-
schnitt 8 geschehen ist, es seien also etwa auch Elektronen in Metallen und Halbleit-
ern oder Phononen in Kristallen betrachtet.

Das betrachtete System sei in fiihrender Ordnung durch freie Teilchen beschrieben,
die Wechselwirkung der Teilchen untereinander sei als klein angesehen

H=Hy+W. (12.1)

Fiir die Eigenzustdnde zu Hy benutzen wir die Besetzungszahldarstellung (Abschnitt
8.1)

Hol{n}) = Egmyl{n}). (12.2)
Zur Berechnung der Zeitabhangigkeit des statistischen Operators benutzen wir die
Master-Gleichung (5.36)

d =4 o o
=P (1) = D Wiy im) (Bpmy (8) = Py (8) (12.3)
{m}
mit 5
m
Winpm} = 33 [ W )P 6 (Epny — Egmy ) - (12.4)

Es seien €, und |v) die Einteilchenenergie bzw. -zustédnde. W sei eine Zweiteilchen-
wechselwirkung. Betrachten wir einen Beitrag zu (12.4), bei dem ein Teilchen aus
einem Zustand k in einen Zustand g und ein Teilchen aus A nach v gestreut wird.
Dann gilt

= W/ (1 £ 1,) (1 £ n,) .1, (12.5)

mit

Wopier = (vl W[, (12.6)
Das Auftreten der Wurzeln aus Besetzungszahlen in (12.5) kann man dadurch
erkléren, dafl der Absolutbetrag von (12.5) die Wahrscheinlichkeit des oben disku-
tierten Streuvorgangs darstellt. Die Wahrscheinlichkeit, dafl ein Teilchen aus einem
Zustand k gestreut wird, sollte proportional zur Zahl der Teilchen in diesem Zu-
stand sein, also proportional zu n,. Dies ist durch das Auftreten von /n, und

entsprechend von /ny in (12.6) gewéhrleistet. Die Faktoren \/ (1£n,)(1£n,)

ergeben sich fiir Bosonen (+ Zeichen) aus der Forderung, daB W hermetisch ist.
Fiir Fermionen (- Zeichen) sind sie Ausdruck des Pauli-Prinzips.

Es sei
fu(t) = Tra, p(t) (12.7)
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die mittlere Besetzungszahl im Zustand v zur Zeit ¢. Im Gleichgewicht gilt (8.34)

1
eq _
fy - eﬁ(eu_ﬂ) - 1 (128)
und
(Pl -+ Yeq = fLAf50 - (12.9)
Wir wollen nun annehmen, daf§ wir auch im Nichtgleichgewicht
Tra,ng, - p(t) = fu(t) fu(t)--- (12.10)

wenigstens naherungsweise erhalten. Dies ist eine zuséatzliche Annahme zur
Giiltigkeit der Master-Gleichung, und dies ist die grundlegende Naherung der kinetis-
chen Beschreibung. Sie 148t sich in der Nahe des Gleichgewichts und fiir schwache
Wechselwirkung rechtfertigen. Unter dieser Annahme koénnen wir (12.3) in eine
Bewegungsgleichung fiir die mittleren Besetzungszahlen umschreiben

d
3 /(1) =1L.@) (12.11)
mit
(1) = " ws { (1 £(8) (1 £ fu(t)) £ult) f(1)
MR
~ £ LD £ L) (1£ A0)] (12.12)
und 5
Wy pex = h—72T|WVW,\|25(eV + €, — €, —€)). (12.13)

Entprechend kann auch ein schwaches duBere Potential V'(r) behandelt werden.
Hierfiir erhélt man ein “Stoffintegral”

L) =Y v, { (1 £ £.0) fu(8) = £ (1 £ £u()) } (12.14)

mit 5
™
Vyp = ﬁmuy?a(ey —€). (12.15)
Wegen der Energieerhaltung in (12.13) und (12.15) ist die Besetzungswahrschein-

lichkeit des Gleichgewichts (12.8) eine stationdre Losung von (12.11), wie man leicht
verifiziert. Falls Impulserhaltung gilt, ist

Wy pr ™~ 5(pl/ =+ Pu —Px — pA) (1216)

und
1

- eﬁ(eu*ﬂfvpu) :F 1

f4B, p,v)

ist auch eine stationare Losung mit einer mittleren Driftgeschwindigkeit v. p, ist
der Impuls eines Teilchens im Zustand v. Falls weitere Erhaltungssatze gelten, hat
man entsprechend allgemeinere stationare Losungen. Es 148t sich zeigen, daf dies
die einzigen stationdren Losungen sind.

(12.17)
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Auf Grund der Erhaltungsitze in den Ubergangswahrcheinlichkeiten erhilt man
Relationen fiir bestimmte Integrale (Summen) des Stoffiintegrals:

ML) =0 (12.18)
e l(t)=0 (12.19)
S p L) =0 (12.20)

wobei die letzte Relation nur gilt, falls (12.16) erfiillt ist. Obige Gréfien nennt man
StoBinvarianten.

Fiir kleine Abweichungen vom Gleichgewicht oder einer stationdren Losung
entsprechend (12.17)

fo@®) = 90 ) + 9.(0) (12.21)
kann man (12.11) linearisieren und erhélt
d — —
I

wobei w,, aus (12.11) zu berechnen ist. Man sieht sofort, da§ >, g,(t) = 0 sein
muf.

Eine weitere Vereinfachung erhélt man unter der Annahme, dafl die w,,, fiir alle pv
gleich sind, dann ist namlich

d 1

&gu(t) = —;g,,(t) (12.23)

und 7 ist eine mittlere Zeit zwischen Stoflen. Diese Ndherung ist als Stofizahlansatz
bekannt.

12.2 Boltzmann-Gleichung

Die Uberlegungen des vorangehenden Abschnitts kann man auf raumlich langsam
veranderliche Situationen verallgemeinern. Dazu bildet man aus den Einteilchen-
zustanden Wellenpakete mit einem mittleren Impuls p, lokalisiert am Ort r. Etwas
einfacher sind die Uberlegungen im klassischen Grenzfall, wo von vorneherein Ort
r und Impuls p eines Teilchens angegeben werden kénnen. Man benutzt also die in
(8.12) eingefiihrte Dichte im p-Raum

flp,r.t) = /d3Np d*q 37 6(r — ¢)d(p — pi)Pr(g.p,1). (12.24)

Die Hamiltonfunktion Hy sei

Hy=Y {QP; + v(qi)} (12.25)

(2

und V(r) sei langsam verdnderlich. Dann erhdlt man, zunéchst unter Ver-
nachléassigung der Wechselwirkung W und moglicher schnell verédnderlicher Anteile
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von V(r), aus der Liouville-Gleichung (3.10) 22 = — > {9292 _ SHLIPY 1t (12.25)

Op Oq dq Op
und (12.24)
0 1
5/ (1) = {—Ep -V, +VV(r)- Vp} f(p,r,t). (12.26)

Dieses Resultat erhilt man aber auch im quantenmechanischen Fall, falls V' (r) und
f(p,r,t) als Funktionen von r hinreichend langsam verénderlich sind.

Die Behandlung der Wechselwirkung kann man direkt vom vorhergehenden Ab-
schnitt iibernehmen. Die Ubergangswahrscheinlichkeit (12.16) wird im klassischen
Grenzfall

w(p1, 715 P2, 725 P3, T35 P4, 1) = w(p1 — pa) 2m O(pT + ps — p3 — pi) X
X3(p1 + P2 —p3 — pa)d(ry —1r2)0(ry — r3)d(ry —ry)  (12.27)

wobei Kurzreichweitigkeit der Wechselwirkung und Impuls-und Energie-Erhaltung
vorausgesetzt wurden.

Addiert man nun die Stofiprozesse zu (12.26), erhélt man die Boltzmann-Gleichung

{gt + 1p v, — VV(r)- v,,} Fp.r,t) = I(p,r,t) (12.28)
mit
I(p,r,t) /d3p v(p —p') 2mé(p* — p”?)

{0+ for ) F@ 7 t) = For ) (1 F0 7)) |

+ /d3p1d3p2d3p3 w(p —p1)d(p +p1 — p2 — p3)
2m o(p® + pt — py — p3)
{(1£ £, D) (1£ f(pr.7,0) F(po,, 8) f (D37 )
—fpr O f(prr (1 f(poyr ) (1£ fpsms1)) ) (12:29)

wobei im klassischen Grenzfall f(p,r,t) < 1 ist. Obige Gleichung gilt aber auch
im quantenmechanischen Fall, solange die Ortsabhangigkeiten hinreichend langsam
sind.

Das StoBintegral I(p,r,t) ist lokal in r. Dies bedeutet aber, dafl es fiir eine lokale
Gleichgewichtsverteilung

1
Jea(p; B(r,t), u(r, 1)) = ; (12.30)
5r) (B2 +V () -n(r))
e F1
oder, flir Impulserhaltung
1
fea(p; B(r,t), p(r, t), v(r, 1)) = : (12.31)

. (m)( V()= (r,t)—v(r,t)p) .

verschwindet. Man erwartet also, dafl ein beliebiger Anfangszustand f(p,r,t=0)
rasch, in einer Zeit der Groflenordnung der mittleren Stofizeit 7, gegen eine
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Verteilung relaxiert, die nur noch wenig von einem lokalen Gleichgewicht abweicht.
Beziiglich dieser Abweichung kann man, wie gehabt, linearisieren und erhalt letztlich
ein gekoppeltes Gleichungssystem fiir die lokale Temperatur 3(r,t), das chemische
Potential p(r,¢) und die Geschwindigkeit v(r,¢). Diese Gleichungen sind vom Typ
der Transportgleichungen, aber man ist nicht auf kleine Abweichungen vom Gle-
ichgewicht beschrankt, lediglich die Gradienten der Abweichungen miissen klein sein.
Die in diesen Gleichungen enthaltenen Materialkonstanten stimmen mit denen des
Gleichgewichts iiberein, die Transportkoeffizienten, etwa Warmeleitfahigkeit oder
Viskositat, konnen beispielsweise mit Hilfe des Stofizahlansatzes berechnet werden.

Das erwartete Streben in ein Gleichgewicht ist ein irreversibler Vorgang, der mit
einer Zunahme der Entropie verkniipft sein sollte. Wir kénnen eine Entropiedichte

s(r.t) = —kp [ & fp7.8) 0 f(p 1, 1) (12.32)

definieren. Mit (12.28) erhélt man

2s(r,t) = —kB/d3p(lnf(p,r,t) —1—1) 0 fp,r,t)

ot ot
— _kB/d?)p(le(pﬂ“vt) +1)

{(— V. L vV Vp>f(pmt) +I(Pﬂ“vt>}

= -V 'js(ﬁ t) + (2 S(Ta t)) (1233)
at diss
mit einem Enropiestrom
Jolr,t) = =k [ oL f (o) n (1, 0) (12:34)
m
und P
_ 3
(a s(r, t))diss = —kB/d P (ln flp,r t)+ 1)I(p, r,t). (12.35)

Dabei wurde
/d3p (ln f(p,rt)+ l)fo(p, r,t) = /d?’pvp(f(p, r,t) In f(p,r, t)) =0 (12.36)

benutzt. Integriert man (12.33) {iber das gesamte Volumen, erhélt man die zeitliche
Anderung der gesamten Entropie. Dabei verschwindet das Integral iiber Vis(r,t),
und es bleibt nur der Beitrag des dissipativen Anteils iibrig, der durch das Stofinte-
gral gegeben ist. Eine Rechnung entsprechend (5.36) zeigt, dafl dieser Beitrag > 0
ist.

12.3 Kontinuitatgleichung, Diffusion, hydrodynamische
Gleichungen

Als Beispiel fiir die Herleitung von Transportgleichungen betrachten wir zunchst
Diffusion in Gegenwart von Streuzentren, alo eine Situation, in der nur Teilchen-
zahl und Energie erhalten sind. Damit gilt nur (12.18) und (12.19). Der langsam
verdnderliche Teil des Potential in (12.28) sei V(r) = 0.
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Die Dichte ist

n(r,t) = /d3pf(p7 rt). (12.37)
Mit (12.28) erhélt man die Kontinuitatsgleichung

9 .

5% n(r,t)+V-j(rt)=0, (12.38)

wobei der Beitrag des Stoflintegrals, (12.18), verschwindet. Die Stromdichte ist
dabei

j(r,t) = /d?’p% f(p,rt). (12.39)

Fiir den Strom erhélt man mit (12.28)

o0 . 1 2 3
a]a(ri t) + E % vﬁ Qaﬁ(ra t) + %VQ’RE(T, t) - /d ppal(p7 r, t) . (124())

Dabei ist die Dichte der kinetischen Energie

2
nu(rt) = [ &2 f(prt) (12.41)

und die Impulstromdichte

1 2
PaPp — _504 p
Qualrt) = [ ap PSP f(p,r.1). (12.42)

Fiir eine Gleichgewichtsverteilung der Form (12.30) ist jeq = 0. Mit einer Aufteilung
fp,rt) = feq(p; B, pt) + g(p,7,t), entsprechend (12.21), kann man in (12.39) die
Verteilung f(p, r,t) durch g(p,r,t) ersetzen. Benutzt man noch den Stofizahlansatz
(12.23), erhélt man fiir die rechte Seite von (12.40)

1

/dgppaf(p, rt) = ——Jalr,t). (12.43)
T

Wir sind an langsamen Veranderungen auf einer Zeitskala > 7 interessiert und

kénnen damit 0j(r,t)/0t gegeniiber j(r,t)/7 vernachlésigen. Vernachléssigen wir

auch noch Q,g(r,t), erhalten wir aus (12.40)

i(rt) = —;—;vnm, . (12.44)
Fiir Qup(r,t) kann man eine entsprechende Rechnung durchfiiren. Im Gleichgewicht
verschwindet Qg = 0 und der, (12.44) entsprechende, Ausdruck enthalt zwei
Ortsableitungen. Damit ist Q,p(r,t), fiir die uns hier interessierenden raumlich
langsamen Variationen, vernachlassigbar.
Im klasischen Grenzfall und fiir konstante Temperatur kann man die Energiedichte
durch

np(r,t) ~ 3kgT n(r,t) (12.45)

ersetzen. Damit wird
j(r,t) = =D Vn(r,t) (12.46)
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wobeil die Diffusionskonstante durch

(12.47)

gegeben ist. Setzt man dies schliefllich in (12.38) ein, erhélt man die Diffusions-
gleichung

0
5 n(r,t) — DAn(r,t) =0. (12.48)
Eine entsprechende Rechnungen fiir die Energiedichte liefern die Warmeleitungs-
gleichung.

Falls auch der Impuls erhalten ist, alo fiir Gase oder Fliissigkeiten, verschwindet das
StoBintegral in (12.40)

/d3ppa I(p,r,t) =0 (12.49)
und die lokale Gleichgewichtsverteilung (12.31) enthélt eine lokale Geschwindigkeit
v(r,t), von der wir annehmen wollen, dafl sie klein ist gegeniiber der mittleren

Teilchengeschwindigkeit. Wir fithren p = p — muv(r,t) als neue Variable ein und
erhalten als lokale Gleichgewichtsverteilung

1
P00(&ntrn)

fea(p, B(r,t), u(r; 1), 0(r, 1)) ~ = Jfea(D, B(r, 1), p(r, 1)) (12.50)

Fl
Mit
G5 7,1) = fealorst) = f(mort) + 1) (1251)
ist
Jolrit) = valr On(rt) + [ B 5ag(, 1) (1252)

wobei der zweite Term vernachléassigt werden kann. Entsprechend ist

Qop(r,t) = muy(r,t)vg(r,t) n(r,t) + Qag(r, t) (12.53)
mit
~ 3~ ﬁaﬁﬂ - %5aﬂﬁ2
Qualrt) = [ A% PP 308 (). (12.54)

Mit der Boltzmann-Gleichung erhélt man dafiir
J - 3~ DaDg — 500s0"
aQaﬁ(ﬁ t) + /d pT ;pvvvf(l% r,t)

S = 15 =2
~pap - _504 p T/~ 1 ~
_ /d%%](p, rt) = —=Qus(rt),  (12:55)

wobei der Stoflzahlansatz verwendet wurde. Fiir langsame Vorgange kann man die
Zeitableitung gegeniiber der rechten Seite vernachlassigen. Auflerdem kann man nun
f(p,r,t) durch das lokale Gleichgewicht (12.50) ersetzten, und erhélt

Qap(r,t) = = Naprs Vvs(r, ) (12.56)
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mit den Viskositaten

= 1 ~2
- Palp — _604 ) L ~ ~
Noins = 76 [ AP IZ py fu(B) (1 fua(P)). (12.5)

wobei aufgrund der Isotropie einige Komponenten verschwinden.

Bevor wir dies in (12.40) einsetzten, kénnen wir die Energiedichte durch den Druck
ersetzen np(r,t) = 2P(r,t) und die Kontinuitétsgleichung (12.38) benutzen. Damit
erhalten wir schliellich aus (12.40) die Navier-Stokes-Gleichung

%V(T, t) + (V(T, t) - grad)v(r, t) — puAv(r,t) — Agrad (div v(r, t))

1
— —_ —  _orad P(r.t 12.58
() grad P(r, ), ( )

die die grundlegende Gleichung der Hydrodynamik darstellt. p und A sind die nicht
verschwindenden Komponenten der Viskositét.

Damit haben wir, wenigsten im Prizip, gesehen, wie man makroskopische Trans-
portgleichungen aus einer mikroskopischen Theorie erhalt.

kookokokokoskoskosk skokoskokokokokoksk
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