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C. Kittel: Quantum Theory of Solids (John Wiley / Oldenurg)

O. Madelung: Fesrkorperthheorie [+11 (Springer)

J. Ziman: Electrons and Phonons (Oxford Clarendon Press)
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F. Wegner: Theoretische Festkorperphysik (Skriptum)

2 Zieleund Methoden

Festkorper:

Kristalle (ideal, gestort, ungeordnet, polykristallin)

Glaser, Polymere, amorphe Substanzen

Niedrigdimensionale Systeme (Schichten, quasi-eindimensional e Systeme)
M esoskopische Systeme

Flissige Kristalle, Gele ...

Eigenschaften:

Mechanisch (Elastizitat, Plastizitat, Harte, Sprodigkeit, Ultraschall)

Optisch (Transparent, absorbierend, reflektierend ...)

Elektrisch (Isolator, Ferroelektrikum, Halbleiter, metallischer Leiter, Supraleiter)
Magnetisch (Diamagnet, Paramagnet, Ferromagnet, Antiferromagnet, Spinglas)
Thermisch (Spezifische Warme, Warmel eitung)

Phasenumwandlungen (Schmel zen, Erstarren, magneti sche Phasenumwandlung ...)
Oberflachen, Grenzflachen, mesoskopische Systeme, Defekte (Farbzentren) ...

Theorie:

Quantenmechanik (nichtrelativistisch)

Statistische Physik (klassisch und quantenmechanisch, Transporttheorie)
Spezielle Modelle zur Beschreibung von Teilaspekten

Vereinfachungen, |dealisierungen

Kristallsymmertien (Translationen)

Zeitskalen (Elektronen ~ 1071¢ sec, lonen ~ 10713 sec, Transport 1 ---107° sec)
Tiefe Temperaturen (Schwach wechselwirkende Quasiteilchen)




3 Beschreibungidealer Kristallstrukturen

3.1 Gitter

Periodische Anordnung
identischer Objekte.

Gittervektor:
. 3
R, = Z Mo Qo (3.1
a=1

n;o Qanzzahlig

Basisvektoren: d; dy ds

Beachte: Die Wahl der
Basisvektoren ist nicht
eindeutig, in nebenstehender
Figur ist z.B. a'y = dy — ay
auch moglich.

Voronoi Zellen (fur eine beliebige Menge von Punkten in d-dimensionalem Raum):
Zelle Z; um Punkt am Ort R; sodai3fur aller” € Z;: |F— R;| < |F'— R,| furalle ¢ # .

Primitives Gitter: Jede Voronoi Zelle hat die gleiche Form und Orientierung.
Siewird als Wigner-Seitz Zelle bezeichnet.
Volumen der Wigner-Seitz Zelle: v = |d; - dy X 3]

Deckoperationen: Trandlationen um Gittervektor, Spiegelungen, Drehungen.

Nichtprimitives Gitter: °
Beispiel hexagonales Gitter. Es ent-

spricht einem primitiven Gitter mit zwei
Punkten pro Elementarzelle.

Deckoperationen: Trandlationen um I
Gittervektor, Spiegelungen, Drehungen,

zusatzlich Gleitspiegelungen ...

Beispiel NaCl-Struktur:
o [ a Zwei Atome pro Elementarzelle.

Allgemein:
o (@) [ (@) Gitter mit L Atomen pro
Elementarzelle 1 141002
Position eines Atoms “/¢” in der Zelle“:":
3
RM = Z nm Efa —+ §g (32)
a=1



Beispidl:
Kubisch flachenzent-

riertes Gitter (dichteste
Kugel packung)

kubisch
tes Gitter

raumzentrier-

3.2 Bragg Streuung, reziprokes Gitter

Typischer Wert firr Gitterkonstante ~ 0.3---1nm = 3---10A
Streuung von Licht () oder Teilchen zur Bestimmung der Kristallstruktur

100
A [nm]
10

1.0 .
0.1 .
0_01 1 1 1 1 1 1 1 1
01 1 10 100 1 10 100 1 10 100
meV eV KeV
| I I |
1 10 100 1000 °K E(K)
Elastische Streuung an einem Potential:
Energieerhaltung:
h2k2 h2k/2
2m - 2m
R -, Quelle
k| = [k'] (3.6)

Einlaufende Welle

o(7) = eF7

—
..... .ﬁ_. —
(3.7)

Wellenlange A und Wellenvektor &

A= —= (3.3
||
Energie: Licht
E(k) = hw = lic|k| (3.4)
Teilchen:
n k2
E(k) = ™ (3.5)

Detektor @

Gestreute Welle in Born'scher Naherung, mit & = |k| und r = |7

eikr

V() = =) b=
Streuquerschnitt:
do
1ol =

m

O(9)

Jarr S EFT Y () (38)

‘ 2

(3.9)



Streuung an einem Kristall:

s-Wellen Streuung an einem Einzelatom “¢” mit Streulange b,.

V(') = b d(Ryp — ) (3.10)
@0
Mit (3.2) ) . | - o
1/)(19) _ 5 5 Zez Za njo(k—k') o Zbg ez(k—k )-5¢ (311)
mh 5 ¢

Konstruktive Interferenz fur (k — k') - @, = 2n« mit ganzzahligem n.

Reziprokes Gitter:

Konstruiere Basisvektoren b; by 53 so dal3

62 X d‘g 27‘(‘62 X 53

ﬁa'gzzéa 522_, - - = 3.12
“ g T0ap ! Wal Ao X asg v ( )
Brillouin Zone: Entspricht Wigner-Seitz Zelle im reziproken Gitter.
Konstruktive Interferenz fur
k=K =7, =Y naba (3.13)
Elastischer Streuquerschnitt
do . ! o =
0@ ~ 0kl =k X6k — k' —7,) F (3.14)
Formfaktor:
Fy= |3 bpel™ (3.15)

Beachte: 7, hangt nur von der Orientierung des Kristalls ab, F;, hangt nicht von der
Orientierung des Kristalls ab.

Anwendung: Monochromator (v fest vorgegeben).

Strukturbestimmung: Messung der Formfaktoren F;,, und Rekonstruktion der Positionen
der Atome innerhalb der Einheitszelle.

Problem: Die Rekonstruktion ist nicht eindeutig (inverses Problem), da die Information
Uber die Phasen der Summein (3.15) fehlt.

Hilfsmittel: Variation der individuellen Streulangen z.B. durch Verwendung
verschiedener |sotope bel Neutronenstreuung oder Rontgenstreuung mit Energien in der
Nahe atomarer Absorbtionskanten. 2 161002



|l EINTEILCHENZUSTANDE UND
ELEMENTARANREGUNGEN

4 Elektronen im periodischen Potential

4.1 Bloch Theorem

Hamilton Operator fir ein Elektron

He Py V() (4.1)

2m

Gitterperiodisches Potential (primitives Gitter)

V() =V(F+ R,) (4.2)

Tranglationsoperator:
T(R,) = et ? T(R,) f(7)T'(R,) = f(F + R,) (4.3)
TY(R,) = T(-R,) [TH(R,),p] =0 (4.4)

Ortsdarstellung: ¢ = —ihV
Ubung: Zeige mit Hilfe der Ortsdarstellung, daR (4.3) gilt.

Invarianz  des Hamiltonoperators mit  periodischem  Potential  gegeniber
Gittertrandlationen:

2 p2
o +V()=H (4.5)
Dies gilt in einem unendlichen Kristall (Vernachlassigung von Randeffektem) oder bei

periodischen Randbedingungen.

Wegen [T'(R,), H] = 0 und [T'(R,),T(R,)] = 0 kodnnen simultane Eigenfunktionen
gefunden werden. Da T(R ) unitar ist, sind seine Eigenwerte von der Form e und
wegen T(R,) T(R') = T(R, + R,/) sind die simultanen Eigenfunktionen von der Form

T(R,) HT'(R,) = 2p—m Y V(F+R,) =

T(R,) () = px(F+ By) = ™5 0 (7) (4.6)
Bloch Theorem:

7 kann innerhalb der ersten Brillouin Zone gewahlt werden, da (7 + 7)) - R, = & - R,
mod 27.



Stationare  Schrodingergleichung  fur
uz(7), istinnerhalb der Wigner-Seitz Zelle
mit periodischen Randbedingungen (4.7)
zu | osen.

{ (P + hi)?

2m

+ V(F)} Uz o(T) = €z Uz (T)

(4.8)
wobel ¢ eine zusatzliche Quantenzahl

(Bandindex) darstellt.

4.2 Fast freie Elektronen

Freie Elektronen in Bloch Darstellung
Wellenvektor k = & + 7

B (R + )

6,374 = 2m (49)
() = T
1 - .
Uz (F) = %el er (4.10)
Fast freie Elektronen:
L 6sungsansatz:

Berechne Matrixelement mit (4.8)

Beispiel: K =0, eindimensional.

AP

L\

Uy o(1) N
Uya(r) \_/'\_/‘\

YahYa

Beispidl:
fcc—Gitter:
Brillouin Zone =
Wigner-Seitz Zelle
des bcc—Gitters

1 3. T B (—iV + 7)? -
;/Jd re {T +V(r) — €re pure(7) = (4.12)
Mit '
Vs = [ d¥re om0y (7 (4.13)
und (4.11)
h2
{57 BH7) = exef{0en +ata} + Vit Y armVin =0 (414)

m (£0)



Storungsrechnung fur schwaches Potential (nicht entartet):

0. Ordnung:
h?
ay) =0 €)= o (R +72)?
1. Ordnung:
1) Vin 1 _ (0
YUn = 0 _ 0 €re = ro T Vi
R0 Rn
2. Ordnung:
2 1 1 ) Vel
6,(32 = 6,(5; + > az(z,glvm =€ D, ©) 0)
m(#L) m(#) €km T €Re

Entartete Storungsrechnung (2-fach entartet oder fast entartet)
Essel e~ el). m#(,{ werdevernachlzssigt.

Gl.(4.14) fur n=/( bzw. n=1/("

(4.15)

(4.16)

(4.17)

)

L6sung: Q

() —ex)(e) —exe) = |Vee P =0 (4.19)

7
€0 — €t apy Vg =0
Vie +{ed) —exafare =0 (4.18)

€re = lew) +e)) (4.20)
= \/1(6(*1) €)? + Voo |2
4\“R L V4 (K,K,K)
Aufhebung der Entartungen.
4.3 Stark gebundene Elektronen
LCAO (Linear combination of atomic orbitals)
Freies Atom: )
fi= 5+ V() 1 8 (1) =En B (7)

Hauptquantenzahl n, Nebenquantenzahl p = {l,m, s}.

(,0,0)

3 22.10.02

(4.21)

Entwicklung der Blochfunktionen nach Atomorbitalen an jeweiligen Gitterpunkten.

Beachte: Die Losungen des atomaren Problems an einem Gitterpunkt (z.B. R = 0) bilden
bereits eine vollstandige Basis, allerdings unter Einbeziehung von Kontinuumszustanden.
In der LCAO werden nur gebundene Zustande beriticksichtigt, dafir aber solche an jedem



Gitterpunkt.

—

N m?{ZaHn/\MZSDnM (7" — R;)
D OD SNV SEMNCSS 3]

m(#n) K

Berechne Matrixelement von (4.8) mit atomaren Zustand:

. o* 2 —
/ dST Son,u (F){;;TL + Z V(F_ Rz) - Eﬁ,n’,)\}gpﬁ,n’,k(,ﬁ) =0

mit ,
P S WVE-R) =0+ Y V(7
me i(#0)
Es sai
/dr (‘Onu ’”Z‘Pn N - )_5nn’5uu +Sﬂnn NN
und

/d37~ Prp (M " > V- Z P w (7= i) = Wt
3(#0)

Stark lokalisierte Elektronen (innere Schalen):

o
Sl_ﬁ',n,n’,u,u’ <1 W,‘{m’n/’N’N/ <<En

Beschrankung auf ein Band: bz, .0 0 << Gznoa
Eigenwertgleichung fur ez, »:

o]
Z [{ En _EE,W\}{(SMM’ + Sﬁm,n,u,u’} + We o | @znaw =0
W

Speziell fur ein nicht entartetes Band:

0 W
—E, 4.29
€Ern En +1—|—Sg7n7n ( ) J
|
Schwache  Dispersion  fur  stark p/__—
lokalisierte atomare Orbits (z.B. f- 26

Elektronen in  Ubergangsmetallen),
Starke Dispersion z.B. furr s-Orbitale.

15—/—

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)



4.4 Orthogonalisierte ebene Wellen, Pseudopotentiale

Leitungsbander (LCAO ist hierfir nicht brauchbar)
Ebene Welle: | <) Core Zusténde (LCAO): |p,(K))

OPW-Ansatz:

|e(F) — > 1@n(R)) (@n(R)| R) (4.30)

n(<l)
Adi(kr)
r
Energie:
K2 K2 o
cu(R) = (pe(R)| Hpe(R)) = =+ Ey (4.31)

%: Beitrag der “glatten” Bereiche j}%g: Beitrag im “ Core”-Bereich.

Pseudopotentiale:
Verallgemeinerter OPW-Ansatz mit zunachst freien Parametern b,,:

[pe(R) Z b |0 (R)) (@n(R)| R) (4.32)
Stationare Schrodinger-Gleichung:

H|oo(R)) = H &) = >_ bn H |n(R)) (n()| 7)

n(<?)
= > buea(R) [2n(R)) (Bu(R)| R)
n(<?)
= (@) {|R) = > bu|@a(®) (@n(R)|7)} (4.33)
Aquivalente Schrodinger-Gleichung: "
{H+Vo(el®) }|R) = e(®) | F) (4.34)
mit nichtlokalem energieabhangigen® Pseudopotential en”
= 3 bu{e—cal®} [2u(R)) (2u(R) (4.35)
Naherung: LokaIeAtomorbltaTILediso ) am Gitterplatz R;
)r Y bu{e— En } S100) (20 (4.36)
n(<l) i

b, konnen angepal’t werden, Pseudopotentiale sind “atomare Eigenschaft”.
Anwendung z.B. Legierungen.
Mit (4.34) und (4.36) erhalt man “fast freie Elektronen” auch fur Leitungsel ektronen.

4 24.10.02



5 Phononen in harmonischer Naherung

5.1 Adiabatische Naherung

Problem: Separation der elektronischen Freiheitsgrade und der Vibrations- (Rotations-)
Freiheitsgrade in Festkorpern und Molekulen.

Kerne (lonen): Masse M;, Impuls P, Ort X;

Elektronen: Massem, Impulsp,, OrtZ,

Beachte: M; > m i.e. bel gleicher Energie ist die typische Geschwindigkeit der
Elektronen grof3 gegen die der Kerne.

Hamiltonoperator von Elektronen und Kernen

2M QZV

+pr+ZZW Ko=) + 33 ul@ - 3) (5.1)

“Elektron-Hamiltonoperator” mit Kernpositionen als Parameter:

Ha(p.2:X) = 3 2- i +ZZW X, — #) + LS u(@, — ) (5.2)
1

L

Schrodingergleichung fur Elektronen (bei festen X)

He(p, z; X) pn(2; X) = €(X) pp(2; X) (53
Zeitabhangige Schrodingergleichung fir zeitabhangige X ()
0
i ol ) = Halp, 25 X () (e, 1 (54)
Ansatz: ,_
p(,t) m e X, (2 X (1)) (5.5)

Zeitabhangige Schrodingergleichung

0 _i
ih e kYO g (2 X (1)) =

- {em(t» riny (%Xw) - wi}e—%en““)”wn(a X(1)

a(p, s X (1)) e 7 Xy (22 X (#)) (5.6)

Abschétzung des Fehlers:

21.2
Typische Wellenlange der Elektronen: A\, = 27 /k.. Typische Energie: e, =~ %
Typische Geschwindigkeit i, &~ ™. Korrektur ~ miX < e fir X < i.

Typische Energie der Kernbewegung Ex =~ %MXQ. Adiabatische Naherung ist
gut fir e, > §; Ex. Die adiabatische Naherung ist nicht gut fur (fast) entartete
Elektronenzustande (konische Durchschneidungen in Mol ekl systemen).

10



Ansatz fur Gesamtwellenfunktion:

U(z, X) = pn(z; X) ©(X) (5.7)
Schrodingergleichung:

H 0 X) = { 0+ VR = %) 4 Halps )05 2(3)

= gpn(:zj;X){ Z 2]}4 + %ZV()& — X}) + en(X)}(I)(X)

= 5 g (el 0) - T, 2000 4 4(5%, gl )0
~ on(x; X)Hpp(P, X) O(X) (5.8)

Korrektur in (5.8) ist klein fur e, > i P
Effektiver Hamiltonoperator fur Kernbewegung (Phononen)

Hy(P.X) = Y o 4 W(X) (5.9
mit
W(X) =LY V(X - X)) + ea(X) (5.10)

.3

5.2 Harmonischer Oszillator

1-dimensionale Bewegung in einem Potential V()
V(X)
2

P
H= 5 +V(x) (5.11)

Entwicklung des Potentials um Ruhelage R

VIR) =V, V'(@)| =0 V')

. =% (512 . x
Auslenkung u = x — R. Harmonische Naherung: O(u?*) vernachlassigt:

p2

H=_—+Vy+ 300 (5.13)
2m
Auf- und Absteige-Operatoren:
mw 7 mw 7
a = u+ al = u— 514
2h V2hmw b 2h Mmw (514
Mit [p,u] = —ih
[a,a] =1 (5.15)

11



Mit (5.14)

u= 2777;] (OLT +a) p:“/fm;w (aJr —a) (5.16)

Mit w = /®/m
H=hw(a'a+3)+V; (5.17)
Grundzustand: |0) mit H|0) = Ey|0) mit Ey > V.
Betrachte den Zustand «|0):
Hal0) = a(H - hw)[0) = (E — hw) a|0) (5.18)

Damit ware |0) nicht mehr Grundzustand, es sei denn «|0) ist nicht physikalisch. Dies
ist der Fall fur «|0) = 0, dadieser Zustand dann keine endliche Norm besitzt.

Grundzustand:
H10) = (3hw +V4) [0) Ey=thw+ W (5.19)
Angeregte Zustande
n) = c, ()" [0) (5.20)
Mit (5.15)
Ha' =af (H+hw) (5.21)
und
Hn) = Eq[n) = ((n+ Hhw + Vo) |n) (5.22)

Besetzungszahloperator: 7 =a'a 7 |n) = n|n)
Normierung:
2

(n|n) = 2(0|a" a'"|0) = nc2 (0]a" " a'""10) = nccn (n—1n—1) (5.23)

2
n—1

(n|n) =1 fir ¢, = 1/vn!

\/7% afln) = |n+ 1) % aln) = |n — 1) (5.24)

5 28.10.02

5.3 Phononen im Kristall

Mehratomiger Kristall:
i Zele w: Atomin Zelle a : Raumrichtung
Ortskoordinaten:

Xji=R' +sp+up (5.25)

/R'

Impulse: pp

12



Hamiltonoperator:

H,y, = % s +w({xi}) (5.26)
Harmonische Naherung:
W({Xi}) ~Wy+ 4 ZZZ@V wgs (5.27)
1,7 WY af

Trandationsinvariante Krafte: W({Xu}) = W({Xg + aa}) Entwicklung in erster

Ordnung in «
QZZZQ)WW&U[; =0 ZCDW =0 (5.28)

h,j Y af

Vertauschungsrel ation:

A J . A J 7 7
{pgwg} = —1h0; ;0,003 {pg,pg] =0 {ug,uﬂ =0 (529
1. kanonische Transformation (nur fur mehratomige Gitter notwendig)
mh= L pi €l = \f Uiy = L (5.30)
(7,64 ] = i1 600005 (5.31)

Hamiltonoperator (mit W, = 0)
Hoyp =3 (m) 1 ZZZ\D/% £ 55 (5.32)
IR ,J MV af

2. kanonische Transformation

Betrachte einen Kristall mit N = L? Elementarzellen (periodische Randbedingungen).
Mogliche Wellenvektoren (n, ganzzahlig):

F=3 "0, e =—1L-- 1L (5.33)
Kanonische Transformation
Z nu ]{3 /\ lkRi ﬂ_é Z nu ]{3 /\ lkRi gé (534)
z NTNe z NTNe

Mit A = 1---3z fur einen Kristall mit = Atomen in der Elementarzelle (u = 1---z)
und unitarem n*(k, \)

Sk, A (R, N) = 6y (5.35)
o
Vertauschungsrel ation:
|7 (B,N), §0F N | = —ih bz 65 (5.36)
Mit
mh=Jg kAR (k) = e Sonh(R A e gk, A) (537)

EA kA

13



Hamiltonoperator

Hyy = 25" 7l (k, Nm(k, M)

—

kA
+ 150 ST DRk, \) (R, N Y €T (RN (R, ) (5.38)
mxwaﬁ

mit “dynamischer Matrix”

D!%(k) = NZ ik-(Ry RMIJW (5.39)
Eigenwertgleichung:
ZD 776 k A)=w (k: A) na(k A) (5.40)
Damit -
Hpy, =1 Z{ m(k, A) + w?(k, Ve (R, Vg A | (5.41)

Der Hamiltonoperator ist eine Summeaus z /N unabhangigen harmonischen Oszillatoren.
Phononen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren:

at(k, \) = 1/ “EN et (F 2 + ——— 71(E, \)

2hw(k,\)
7 _JwEN) (7 _ 7 7
Cl(k', )\) - 2h £(k7 )\> 2hw(E,A) 7T<k7 )\) (542)
Hamiltonoperator
Hy, =Y heo(k, N {al (B, \) a(k, \) + 1} (5.43)
EA

Grundzustand: a(k, ) [0) = 0
Angeregte Zustande sind durch Besetzungszahlen {n(E, )\)} charakterisiert

) = T (' E )" 10 5.44

[{n}) H n(ml( (k2)"10) (5.44)

Hyl{n}) = Y hw(k ) {n(k,2) + 3} 1{n}) (5.45)
kA

Die Besetzungszahldarstellung, i.e. die Angabe mit wieviel Quanten jeder mogliche
Zustand besetzt ist, ist eine Darstellung der Quantenmechanik, diefir Vielteilchensysteme
(oder auch Quantenfeldtheorien) besonders geeignet ist.

6 30.10.02
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54 LineareKette

Einatomige lineare Kette

P — 9% Pt — _ & O =0 for |i —j| >2 (5.46)
Dynamische Matrix (5.39): Gitterkonstantea: R’ =ia
D(k) = W?(k) = 1 Zeik(Ri_Rj)(Dij = %{1 — cos(k:a)} (5.47)
m J m
. w(K) -
Brillouin-Zone: [k| < 7 : :
| |
| |
w(k) = /(1 — cos(ka))®/2m | ,
| |
=2¢/P/m ‘Sin(%ka)‘ (5.48) l : k
-z 0 T
Zweiatomige lineare Kette
o oo ﬂo e pli= "1 = o
a il =dsh =20 (5.49)
i1 20 1,1 20 1,1 1,1 )
il =" P22 ="— Ulh =gttt = (5.50)
mi meo mims
Dynamische Matrix:
1 . i j i, ]
D,u,u(k‘) = N Z ezk(R —-R) \I/,u,jv (551)
ij
2 {1+eke} =2
D(k) = (5.52)
{1+ e_ik“}i—;f’ml fn—q;
Eigenwertgleichung: ||D(k) — w?(k)|| =0
wQ(k)zcb{Wi—\l(ml_m2)2+46082<%ka)} (5.53)

mymso

w(K) -

|
|
I

akustisch
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5.5 Langwelliger Grenzfall, Schall

Einatomiger Kristall mit Inversionssymmetrie:

Do (k) = e 3 {eﬂ'E-Ew ~1e,

M )
= %) [iY kR — %Z{;/@ ks RY Ry?} @40, + O(k")
J(# 2l 0l
1
= —ZZQ’B’%(; k“f ]{75 (554)
m 4.6

mit R = R — RJ. Der Beitrag linear in k verschwindet wegen R = — R,

1 L
Za =— o R Ry 5.55

Schallgeschwindigkeit: w(k, \) = c(iiy,» ) |k| mit 7, = k/|k|. Eigenwertgleichung:

> (% > Zaprsy na) e, ) = (71, X) 10 (7, A) (5.56)
B v
Symmetrie:
Za167’776 - Zﬂvau’}/vé - le?ﬁvd?’y - Zﬂ7a7§1’y (5'57)

Rotationsinvarianz: Betrachte Auslenkungen
wy =3 { Ny + war | R (5.58)
Y

mit “Verzerrung” 7, = 1., Und“infinitessimalen Rotation” w, , = —w- 4.
Die potentielle Energie darf nur von n und nicht von w abhangen, also z.B.

S N, RIRY waynps =0 (5.59)
3 (#0) a.B8,7,6
Daraus folgt als weitere Symmetrie
Zaﬁ,%l; - Z’V}ﬂzavts - Za)(sv’%B - Z’y,é,a,,@ (5'60)

Weitere Einschrankungen folgen aus Kristallsymmetrien (Spiegelungen, Drehungen um
27 /n fur Drehung um eine n-zahlige Symmetrieachse).

Kubischer Kristall:
lell - Z2222 - Z3333 - le

21122 - le33 - Z2211 == ZIQ
Zl212 = Z1221 = Z1313 == Z44
Zag,ﬂg =0 sonst (561)

16



Dynamische Matrix D (%), Polarisationsvektoren n, (k'A) und Eigenwerte ¢2

fir k = (1,0,0) k

) Ziy 00 (100) Zy1/m L
Dk)=| 0 Zi 0 (010) Zhz/m T (562
0 0 Zlg (001) Zlg/m T
fir k = (1,1,0)/v2k
%(Zn + Z19) 0 0
0 1 Zn+Z1s) 0
0 0 Z12
(1 1 O)/\/Q (211—0—212—1—2244)/2771 L
(1-10)/V2 (Z11 + Zro — 2744) /2m T (5693
furk = (1,1,1)/V3k
$(Z11 + 2215) 2Zum §Z44
§Z44 $(Z11 + 2215) 5244
5244 2Zu 5(Zn +27)
(11 1)/V3 (Z11+ 2219+ 2244) /3 L
(1-10)/V2 (Z11 + 2719 — 2744)/3m T (5.64)
( 2 —1 —1 )/\/6 (Z11+2212—2Z44)/3m T
Phononenspektrum @ w(k)
z.B. Argon (kubisch flachenzentriert) 2
K
0 (100) (1100 0 (111
7 4.11.02
5.6 Inelastische Streuung von Neutronen oder ~v-Quanten
Detektor&
Quelle
Energie: Neutron Kristall
‘ ..... —»@:k vor dem Stof3: h;—:f E
E nach dem Stof3: Uiy E'

2m
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Hamiltonoperator (einatomiger Kristall)

H = H, + H,, +27”‘1 Zba i) (5.65)

Inelastische Streuung mit Energielibertrag fiw = 255 — K2 _ pr g

2mny, 2mn

Differentieller Streuquerschnitt:

e

|
™|

Streuwahrscheinlichkeit (Bornsche Naherung):

knk’ ZZP kEk’E’

i

dQdw

d%o h
yy W,;m P (5.66)

o

E FE
=Y Y PE)(EE+E - B E)
E FE
x|k, B2t Zb 5(7, — R — )R, B)| (5.67)

Koharente Streuung: b; = b

Ubergangsamplitude:
(E Z 3(7 — R — @)k, E) = /d%ei(’?%—’?n)f(Ew 25(7?— B — a)|B)

= —

= Y RE (| E) mit R=k —ky (5.68)

Phonon Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren:

ik
=+ Z na(k, M{a (K, A) + a(=k, \)} (5.69)
me(k )\)
Kristallzustand
B)=[{n}) Ak N{n}) =nFN{n}) B =3 {nk'\)+3}w(E'N) (5.70)
FA
Entwicklung nach 0-, 1- und Mehrphonon Prozessen
Rk ) e R .
e =14 Y = a'(k,\) + a(—k, \)
VA P 2mw(k, \) { }
7k, \) R - (K, N)e™ i(k+R)- R
T 2N Z Z =
k)\k’)\’ 2m\/{.dk')\ (k,)\)
x{al (k,\) + a(=k, ) } {a (8, X) + a(—F, X)}
+ .- (5.72)

18



0-Phonon Prozef3: (Bragg-Streuung)

E' =E R=k —k,=7 k| = |K| (5.72)
2 7.2 21,2 N
WEn k!, = %0 (FLQWI:L a ann ) ( T) (5.73)
1-Phonon Prozef3:
“Stokes’-Beitrag
FEA){n}) = V/n(E'X) + 1|E') E' = E + hw(K'\)
R=F —k=k+7 i = PR (RN (5.74)
“Anti Stokes’-Beitrag
a(KN){n}) = \n(k'X) |E') E' = E - hw(k))
R=FK —ky=—k+7 LR 0N (5.75)
Mit thermischen Erwartungswert
) -
) +1
> Pe)(E| e - A (576)
E.E' ) <n(k, )‘)>

Ubergangswahrscheinlichkeit fiir 1-Phonon Prozef3:
:tl h2 k12 h k‘ . —
Wﬂng/_zfzfs( - :Fhwk:/\)%: (F—7FFk)

X“,‘é’;) {< n(k, \) + ) >} (5.77)

2mw(k, \) < (k,
Messung der Phononenergie: hw(k, ) = —F;ifnz - Zﬂ—kj

Messung der Polarisation: 7 - 7j(k,\) mit & =k + 7

7, = 0: longitudinal. 70 # 0: longitudinal oder transversal.
2-Phonon Prozef3:

Elastischer 2-Phonon Prozel: &' = —k und X = A in (5.71): Mit

= L (Ja'?) |RP? (5.78)

2,el —4 - 0
ist We) = —§ (@) |/~e|2 ,g;,-%

Entsprechende Beitrage in elastischen 4-, 6- und hoheren 2n-Phonon Prozessen kdnnen
aufsummiert werden: Debye-Waller Faktor

WO — g2 ema(lE) RS 5(% _w ’f) Z5<m —7) (5.79)

kn k!,

Entsprechende Korrekturen existieren auch fur die 1-Phonon und hoheren Prozesse.
Entsprechend ist der Debye-Waller Faktor auch in (5.77) einzufigen.
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| nel astische 2-Phonon Beitrage: 1- und Mehrphonon Streuung:

L. > Wi
R+7 =+k+k (5.80)
o ol
="k _ Tk (5.81)
= +hw(k,\) + hw(k', N)
L TT TT L )

8 7.11.02

5.7 Inkoharente Streuung, M ossbauer-Effekt

Die Streulange b; kann von Kern zu Kern variieren, z.B falls verschiedene Isotope
vorhanden sind oder bei magnetischer Streuung an lonen mit Spin, der nicht ausgerichtet
ist. Es sei

bi=b und (b — b)(b; — b) = b2, 01 (5.82)

wmc

Inkoharenter Streuquerschnitt, mit (5.67):

mc

X b2 Z\ (R, E'|6(7, — R — @)k, )| (5.83)

]

=S S P(E)§(LE g - Pk E’)bfncz\ (E'| eiE=H) 'JiyE)\2

E FE

Beitrage zu 0-, 1- und Mehrphonon Prozessen wie fur koharente Streuung, aber ohne
SO(R—Tr— ).

Aus dem 0-Phononprozef3 erdlt man den Debye-Waller Faktor, aus dem 1-Phononprozef3
die Zustandsdichte longitudinaler Phononen.

Beim M Ossbauer-Effekt wird ein ~-Quant von einem radioaktiven Kern emittiert. Ein Teil
der urspringlichen Energie 7 cﬁy kann als Rickstol3energie an den Kristall abgegeben
werden. Die Rechnung entspricht der obigen fur inkoharente Streuung mit k = 0und
einer 6-Funktion firr Energieerhaltung &(E + .o —E' — he|k|). Der O-Phononproze®
entspricht einer riickstolRenergiefreien Emission des vy-Quants.
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6 Spinwellen in Ferromagneten

Hamilton-Operator eines isotropen Heisenberg-Ferromagneten:

H=-1%"J,5"5 (6.1)
12

2

z.B. mit J; ; = J > 0 fur nachste Nachbarn und J; ; = 0 sonst.
Pauli-Spinmatrizen

01 0 —i 10
"f:<1 o) "y:<io> "Z:<0—1> (6.2)

Oy 0y = —0y 0y =10, Oy0, = —0,0, =10, 0,0, =—0,0, =10y (6.3)

mit

Eigenzustande zu o,
o 1Y =11) o L) ==11) (6.4)
Spinflip-Operatoren o, = %(ax + z‘ay)
ol L)=[1)  olt)=0 o |l)=0 o |T)=|]) (65
Hamilton-Operator

2¥)

Grundzustand fur N Spins auf einem Gitter mit = nachsten Nachbarn (entartet)
[0) = 40l 10) o' [0) =0 H|0) = E|0) = —zNJ|0)  (6.7)
Spinwellen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
ou(F) = 3 ™ol (6.8)
Mit obigen Relationen: i
2 , 7

{H, 0’.;,.(]2)} = TN XZ: eik'Riai zj: Jm{aiag — o (R=R) (1 - 20101)} (6.9
Damit ist fir einen 1-Spinwellenzustand (mit 0l0]0) =10) und (0%07]0) = O)

Ho (B)]0) = o () H|0) + [0 (0)]10) = {Ey + (@) o ()]0} (610)
mit einer Anregungsenergie

e(k) =2 > Jij{1 = cos (k- BV)} (6.11)

J

Die 1-Spinwellen Anregungen sind Eigenzustande zu H. Dies ist fur Mehr-Spinwellen-
Zustande nur naherungsweise erfillt.
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|11 STATISTISCHE PHYSIK VON QUASITEILCHEN

7 Phononen (Bosonen)

7.1 Besetzungszahldarstellung

Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

la(k, \), a(k', X)| =0 [a (k, 2),a! (K, X)] = 0

Besetzungszahl operator

Hamilton-Operator
H =" tw(k, N {n(k, ) + 1}
EA
Grundzustand, angeregte Zustande

a(k,A)]0) =0 [{nh) =11

o
=
—
S
pin
o
=
~—

n(k,\)!

Eigenzustande zu den Besetzungszahloperatoren
Ak, A) [{n}) = n(k, 2) [{n})
H [{n}) = 3= ho(k, M {n(E,A) + 3} [{n})

Die Zustande |{n}) bilden eine vollstandige Basis.

7.2 Zustandssumme, Freie Energie, Spezifische Warme
Zustandssumme: (3 = 1/kgT)

Z =Tre M

[e.e]

T ST SR O Ll i)

n(k1,0)=0  n(knAg.))=0

Y Y I EaeENmEN ]
n(k1,A1)=0  n(kn,A@2))=0

— H{ i o~ Bhw(EN {nt 5} } _
EA =0

o~ 5Bhw(EN)

1 _ a—Bhw(k,\
i 1 e (k,\)

>

22

(7.1)

(7.2)

(7.3)

(7.4)

(7.5)

(7.6)

(7.7)

9 11.11.02
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Freie Energie

F=—kgTInZ= Z{ Lhw(k, X) + kpT In (1 — e”Me0) 1

k A
Entropie
oF - Bhw(k, \)
s . Bhw(k,\)\ )
S = 9T kg Z{ In (1 e ) —eﬁhw(E,A) —~ 1}
Energie
1
ian € S
Spezifische Warme
OFE B o—Bhw(k,N)
C == =kpy Bh°wW(k,\ -
or " g (k,A) (1 _ e—ﬁhw(k,)\))2

Esist zweckmaldig die Zustandsdichte (pro Elementarzelle) einzufiihren

g(e):%Z 5(6—7%1(12,)\)): / 325( hka))
kX

(7.9)

(7.10)

(7.12)

(7.12)

(7.13)

mit v: Volumen der Einheitszelleund vp 7z = (27)3/v: Volumen der Brillouin-Zone.

Pro Elementarzelle gibt es 3z Freiheitsgrade: Normierung:

/de g(e) =

Spezifische Warme (pro Elementarzelle)
_ ge

Fur hohe Temperaturen fe,,.. < 1. Klassischer Gleichverteilungssatz

= —/fB/dEQ 522

c=3zkp

Fur tiefe Temperaturen: w(k, \) — k cx(Q)

g(e) = #/%/M/&Za(e—hkq(m)

2

- ZZh?’ 23 N%%{l‘i_%}

cr

Spezifische Warme bei tiefer Temperatur, mit x = Sein (7.15)

v
c:k4BT32—— CT / dx:c )
27T k% 1 2
= S
15 n® {ci+c}}

23

(7.14)

(7.15)

(7.16)

(7.17)
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Debye Naherung (einatomiger Kristall)

v 1 25, .
g(e):W{ci—kc%}e far €< kpOp

=0 fr e > kgOp (719)

Die Debye-Temperatur ©p = hwp/kp wird aus der Normierung (7.14) bestimmit:

18 w2 13
O, =3 7.20
Y J<C%+—C%>v2k% (7.20
L T

Damit ist
g(e) = % e fir e<kpOp  g(e)=0 fir e>kpOp (7.21)
kB ®D
Spezifische Warme
T3 Op/T —x
c = 9]{}3—3/ P dxx4672
Op Jo (1 — e—’f)
12 ,1°
1<6p 5" B5 P rme,ohE (722)
9(€)
Debye Temperatur: Op [K]
He 20
Pb 88
Na 127
NaCl 281
1 1 1 1 1 1013$C-1 ?l 221
0 2 4 Wh 6 é&h Dt
Aluminium C' (Diamant) 1860

Op=394K wp=>52-1018sec™!

0.5

0 05 17/,

10 13.11.02
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7.3 Warmeleitung

Transportvorgange auf makroskopischer Skala, Boltzmanngleichung

Feldoperatoren (Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren) fur Wellenpakete
mit Breite A (Gitterkonstante < A < makroskopische Skal a)

3 e Lo

(7 k) = (£)° / A o728 (=97 =0T T (7))
3 s Lo

a(r, k,\) = (—A>2 /dgli e~ 307 (k=R)? (—i(k=F)T a(i, \)

Besetzungszahl operator

Hamilton Operator

H=H+V H="Y"Rw(k,\) {a! (E. N a(k,\) + §}
EA
Heisenberg-Bewegungsgleichung 4 A = i [H, A

Ungestortes Problem: H ~H

o . 3 e ST o
ﬂ H, a' (7, k, /\)] = i<é> : /d?’/i e 28 (k=R)? gi(k—R)-7 w(R,\)al (R, \)

21

Entwicklung:
wWEN) =wk, N + (R —k) -0k, A) - mit (k) = Vew(k,\)
Damit:
LLH, ol (7 F V)] = {iwk N) = 0(F ) -V, fal (7 k. 2)
SLH, a(f F V)] = { = iwk, ) = 5(k,A) -V, Ja(7, k)
und

Vertellungsfunktion (Boltzmann-Verteilung)

FOF R A1) = (A7 )

t

0

ot

— =

FF RNt = —0(k, \) - Vy f(7, A 1)

Energiedichte

25

(7.23)

(7.24)

(7.25)

(7.26)

(7.27)

(7.28)

(7.29)

(7.30)

(7.31)

(7.32)



Energiestromdichte

ge(Ft) =3 (kN hw(k,\) f(7, kA, t) (7.33)
Kontinuitatsgleichung (Energie Erlﬁigltung)
G| ) = Tl (7.3
Zeitliche Anderung der Energlestromdichte
- gt JE.a(7 1) %:Vﬁ TE (7 t) (7.35)

TEap(Fit) = 3 va(k, Nvg(k, \) hw(k,\) (7 k) = 2026, 5 pp(F,t)  (7.36)
k)\

Zeitliche Entwicklung des gestorten Problems: Fermi’s goldene Regel:

Anfangszustand | ), Endzustand | f) (Eigenzustande zu }o[), Storung V'
Ubergangsrate

o o 2

Wiy =18(E:i— Ep) [(FIV]i)] (7.37)
Zeitliche Entwicklung des Erwartungswertes einer Observablen
(A@t)) = Z:(i|Ali) Bi(t):

d oA
3| (AW) =S {(FIALf) = (ilA[4)} Pi(t) Wi (7.38)
\% i f

Elastische Streuung an Verunreinigungen: (z.B. nicht isotopenreine Kristalle)

Verunreinigung am Ort 7
V=Y wk N E N {aT(F, XY a7 K N +a(7, KN ol (7, B /\”)} (7.39)
k!N RN
In der folgenden Rechnung werden wir das Argument “ 7" weglassen.
Esse A=a(k,)), [i)=1|{n}) und|f)={n'}).
Nicht verschwinderlde Beitrage inﬁ(7.38) for ﬁn’(l? A) =n n(k,A\) = 1 und fir einen
weiteren Zustand {¥, X'} mit w(k,N) = w(k,\) (K, N) = n(K,N) F 1. Damit
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aVf( BN 1) hQI%;a( —wm)\wk'XkA)\
{FFER N0 = FF RN} (7.42)

Stationare L osung:
£ R ) = fo(w(k, X)) (7.42)
Abweichung vom lokalen Gleichgewicht:

—

FEE ) = fo((w(k, N) + g(F K, A1) (7.43)

> 0w = w(k, \)) F(7 kA1) = folw) D 0(w — w(k, \)) (7.44)

kA kA
und damit B B
3 (5(w — w(k, )\)) g(F kA1) =0 (7.45)
PY
StoR3zahlansatz: .
Fur w(k’, N, k, \) = wy verschwindet der Beitrag ~ ¢(7, k', X', t) in (7.41), damit
9 (*lZAt)——l (7, k, A\ 1) (7.46)
atvgraaa - Tgr777 .
mit der mittleren Stol3frequenz
;—hQZa( k:’)\’—wk:)\ﬂwk:’/\’k)\)‘ (7.47)

kN

Die Annahme einer konstanten Stof3frequenz ist nicht notwendig, vereinfacht aber die
folgende Rechnung deutlich.

Energiedichte (7.32)
0

rt) = 7.4

|4

Zeitliche Anderung der Energiestromdichte in Rel axationszeitnaherung

= N 7 T - 7 a e N 1 = —
.]E(T7t) = ZU(]{Z, A)hw(ka )‘> g(raku)‘7t) a ]E(T7t) = _;jE(T7t> (749)
kA Vv
Warmeleitung
Kontinuitatsgleichung
0 . -
apE(T,t) ==V, jp(rt) (7.50)
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Energiestrom (Warmestrom)

a =2 — o — 1 rd —
ajE(T,t) = —%UQVpE(T,t) — ;]E(r,t) (7.51)
Stationarer Fall mit ( Spezifische Warme ¢ )
6pp(7) = 0T (7) (7.52)
Warmeleitung - B
Jje(r) = =k VT(r) K = %1)27'0 (7.53)
Anharmonische Wechselwirkung
V=m0 @ (v ) (v =) (i 1) (759
] QP
mit
ul, —ul, = L > Na (K, \) {e’i’;'ﬁ/i — e’iERj} Lﬂ {aT(E, ) + a(—F, )\)}
N = 2mw(k, \)
(7.55)
Damit erhalt man
Va=2 > wlk, NE XN EN) S 6k +E 4+ E 7)) (7.56)
E,)\,E’,)\’,E”,)\” l

X{CLT(E, A) + a(_];, )\)}{CLT(E/, N+ a(—l;’, A/)}{M(Eﬂj N) + a(_l;//’ )\//)}
und entsprechend der vorherigen Rechnung

0

ot

(AEN) = ¥ {5@(/2, N) = W, N) = w(, A7)

Vs El 7)\/7];,’// Y

SOk - K-+ )
l

X \w(/Z, A, =K N, =K\

+6(w(k, A) — w(k, X) + w(k”, X))

x \w(/%, A, =K N 4R A"

S G(F— R4+ F 4+ 7)
J4

|
o~
3> >
—~
-~
>
SN~—
>
—
o
>Z
N—
+
—_
N—
/N
>»
—
e
>
—
+
—_
SN—
g
x =X x = x =X ~x X

x| (k) + 1) Ak, X) (A(F", ") + 1))

t

— (A, A) (A(K, X) + 1) a(k", \)), ]} (7.57)

Faktorisierungsnaherung
(RN AR N AR X)) = (7R F RN ) FF RN ) (7.58)

12 20.11.02
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Damit ist
Sl IEEAD= 55 3 8(lF ) — w(FX) - wF, \1)
375 " T» y Y - hg w 9 w 9 w 9

El,)\/J;H’)\//

225(1%’_%/_%//_'_7—_2)
4

x \w(E, A, =K N, ="\

x [(f(f, /Z, M)+ 1) F(F RN, 1) F(7 RN 1)
—f(F, ( (7 KX ) + 1) (F RN 1) +1) |
+0(w(k, A) = w(E, ) +w(®, )
X |w(k, A, =K N R X Z&E K+ kK +7)

<[ (£ RN + 1) FEF N (FF RN 1) +1)
—FE R A (FOF RN ) + 1) F(7 R, X’,t)}} (7.59)

Stationére Verteilung: Langsam veranderliche Temperatur 7'(7, t)

7 1 7 eB(Ft)hw(k,N) 50
Jo(k, A) = Bt hw(kN) _ 1 Jo(k, A) 41 = eBFEhw(kA) _ 1 (7.60)
Relaxationszeitnaherung
F(F kN t) = fo(k,A) + g(7, k, A t) 5 g7 kN t) = —=g(7, k, A\ t) (7.61)
T

Normalprozesse: 7, =k — k' + k" =0 Umklapprozesse: 7, = k — k' + k" # 0.

Temperaturabhangigkeit der Relaxationszeit fur Umklapprozesse:
Typische Wellenzahl der beteiligten Phononen |k| + |K/| + |k"| > |7].
Typische Frequenz hw ~ kp©p. Damit ist

104
K

T ~ 9P/ (7.62)
103
i.e. fur tiefe Temperaturen verschwindet der Beitrag

der Umklapprozesse und die mittlere freie Weglange 1wl
¢ = vy wachst bel tiefen Temperaturen ebenfalls
stark an. Die Warmeleitung (7.53) wachst bei tiefen 1wl
Temperaturen ebenfalls ~ T3e92/T stark an.
Bei sehr tiefen Temperaturen ist die Warmeleitung 10l

durch Streuung an Verunreinigungen oder durch - ~ T2
Streuung an den Oberflachen des Kristalls begrenzt, 101 . .
und damit x ~ ¢ ~ T3, 100 101 102 T 1

Fir 7> Opist 7y ~ T2 und ¢ konstant. Damit wird x ~ 772,
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An Normalprozessen konnen Phononen beliebiger Wellenzahl teilnehmen, sie sind damit
bei tiefen Temperaturen nicht stark unterdriickt. Fur 7, > 7y und 7y > 7 ist auch
die Summe der Wellenvektoren erhalten und

07 ) _ 1 _ X .
180N = e = fo(w(k X — @ k) (7.63)
ist stationar.
Fur kleine « ist 5
0/ ~ =Y
£ ~ {1 i - k aw}fowlw(m (7.64)
und mit (7.27)
5k, A) L0k, ) ~ {U(E, A) = (i k) 6,;} fo(w(k, \)) (7.65)

Mit (7.33) erhdt man nach partieller Integration die Energiestromdichte
. - 0 -
Jpa = =D us Y hw(k,\) kag— fo(w(k,Y))
B kA “

= o Pp + 3 s Y hova(k, A) kg fo(w(k, N))

B kA
RTINS (7.66)

wobei die letzte Zeile fur tiefe Temperaturen gilt, da hier nur langwellige Phononen mit
w(E, A) ~ k- U(IZ, A) beitragen. Unter Vernachlassigung von Verunreinigungsstreuung
und Streuung durch Umklapprozesse kann ein Energiestrom (Warmestrom) ohne
Temperaturgradient auftreten, i.e. der Warmeleitungskoeffizient ~ divergiert.

Fur die Verteilung (7.63) verschwindet der Beitrag aufgrund der Storung und (7.35) gilt
fur die gesamte zeitliche Anderung. Mit (7.34) erhalt man eine Wellengleichung fur die

Energiedichte
2

5 pe(F,t) = 202 Apg(7,t) (7.67)
Dieses Phanomen, 2.Schall, konnte in Na.J beobachtet werden, und tritt auch in super-
fluidem He? auf. 13 251102
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8 Elektronen (Fermionen)

8.1 Besetzungszahldarstellung fir Fermionen

Eintellchenzustande ’IZ, n, s> mit Wellenvektor &, Bandindex n, Spin s

Einteillchenenergien H,

ko, s> = e(/;,n, s)

E, n, 8>
Vielteilchenzustand ‘(El, ni, 1), (Eg, N9, S2), "+, (IZN, ny, SN)>
Energie fur nicht wechselwirkende Teilchen

H ‘(El, ni, 1), (EQ, N, S2), "+, (EN,nN, SN)>

= Z E(EZ', ng, Si)

i=1

(Ebnlasl); (E27n2782)7 Ty (EanN7SN)> (81)
Fermi Statistik
" Ty (Eivnivsi)v ) (Ej7nj7$j)7 o > = - ‘ Ty (Ej7nj7$j)7 T, (Eianhsi)a o > (82)

Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fir Fermionen cf(k, n,s) und c(k, n, s)
Vakuum (Kein Fermion)

—

c(k,n,s)|0) =0 (8.3)
Vielteilchenzustand
‘(El,nh 81)7 (E2,n2, 82)7 Ty (EN; nn, 8N)>
= k1, n1, s1) (kg mo, s) - et (kv mv, sw) 0) (8.4)
Fermi-Statistik (Pauli Prinzip)
tkn,s)cf(K ', s') = (K 0, sl (k,n, s) (8.5)
Antikommutator {c,c'} =cd + ¢
{CT(E, n,s), CT(E/, n', s’)} =0 {c(l;, n,s), c(lg’, n', s')} =0
{CT(E, n,s),c(k,n s’)} = 07 jo Onnt Os. 50 (8.6)
Speziell fir (K, n',s') = (k,n,s): Pauli Prinzip
ko, s)cl(kn,s) =0 c(k,n,s)c(k,n,s) =0 (8.7)
Besetzungszahl operator
a(k,n,s) =cl(k,n,s)clk,n,s) 1—n(k,n,s) =clk,n,s)ct(k,n,s) (88)

Eigenwerte des Besetzungszahloperators: n(k,n,s) = {1, 0}

Hamilon-Operator fur nicht wechselwirkende Fermionen

H=)Y" e(k,n,s)n(k,n,s) (8.9
En,s
Gesamtteilchenzahl R .
N = n(k,n,s) (8.10)
En,s
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8.2 GrofRkanonische Gesamtheit, Grundzustand

Zustandssumme (Temperatur 7, Volumen V/, chemisches Potential 1)

or

Z(T,V,p) = Tr e AH-1N) (8.11)
1 R N
= 1I ( )> ) ({njle? e ) = T {1 ettt}
Emn,s n(E,n,s):O ks
Grofl3kanonisches Potential
J(T, Vi) = —kpT mZ(T,V,u) = kg T Y In (1 + e—ﬁ{E@vms)—“}) (8.12)
E,n,s
Teilchenzahl
oJ 1 -
N = = = = = 2 1
o kzn: eBlekms)—u} 1 | kzn: (AlF.n.s)) (8.13)
Energie
E=J-— Ta—J +uN=>" e(k;n, s) > e(k,n, s) <ﬁ(E, n, s)> (8.14)
3

Blekms)—n} + 1 :

<n (£)>
Mittlere Besetzungszahl

L 1
<n(k’ m S)>  oBelkmns)—p} +1 (815 \\
|

Grundzustand: 7" — 0: Fermienergie i = ep H €
B 1 e(k,n,s) <
<n(k n s)> — fur (8.16)
0 e(k,n,s) >
Fermiflachen:

RN W s o

14 27.11.02
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8.3 Spezifische Warme bei tiefen Tempeaturen

Zustandsdichte pro Volumen

g(e) = %Z o(e - e(F,m))

kn,s

Energie Teilchenzahl

E:V/deg(e)

Grundzustandsenergie

Ey = V/deg(e)e@(u—e)

€
eﬁ(ﬁfﬂ) + 1

Essai

mit

7T2

[aesas [oseson-2 oo

Entwicklung fur tiefe Temperaturen:

gle) = g(u) + (e — p) g' () + -+~

Damit:

N = V/deg(e) "

1

e~ + 1

f(x)

—

No = V/deg(e)@(,u— )

(8.17)

(8.18)

(8.19)

\_

0

N =N~V [de{g(u) + (e = 1) o' (1)} £ (Ble — )

2

3

(ks T)*V ' (1)

2
E—E(]%

o), o

(ks T)*V {g(p) + ng' (1)}

Beachte: Bel fester Teilchenzahl ist = u(T) ©(0) = ep

No(p) ~ No(er) +Vygler)(pn—er) Eo(p) =~ Eo(er) +Ver gler)(n—er)

N = ol = (ks TV (1) = N+Vgler) (u—er)+ = (ks TV ol (er)

2 "(€
N_EF:_F(]CBT)Q'Q( F)

Damit
2

E(T,V,N) = E(0,V,N) + % Vgler) (kg T)?

Spezifische Warme

1 (0F w2V 9
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Suszeptibilitat:
In einem Magnetfeld B: (Gyromagnetisches Verhaltnis g, = 2.02,
Bor’sches Magneton .5, magnetisches Moment m = g.;1u55)

— —

€<k7 n, S) = E(kv TL) — GelUB S B (829)

Magnetisierung, Suszeptibilitat

oM
M = %(NT - Nl)geluB B X = (a—B> (830)
T,N,V

For T'=0
X = % (gel,uB)2 Vgl(er) (8.31)

Damit hat man eine zweite Methode zur Bestimmung der Zustandsdichte g(er) an der
Fermikante.

Zustandsdichte

A3k - n(k)
g(p) = /B P nz 5(e(k,n) — 1) (8.32) / \<
Betrachte Schicht im £-Raum mit 1 < e(E, n) < p+op \ /,

Dicke der Schicht du = 7i(k)-V; e(k, n) k. Damitist

&2k |
gler) = 2;/F (2 [fi(F) -V e(F,m) (8.33)

Freie Elektronen

Lo RPE? h2k2 PN h’ k
e(k) = 5 =5 (k) Vi e(k,n) = == (8:34)
km 2m3
gle) = 372 P Ve (8.35)
Elektronendichte
N, 1 4r €F 2
70 = G ?k% = /0 deg(e) = 3 g(er) €r (8.36)

Fermitemperatur: ©r = er/kp Spezifische Warme

™ N T

CcC =

Beispiel: Natrium: ©p = 37700 K Aluminium: © = 136 000 K
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8.4 Elektrische Letfahigkeit, Warmeleitung
Darstellung eines Einteilchenoperators A (z.B. Einteilchenenergie 77)

A= > CT(%,N, s) <E, n,s
k

L 1
k7n7 ’n

’> oK' n',s) (8.38)

Speziell: Funktion des Ortes
P = > d(z) <E,n, s
Lokale Feldoperatoren, mit (4.7)

=Y, ()l kn, ) = ze*”?'fu;g,m ct(k,n, s)
kEn k

o(7)

K.on' s’> :/d?’r @%7n(ﬂ®(fﬁwg,’n,(F) ds.s (8.39)

ngknf kns Ze“” kns) (8.40)
Antikommutatoren
{07 5), 0 (7,8} =0 {0, 9), 00, ¢)} =0 (8:41)
{U1(F,5), 07", 8} = 6(F = 7') 0y (8.42)
Damit
b= [ar Y 0l (T 5) (843)

Darstellung eines Zweiteilchenoperators 1 (z.B. Wechselwirkung)

VV:%ZW(:E —

= 1 [arar w7 sl (7 W= 7Y S s) (844)
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fur Wellenpakete, siehe (7.23) und (4.7)

3 -

(7 k,n, 5) = 5/d3ne A% (k=R)? Qi(R=R) T (F (2 o)

% /d3/i e~ 3A% (k-F) /d3r' o (= F/)u,g,n(F')wT(F’,s)
(2w A) -3 /d3r e gz (T eiE'T
c(T, E,n,8> = <A>§ /d3l€ e~ 247 (k=57 e_i(E_E)’FC(E,n, s)
~ (27A) 3 / A3 e mar T o R (5 () (8.45)

wobel g, (') ~ ug, (') gesetzt wurde,
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Besetzungszahl operator:
n(r, ko, s) = c!(, ko, s) (7, ko, s) (8.46)

Hamiltonoperator in Gegenwart eines langsam veranderlichen Potentials & (7)

B= 3"tk n, s)e(k,n)e(k.n, s) + / & 3 0t (7, $) (7)) (7, 5) (8.47)

k,n,s

Zur Berechnung von [H, a7, k, n, s)):
Fur langsam veranderliches Potential (Skala L > A wird (') um &(7) entwickelt
[Ci),CT(F, E,n,s)} = (27A) 2 /d3r’ o~ 5az (F=7")? i uE,n(F/WT(F/’S) (")
~ () — (F+iVE) - Ved(®) ) (7 E,n, )

—

(@, (7 k., 5)| m —{0(F) = (F= Vi) - Ve ®(7) } oF, k. 5) (8.48)

~ LV 0(F) - Va7 b, n, s) (8.49)

Damit erhalt man in Analogie zu (7.29) mit f(7, k,n, s,t)

I
S
3>
—
!
!
s
VA
N~—
~_—
c
-}
o

hk

*

7(k,n) = %ﬁg e(k,n) ~

(8.50)

den “Driftterm” der Boltzmann-Gleichung (Effektive Masse m*)

9
ot

Fur geladene Teilchen im elektrischen Feld: Vi ®(7) = —qE ().

f(F7 E7n787t) = _17(];;7 n>67’f(7?7 Eana 8,t>+%6;®(7’_‘)65f(7’_’; E,n,s,t) (851)

Lokale Gleichgewichtsverteilung

- 1
7 = _ 52
folfkomys,t) = o mer 4 1 (8:52)
Relaxationszeitansatz
f(7, lg, n,s,t) = fo(r, l;,n,s,t) + g(7, E,n, s, t) (8.53)
. 1 .
% Vg(?, k,n,s,t) = —;g(ﬁ k,n,s,t) (8.54)
Stationarer Fall 2 f(7,k,n, s,t) = 0
G l;, n,s) = —T{UUZ, n)-ﬁ,vfo(f’, lg, n,s) + %qE(F)-ﬁEfO(F, E,m s)}
~ =Bk, n)-{(e(k,n) — er) BV T (i) — ¢ E(7) }
X fo(k,n,s)(1 = fo(k,n,s)) (8.55)
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Elektrische Stromdichte

- 1 o R 1 - -
j(?") :qv U( 7n) f(T’,k?,TZ,S):qV Zv(k,n)g(r,k,n,s)
En,s E,ns
= o{ E(M - PV T(7)} (8.56)
Elektrische Leitfahigkeit (Fermigeschwindigkeit vy = ";’jf
1 . . - .
o = 76’ Y tlk.n) @ 0k, n) folkn, ) (1~ fo(k,n.5))
E,n,s
eBle—er)
~T0¢ %U%Q(Ep)l/de s =7¢ s vpg(er)l (8.57)
- (eﬁ(HF) + 1) -
Peltier Koeffizient
eﬁ(e—sp)
o P~ 7q ke S}l [deg(e) (e —ex) 2
(eﬁ(e—eF) + 1)
=7qSvhg(ep) KR T1 (8.58)
Warmestromdichte (QQ = F — uN)
o) = = 5 @k, m) (e(F.m) — ex) (7, F
Jo(r) = V,; v(k,n) (e(k,n) —er) g(7, k,n,s)
— —kVyT(7) + g PE(7) (8.59)
Warmel eitfahigkeit
2 1 - =7 g 2 - —
k=10 kBV Z v(k,n) @ v(k,n) (e(k,n) — EF) fo(k:,n,s)(l — folk,n, s))
l;,n,s
2 7T2 k}2 T
~ T vrg(er)kpTl= 5= 50 (8.60)

Wiedemann-Franz Gesetz x ~ To.

16 4.12.02

Relaxationszeit fur Verunreinigungsstreuung
Entsprechend (7.47)

1 - 1 , , Lo ,
—g(T, k,n,s,t) = = Z 5(6(/{;’,71/) — e(k:,n)) ‘w(k’,n/, /{:,n)fg(f’, k,n,s,t) (8.61)
T “

k/ /

A\

mit e(k,n) ~ ep, da g(7 k,n,s,t) — 0 fir |e(k,n) — ep| > kgT und kT < ep
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Relaxationszeit fur Elektron-Phonon Streuung

Normalprozesse: (Nur ein Band, fast freie Elektronen)

1 — 1 — —
g(F ks, t) == > {6(e(k, n) — e(k — &,n') — hw(#, \))
Tel—ph h ®n/ A
k-K x’w(E,n, —k+ R0, —R, )\)‘2
k Z "¢ — —
WX x[1 = folk — &) + f§" (R, )]

+6<€(E, n) — e(k + 7, n') + lhw(7, /\))

etk xw(F,n, —F — &' & N)| (8.62)
k /////,,//K
x| fok + R, n') + £ (R, )] } g(7, k,n, s,t)
Temperaturabhangigkeit:
Fur 7> Op ist [P (7, \) ~ kT /hw(R,\) > 1, dso
1 1
p=—r ~T (8.63)
o Tel—ph

Fir T < ©p tragen vorwiegend <-Werte mit hw(R,\) < kg1 bei, aso fur eine
kugelformige Fermiflache « < ky = kgT'/hcyp,.

Wegen fiw(i, \) < kpOp < ep ist e(k,n) ~ e(k — 7, n') ~ €.

Wegen af(7,\) + a(7,A) ~ \Jw(7 A u(R,\) ist w(k,n,—k F 7,0, 47, \) ~ /r.
Damit ist

log p

P~ T/OET d%ﬁ ~ T (8.64)
P

Umklapprozesse bringen keine qualitative
Veranderung, da der “Quasiimpuls’ der
Elektronen auch fir Normalprozesse nicht
erhalten ist.

Fur sehr tiefe Temperaturen dominiert die
temperaturunabhangige Verunreinigungsstreu-
ung (Restwiderstand).
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9 Halbleter

9.1 Intrinsische Halbleiter
Beispiele: Ge, Si, GaAs (Diamantstruktur)

Kovalente Bindung: s, p* Hybridorbitale

Bindungszustand: ~ Symmetri-
sche Superposition von Orbi-
talen benachbarter lonen.

Antibindungszustand: Antisym- . | e
metrische Superposition von
Orbitalen benachbarter lonen.

Energieliicke: ~ 1eV = 11600 K
Energie fir Elektronen und Locher (vereinfacht)

R2|k — kol
2m}

P k|2
2my
9.1
Effektive Massen (S7): m. ~ (1.0—0.2)m m, ~ (0.5—0.2)m
Zustandsdichte, siehe (8.35)

(k) ~ e + (k) ~ ey

S

llev
m*  3/2 .
Gepl€) = % V2 e—epy| flire>ebzw e <ey
9.2
Mittlere Besetzungszahlen
[KkK] 0  [KOO] - 1 L 1
ne(€) = N ny(e) =1 N (9.3
For ¢; — n > kT und n— €y > kgT oo
ne(e) = e W fir e > ¢ n,(€) = e P19 fir e < ey (9.4)
Gesamtzahl der Leitungselektronen und L ocher
3/2
N, 0o \/5 k Tm: 0o
i /EL de ge(€) e Pl = ( 237r2 ) efﬂ(EL*“)/O dz/rwe™
" 3/2
—9 mekpT e Blen—p) — 2 o BleL—n)
2mh? Ae(T)3
N, mekpT\ " 2
2P _9 p —Blp—ev) _ —B(p—ev) 9.5
v (wﬂ) ¢ A (T)3 (95)

Thermische de Broglie Wellenlange \,(T) = \/27h* /m:kgT
Beispiel: 7= 300K: A(300) ~ 5nm
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Beachte: N, N, hangt nicht von p ab:
Massenwirkungsgesetz, gilt auch fur dotierte Halbleiter.

v —18(er,—e
JN.N, =N, =2N 375 © 2Bler—ev) (9.6)
(Ae(T) Ap(T))

mit v = V/N (N Gitterplatze)

Beispiel: Si (Zimmertemperatur) \/FN,,/V =1.5-101%cm3,
v- (AT M(1)) ™ ~ 3107

Ladungsneutralitat: p sodald N. = N,

. m;
= (EL + Ev> + i kgT In <—7:> (9.7
Leitfahigkeit:
Entsprechend (8.57) mit @, (k) ~ fik/m? und |7.(k)% ~ (e.(k) — €,)/m?
oo =27.¢* 2 (k‘BT)g/Qe_ﬁ(eL_“) dz 2%/
‘ 7 3RPr2 0
3/2
=27.¢ bl « o Bler—n) _ Te q* Ne
2mh? ‘ mi vV
kT 3/2 7,¢* N
2 * —€ _
Op = 2qu (W) ,/mp e Blu—ev) = ;;L; Vp (98)

Die Leitfahigkeit wachst mit steigender Temperatur, im Gegensatz zu Metallen. Auch bei
moderaten Temperaturen geringe L eitfahigkeit.

Typische Werte (Zimmertemperatur): Metalle p ~ 1076 cm, Isolatoren p ~ 10?2 cm,
Halbleiter p ~ 1073 --- 10 Q2 cm.

9.2 Dotierte Halbleiter

Donatoren (5 Valenzelektronen): P, As, Sb, Bi
Akzeptoren (3 Vaenzelektronen): B, Al, Ga, In, Tl

Donor:

UberschuRladungadung e, Dielektrizitatskonstante ¢, Beispiel Si: eg; ~ 20.
Coulombwechselwirkung in einem Dielektrikum: V (r) = ¢*/er
Donorsystem: Wasserstoffatom mit effektiver Ladung e/+/e:

Bohr'scher Radius a = h%¢/m*e®> Beispid Si: a~ 20A

Bindungsenergie Ey = m}e*/h’¢*> Beispiel Si: Ey ~ 0.05eV ~ kg - 600K
Entsprechendes gilt fir das Akzeptorsystem.

40



Einfaches Modell:
Jeweils nur ein gebundener Donor- b.z.w. Akzeptorzustand

Ladungsneutralitat:

Elektronen im Leitungsband + Elektronen auf
Donatorplatzen - Donatoren = Locher im Vaenzband
+ Locher auf Akzeptorplatzen - Akzeptoren.

(v=V/N, N Gitterplétze, mit (9.5))

%

S
+
+
+
+

M

1

1 4+ e Blep—pm) — T)\3 €A 1 4+ eBlu—ea)
gllt fur €L, — U > kT und n— €y > kgT.

Essel j; daschemische Potential des undotierten Halbleiters, (9.7). Dann ist mit (9.6)

(9.9)

N, = e’g(“_”")Ni N, = e_ﬁ(ﬁ'f—l"i)Ni (9.10) :gg ECD'”D)
log fi,
n-dotierter Halbleiter: ¢p > c,. Damit sind die Beitrage | -
der rechten Seite von (9.9) vernachlassigbar.
Mit n.= 2v/A3, n. = N./N und np= Zahl der an
Donatoren gebundenen Elektronen pro Gitterplatz:

log ¢,

o

n.=n. e PL=m —cn _pn= v (9.11)

Fir ¢p <n, e Blc—<p) dnd die Donatorniveaus
unbesetzt und n. = «¢p. Be sehr hohen
Temperaturen dominiert die Eigenleitung.

Figur: n. und p asFunktionvon £.

Entsprechende Rechnung gilt fir p-dotierte Halbleiter

______________________ (cp < ca)
El- - - - - - Ladungskompensierte Halbleiter mit ¢p ~ c4 ver-
EC T halten sich wie intrinsische Halbleiter.
Leitfahigkeit (9.8): a
7. ¢
oo =—"n, (9.12)
m_ v

Diffusion: Mit p = p(7) und (8.55)

9e(F, k) = =7 BE(K) - V() £ (k) (9.13)
fur e, — pu > kgT. Telchenstromdichte
S P -
Jne = 37 2 Te(R)ge(7, B) = =3 ST0:(R) (k) - Vo) £O(F) - (914)
ks ks
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Diffusionsgleichung: fn = —Dfﬁme(F). Diffusionskonstante:
kT

D, = 71—
me

Oe :5612 D.n. (915)

Gesamter Teilchenstrom (Elektronen) mit 5 (7) = —¢ jn, (7)
jne(m - - ﬁqDe ne(F) E_j(f‘) - De 6Fne(F)
_ A + 780 019

Entsprechende Rechnung fur p-dotierte Halbleiter.

9.3 p-n-Ubergang, Diode, Transistor

Raumliche Inhomogenitaten auf einer Langenskala L > a.

Wellenpakete der Breite « < A < L.

Elektrisches Potential @ (7). Einteilchenenergien

R2|k — kol? L h2 k2
— (7 k) = ey +q@(r) — -

€ p

(7, k) = e, — q O(7) + (9.17)

Elektrochemisches Potential

pe(T) = pt + q (1) (9.18)
i.e. die vorher hergeleiteten Relationen gelten fur p — (7).
Im Gleichgewicht ist, (9.11), n.(7) =n, e ler=re(),

Mit E(7) = —V () verschwindet also der Gesamtstrom j,,. () = 0, (9.16).

p-n-Ubergang (y-z-Ebene): cp(x) = O(z)cp und cu(x) = O(—z) ca.
Gleichgewicht: Flir x — oo @ n.(x) — Mo, pe(x) — 11, = pp+ q P,
Fir © — —o0: ny(x) — My pe(®) = 11, = p+q P,

Elektrisches Potential, Poissonglei chung:

I-le(x) _______ %cp(g;) = —%p(m) (9.19)

A% Ladungsdichte
Llttle o) - oy -cat0) o)} ©20)
S~ Vereinfachtes Modell:

A plx) = —qca fUr —d, <2z <0

plx) = qep fur 0<az<dp
plx) =0 sonst (9.21)
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Potential:

fir —d, <2z <0
€
— 2
O(x) =d, — —qcp (dn — ZL‘) fur O<z<d, (9.22)
Abschatzung: @, ~ 5 (er —ev); @, = —g.(er —ev); P(0) =0
€, — €y €L — €y
dp = | —5— d,=|—— 9.23
\ 4mepg? /e P\ drcaq?/e (023
Beispiel: ¢, — ey ~ 1eV: d,, ~ 3000/,/cp a Ccm.
Fir ¢ =10"...1018; d~10*---102A (Verarmungsschicht)
- . 19 16.12.02
p-n-Ubergang mit angelegter Spannung:
V>0 V<0
Z Wz
wo| s oy B AdY
~ N —

Durchgangsrichtung

Sperrichtung
Dicke der Verarmungsschicht fur ®,,, —: ®,,, ¥ 3V, mit A® =, — P,

Vq
dpp(V) = dpp(0)4/1 — T (9.24)

Beachte: Der Widerstand in der Verarmungsschicht ist viel grol3er alsfur « > d,, oder
x < —d,. Damitist ®(d,) ~ &, — iV und ®(—d,) ~ ¥, + iV.
Mit (9.11) und n.(d,) = n. bzw. n,(—d,) ~n,

ne(—d,) ~ e PIATViq, ny(d,) ~ e AT Vig (9.25)
Damit ist fur V > 0 (V < 0) die Zahl der Minoritatsladungstrager (Locher im n-

Bereich, Elektronen im p-Bereich) grof3er (kleiner) alsim Gleichgewicht, und thermische
Anregung und Rekombination von Elektron-Loch Paaren sind nicht mehr ausgeglichen.
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Rekombination von Elektron-L och Paaren:

Bel Rekombinationsprozessen dind Energie und Quasiimpuls (E-Vektor) erhalten.
Beispiel: Rekombination unter Aussendung eines Photons (bel 1ev A ~ 1.2u), Photon
+ Phonon (vorwiegend bei indirekter Liicke), strahlungsioser Ubergang (Ausendung
mehrere Phononen), ” Rekombinationszentren® (Verunreinigungen mit Zustanden in der
Mitte der Bandliicke), e.t.c.

Relaxationszeitansatz: (Gleichgewichtsverteilung 7., (x))

9
ot

0
ne(r) = 5

rec

np(@) = = {ne(@) ny(@) - Rol@) Fele)) (9.20

Tr

rec

Typische Werte fir 7,.. = 7./n, oder 7., = 7./n. ~ 107%-.-107% sec.
Zum Vergleich: Stof3zeiten fur Elektronen oder Locher 7., ~ 10712 .. 10!% sec.

Kontinuitatsgleichung fur Elektronen, = < —d,, (entsprechend fur Locher, = > d,,):
Mit (9.16) und (9.26) und on,,(z) < 7,

Sne() = ——— o (z) = a% i) = =D () (9.27)

Tre 02

0

ot

rec

mit on.(z) = ne(z) — n.e A% und (9.25)
One(—dy) = e P8PV 117, (9.28)
und for =z < —d,
ne(z) = e_ﬂqu{eﬁqv — 1} eldrte)/Le gy L, = m (9.29)

Entsprechende Rechnung fur on,(z) und = > d,,.
Beispiel: St bei Zimmertemperatur, L. ~ 0.08 mm L, ~ 0.03 mm.

Stromdichte: Mit (9.27)

. Te  _BuAT
jne,x(_dp) == _ﬁe ﬁqAé{eﬁqV — 1} 20 —
o s
Jnpa(dn) = T:p e AT[MY 1} (9.30) 15}
Strom-Spannungscharakteristik 10+
(mlt] ~ _ane,x(_dp) + anp,x(dn))
5t
j=gs e’ —1f (9.31)
0
Séttigungsstrom in Sperrichtung: Qv
sl - keT
- ﬁe ﬁp —/@QAE 932 -3 -2 -1 0 1 2 3
Js {Le Tr.e i LpTr,P}qe ( . )



n-p-n Bipolartransistor

XEB XBK
Emitter Basis Kollektor

Dickeder Basis L = (zpx — xgp) < L. (Diffusionsdange).
Dotierung der p-Schicht sal klein (vernachlassigbare L ocherleitung)

Gleichgewicht: V=0, U =0, J.=0, Jg =0, J. =0

ne(z) = ﬁgB) fur zpp <x < xBK (9.33)
ne(z) =nH = P10 ®Prn P ~ cg) fur = <app
ne(z) = nl) = eH4r2sx pB) ~ C(DK) fur = > apk (9.34)
Funktionsweise: Vi g #0, U # 0
A(DEB = A6EB — VE A(I)BK = A6BK + VK (935)
Ve =U — RJg (9.36)
Elektronendichte im Basisbereich:
ne(rpp) = Ve ﬁgB) ne(rpr) = e PIVE ﬁéB) (9.37)

Rekombinationsstrom = Basisstrom .Jz (Querschnitt /', Lange L der Basis)

1 1
Jp =~ qFL—dn.(rpp) =qFL —ﬁgB) {eﬁqVE — 1} (9.38)
Ty Ty
Diffusionsstrom in der Basis
(fur Jp Jg e LK Le) U-Vix
F D,
Jk =q {ne(ZEEB) - ne(iUBK)}
FD
_ e =(B) [ BaVe _ ,—BqVi
=q I e {e qVE e P K}
1 VBK
== E {U - VK} (939) —VEB _VEB u

20 181202
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Zur weiteren Rechnung: Widerstand der Basis:

1 F F
Thermische Spannung
Ur = kBTT Ur =0.026V fir T = 300K (9.41)
Damit ist U U
_ [ Ve/Ur _ ~Vg/Up YT _ Y T VK
Jie = {e"/r —e KT}RB_ = (9.42)
und 12 .
_ Te & [ Ve/Ur _ 1) ZT
Jp = . {eVe/lr — 1} i (9.43)
Verstarkung:
(5JK Tr.e L2
— ~ — — 9.44
(5JB Te L? ( )
MOSFET (metal-oxyde-semiconductor field effect transistor)
Sperrbereich:
Gate Gatespannung Ve < (e — 11)/q
Verarmungsschicht (Locher), mit (9.23)
d—1z)?
O(x) = ( 7 ) Vo (9.45)

fur x < d und

| Ve
=/—F 4
d Ameaq/e (9.46)

Es existieren Oberflachenzustande im Leit-

£L . — 7 //II‘ Ll
VGTaIe / ungsband mit Energie €,(x) < e,
) =

Source Drain

5 © oo () ~ e vtr=z) o () (9.47)

d
mit

oy () ~e 7T fur z>d (9.48)

Metall /7 "\ Oxyd und

h2 (k2 + K2 — A2

2m*

e

(9.49)

DurchlaRoereich: Vi > (e — 1) /q

Die Oberflachenzustande werden bis zur Fermienergie e = u besetzt und bilden hier
ein zweidimensionales entatetes Fermigas mit metallischer Leitfahigkeit. Die Dicke der
Schicht ist etwa

D~ LdVen g (9.50)

2 4V
Sie bestimmt die Leitfahigkeit im Durchlal3bereich. Bei schwacher Dotierung im p-
Bereich wird d und damit D grof3, und man erhalt eine gute L eitfahigkeit.
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10 Tieftemperatureigenschaften von Glasern

Spezifische Warme Warmeleitfahigkeit
101 ' 101
C [WI/gK]

K [W/em K]

100L

100L
Quarz
uarzglas 101t Kristall
10_1_Q g
102
_2_
10 Quarz Kristall 103]
103 10-4| Quarzglas
~T2
10_4 1 10—5 1 1 ]
0.01 01 T[K] 1 0.1 1 10 T [K] 100
Tunnelmodell:

In Glasern existieren (meta-)stabile Konfigurationen, die durch quantenmechanisches
Tunneln von wenigen Teilchen ineinander Ubergehen konnen (Tunnel zentren).

Tunnelaufspaltung (fur A = 0):
Ay = hQe A (10.1)

A= g, /amy (10.2)

Hamiltonoperator (Zweizustands-

v modell, Spin 1)
A o ___ N/ ) (A Ag

(10.3)

Tunnelaufspaltung fur asymmetrisches Doppel potential:

€ = /A2 + A2 (10.4)

Erwartungswert der Energie und spezifische Warme eines Tunnelzentrums

2
_ 1 1 _ _€ 1
E(e) = —5¢ tanh (566) cle) = T cos®(136) (10.5)
Angenommene Verteillung der Tunnelparameter A, A b.zw. €, A
_ A _
P(AN) =P Plen) = 2 pa ) = < P (10.6)
de €2 — (hQe )2

fir A/kp ~ 1K bzw. ¢ > AiQe™ und X\ < Ay Ein Maximalwert A, ist
notwendig um Singularitaten zu vermeiden. Tunnelsysteme mit sehr groRem A\ haben
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eine sehr kleine Tunnelfrequenz. Durch Wechselwirkung mit Phononen oder anderen
Freiheitsgraden wird die Koharenz fir diese sehr langsamen Tunnel systeme zerstort, und
sie tragen damit nicht mehr bel.

Zustandsdichte:

Amax Alnax
gle) = / dAP(e, \) = %artanh\/l - (@)QQ—M (10.7)
)\min )\min
mit A\, = ln( DY RO Apax > 1n( 2)
9(6) = P {Amax = In (B2) + O(e ) | & Ao P (10.8)
Spezifische Warme
2 2
c— /de 9(€) c(€) = 2UET Ao P / de — TN PRAT (10.9)
cosh’(z) 3
Typischer Wert fr die Zahl der Tunnelzustande kpAmax P ~ 101¢ [K~tem 3.
21 8103
Warmeleitung
Wechselwirkung zwischen Tunnelsystem und elastischen Verzerrungen 7
Hint - (1 : ﬁ) Oz (1010)
Verzerrungstensor
- Oua(T) | Oug(r)
o 10.11
n g(?“) 2{ 8745 + e ( )
Heog () = 3| Lal(F, ) + 0B, )} kams(F N) + kgma(B 0} (10.12)
Y\ 2mw(k, A)

Mit w(k, \) ~ cxk und

zw{na Y3 (K, A) + ng(k)na(k, 2) } (10.13)
wobei 7i(k) ein Einheitsvektor in k-Richtung ist, erhalt man
(v (k) = Z { f(k,A) + a(k, A)} (10.14)

Berechnung der Relaxationszeit fir Phononen: g(k, A) = f(k,\) — fo(k, \)

" g(F N = = (P POYo(E — Ep)| Wiy

2 - =
(N hs [n(F, ) —np(k,\)} (10.15)
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a) Resonante Absorption eines Phonons mit Energie hw(E, A) = e und Anregung eines
Tunnelsystems mit Energie e:

1

P, —PY =gk, \)———
s g(,)1+6_ﬁg

ni(k,\) —ngp(k,\) =1 (10.16)

b) Relaxation eines Tunnelsystems mit Energie e und Anregung eines Phonons mit
Energie hw(k, \) = €

. 1 R R
p—pPO = , - -1 10.17
= P =gk N 5 ik, A) = g (K, \) (1017)
M atrixelement
A hk
Wis=— (10.18)
€ \ 2mecy
Damit ist .
7(k,\) ~ . (10.19)

Hauptbeitrag zur spezifischen Warme von Phononen mit Energie hw(E, A) ~ kgT und
Wellenzahl k ~ X2 T. Damitist 7 ~ 7! und mit (7.53) und (7.22) ist x ~ T? fir
tiefe Temperaturen. Bei Temperaturen 7' > 1 K werden andere Prozesse, z.B. lokalisierte
Phononzustande, wichtig.
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IV WECHSELWIRKENDE ELEKTRONEN IN METALLEN

11 Hartree-Fock Theorie

11.1 Variationsrechnung, Hartree-Fock Gleichungen

Einteilchenzustande

Prn(7) (11.1)
Feldoperatoren (Fermionen), siehe (8.40)
V(7 s) = Yt (Al s) O(Fs) =3 gp (P e(fns)  (112)
En En

Hamiltonoperator mit Zweiteil chenwechselwirkung
H=Hy+ 1Y W@ - 1))
ij

—

= Z c'(k,n, s) <l§, n,s

L Ll ol of
k.n,s,k'.n’,s

+3 ST )W (7, YW (7 — 7)o (7, ) (7, 5)

8,8’

—

H, ‘IZ', n', s'> c(k',n'; s

= Y t(k,n, s) <E, n,s

n _‘/ / !
kn,s, k' .n' s

H, ‘IZ’, n, s'> C(E’, n', s

= % Z Z CT(/;, n,s) CT(E/, n',s') (11.3)
E,n,s,lg’,n/,s’ E//7n//’s//7]2///7n///78///
« <E,n,3;l€’,n’,s' W E//’n//,S//;E///’n///75///> c(lg”,n”,s”) C(E///’n///,S///>
mit
7 AN 3 %[ hQA — —
<k:,n, s| Hy|k',n' s > = b5 /d r @Eyn(r){ i + V(r)}g@g,,n,(r) (11.4)

En. s k.n s|W
AR g EL R B

E//’ n//’ SH; E///’ n///) S///> —
S / &Crd®' gt (7% (YW~ 7)o () o () (115)

Rietz' sche Ungleichung, Variationsrechnung

By < (@[ {Hy+W}|®)  mit (®®)=1 (11.6)
Variationsrechnung mit Nebenbedingung (®|®) = 1 ( Lagrangeparameter ¢)
(00| {Ho+ W — €} |B) =0 (11.7)
Testwellenfunktion B
- n(k,n,s)
@) = [T (c'(k,n, s)) 10) (11.8)
k,n,s



Erwartungswert

(| {Ho—i—W—e} |®) = Z n(k,n,s) <E,n,s Hy

l;, n, s>

w

E.n', sk n, s> -

7 NI
—<k,n,s,kz,n,s

w

kon, s K n s'>} (11.9)

Variation: (0®| — dpz (7). 2 1310
Mit (11.4) und (11.5) erhalt man die “Hartree-Fock Gleichungen”

n*A — _ B
{= 5 VORI for, (1) = [ We (F=7") 0z, (7) = e(k, m)ipz, (7)  (11.10)
wobel
W) = 3 [ WE o (7 0l o)
k'’ s
We (F = 7') = S W=7 g (7) 03, (7 (K 1 ) (11.12)

P
k' n

Die Hartree-Fock Gleichungen sind vom Typ einer Einteilchen-Schrodingergleichung,
allerdings mir selbstkonsistent zu bestimmenden nichtlokalen Potentialen.
Erwartungswert der Energie:

E=(®|H|®) =Y L (kn,s

—

E, n, s> + e(g, n)}n(k, n,s) (11.12)

Hy

k,n,s
Besetzungszahlen: n(k,n,s) = {0,1} sodal E minimal und ngn’sn(g,n, s) = N.
Angeregte Zustande, e.g.
‘\P(E,n,s; /;’,n’,s’)> =k, n, s) (K 0/, s) |®) (11.13)

mit n(k,n,s) =0 und n(k',n’,s') = 1.
Anregungsenergie

OF = <\If(/;, n, s k' n, 5’)‘ Hy+W “If(l;, n, s k' n, s’)> — (| Hy — W |®)

= e(k,n) — ek, n,s') — { <E,n, skl n',s'|W

k’,n’,s';k,n,s>—

7 WA
—<k,n,s,k,n,s

W‘E,n,s;lg',n’,s'>}

~ e(k,n) — (K, 1, ) (11.14)
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11.2 Elektronen in einem homogenen Potential

Ladungshintergrund V (7) =V,
Wellenfunktion

() = = kT (11.15)
Besetzungszahlen
5 B 1 . k < kg
n(k,s) = {O} fur {k - kF} (11.16)
Hartree Potential
W) =Yon(k.s) ¢ [ar W= =§ [arwe) =W (@117)
E,s

Austauschpotential

[ W =) o 57" = [an! We(#)e 7 o ot B7 = We () €7 (11.28)

1% Vv Vv
mit
WealR) = & Sm(F, ) [abr W () et EF07 = [ LT TR
- v W<k (2m)3 '
und B L
W (k) = / &Br W (7) e~ F7 (11.20)
Fur Vo = —W
DL 11.21
G(k) ~ om WeX(k) (11.21)
Coulomb Wechselwirkung:
q2
W (7) = E AW (7) = —4m ¢° 6(7) (11.22)

- 1 o 1 2
W) = o [Erw e ™ = - [abw () AeFr

1 —ik Am ¢?
= —ﬁ/d?’re FEAW (1) = 12 (11.23)

Mit (11.19)

2 2
Wex(k) = ~— {1+ 2h/h; bl

} (11.24)
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17 2 2 . 0.5 T
We(k) = 2¢°kp  fir k—0 ) /

Wek) = L kp  fir  k=kr (11.25) % £(k)
W 0.0

We(k) — 0 fir k> kp

Effektive Masse
RPkp de(k)

-05}
(11.26)

m* dk

k=kp

AWex (k) _>_q—21n\k—kF| (1127) .10 -
dk  k—kr 7 0.0 05 10 kike 15

9(&) Effektive Masse in Hartree-Fock Naherung fir
Coulomb Potential m* — 0, und mit (8.35) gilt fur
2y 1 dieZustandsdichte g(ep) — 0.

Fur Potentiale mit endlicher Reichweite ist m* und
1t 1 g(er) endlich.

0 .
0.0 0.5 1.0 kikg 1.5

23 15103

Grundzustandsenergie (11.12)

E  3r%% 3
— = ——q°k 11.28
N 5 2m 47 ¢ rr ( )
Gleichgewicht:
OE/N 5 mq> 5
— kp = — = 11.29
dkp T B2 4map (11.29)
Dichte N .
_ T 1.3
p=7 =33k (12.30)

Mit ap = 0.529 - 10 8cm: kp ~ 0.75 - 108cm 1.
Vergleich Li: 1.1-10® Na: 0.9-10®° K: 0.73-10% Cu: 1.35-10% Ag: 1.2-108

Korrelationsfunktion

g(F=7") =Y (@[ (F, )N (7, V(7 )T (7', ) (7, 5) |@)
_ p2{1 _ F sin(kpl = 7)) — kel = F'|ECOS(/<?F|7?_ F/Dr} (11.31)
2 (kelm— 1)
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1.0 : Energie
g(r)

E 3Rk 5
= _ = —1
N3 o +/d rW(r) (g(r) )
L 05 E| EO WC
= — — 11.32

Ferromagnet

Intrinsischer Ferromagnetismus:
0 2 4 6 ker 8 hkegp=vV1+akp kpy=+vV1—xkp
py = 3(1+2)p py=3(1—2)p

0.0

Energie

E(w) =3 Eo{(1+2)* + (1 —2)”} =W {(1+2)+ (1-2)}  (11.39)
For W, < L Ey: E(x) istfur =0 minimal: Paramagnet
For W, > & Ey: E(x) istfur 2 %0 minimal: Intrinsischer Ferromagnet.

11.3 Abschirmung (Thomas-Fer mi-Naherung)

Testladung —Z ¢ am Ort 7 = 0. )
Positive Uberschussladung durch verringerte

p(r) Elektronendichte in der Nahe der negativen
Testladung.
Potential V(7)
2 AV, (7) = —4xq*{ Z6(7) — p(7) + 7} (11.34)

Einteilchenenergien  fur  Elektronen  mit
effektiver Masse m* in einem langsam
veranderlichen Potential V(7)

- hk?
e(k,7m) = oy + V4 (7) (12.35)
Lokaler Fermiimpuls kg (r) mn
h? kp(7)? , n’k%
o +Vi(F) = ep = S (12.36)
Lokale Dichte
s kF<77)3 = k% = m*
p(r) = 33 P + 3 {k‘F(T) - k’F} ~p— 212k Vi(7) (11.37)
L6sung der Poissongleichung (11.34)
7 2
Vi(7) = S e/ (11.38)



Abschirmlange (Bohr’scher Radius ap = h?/mq? )

(&2l mTap
by=,|—— = ,/—— 11.39
° \/67r,0q2 \/4kp ( )
Mittlerer Elektronenabstand
1
ro = 3%: 3%{@ 6525\3/?\/&37“0 (11.40)

Typische Werte fir Metalle: (5 ~ rg ~ ag.
Hartree-Fock Rechnung mit abgeschirmtem Potential, (11.23)

- 4mq? 1
W(k) = ——— s = — 1141
( ) k2 + "ig R fs ( )
Mit (11.19)
2 2 2 2 2 2
— ¢ kp ki — k* + K (k+kf)* + K2
Wex(k) = 1 1
k) = { RV P
K 2kpKkg
_ E arctanh<m> } (1142)

Damit sind W, (k) und seine Ableitungen fir k = kr nicht singuldr, und die effektive
Masse und die Zustandsdichte an der Fermikante sind endlich. Typischerweise findet
man m* ~ m. 24 20103

11.4 Optische Eigenschaften, Plasmaschwingungen

AuReres elektrisches Feld E,(7,t), Polarisation P(7,t).

Kraft auf ein Elektron
K (7 t) = —q{Ey(7,t) + 4rP(7,1)} (11.43)
Poissongleichung
V- B(i,1) = —g{n(F.t) — 7} (11.44)
Kontinuitatsgleichung
% n(7t) = =V - j(F,t) (11.45)
Newton'sches Gesetz: m 24(7,t) = K(7,t), Strom j(7,t) = #(,t) n(7’ )
a 2= q n — D/ = —
50 () = _E{EO(T’ t) + 4w P(F, )} (7 1) (11.46)
Mit (11.44) und (11.45)
8 = 5/ = = 25 a =, -,
5V P(rt) =qV - (i) =P t) = qj(r. 1) (11.47)
ot ot
Mit (11.46)
8—2ﬁ(*t)~—q2—ﬁ{é (7, t) + 47 P(7 1)} (11.48)
g\ T e AT :
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Frequenzabhangige Dielektrizitatskonstante: 47 P(w) = {e(w) — 1} Ey(w)

2

e(w) = ﬁ wp = 47:;11 n (11.49)
Plasmafrequenz wp.
Plasmaschwingungen (kollektive Anregungen) fir w = wp.
Lichtgeschwindigkeit:
A (w) = % (11.50)

€(w)
Keine Ausbreitung von elektromagnetischen Wellen fir w < wp (totalreflektierend),
trangparent fur w > wp.

11.5 Fermi-Flissigkeit (Landau-Theorie)

Betrachte

2
Pi 5
HQ) =3 55+ 302 W(E - ) (11.51)
7 1,7

A = 0: frelesFermigas, A\ = 1: wechselwirkendes Fermigas.

Bel adiabatischem Einschalten der Wechselwirkung erhdt man eine endeutige
Zuordnung von Zustanden des freien Systems zu Zustanden des wechselwirkenden
Systems

| B,) < [@,(N) o |T,,) (11.52)
z.B. Grundzustand
| @o) > |Wo) Eoe E mit [ do)= [[ (K s)]0) (11.53)

|E|<kp,$

Einquasiteilchenzustand (|| > kp)
Quasiteilchen:

=
&

Impuls: P =35, Wegen [P,IW] =0

Pl dg,) = hk| dg,) P |wg,) =nk [u;,) (11.56)
Energie (grofkanonisch) fur |E! > kp
2
{H - MN}| Pr,) = Z:j — pu+ Eo —MN}| D)
{H—pN} W )= {ek) —p+ Ey— pN}|wg ) (11.57)
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Entsprechend fiir Quasilochzustand mit || < k.
Fur [k| — kp e(k) — ep = p und fir |k ~ kp ist

72 kg

m*

(k) ~ er + (|k| = kr) (11.58)

Zweiquasiteilchenzustand (k| > kp: |K'| > k)
VUt o) = (K, ) & (R, ) [Wo) (11.59)
Energieerwartungswert
<\IIE,5;E’,S/ {H - IUN} ’\I]lg,s;l;/,s/> o <‘P0’ {H - /LN} ‘\IJO>

=e(F)+e(K)—2p+ f(k,s: K ,s) (11.60)

Entsprechend fur Quasiteilchenlochzustand und Zweiquasilochzustand.

Fur |k| ~ kp und || ~ kp hagt f(k,s;k,s') nur vom Winkel 9 zwischen & und
k" und vom gemeinsamen Spinzustand (Singulet oder Triplet) ab. Entwickelt man die
Wechselwirkungsparameter nach Potenzen von cos ¥,

f(l;;? S, ]g/? Sl) = Z fs(ign)gulet/triplet COS£<19> (1161)
l

kann man die fuhrenden Koeffizienten aus Experimenten, z.B. zur Kompressibilitat und
magnetischer Suszeptibilitat bestimmen. Aus diesen Parametern, die auch die Streuung
von Quasiteilchen beschreiben, lassen sich dann auch Transportkoeffizienten berechnen.
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12 Supraleitung

12.1 Phononinduzierte Wechselwirkung

Elektron Phonon Wechselwirkung: Ortskoordinate eines Elektrons 7;; Ruhelage eine
Gitterions R,,; Auslenkung

U, = X, — By = = 303 \)e 0P | = (12.1)

g\

Elektron Phonon Wechselwirkung

mit
N h
F(g\N) =— 12.
25 22.1.03
Storungsrechnung fur Zeitentwicklungsoperator:
Essé H=H +W und H |A) =E, |A) = hwy |A).
Zeitentwicklungsoperator
U(t) = e+t U (t) = o H (12.4)
Storungsrechnung:
[} ) t [¢] o
U(t) = U(t) — %/dt’ U(t— )W ()
0
1 t / i ! ° !/ ° / " ° 1
—?/Odt/odt Ut— YW U — )W) +---  (12.5)
Mit W = (A|W |B)
. Pt . , o
(A|U(t)|B) = e ™ats, 5 — % /0 dt " wat=t) 7, e—iwnt (12.6)

1 t t/ . / . ’ " ; 1"
o Z ﬁ / dt// dt// efzu)A(tft) WA,C e*ZWC’(t —t'") WC7B eflet 4+
C 0 0

Fouriertransformierte

(A|U(w) |B) = —i limy /0 Tt (A U(1) |B) (12.7)
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04.B 1 1

AlU B) = : Wap———— 12.8
(AU |B) = =2 e Wap (128)
1 1 1
+ |44 — W .
;w—wA—i-w A’Cw—wc—kw C’Bw—wB—i-w

Effektive Wechselwirkung W.g  (Frohlich):  Weg(w)
so dal3 1.0rdnung in Weg ~ 2.0rdnungin W,

1

Wes 4,B(w ZWelphAC R

Weiph,c,B

(12.9)

Fir die gezeigten Diagrammeist Weiph,ac = F (g, \)
und fiwe = e(k — Q) + e(k — 10 + hw(q, A) bzw.
Tiwe = E(E—I— D)+ e(k’ 20 + hw(=q,\) und hw, = e(k + Q) + (K — @) sowie
hw —e(k——cj)+e(k' ).

Far die Supraleitung entscheidend ist, wie gezeigt wird, die Wechselwirkung von
Elektronen mit |e(k) — u| ~ A mit A ~ kT, < kg ©p. Damitist fir |hw —2u| ~ A
mit (12.2)

Wald) ~ ~4 > - e (12.10)

12.2 BCS-Grundzustand

Hamiltonoperator (GroBkanoni sch)
H—pN =Y cl(k,5){eo(F) — p}e(k, s) (12.11)

k,s

mit W(k,&,q) < —LG < 0 fur |eo(k+1q) — | < hwp und |eo(K' £+ 1q) — | < hwp.

Es sei Hartree-Fock Grundzustand |®,), Hartree-Fock Einteilchenenergien ey (k)
Fermienergie ¢,(kr) = p.
Betrachte Hartree-Fock Grundzustand + ”gebundenes Paar” mit Gesamtimpuls O und
Gesamtspin 0 (Cooper) o .

0) = > v(k)cl(k)cl (—k) (12.12)

k

mit v(k) = #(|k| — kp) und (k) = 0 fir x <0 oder x > K, wobei K ~ Tl L kp
sel.

Energiedifferenz, mit ey (k) — ke (|k| - k)
AE = (U[{H — pN } [W) = (®o| {H — N } | @)

= 23 0(R)? R (K] = kp) + S 0k + 5ok — S Wk, —k,§)  (12.13)

k Eq

Q
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Abschétzung fir K < kg

21.3 K 2
M / drk 2%6< /0 dm(@) (12.14)

Durch geeignete Wahl von o(k), z.B. o(k) ~ s~ mit » — 0, kann man erreichen,
dad AFE < 0 ist. Damit ist gezeigt, dal3 der Hartree-Fock Grundzustand fur attraktive
Wechselwirkung (G > 0) nicht der tatachliche Grundzustand ist.

BCS-Testwellenfunktion (Bardeen, Cooper, Schrieffer, 1957):
Gebundene Paare (Cooper-Paare)

o) =TT {u(k) + v(k)] (k)c| (=k)} | 0) (12.15)

k

Normierung: . .
u(k)? +ov(k)? =1 (12.16)

Mittlere Teilchenzahl

(N) = > (ol {cl(R)ey (k) + e (~R)ey(—k) } [Wo) = 23 v(k)? (12.17)

k k

(2 \/ > {olk)? —v(k)t} ~ VN (12.18)

Damit sind die relativen Schwankungen der Teilchenzahl im thermodynamischen
Grenzfall vernachlassigbar.

Varianz

26 27.1.03
Erwartungswert der Energie: Zur Berechnung von (1) betrachte

(Wo| (k= 3, 8)c! (K + 3, s \W (R, I, @)e(F = 3@, s )elk + 33.5) [¥)  (12.19)

Nichtverschwindende Beitrage nur fur F'=—k und s = —s. In |Wo), (12.15), ist der
Beitrag ~ v(k+3q) u(k—3q),in (Vo] ist der Beitrag ~ u(k+1q) v(k—1q) zuwahlen.

E—uN =2y v(k)® ke (k| - kp)
k

+ 2 ulk 4 30 ok + 4 ulk — 4@ ok — 3 Wk, k@) (1220)

Vereinfachtes Modell:

I _1 -
W(k,—k,@:{ 5} Fiir |eo(ki;q)—u|{§}m (12.21)

A=< GZU(E)U(E) = G/de g(e) u(e) v(e) (12.22)
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wobel € = Re (15| — kp) + pound u(k) — u(e); v(k) — ve).

Variationsgleichung

Mg i 22 a s a2
Losung:
1A
wl(e) vle) = 2 12.24
(@0l = = (12.22)
Mit (12.22): Lo /M—hwpde g(e) -1 (12.25)
2 Ju—twp (e — p)? + A? |

Fir hwp < 1= ep kannman g(e) ~ g(u) setzen, und

2 fiwp de . th
— = — =2 h(—— 12.26
PIIE op VT AT arcsin ( A ) ( )

Fur schwache Kopplung ¢(¢G) < 1 ist A < hwp und arcsinh(x) ;fln(x).

Damit ist 10
A = 2hwp e VIWG (12.27)
und
0.5
v(e) 1 ( €E—p >
= |s|1F 12.28 u(e) v(€)
{u<€>} Jz (e — p)? + A2 (12.28)
0'910 5 0 5 (e-)/A 10

Alternative Darstellung des BCS-Grundzustands

Essai
4 I(k) = wk) v(E)\ .. [k>k
iy = k), D =4\ g 4 (12.29
AR =1, ) =) =1 ) e i) w2
BCS-Grundzustand Lo
(k)
Wo) = TT {a(k) + 9(k)& (B)&] (— k) } o)
k 05
— Lk eXF st 1P AR (12.30) %
E 0.0
-10 -5 0 5 (k-ke)/k 10
Quasiteilchen-Feldoperatoren
PN = o e e (k) (k) = 2= / dPr e F TP (7) (12.31)
k
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Damit ist

2 zgg cl(k) el (—k) = /d?’?"/d?’p 0 (7) L7+ Lp) L7+ 17) (12.32)

mit der " Paarwellenfunktion”

OEEDY O) i (12.33)

k

Damit ist der BCS-Grundzustand aus dem Hartree-Fock Grundzustand durch gebundene
Tellchen-Teilchen- b.z.w. Loch-Loch-An-

regungen hervorgegangen. 10
Die Paarwellenfunktion im k-Raum &

hat eine typische Breite n = 752 < kp.
Die Paarwdlenfunktion im Ortsraum
w(p) osziliet mit der Wellenzahl
kp, ihre Einhullende zerfalt mit der i

”KOhérenZ|énge” 60 = 2% 0 5 10 15 ker/2m 20

Der BCS-Grundzustand kann nicht mittels Storungsrechnung in der Starke der Wechsel -
wirkung G gefunden werden, wie man an der wesentlichen Singularitat von A, (12.27),
asFunktionvon G sieht.

Nicht berlicksichtigt wurde die (abgeschirmte) Coulomb-Abstol3ung der Elektronen.
Diese ist fur kurze Abstande stark, alerdings ist ihre Reichweite ¢/, < . Ihr Effekt
ist deshalb klein, sie kann jedoch dazu fihren, dafl3 in bestimmten Metallen keine
Supraleitung auftritt.

12.3 Angeregte Zustande, Quasiteilchen
Definiere ” Quasiteilchenoperatoren” (s = +1)

bl (k) = u(k) ch(k) — sv(k) cos(=k)  by(k) = u(k) e(k) — sv(k) !, (—F) (12.34)
so dai

{BLR), b ()} = 66w {BL(E)BL()} =0 {b.(B), 0L (K)} =0 (12:35)

bs(k) | We) = 0 (12.36)
i.e. der BCS-Grundzustand ist ” Quasiteilchenvakuum”.

Der Hamiltonoperator, ausgedriickt durch Quasiteilchenoperatoren, ist

H — uN = Ey — uN + > bl(k) e(k) by (k) + Wy (12.37)

k,s

Diesen Ausdruck erhalt man durch Einsetzen von (12.34) in (12.11) und
"Normalordnung”, i.e. Vertauschung der Quasiteilchenoperatoren so dal3 die Erzeuger
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bi(---) jeweils links von den Vernichtern &(---) stehen. Die ”Quasiteilchen-
wechselwirkung” Wy, enthalt 4 Quasiteilcheoperatoren und ist bei tiefen Temperaturen,
i.e. geringer Zahl von Quasiteilchen, vernachlassigbar.

Die resultierende Quasiteilchenenergie ist

15

e(F) = \/ (colF) — )" + 22 (1239)

Das Anregungsspektrum hat also eine 10
Energielicke A. Sie kann z.B. aus der
Spannungsabhangigkeit des  Tunnelstroms
durch einen Normalleiter-Supraleiter-Kontakt
gemessen werden. Die spezifische Warme ist

fur tiefe Temperaturen 0.0 .
0.0 05 10 k/kg 15

{e() - u}p

RIS

2A

¢ o FoT (12.39)

A hangt von der Debyefrequenz ab. Diese zeigt einen Isotopeneffekt dwp ~ —0M,
damitist 6A ~ —dM undauch 67, ~ —0M.

Experimentelle Bestimmung von A durch Tunnelkontakt zwischen Supraleiter und
Normalleiter: Kein Strom fur Spannung V ¢ < A.

Endliche Temperaturen

Man kann im Hamiltonoperator (12.11) die Feldoperatoren durch die Quasi-
teilchenoperatoren (12.34) ersetzen. Filr die folgenden Uberlegungen ist es ausreichend,
nur die Beitrage zu berticksichtigen, die in der Besetzungszahldarstellung fir Quasi-
teilchen diagonal sind

— = > ulkv(k)uE (k) ik, s) ik, ')+ (12.40)

wobei 7i(k,s) = bf(k,s)b(k,s) der Besetzungszahloperator fir Quasiteilchen ist. Die
Einteilchenenergien erhalt man, in Analogie zur Hartree-Fock Rechnung, indem man im
letzten Term obiger Gleichung einen der beiden Besetzungszahl operatoren durch seinen
Erwartungswert ersetzt

P 1
Eine Rechnung entsprechend der fur den Grundzustand liefert
e(k) = \/ (eok) — u)z + A(T)? (12.42)
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mit der modifizierten Gapgleichung, (12.26)

A(T)IA
hwp 2 1
/ { } (12.43)
hwp /62+A2 1+ ePVETA(T)
Eine Losung existiert nur fur 7 < 7. = 0.57A/kg, i.e
bei T findet man einen kontinuierlichen Phasenibergang in einen i,
normalleitenden Zustand. 0 1
12.4 Ginzburg-Landau Theorie
Stromfiihrender BCS-Zustand
W) = [T {ulh) + v(®)e{ (K + B)e[(K ~ B} 0) (12.44)
k
mit elektrischer Stromdichte (n = N/V)
e i oo hK
(T - i N — _ep
Je = (V| — Z}kcs(k)cs(k) U 2) en - (12.45)
Feldoperatoren
Ul = 5 e e () R = @l (1248)
k
Damit
W) = /d3R MR/d?’ VIR + 300l(R 1)} 10) (12.47)

oder verallgemeinert, fur langsam veranderliche ” Kondensatwellenfunktion” \IJ(I-?)

W) = H (F) + Vf/d?’m: /d“ Fopl (R Ll (R—10)}10) (12.48)
mit El ektronendlchte
n(R) = 20*(R)¥(R) (12.49)
und elektrischer Stromdichte

- =

Jo(R) = —— \\If )EVU(R) (12.50)
Die Kondensatwellenfunktion W (R) ist fiir alle Paare identisch (Bosonen).
Mit Magnetfeld: Vektorpotential
B(R) =V x A(R) Eichung V- A(R) =0 (12.51)

Klassische Hamiltonfunktion fur ein Teilchen der Ladung () und Masse M

1 Q- =\
H= o (P - ;A(R)) (12.52)
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Geschwindigkeit

I N e
V= (P - CA(R)) (12.53)

Quantenmechanisch P — V.
Elektrische Stromdichte fur Paare mit Masse 2m, Ladung —2e

—

und Dichte n/2 = U*(R)U(R)

je(lfé) = _3 {

m

U (R)EVU(R)| + 2 A(R) v (R)v(R)} (12.54)

Phanomenol ogische Theorie fir Kondensatwellenfunktion:
Ginzburg-Landau Funktional (1950):

~La|w(R)[ + 1w (R)[ — & BA(R)} (12.55)
Ginzburg Landau Gleichungen: 0 F¢./6¥*(R) = 0:

(& (29 + 2A(R)) —a+b|wR)| Ju(R) =0 (12.56)

2m \ i
und 6Fqr/0A(R) = 0: (Maxwell Gleichung)

477'—) —

—AA(R) =V x B(R) = —Je( ) (12.57)

wobel angenommen wird, dal3 Oberflachenbeitrage verschwinden.

Die Ginzburg-Landau Theorie ist auch auf endliche Temperaturen anzuwenden, wobei
der Parameter a = (7)) (und im Prinzip auch b) temperaturabhangig ist. Fur die
Elektronendichteist nur der supraleitende Anteil n, = n A(T)/A(0) zuverwenden. Der
normalleitende Anteil n — n, hat einen endlichen Widerstand und tragt keinen Strom

Beispie: W(R) =T B(R)=0: Mit(12.56):
U =1n,=a/b (12.58)

Beispiel: Halbraum, Normalleiter-Supraleiter Grenzflache
U(R) =U(z); U(z<0)=0; B(R)=0:

h2 d2
L6sung: .
TN = .
U(z) = tanh (g) T mit & = NG (12.60)

Koharenzlange &, entspricht der Koharenzlange der BCS-Theorie.
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Beispiel: B(z < 0) = (0,0, By), A(z < 0) = (0,2B,,0): ¥(z>0)=T
Mit (12.54) und (12.57): London-Gleichungen ( F. & H. London, 1935)

]_ —

2/ _ S T/ 2 =S — —A =t
J(R) = == "2 A(R) AA(R) = 5 A(R)
g 1 =, = . mc2
Speziell fur obige Randbedingung
B(z > 0) = (0,0, Bye /) (12.62)

A: London’sche Eindringtiefe

Thermodynamisches Kritisches Feld

Fer, stationar: AuReres Magnetfeld H,

a) Supraleitender Zustand: ¥ = U = a(T)/b; B =0; Far/V = —a(T)/4b
b) Normalleitender Zustand: ¥ =0; B = Hy, Fau/V = —HZ/8x
Koexistenz falls F(§) = F&). Kritisches Feld

H.(T) = \/ o a; @ \/ o Cf(o) TCT_ L (12.63)

Phaseniibergang 1.0rdnung fur By = B.(T). Supraeitung nur fir By < B.(T).

FluRquantisierung

Zylinder mit Loch, Dicke > A\, Flache S mit Rand C.
Im Inneren (z.B. auf C' ):

\U(Rc)| =T oder W(Re) = U etelfc),

Mit (12.56) und (12.54): j.(R¢) = 0

—n [ acite) - G (R(0)) = 20 = 206 [acite) - A(Rw)

_ 2e 9= e _ 2e 9, o =/ = _ 2e
=iV < A(R() = 7 [ @) B(R() = e (1264)
i.e. der magnetische Flul3 & ist quantisiert
Bo = nd, mit = zghc (12.65)
e

wobei der Nenner 2e der Ladung eines Paars entspricht.
Experimenteller Nachweis von Cooperpaaren: Doll & Nabauer (1961), Deaver &
Fairbank (1961)
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SQID: Superconducting Quantum Interferrometer Device

Tellstrome I = I + 1.
In den Tunnelkontekten ist j,» = 1I;5/f, wobe f /\
der Querschnitt des Tunnelkontaktes ist. Die supraeitende

Dichte im Tunnelkontakt ist n, < n,, dieLangesei a. Es | = A B

Sel
\Ijl,Q <€> = \/%eiﬂp(é) (1266) U

Anderung von ¢ in den Tunnelkontakten

2ma

ne f

(5@0172 ~ — 11’2 (1267)

mit maximalem Strom |/ | < I..

Anderung von ¢ in den restlichen Teilen, entsprechend der Rechnung zur FluRquanti-
sierung (5 = 0)

2
Ay — Ay = h—icp (12.68)
Eindeutigkeit von W:
2 2
Ag&l + 5@1 — AQDQ — (SQDQ =2mn = ﬁ@ — ma (Il — 12) (1269)
fic nqf
Imax
I — 1, = Memd (g =0 (12.70)

" e NN
Maximaer Strom [,.. sodad I, = 1., I, < I.

oder I, =1., I, <.

0 1 2 >/,
Typ Il Supraleiter (Abrikosov 1957) 20 5208
AuReresFeld Hy: B=Hy+V x A ‘é’
Supraleiter mit &, < A
Betrachte Wirbel mit Radius r, und Lange L.
Far r <rg—&o: V(r) =0, B(r) = B.
AFcL =0 (12.71)
Iy r
For To—f() <T<T0+€0
2
AFer /L~ LT (12.72)
mé&o
Far » > ro + &), mit (1261)
2 1d 1
{@+;5—§}(3(T)—H0) =0 (12.73)
L osung: Modifizierte Hankelfunktion
Ko(r/A)
B(r) — Hy) = (B. — Ho ) 7~ 12.74
(B) = Ho) = (Be = o) e 73 (2
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mit
In(1
Folz) = | ) T
ﬁe > 1
Fluld um Wirbel, fur ry < A und Hy < B,:

B.)\?
In(A/7o)

Keine Beitrage ~ A% in AFqy/L. Damitfur r > ro + &

o= 27T/oodrrB(7‘) A
0

d H,

AFqL/L = —
47

Minimaler Radius. ry =~ &, minimaler Flul & = .
KritischesFeld H.,: Fur AFg, <0 bilden sich spontan Wirbel

Hcl ~ %?Hc

Oberes kritisches Feld: W(R) — 0. (12.56)
linearisiert:
B-H,

2m
Diesist die Schrodingergleichung eines Teilchensim
Magnetfeld. Eigenwerte (siehe nachstes Kapitel)
(n+ %) 2ehH/me. Niedrigster Eigenwert fir n = 0,
i.e I !

1 (he 2 -42_, = h® _ -
{Zv + ?AO} U(R) = m—gg\p(R) (12.79)

(12.75)

(12.76)

(12.77)

(12.78)

H H
H = Heoy ~ he _ iHC (12.80) <
eSo  So
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13 Elektronen im Magnetfeld

13.1 Eintellchenzustande

Homogenes Magnetfeld in z-Richtung: B = (0,0, B)
Vektorpotential B =V x A, zB. A= (—By,0,0)
Hamiltonoperator fur Teilchen mit Ladung ¢ im Magnetfeld

-\ 2

H =3 (7= 24) + V(@) = & {(p: - gyB)2 +py+pl)+ V() (13.1)

2m c 2m

Freie Teilchen im Magnetfeld: V (7) =0

Vp(@) = ettt (y) (132)
N 2 d2 7 x z
Hyg() = £{ (hks + 4By) " - h2d—y2 + 122 felther ket o () (13.3)
Schrodingergleichung
9 d2 m qB 2 he 2 ﬁ2l€2
{=rgp+ () k) o) = (G, — 5r)eny) (134

Eindimensionaler harmonischer Oszillator mit Frequenz w,. (klassische Zyklotron-
frequenz), Eigenwert

k2 l4B|
G = 5+ (n+3)hw we="— (13.5)
lund (y) = —"% und
2 12 h hc ) )
— =:d° = = = — B)d k., 13.6
(b)) =d=go=gum () = —sie(eB) (136
Zustande fur festesn: " Landau-Band”
Zustandsdichte: Volumen V =1[bh
Fur
hkg;c T s
‘ B < %b k.| < #b k, = 277% k, = %nz (13.7)
z
Zustandsdichte
2
g(e) = v 5(6 — EE,n) (13.8)
ka,kzmn
Mit X
bl h
= k — [dk 13.9
% 2w d? Z = 21 ? ( )
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Zustandsdichte

(&)
gle) = Wd? /dk 25 e — ki (n+%)n%) X\‘i%\*\’l’

@e—n+1h%
:;,/TZ (n+2) >(13.10) )
2md*h V2 5 \/e—(n—l—l)hwc

2

L 1
hay, N, N, €

g(u) oszilliert als Funktion von B: Zyklotronresonanzen, de Haas-van Alphen Effekt
(Oszillationen des Widerstands, Suszeptibilitat - - - als Funktion des M agnetfel des)

30 10.2.03

Randzustande: V() = V (y). Schrodingergleichung (13.4):

nk?
o 2ea) = €0, (y) (1311)

V(y) £k,n

\

d? 2
{- rﬂer mw? (y+sign(qB)dk,) +V (y) +

J

/|

\\\ /‘ k
$oy) -d%k, Y -b/2c? b/2?
/ Stromoperator im Magnetfeld
y 7o) = GolF) = = A(F)n(F) (13.12)

Beitrag zur z-Komponente des Stroms von Zustand ¢ .

hk’ qB 2
R /d y} ¥
2
= sign(¢B) w. / dy {y +sien(gB)dk. Hop, ()| (13.13)
FUr k.| < 5% ist ‘gok ‘ symmetrischum —sign(qB)d*k,, aso <<pkn Ju @kn> ~ 0
Fr |k,| > 5%
(@in|da o) = wel d?hy — Lbsign(k,) } (13.14)

B S SSSE SN S SR U N A
5 0 0 0 &9
%WB

Diamagnetische Abschirmstrome klassisch
Entartungsgrad: Lange [, Breite b
_ 2mn o 1 1 1b  |¢B|
k, = ;i |k|d® < 5b N,.(1,b) = 5 P 27rhclb (13.15)
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13.2 Hall Effekt

Probe mit Volumen [ b h. Elektrisches Feld in y-Richtung: Vg (r) = q¢Evy; ¢B >0
Schrodingergleichung

{ L o2y + Ph) V) + ijf

~om — €0 (PEn(Y) = 13.1
om dy? ' 2 Ek,n}%@k,n(y) 0 (13.16)

Minimum der potentiellen Energie

2 2 / o _ 2 V/(?JO)
mw? (yo + d?kz) + V' (o) = 0 Yo = —d%k, + (13.17)

2
mwe

Beitrag zum Strom von Zustand ¢y, (13.13)

2 V’ Y
)] ~we(yo + dhy) = m( 0 (1318)

c

Jo

<90;;,n 9013,”> = we /dy{y - kox}

i.e. jeder besetzte Zustand liefert den gleichen Beitrag.

Elektrischer Strom fur V'(yo) = ¢F = qU/b (U: angelegte Spannung in y-Richtung,
n: Dichte der Elektronen)

szqn<jx>bh:qcnh% (13.19)
Spezifische Leitfahigkeit: J = bha - E
Hall Leitfahigkeit
qcen
0'337:,1 = ? (1320)
i.e. die Hall Leitfahigkeit unterscheidet Elektronen und Locher.
Fullfaktor: Zahl der Elektronen in einem Landau-Band, mit (13.15)
N, = hN,(1,b) _ N = si ()L2 (13.22)
n — n\t 77_ Nn O'x,y—Slqu 27Th7l .
13.3 Quantisierter Hall Effekt, von Klitzing Effekt
Metall-Oxyd-Halbleiter Struktur (MOS) .
Experiment
Metall Oxyd ~ Halbleiter Raumladungsschicht 1%, &
/ . an Oberflache. AL
N r
ﬁ ~ne Uc(;it:; 22) 2r O,
. 1F
(0 04 @ Um

U Gate
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Storstellen: Potential W (z,y), langsam veranderlich auf Skala d:

en(k) ~ (n + %)hwc +qFEy(k,z)+ W(z, y(k, z)) (13.23)

V(y)+W(x.y)

lokalisierte

Im ungestorten Bereich existieren nur
ausgedehnte Zustande, im gestorten Bereich
ausgedehnte und lokalisierte Zustande.
Lokalisierte Zustande tragen nicht zum Strom
bei. Da der Strom J, erhalten ist, kann er im
ungestorten Bereich berechnet werden.

Falls 1 im Bereich der ausgedehnten Zustande
ist, andert sich der Fillfaktor, i.e. die Hall-
Le|tfah|gke|t andert sich ebenfalls. lokalisierte Zustande

Falls 1 im Bereich der lokalisierten Zustande
ist, werden bei Anderung von p b.zw. Ugase
keine ausgedehnten Zustande aufgefillt, » ist
ganzzahlig und

Aus dem Abstand der Plateaus in o, ,(Ugae) |83t sich % mit grof3er Prazision
bestimmen.

Ausgedehnte Zustande an der Fermikante existieren nur, wenn p im Bereich der
ausgedehnten Zustande ist. Dies erklart die verschwindende Leitfahigkeit o,, im
Bereich der Plateaus.

Nicht beriicksichtigt wurde hier eine weitere Feinstruktur aufgrund der Stark-
Wechselwirkung.

Fur n < 1 wurden weitere Plateaus bei 7 = 5" gefunden (gebrochenzahliger
Quanten-Hall-Effekt, Stormer et.al. 1982). Hierfur ist die Wechselwirkung der Elektronen
wichtig, so dal3 sich Gruppen von 2m + 1 Elektronen korelliert bewegen (Laughlin

1983). 31 12203
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