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Deux thémes principaux

Partie | : Théories de jauge (Yang-Mills—Higgs) sur un graphe et géométrie
non-commutative

[CP 2024, arXiv:2401.03705]

Partie Il : Tenseurs aléatoires colorés, équations de Dyson-Schwinger

[CP 2018 Commun. Math. Phys.]
[CP 2021 Math. Phys. Anal. Geom.]



PARTIE | : Le formalisme spectral en géométrie non-commutative

- { C*-algébres eommutatives} ~ « espaces topologiques non-commutatifs (nc) »

+ la Loi de Weyl motive la question de Kac . La réponse [Gordon, Webb, Wolpert, Invent. Math. ‘92]

10, = < e, ,p = {JI*\ e 2 o) et o(Qq) = o(Qy)



PARTIE | : Le formalisme spectral en géométrie non-commutative

- { C*-algébres eommutatives} ~ « espaces topologiques non-commutatifs (nc) »

+ la Loi de Weyl motive la question de Kac . La réponse [Gordon, Webb, Wolpert, Invent. Math. ‘92]

10, - @2 - U\ s et a(Q) = o(Q)

géomeétrie
« Un triplet spectral (A, H, D) se compose d’une algébre-+ A —~ H (ou H est un espace de

Hilbel‘t) s un Operateur autO-adjOil’lt D . H - H (+ cond. pertinentes en dim. infinie). En fait, Si A est
commutative, le triplet (avec 'axiomatique précis) provient toujours d’une varieté M de
spin, (COO(M), L2<M S), Dy ) [Connes, JNCG 2013]



Géométrie non-commutative sur carquois

+ un carquois Q est un graphe orienté comme
e

+ étant donée une catégorie quelconque C, une
représentation de Q sur elle est un foncteur

Q — C. Leur totalité forme une catégorie,
encore :

Repe(Q) =@



un carquois Q est un graphe orienté comme

Lo

étant donée une catégorie quelconque C, une
représentation de Q sur elle est un foncteur
Q — C. Leur totalité forme une catégorie,
encore :

Repe(Q) =@

orienté par théories de jauge, je remplace la
catégorie cible d’habitude, Vectc, par telle des
triplets presque spectraux, pS,

X = (A 2 H), ol \est fidéle, 1€ A,
dont les morphismes (¢, L) : X — X’ sont
¢:A— A" morphism- * unitaire

Le U(H, H') avec X'[p(a)] = LA(a)L*



Géométrie non-commutative sur carquois

+ un carquois Q est un graphe orienté comme

e + l'element typique de Rep 5 (Q) :

, , L. {(AV?HV)V’ (¢e,Le)}vEQo,e€Q1
+ étant donée une catégorie quelconque C, une

représentation de Q sur elle est un foncteur
Q — C. Leur totalité forme une catégorie,

encore :
SRR

réseaux ee
de Bratteli

(n,r)
Icin,r: Qy — N® (avec un nombre fini

d’entrées positives) et PU(n) = [ [, PU(n;)

THEOREME | : [CP *24]

- orienté par théories de jauge, je remplace la
catégorie cible d’habitude, Vectc, par telle des

(llpiis [puizalue SPEEE LS FS, i est le produit des groupes projectifs unitaires.
X = (A 2 H), ol \est fidéle, 1€ A,

dont les morphismes (¢, L) : X — X’ sont 2\ — 2\ 9 @
¢:A— A" morphism- % unitaire 1\/2\%

Le U(H, H') avec N[¢(a)] = LA(@)L* vucs  © F% K’f"" LS K@fe

(considerées équivalentes lorsque Ad;, oA = Adj, o)) °



fourni avec une representation-pS de Q,
{(AW HV)V7 (¢€7 Le)}ver,eer € ReppS(Q) )
on obtient un triplet spectral honnéte :

(@ A, @ Hy Da(D)

VEQo vEQo
dont Poperateur de Dirac a coefficients :

[Da(D]vw= D) Le+ ) Lt

ecQ; ecQ;
s(e)=v s(e)=w
tle)=w t(e)=v

Example : Si ¢, := L. + L} = ¢} quand
t(e) = v =s(e) € Q,

D. .(L):(ﬁé)



L’action spectrale Try f(D/N) sur carquois

Trf(D/A) ; cas algébres simples A,

- fourni avec une representation-pS de Q,

H, = CN pour unv € Qg (alors pour chaque nceud)

{(Av, Ho)v; (des Le)vequ,ecai € ReppS(Q) 2 Etant donné un polynéme f avec coefficients
on obtient un triplet spectral honnéte : réeles fy, fi, . . ., et une pS-representation de

( D A D Hy, DQ(L)) eI Ly

vEQo veEQo /‘ / / /

dont 'operateur de Dirac a coefficients : e e e e >
_ % :...I; .......... : 1///;
[Da(L)]vw = Z Le+ Z Le wweao (aZ/maZ)?
(EG)Q1 €€)Q1 - n
sle)=v sie)=w . . .
o) H(e)—v r f(D/N) contient le terme de Wilson :
- Example: Sip, := L.+ L* = ¢ quand fid. > Tr[hol, ()]
t(e) = v = s(¢) € Qu, <24, et

D@H'(L):(Lﬁé)

rappel : hol, (e,e,€,€,) = Tr(L L, L¥ L)



L’action spectrale Try f(D/N) sur carquois

Trf(D/A) ; cas algébres simples A,

- fourni avec une representation-pS de Q,

H, = CN pour unv € Qg (alors pour chaque nceud)

{(Av, Hy)yv, (9e, Le)veaoecar € RepPS(Q) ' Etant donné un polynéme f avec coefficients

on obtient un triplet spectral honnéte : réeles fy, fi, . . ., et une pS-representation de
(DA @ HyDalL) NP O o
dont I’ope::tzeour develgziorac a coefficients : On(4) - *’f‘%;’g{%g{%?i ->
[Do(Dlvw= Y, Let+ D> LF (weay ({ZZ/WZ)J
eeQ eeQ;
:((:))::/ st((‘;);‘:’ Tr f(D/N) contient le terme de Wilson :
- Example: Sip, := L.+ L* = ¢ quand fa Z Z Tr, [hol (O0)]
t(e) -y = s(e) c Qo, veZd plaquettes []
D. (L) = (Zi (L)) + polyn. ncen {¢,, L.} veq,,ecq;

rappel : hol, (e,e,€,€,) = Tr(L L, L¥ L)



THEOREME Il : L’action spectrale sur le carquois O% (a) ; maille du réseau a vers zéro

Trf(D//\) = /\dN[ﬁ) + 2d fz aF (]Odz — 4d) 4] VOl(Td) « const. cosmologique » (dans le futur)

d
_ 2/\d—4f4 Z TFN(F,-?)ddX PU(N)-Yang-Mills
T =1

d
— f TrN{/\C"‘ 5 > |Dh* — A (f + 10d - fi) B — /\d“ﬁh“}ddx,
Td

J=1
Higgs-jauge potentiel quadratique-quartique du Higgs

ot N =dimH, (v € Qo). |Djh|* := (Djh)*(D;h) ; h, A; sont My(C)-valués sur le tore et

Djh = 8jh 4 [iAj, h] et F,'j = 8,-Aj = 6J-A,~ a4 i[A,', Aj] hj=1,..., d.



THEOREME Il : L’action spectrale sur le carquois O% (a) ; maille du réseau a vers zéro

Tr £(D/A) = NN[fy + 2d - f + (10d? — 4d)f3] vol(T9) <« const. cosmologique » (dans I futur)

d
_ 2/\d—4ﬁ1 Z TrN(Fijz')ddX PU(N)-Yang-Mills
T4 j=1

d
— f TrN{/\C’4 5 > |Dh* — A (f + 10d - fi) B — /\d“ﬂh“}ddx,
Td

J=1
Higgs-jauge potentiel quadratique-quartique du Higgs

ot N =dimH, (v € Qo). |Djh|* := (Djh)*(D;h) ; h, A; sont My(C)-valués sur le tore et
Djh = 8jh 4 [iAj, h] et F,'j = 8,~Aj = 8,~A,~ a4 i[A,', Aj] hj=1,..., d.
En plus, Tr D° genére les holonomies des théories de jauge améliorées a la Symanzik :

hOlL(ED, vy l,j) = TI’V(L;L,'LJ'L_,'L_,'L_/') 9 holL(ED, V;j, i, [) = TI’V(LjLiL_jL[L_,'L_[) 5
holy ([, vii,j) i= Tr(LiLLiL_iL_;L_;), hol (@, vii,j, 1) := Try(LiL;LiL_;L_;L_y).



PRO_] ETS |-11 : credits to cowsay

( I think I'll keep this information for )
( myself [and the attendees] )




PARTIE Il : Tenseurs aléatoires colorés

o Zyect = S(CN 5@ d¢, ou Sest un U(N)-invariant ; gen. par [Za (bagga]p,p eN
o Ziens = S(CNXNXN e 5@ d¢; Sest un U(N) x U(N) x U(N)-invariant [R. Gurau, CMP 2011]

N
Stens (@, d) Z Dab, C¢a b,c+ choix de contractions des indices
a,b,c=1

‘modele 9§’ = & + g(1[]1 + 2[7J2 + 3[2[3)

(graphes avec des arétes régulierement 3-colorés et nceuds bipartites)



PARTIE Il : Tenseurs aléatoires colorés

o Zyect = S(CN 5@ d¢, ou Sest un U(N)-invariant ; gen. par [Za (bagga]p,p eN
o Ziens = S(CNXNXN e 5@ d¢; Sest un U(N) x U(N) x U(N)-invariant [R. Gurau, CMP 2011]
N

Stens (@, d) Z Dab, C¢a b,c+ choix de contractions des indices
a,b,c=1

‘modéle 3" = < + g(11]1 + ‘2@2+ 3[]3) ; )
. a1bsas aiasasg

.Uo

21779 2 L1

by,b2,bs3=1 {M

Db bobs Db, asbs

(graphes avec des arétes régulierement 3-colorés et nceuds bipartites)



Récurrence de Tutte 2 Cartes planaires (enracinées)

périmétre £ 4 1 périmetre £ — 1+ 5

by +lo=0—1



Récurrence de Tutte : cartes planaires e

Mais pour les tenseurs, plusieurs fonctions a éwDS< >Wmd
n-points existent ; elles sont classifiées par les

graphes du bord (abrégé 7). [cP 2018] montre que DS< >Wa'd

les generatrices a droite elles sont toutes NON Gm  Gn  Cm
vIDES dans le model qb‘b, D > 3 étant quelconque. S DS< >Wa”’

(6) ©) 6 G6) o) (6) (6)
(654 G@ G@ G@ G[‘}‘1 Gm GW
G(4)

SELS)

(2)
Gs



Soient J € CN’ et W Uénergie libre, exp(W/[J,]]) = Se_55(¢)+7'¢+f"5d¢ du modéle ¢} tensoriel

Se(¢) = Z Gapc(@® + b + ) ape + 1@1+2@2+3@3

a,b,c=1,...,.N
Soit D non-conexe p = V(D)/2 avecX = (x} ..., xP) e ngp({L ..., N}) nous définions

Gp(X) = [To=1 )0 e WU, J e (OpW)(X) et's = x7  (g.unchow




Soient J € CN* et W [’énergie libre, exp( W[/, J]) = Se_55(¢)+7'¢+f"5d¢ du modéle ¢} tensoriel

Se(¢) = z: Gapc(@® + b + ) ape + 1@1+2@2+3@3

a,b,c=1,...,.N
Soit D non-conexe p = V(D)/2 avecX = (x} ..., xP) e ngp({L ..., N}) nous définions

Go(X) = [They 04 e WU, j]) = @WK ets = xE sman

TutoreMmE Il : Eq. Dyson-Schwinger pour D a bord non-connexe [CP ‘18, 20]

(—8) : c Y Gp(X) — Gp (X]s.—>5.)
SR == e N EPWICR SR W -

c=1 aeAut(D) be=1

oW, ] oW, Jl
* 2 |:a§C(D ﬁa )(X) . aCC(D;B,p

Q- HED)X) — (2 HEE) (Xlsmyr >]
(7) — () ‘

) (X|554>yf)
p#ﬂ

S [(n )X +
QeAut(Q)
(CuB)~9Q

7€ 2-ponts(R;B,c¢)



Eq. de Dyson-Schwinger : bord () & plusieurs composantes connexes (cc)

Input Tutte: périmétres (L + 1,b,..., k) } Input DSE: d-graphe D = (R, e) LQ

racine =K enraciné



Eq. de Dyson-Schwinger : bord (0) a plusieurs composantes connexes (cc)

Input Tutte: périmétres (L + 1,b,..., L) ‘ Input DSE: 0-graphe D = (R, ) LQ
R‘/_/ \ > N——
racine =K enraciné
Framework— éq. Tutte a éq. DS tenseurs
Description | non connexe 0 a bord non connexe

bord avec sommet L—1+j

joindre deux bords L—1+ L, K\{L}

Séparation du bord :

Cas . # ccaugmenté  (i,[) x (m, M)
&~~~ 7
iHm=l—18& IOM=K

Cas Il. # cc augmenté i,m, K

[CP 2018, CP 2020] Gp = Gp( g(gc) )



Eq. de Dyson-Schwinger : bord (0) a plusieurs composantes connexes (cc)

Input Tutte: périmétres (L + 1,b,..., L) ‘ Input DSE: 0-graphe D = (R, ) LQ

R‘/—/ N N
racine =K enraciné

Framework— éq. Tutte a éq. DS tenseurs

Description | non connexe 0 a bord non connexe

Y LA .
bord avec sommet L—1+j VA 00 w o‘ |
joindre deux bords L—1+ L, K\{L} 4 o

Séparation du bord :

Cas . # ccaugmenté  (i,[) x (m, M)
&~~~ 7
iHm=l—18& IOM=K

Cas Il. # cc augmenté i,m, K

[CP 2018, CP 2020] Gp = GD(fg(;), (D) )



Eq. de Dyson-Schwinger : bord (0) a plusieurs composantes connexes (cc)

Input Tutte: périmeétres ( /4 + 1,b,..., k) ‘ Input DSE: 0-graphe D = (R, ) LQ
racine =K enraciné
Framework— éq. Tutte a éq. DS tenseurs
Description | non connexe ¢ a bord non connexe

bord avec sommet L—1+j

joindre deux bords L—1+ L, K\{L}

Séparation du bord : ~_

Cas . # ccaugmenté  (i,[) x (m, M) “-—‘o ' S
N
i+m=h—1& UM=K
. ho
Cas Il. # cc augmenté i,m, K :

[CP 2018, CP 2020] Gp = GD(f ,§c( ); (D) )




Eq. de Dyson-Schwinger : bord (0) a plusieurs composantes connexes (cc)

Input Tutte: périmétres (L + 1,b,..., L) ‘ Input DSE: 0-graphe D = (R, ) LQ
R‘/—/ \ _ N
racine =K enraciné
Framework— éq. Tutte a éq. DS tenseurs
Description | non connexe ¢ a bord non connexe

bord avec sommet L—1+j

R, .
L7 & ® [ 4
WO N Q £ 9

e —

joindre deux bords L—1+ L, K\{L}

Séparation du bord :

Cas . # ccaugmenté  (i,[) x (m, M)
&~~~ 7

i+m=h—1 & IOM=K

Cas II. # cc augmenté i, m, K "":’”

[CP 2018, CP 2020] Go —GD(f ) (D), <(D), H(”) )



Eq. de Dyson-Schwinger : bord (0) a plusieurs composantes connexes (cc)

Input Tutte: périmeétres ( /4 + 1,b,..., k) ‘ Input DSE: 0-graphe D = (R, ) LQ
racine =K enraciné
Framework— éq. Tutte a éq. DS tenseurs
Description | non connexe ¢ a bord non connexe

bord avec sommet L—1+j

=~ .
L7 ® ®
—_— ’

joindre deux bords L—1+ L, K\{L}

Séparation du bord :

Cas . # ccaugmenté  (i,[) x (m, M)
&~~~ 7

i+m=h—1 & IOM=K

Cas Il. # cc augmenté i,m, K

[CP 2018, CP 2020] Go —GD(f ) (D), <(D), H(”) )



Eq. de Dyson-Schwinger : bord (0) a plusieurs composantes connexes (cc)

Input Tutte: périmétres (L + 1,b,..., L) ‘ Input DSE: 0-graphe D = (R, ) LQ
R‘/—/ \ _ N
racine =K enraciné
Framework— éq. Tutte a éq. DS tenseurs
Description | non connexe ¢ a bord non connexe

bord avec sommet L—1+j

joindre deux bords L—1+ L, K\{L}

Séparation du bord :

Cas . # ccaugmenté  (i,[) x (m, M)
&~~~ 7

i+m=h—1 & IOM=K

| ®
Cas Il. # cc augmenté i,m, K ‘

[CP 2018, CP 2020] Gp = G (£}, (D), (D), H(”) I())




Eq. de Dyson-Schwinger : bord (0) a plusieurs composantes connexes (cc)

Input Tutte: périmeétres ( /4 + 1,b,..., k) ‘ Input DSE: 0-graphe D = (R, ) LQ
racine =K enraciné
Framework— éq. Tutte a éq. DS tenseurs
Description | non connexe ¢ a bord non connexe
——— .
bord avec sommet L—1+j 00 : 0.
R ’7\ 4 . R
joindre deux bords L—1+ L, K\{L} Ao o

Séparation du bord :

Cas . # ccaugmenté  (i,[) x (m, M) “-—‘o ' S
N
im=h—1 & IOM=K - Sh-e° _
AN _ —
. . \ :"?i;"' “
Cas Il. # cc augmenté i,m, K \ '.‘ o’

[CP 2018, CP 2020] Gp = Gp (£, (D), sH(D), Hg’;), 159)




As placeholder

roject, my favourite French composer:




préférence pour les journaux overtes (e.g. tels du Centre Mersenne) ; préférence
pour les logiciels libres, etc.

je crois que l'axiomatique de Federico Ardila est importante :

AXIOME 1: Le potentiel mathématique est réparti de maniere égale entre différents
groupes, indépendamment des frontiéres géographiques, démographiques et
économiques.

AxIOME 4 : Chaque étudiant-e mérite d’étre traité avec dignité et respect.

éviter les voyages polluants.



