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Partie I : Le formalisme spectral en géométrie non-commutative

t C˚-algèbres commutativesu » « espaces topologiques non-commutatifs (nc) »

la Loi de Weyl motive la question de Kac . La réponse [Gordon, Webb, Wolpert, Invent. Math. ‘92]

D Ω1 “ ,Ω2 “ i.e. pΩ1 fl Ω2q et σpΩ1q “ σpΩ2q

Un triplet spectral p A ,H, D q se compose d’une algèbre-˚ A ñ H (où H est un espace de
Hilbert) ; un operateur auto-adjoint D : H Ñ H (+ cond. pertinentes en dim. infinie). En fait, si A est
commutative, le triplet (avec l’axiomatique précis) provient toujours d’une varietéM de
spin, pC8pMq, L2pM,Sq,DM ) [Connes, JNCG 2013]

topologie géométrie
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Géométrie non-commutative sur carquois
un carquois Q est un graphe orienté comme

étant donée une catégorie quelconque C, une
représentation de Q sur elle est un foncteur
Q Ñ C. Leur totalité forme une catégorie,
encore :

RepCpQq “ CQ

orienté par théories de jauge, je remplace la
catégorie cible d’habitude, VectC, par telle des
triplets presque spectraux, pS, (de dimension finie)

X “ pA λ
ñ Hq, où λ est fidèle, 1 P A,

dont les morphismes pϕ, Lq : X Ñ X 1 sont

ϕ : A Ñ A1 morphism- ˚ unitaire

L P UpH,H1q avec λ1rϕpaqs “ LλpaqL˚
@a P A

(considerées équivalentes lorsque AdL1 ˝λ “ AdL2 ˝λ)

l’element typique de ReppSpQq :
tpAv ,Hvqv , pϕe, Lequv PQ 0,e PQ 1

Théorème I : [CP ’24]

ReppSpQq “
ž

réseaux
de Bratteli

pn,rq

" ź

ePQ1

PU
`
ntpeq

˘*

Ici n, r : Q 0 Ñ N8 (avec un nombre fini
d’entrées positives) et PUpnq “ ś

i PUpniq
est le produit des groupes projectifs unitaires.

Ex. v
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y

z

1
2
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L’action spectrale TrH f pD{Λq sur carquois
fourni avec une representation-pS de Q,

tpAv ,Hvqv , pϕe, Lequv PQ 0,e PQ 1 P ReppSpQq ,
on obtient un triplet spectral honnête :´ à

vPQ 0

Av ,
à
vPQ 0

Hv ,DQpLq
¯

dont l’operateur de Dirac a coefficients :

rDQpLqsv,w “
ÿ

e PQ 1
speq“v
tpeq“w

Le `
ÿ

e PQ 1
speq“w
tpeq“v

L˚
e (v,w P Q 0)

Example : Si φv :“ Le ` L˚
e “ φ˚

v quand
tpeq “ v “ speq P Q 0,

D pLq “
´

φ L

L˚ 0

¯

Tr f pD{Λq ; cas algèbres simples Av “ MN pCq et

Hv “ CN pour un v P Q 0 (alors pour chaque nœud)

Étant donné un polynôme f avec coefficients
réeles f0, f1, . . ., et une pS-representation de

(aZ/maZ) d

Tr f pD{Λq contient le terme de Wilson :

f4
ÿ

vPZd
m

ÿ

plaquettes l

Trv
“
holLplq‰

` polyn. nc en tφv , LeuvPQ 0,ePQ 1

rappel : holLpe1e2ē1ē2q “ TrpL1L2L˚
1 L

˚
2 q
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Théorème II : L’action spectrale sur le carquois Od
mpaq ; maille du réseau a vers zéro

Tr f pD{Λq “ ΛdNrf0 ` 2d ¨ f2 ` p10d2 ´ 4dqf4s volpTdq « const. cosmologique » (dans le futur)

´ 2Λd´4f4

ż

Td

dÿ

i,j“1

TrNpF 2
ijqddx PUpNq-Yang-Mills

´
ż

Td
TrN

"
Λd´4f4

dÿ

j“1

|Djh|2 ´ Λd´2pf2 ` 10d ¨ f4qh2 ´ Λd´4f4h4
*

ddx,

Higgs-jauge potentiel quadratique-quartique du Higgs

où N “ dimHv (v P Q 0), |Djh|2 :“ pDjhq˚pDjhq ; h,Aj sont MNpCq-valués sur le tore et
Djh :“ Bjh ` riAj, hs et Fij :“ BiAj ´ BjAi ` irAi,Ajs i, j “ 1, . . . , d .

En plus, TrD6 genére les holonomies des théories de jauge améliorées à la Symanzik :

holLp , v; i, jq :“ TrvpLiLiLjL´iL´iL´jq , holLp , v; j, i, lq :“ TrvpLjLiL´jLlL´iL´lq ,
holL

`
, v; i, j

˘
:“ TrvpLiLjLjL´iL´jL´jq , holLp .

, v; i, j, lq :“ TrvpLiLjLlL´iL´jL´lq .
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Projets I-II : credits to cowsay

  _________________________________________
( I think I'll keep this information for  )
( myself [and the attendees]              )
 -----------------------------------------
   o
    o
        .--.
       |o_o |
       |:_/ |
      //   \ \
     (|     | )
    /'\_   _/`\
    \___)=(___/
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Partie II : Tenseurs aléatoires colorés
Zvect “ ş

CN e´Spϕq dϕ , ou S est un UpNq-invariant ; gen. par “ ř
a ϕaϕ̄a

‰p
, p P N

Ztens “ ş
CNˆNˆN e´Spϕq dϕ ; S est un UpNq ˆ UpNq ˆ UpNq-invariant [R. Gurău, CMP 2011] :

Stenspϕ, ϕ̄q “
Nÿ

a,b,c“1

ϕa,b,cϕ̄a,b,c` choix de contractions des indices

‘modèle ϕ4
3’ “

1

` gp 1 1 ` 2 2 ` 3 3 q

N∑

a1,a2,a3=1
b1,b2,b3=1

ϕ̄a1b2a3

ϕb1b2b3 ϕ̄b1a2b3

ϕa1a2a3

(graphes avec des arêtes régulièrement 3-colorés et nœuds bipartites)
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Récurrence de Tutte : cartes planaires (enracinées)

Ðpérimètre ℓ ´ 1 ` j

“ ř
j gj

Ðpérimètre ℓ ` 1

`
ÿ

ℓ1`ℓ2“ℓ´1

e.g.

g3

g3

g3

g5 g4

g4

resp.

Mais pour les tenseurs, plusieurs fonctions à
n-points existent ; elles sont classifiées par les
graphes du bord (abrégé B). [CP 2018] montre que
les generatrices à droite elles sont toutes non
vides dans le model ϕ4

D ,D ě 3 étant quelconque.
n = 2

n = 4

n = 6

n = 8 . . . . .
....

G
(2)

1

G
(4)

1 1
G

(4)

2 2
G

(4)

3 3
G

(4)

1

⊔
1

G
(6)

G(6)
1

G(6)
2

G(6)
3

G(6)

32

G(6)

31

G(6)

21

. . .

éq. DS

éq. DS

éq. DS

Ward

Ward

Ward
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Soient J P CN3
et W l’énergie libre, exppW rJ, J̄sq “ ş

e´SEpϕq ¯̀J¨ϕ`J¨ϕ̄dϕ, du modèle ϕ4
3 tensoriel

SEpϕq “
ÿ

a,b,c“1,...,N

ϕ̄a,b,cpa2 ` b2 ` c2qϕa,b,c ` g
2

p 1 1 ` 2 2 ` 3 3 q .

Soit D non-conexe p “ V pDq{2 avec X “ px1in, . . . , xpinq P M3ˆppt1, . . . ,Nuq nous définions
GDpXq “ śp

α“1 BJxαin B̄JxαoutW rJ, J̄s
ˇ̌
ˇ
J“0“J̄

“: pBDW qpXq et s “ xβout (β, un choix)

Théorème III : Éq. Dyson-Schwinger pour D à bord non-connexe [CP ‘18, ‘20]

GDpXq “
p´gq

s21 ` s22 ` s23

3ÿ

c“1

# ÿ

σPAutpDq

pσ ¨ f pcq

D,sc
qpXq ´

Nÿ

bc“1

GDpXq ´ GDpX|scÑbc q

s2c ´ b2c

`
ÿ

ρ‰β

1
pyρ

c q2 ´ pscq2

„
B W rJ, J̄s

BςcpD;β, ρq
pXq ´

B W rJ, J̄s
BςcpD;β, ρq

pX|scÑyρc q

ȷ

`
ÿ

ΩPAutpQq

pC>Bq„Q

„
pΩ ¨ Ipcq

B,CqpXq `
ÿ

τP 2-pontspR;β,cq

pΩ ¨ Hpc,τq

B,C qpXq ´ pΩ ¨ Hpc,τq

B,C qpX|scÑyτc q

pyτ
c q2 ´ pscq2

ȷ+
.
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Éq. de Dyson-Schwinger : bord (B) à plusieurs composantes connexes (cc)

Input Tutte: périmètres p l1 ` 1loomoon
racine

, l2, . . . , lklooomooon
“ K

q

ˇ̌
ˇ Input DSE: B-graphe D “ pR, ‚qloomoon

enraciné

\Q

FrameworkÑ éq. Tutte á éq. DS tenseurs
Description Ó non connexe B à bord non connexe

bord avec sommet l1 ´ 1 ` j
c

c
f
(c)
R

Q

︸ ︷︷ ︸
R

c

c Q

ςc(D)

︸ ︷︷ ︸
R

joindre deux bords l1 ´ 1 ` lα,Kztlαu c

c Q

ςc(D)

︸ ︷︷ ︸
R

Séparation du bord :

Cas I. # cc augmenté pi, Iq ˆ pm,Mqlooooooomooooooon
i`m“l1´1 & I 9YM“K

c

R︷ ︸︸ ︷

c c

⇒ ×

Cas II. # cc augmenté i,m,K
c

c

R︷ ︸︸ ︷

c
f
(c)
C

⇒ ×

[CP 2018, CP 2020]

, ςcpDq, ς 1
cpDq,Hpc,τq

D , Ipcq

D q
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Projets III-IV : As placeholder for a non-public project, my favourite French composer:
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Un peux de ma philosophie

préférence pour les journaux overtes (e.g. tels du Centre Mersenne) ; préférence
pour les logiciels libres, etc.

je crois que l’axiomatique de Federico Ardila est importante :
§ Axiome 1 : Le potentiel mathématique est réparti de manière égale entre différents
groupes, indépendamment des frontières géographiques, démographiques et
économiques.

...
§ Axiome 4 : Chaque étudiant¨e mérite d’être traité avec dignité et respect.

éviter les voyages polluants.
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