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o Stellen Sie Fragen!

e Sollten Sie Werbung fiir die Fachschaft oder anderes studenti-
sches Engagement machen wollen, dann melden Sie sich gerne
bei mir.

e Informationen zum Beispiel zur Organisation der Vorlesung und
der Ubungen gibt es in der Vorlesung.

e Die erste Ubung zihlt nicht zur Gesamtpunktzahl.

e Die weiteren Aufgaben werden freitags hochgeladen und miissen
bis zum kommenden Freitag abgegeben werden, Besprechung am
Montag danach.

o Ubungsblitter konnen gerne in Kleingruppen bearbeitet werden.
Die Losungen werden einzeln abgegeben, und miissen in der
Ubungsgruppe vorgerechnet werden kinnen.

e In den Tutorien werden die Aufgaben immer von Studierenden
vorgerechnet, und dann gemeinsam besprochen. Alle Studieren-
den miissen mindestens einmal vorrechnen.

e Die letzte Vorlesung findet am 11.7. statt.
e Die Woche des 15.7. dient der Klausurvorbereitung (study week).

e 60% der Ubungspunkte sind die Voraussetzung fiir die Klausur-
zulassung.

e Die beste Vorbereitung fiir die Klausur sind die Ubungsblitter.
e Die Klausur findet am 23.7. nachmittags statt

e Zur Klausur kdnnen Sie ein doppelseitig beschriebenes oder. be-
drucktes DIN-A4-Blatt mitnehmen, weitere Hilfsmittel werden
nicht benotigt.

e Es gibt eine Nachklausur am TBA

Herzlichen Dank an viele Studentinnen und Studenten, die das Skript
kommentiert und korrigiert haben und damit sehr dazu beigetragen ha-
ben, es zu verbessern und verstindlicher zu machen!
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Teil 1

Analytische Mechanik



Kapitel 1

Harmonische Schwingungen

1.1 Harmonischer Oszillator

Bevor wir in diesem Semester Konzepte zur Berechnung komplexer
mechanischer Systeme entwickeln, fassen wir noch einmal sytematisch
zusammen, was wir im vergangenen Semester iiber den harmonischen
Oszillator gelernt haben.

1.1.1 Linearisierte Kraft

e Auf einen Korper im mechanischen Gleichgewicht wirkt insge-
samt keine Kraft, F' = 0. Bei kleiner Auslenkung aus der Gleich-
gewichtslage x, kann die Kraft getaylort werden,

F = F(xp) + F'(x0)(x — x0) + ... =~ F'(x0)(x — x0) (1.1)

Der Einfachheit halber verschieben nehmen wir xo = 0 an. Wir
linearisieren dann die Kraft und erhalten

F = F'(0) x (L.2)

e Das Gleichgewicht ist fiir F’(0) < O stabil. Entsprechend schrei-
ben wir fiir die linearisierte Kraft

F'(0)= -k oder F(x)=—-kx, k>0. (1.3)

Die Bewegungsgleichung wird

[k
mi=-kx © F+awpx=0 mit wy:=4/—. (1.4
m

F(x)

' lineare Niherung
der Kraft

—_—

Entwicklung der Kraft um die
Gleichgewichtslage
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1.1.2 Freie Schwingungen

e Die Bewegungsgleichung (1.4) ist eine gewohnliche, lineare, ho-
mogene Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten. Zu ihrer Losung brauchen wir also ein Fundamen-
talsystem aus zwei linear unabhingigen Losungen. Wir sehen so-
fort das x;(#) = sinwyt und x,(f) = cos wyt die Gleichung 16sen.
Dass sie linear unabhéingig voneinander sind sehen wir aus

X1 X2 — X2X1 = —wy SiIl2 wol — Wy COS2 wot = —wy # 0. (1.5)
Die allgemeine Losung der Bewegungsgleichung ist also
x(t) = Cy sin(wgt) + C, cos(wyt) . (1.6)

Die Konstanten C;, C, legen wir durch den Anfangsort xy und die
Anfangsgeschwindigkeit v, fest,

x(t=0) = xp = Cr, = xg

Wt=0=v = C5=-=
wo
= x(0) = — sin(wor) + Xo cOS(wol) - (1.7)
wWo
e Mithilfe der Beziehung
Apcos(x —y) = Apsinxsiny + Ay cos xcos y (1.8)

lasst sich die allgemeine Losung auch in die Form
x(t) = A cos(wopt — 6p) (1.9)

bringen. Dazu setzt man x = wyt sowie Agcosy = xp und
Ap siny = vg/wg und erhilt

v
Ap =[x+ = (1.10)
Wy
und
Vo
tan oy = . (1.11)
XoWo

Ap > 0 heiBit Amplitude, wyt — 6y Phase der Schwingung. Dabei
ist 0 < 6y < 2.

e Die durch (1.9) bzw. (1.10) beschriebene Bewegung heil3t harmo-
nische Schwingung. Sie hat die Kreisfrequenz w, die Frequenz vy,
und die Schwingungsperiode T,

Wo r-1_%2

= 1.12
2 Yo wo ( )

Yo
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1.1.3 Komplexe Darstellung

e Wir kdnnen zur Beschreibung des harmonischen Oszillators kom-
plexe Zahlen nutzen, x — z, indem wir die Bewegungsgleichung
(1.4) mit 2z als integrierendem Faktor multiplizieren,

dz®) w2 d(z)
de % dr

Jetzt kann sie integriert werden und ergibt modulo einer Konstan-
ten, die wir zunéchst vernachlédssigen

27+ 2wz =0 =

(1.13)

. Z . -
P =-wir © Z=ziny © z=e", (1.14)
Z

e Diese beiden Losungen sind linear unabhéngig, denn
—iwpe e — jpe e = 2wy #0 . (1.15)

Eine komplexe Losung hat keinen physikalisch offensichtlichen
Sinn, so dass man fiir eine physikalische Aussage ihre Real- oder
Imaginirteile wihlt.

1.1.4 Hermitesche Matrizen

e Diese einfiihrende Diskussion fiihrt und zur komplexen Erweite-
rung der symmetrischen Matrizen. Wenn man alle Elemente einer
Matrix a;; € C komplex konjugiert, A" = (a;,), und sie zusitzlich
transponiert, heiflt sie adjungiert,

AT =AY =(a}) . (1.16)
Matrizen, die gleich ihren Adjungierten sind,

A=A", (1.17)

e Seien nun A eine hermitesche Matrix, 4; und A; zwei ihrer Eigen-
werte und v; und v; die zugehorigen Eigenvektoren, also

AU,‘ = Ay, und Al)j = ﬂjl)j . (118)

Durch Multiplikation der ersten Gleichung mit vj und der zweiten

mit vl' erhalten wir
T _ —
UJ-AU,' = Uj/ll'l)l' = /ll'<l)j, U,'>
und v Av; = v ;= A, v;) (1.19)
denn das Skalarprodukt zweier komplexwertiger Vektoren ist

wy=v-w=w ) =W ) = (o). (1.20)
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Diese Form garantiert (v,v) > 0. Die adjungierte zweite Glei-
chung in (I.19) wird dann

viATy; = vl Aw; = v, v)" = Avo) mit AT=AL (1.21)

J

Subtrahieren wir sie von der ersten Gleichung in (I.19), folgt
0= (/11 - /lj)(l)j, Ul'> . (122)

Fiir i = j folgt wegen (v;,v;) > 0 damit A; = A7, die Eigenwerte
sind reell. Fiir i # j sieht man, dass Eigenvektoren zu verschiede-
nen Eigenwerten hermitescher Matrizen orthogonal sein miissen.

e SchlieBlich sei noch erwidhnt, dass unitire Matrizen U solche
sind, deren Adjungierte gleich ihren Inversen sind,

U =u"'. (1.23)

Sie verallgemeinern die Beziehung R” = R~! orthogonaler Matri-
zen.

1.2 Pendel

In einigen Beispielen zeigen wir, wie sich auch kompliziertere Schwin-
gungen mit Hilfe der komplexen Zahlen l6sen lassen. Das bedeutet
nicht, dass man nicht auch mit den iiblichen trigonometrischen Funk-
tionen zum Erfolg kommt, aber diese Rechnung wire komplizierter.

1.2.1 Mathematisches Pendel

e Ein Massenpunkt der Masse M sei im homogenen Gravitations-
feld an einem masselosen Faden der Léange [ aufgehingt. Das Pen-
del bewege sich in der x-y-Ebene. Fiir einen kleinen Auslenkwin-
kel ¢ aus der Ruhelage zeigt der Faden in die Richtung

X= l(sin $é, — cos gbe}) ~ —le,
= X=I¢ (cos @é, + sin ¢Zy) ~ lpe, (1.24)
= X=1 (cos @é, + sin ¢Ey) + 1¢? (— sin ¢é, + cos ¢Ey)
~ Ife. + 1p°e, .
Die Gravitationskraft zeigt immer nach unten,

F=-Mgé,, (1.25)
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wobei g die Schwerebeschleunigung ist. Senkrecht zum Pendel
wirkt also die Riickstellkraft

-

F,=F-(F-%)x
=— Mgé, — Mgcos¢ (sinpé, — cos ¢é,)
= — sin® ¢Mgé, — Mg cos ¢ sin pé, ~ —~Mggé, .  (1.26)

Mit dieser Kraft ist der fiihrende Term der Bewegungsgleichung
Mgp e, =MiG2, o <}5+§¢:0. (1.27)

Das ist offensichtlich eine harmonische Oszillatorgleichung fiir
¢. Die Schwingungsfrequenz w = +/g/l ist unabhéngig von der
Masse M des Pendelkorpers.

1.2.2 Physikalisches Pendel

e Nun ersetzen wir den Massenpunkt durch eine homogene Scheibe
der Masse M, Dicke d und Radius R, die in ihrem Schwerpunkt
an einer Pendelstange der Linge [ fixiert wird und rotiert. Andert
sich dadurch das Verhalten des Pendels?

e Fiir die Bewegungsgleichung benotigen wir das Tragheitsmoment
des Pendels. In Zylinderkoordinaten, in denen Z senkrecht zur
Scheibe steht und der Ursprung im Scheibenmittelpunkt liegt, ist
das Haupttrigheitsmoment ®33 der Scheibe

R 2 d/2
@33 = f rdrf d¢ de ()22533 —Zz)

—-d/2

2 /2
frdrf d¢ dz (r +z)—Z)
d/2

21
f rdr f d¢ dz
-dJ2

MR?
—p—27rd—

n 5 mit M =prR’d.  (1.28)

Das gesamte Triagheitsmoment des Pendels ist damit

MR?
2

e =

+ M. (1.29)

Die Drehimpulsdnderung in die z-Richtung ist dann

N . . R? .
Lz@@:®¢é’Z:M(?+12)¢é’z. (1.30)



KAPITEL 1. HARMONISCHE SCHWINGUNGEN 7

e Das antreibende Drehmoment der Gravitation am Schwerpunkt

ist
M=FxZ
= FxIf=-Mge,xIsing &
~ Mglg(@, x &,) = —Mglge. . (1.31)

. . T . .
woraus fiir die Bewegungsgleichung M = L in einer Dimension

R ).
(?+Z)¢+glgb:0 (1.32)

folgt. Das relative Vorzeichen entspricht der Bedingung, dass das
Gleichgewicht stabil ist. Die Schwingungsfrequenz

2gl
. , 133
YT NR 122 (1.33)

hingt nach wie vor nicht von der Pendelmasse ab, wird aber mit
zunehmendem Scheibenradius kleiner. Fiir R — 0 bekommen wir
das Ergebnis fiir das mathematische Pendel, (1.27).

1.2.3 Das Foucaultsche Pendel (Ubung)
1.3 Erzwungene Schwingungen, Resonanz

1.3.1 Periodischem Antrieb

e Auf den Massenpunkt mit einer allgemeinen Bewegungsglei-
chung wirke nun eine periodische Kraft F, = ¢ cos(w?),

mi + bx + kx = c cos(wt) (1.34)
wird. Wir I6sen die Gleichung wieder in der komplexen Ebene,
mz + bz +kz = ce™ (1.35)

mit z(tf) € C, wobei die physikalische Losung der Realteil der
komplexen Losung sein wird.
...(Ubung mit Ansatz fiir spezielle Losung)...

Die allgemeine Losung fiir die erzwungene Schwingung ist
x(1) = A cos(wt — 6) + Ae™ cos(@r — 6) (1.36)
mit der Amplitude und Phase

2wl
cfm >0 tand= . (1.37)
W,y — W

A=
\/(a)f) - w?)? + 40?22 0

erzwungene Schwingung: Feder-
pendel mit periodischem Antrieb
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und
b

A= wg=— = Jwi-2, (1.38)
n m

falls A < wy ist. A und 6 stehen noch zur Erfiillung der Anfangs-
bedingungen zur Verfiigung.

e Fiir lange Zeiten t+ > 1/A verschwindet der zweite Term
mit seiner exponentiellen Ddmpfung. Nach einer Einschwingung
schwingt der Oszillator dann mit derselben Frequenz wie die
duBere Kraft, aber um die Phase § verschoben.

1.3.2 Resonanz und Halbwertsbreite

e Die Amplitude A aus (1.37) zeigt das typische Resonanzverhal-
ten. Nach der Kettenregel erreicht sie ein Maximum bei

d
0= — (@} - ) +40*2) = 2w} — w*)(~2w) + 8wA®
dw

= 4o (-wj + @’ +22%)  (1.39)

A2 A3
oder wmu = w/a) - 242 zwo(l ——+O( 3)) ,
w? w,

0
wenn wir fiir schwache Dampfung taylorn, 4 < w,. Ohne Damp-
fung ist die Resonanzfrequenz identisch mit der Frequenz des
freien Pendels, bei kleiner Dimpfung beginnen sich die beiden
zu unterscheiden. Das Maximum erreicht die Hohe

c/m c/m

Amax = = . (1.40)

JOBR? +4w 202 22 \Jw} - 2

e Die Halbwertsbreite der Intensitit ist durch die Bedingung

A(wip) = ; o (1.41)
definiert. Sie fiihrt zur Bedingung
c?/m? o dm?
(Wi - w% )P+ 4w% A2 8 (wj — %)
& 2a)0a)1 )+ a)1 )+ 4a)1 A7 = 87wy — 84*
& wi,- 2w12wmax+w0 82wl +81' =0, (1.42)

mit der Losung

= \/wmdx - wy + 8Lw] — 814

mdx +

= w? 62w? — 424

max +

Nwo(l + \@) (1 +0(ﬂ—22)) (1.43)

Wy wo

erzwungene Schwingungen

Amplitude A

Frequenz o/

Resonanzverhalten der Amplitude
erzwungener Schwingungen
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oder

V32 J V32
=Wyt 1.44
\/Ea)() wo \/5 ( )

Die komplette Halbwertsbreite fiir schwache Didmpfung ist damit

Wiy = (U()(l +

= V6a1. (1.45)

1.3.3 Losung mit komplexer Darstellung

o Fiir getriebene Schwingungen haben wir die spezielle Losung der
inhomogenen Gleichung durch einen Ansatz erraten. Es gibt aber
ein allgemeines Konstruktionsverfahren, bei dem wir von der un-
geddmpften Gleichung ausgehen,

X+w§x=@
m
F

— (X + iwox) — lwgy (X + lwpx) = (1.46)

dt

Mit &(f) = x(f) + iwx(r) reduziert sich die Bewegungsgleichung
auf eine Differentialgleichung erster Ordnung,

& —iwyé = o ) (1.47)
Da x(¢) reell sein muss, folgt am Ende x(¢) = J(£(2))/w.
e Die homogene Gleichung hat die allgemeine Losung
& = iwpé = E(t) = Ae™ + & . (1.48)
Durch Variation der Konstanten,
A — A®D) = E) = (A + iwpA)e™ | (1.49)

erhalten wir die Losung der inhomogenen Bewegungsgleichung

. . . . F(t
(A + iAa)O) e — jweAe" = Ae' = @
m
"F(t) _.
= A@) = f (—)e_"”‘)t dr (1.50)
0 m

, "F@{) .
= &) = f @) )e"“’O’ dr + & .
0 m
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1.3.4 Schwingung nach einem Kraftstof3

o Als letztes Beispiel betrachten wir eine Kraft, die zwischen den
Zeiten t = 0 und r = 7 den konstanten Betrag F, hat und sonst
verschwindet. Nach (1.50) ist dann

E(t) = & + e (fr+f)@e‘i“’°"dt’ . (1.51)
0 T m

mit der Losung

0 t<0
£y =g +e {0 (et 1) 1=0..7 . (152

mwg

it} (e"""OT - 1) t>7

mwg

e Wenn wir verlangen, dass der Oszillator anfangs in Ruhe ist, also
X =0=xfiirtr <0,dannist & = 0 und

0 t<0

£(r) = 20 (1 — en) t=0..7 . (1.53)
iFy (eiwo(t—‘r) _ eiwot) t>T
mawo -

Die physikaische Losung ist dann

0 t<0

Fo (1 _ -
mwg(l COS wyt) t=0..1

I _

wWo

x(t) =

nf%(cos wo(t—T)—coswpt) t>T.
0
(1.54)



Kapitel 2

Schwingungen gekoppelter
Systeme

Bislang haben wir uns physikalisch vor allem mit der Bewegung
punktféormiger Korper in Raum und Zeit befasst. Die formale Grund-
lage waren Newtons Axiome. Als alternativen Weg zur Beschreibung
eines sich bewegenden Teilchens haben wir Erhaltungssitze genutzt.
Zum Beispiel haben wir Energieerhaltung aus der Newtonschen Me-
chanik mit Hilfe eines integrierenden Faktors abgeleitet. Zwei Aspekte
haben wir nicht wirklich zufriedenstellend behandeln konnen: allgemei-
ne Nebenbedingungen und Systeme mit mehr als einem Teilchen. Hier
benotigen with einen Formalismus, der die Newtonschen Axiome er-
setzt.

2.1 Parametrisierte Koordinaten

Bei der Diskussion des Pendels haben wir die Koordinaten ¥ durch
einen Winkel ¢ ausgedriickt, wenn sich der Massenpunkt auf einer
Kreislinie in einer Ebene bewegt. Dadurch wird die Anzahl der Frei-
heitsgrade von allgemein drei auf einen relevanten Freiheisgrad redu-
ziert. Ein weiteres Beispiel sind zwei Pendel, die durch eine Stange
zwischen ihren beiden Massen verbunden sind. Die Kopplung zwischen
den Pendeln reduziert die sechs Freiheitsgrade ebenfalls auf einen. Die
Frage ist, wie man diese Reduktion auf die kleinste Zahl notwendiger
Freiheitsgrade formalisieren kann.

e Wir betrachten N Massenpunkte mit 3N Freiheitsgraden, die an-
einander gekoppelt sind, so dass f Freiheitsgrade bleiben. Zur
Beschreibung der Bewegung brauchen wir f Parameter ¢ (7), von

11
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denen die Raumkoordinaten x;(f) abhéngen,

. an .
xp=xlge] = x5 = 50, (2.1)
qk
Wir konnen auch umgekehrt g, durch die x; darstellen,
0 04 0
9k .. qi _ 0qy 2.2)

= 7% = — = )
an J an an

e Damit kdnnen wir die kinetische Energie eines Massenpunkts m
am Ort X durch die ¢; auszudriicken,

om? . m® (0x; 0x; m® 0x; Ox;

TO = — & = — | o | | Hae) = =2 quqe . 23

3 > (aquIk qe 2 9q, g, 1 (2.3)

mit k,£ = 1,..., f und fiir einen Massenpunkt j = 1,...,3. Fir

die gesamte kinetische Energie nutzen wir wieder den kompletten

Vektor x; mit j = 1,..,3N und erhalten

- m® dx; 0x; |
T(§) = [J(ZU) Ta—qka—%) Gidie - (2.4)

Wir werten m® zusammen mit j so aus, dass die Masse zu den
Koordinaten des entsprechenden Massenpunktes passt.

e Nach dem zweiten Newtonschen Axiom ist die Bewegungsglei-
chung des Massenpunktes m” in einem konservativen Kraftfeld
(@) = HV()?)
m = —

;= . 2.5
X; o, 2.5)

Mithilfe der kinetischen Energie des Massenpunkts 14sst sich die-

se Bewegungsgleichung umschreiben,
doT?® dmP0¥ d . IV
— =———=—m"%=——F.

dt (9)6] dr 2 8xj dr ! an

(2.6)

Wenn wir hier die Parameter ¢, einfiihren, dann erhalten wir

A AN
dt 8qk a)'Cj ﬁqk ij '

(2.7)

Wir setzen nun voraus, dass dq;/0x; zeitunabhingig ist und er-

halten mit (2.2)
d (0T? dg,\ _ d (9T dgy
de\ dg, 0x;)  dt\ dgr Ox;

_ (d 8T(i>) oqi _ _(W@% 2.8)

& 6qk 8Xj B an ax]' '
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Das ist allgemein nur moglich ist wenn

4G __0v@
dt dqr — Oqp

(2.9)

Diese Bewegungsgleichungen fiir die Parameter ¢, enspricht also
(2.6), wenn die entsprechende Transformation zeitunabhéngig ist.

e Im Gleichgewicht diirfen sich die g, nicht dndern, ¢, = 0. Da die
kinetische Energie T nach (2.4) eine quadratische Form in den
verallgemeinerten Geschwindigkeiten g ist, ist im Gleichgewicht
auch

oT® doT9(G) V()

=0 = — = — =0. 2.10
7 T P4 (210)

Die verallgemeinerte Kraft verschwindet also im Gleichgewicht,

oV
Oy = o (2.11)
qk

e Wir definieren jetzt den Ursprung ¢, = 0 als Gleichgewichtslage
und taylorn die potentielle Energie bis zur 2. Ordnung in ¢,

f f 2
ov 1 oV
V@=V] +3 ol ats ) = ad+0)
=0 1= 99kly= 0 ko1 2404 -
1 f
=5 > Vi duge + 0@ (2.12)

k(=1

Analog wird die kinetische Energie nahe der Gleichgewichtslage

. 1 Ox; 0x 1 !
_ (1) J J . -
T = P E § ( qkaqf) qrge = 2 E Tre qeqge - (2.13)

e Die quadratischen Formen T und V konnen durch symmetrische
(f X f)-Matrizen ausgedriickt werden. Fiir beliebige § ist

(0% 0X;

7TTg = O Lo —L 0. 2.14
q'Tq Zma Qka/]f_ (2.14)

Die kinetische Energie kann nicht negativ werden, 7T ist eine
positiv-semidefinite Matrix. Wir nehmen im folgenden an, dass
T positiv definit ist. Aus (2.9) folgen dann wieder unter der Be-
dingung dass die Relation der Koordinaten zeitlich konstant ist,

d > - > -

STi=-V§ = T§+vi=o0, (2.15)
Diese Bewegungsgleichungen sind eine Verallgemeinerung der
harmonischen Schwingungsgleichung im x-Raum.
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2.2 Normalkoordinaten

Wir kdnnen also Systeme mit N Massenpunkten und komplizierten Ne-
benbedingungen durch parametrisierte Koordinaten ¢ beschreiben, in
denen man die kinetische und potentielle Energie genau wie in Orts-
koordinaten schreiben kann. Nachdem wir Matrizen diagonalisieren
konnen stellt sicht die Frage, ob man auch die quadratischen Formen
T oder V durch eine geeignete Koordinatenwahl vereinfachen kann.

2.2.1 Transformation auf Normalkoordinaten

e Da T positiv definit ist, gibt es eine Matrix B, so dass
T =B'B (2.16)

gilt. Zum Beweis benutzen wir, dass sich 7' diagonalisieren lésst.
Seien 1y, ...,y die Eigenwerte, dann gibt es eine orthogonale Ko-
ordinatentransformation R, so dass

T = R"diag(1,)R
= R"diag( V1) diag( V)R (T positiv definit)
=:B'B. (2.17)

Dabei ist B ist nur bis auf eine orthogonale Transformation S fest-
gelegt, denn

(SB)TSB:BT(STS)B:BTB:T. (2.18)

Wir nutzen diese Form von T und transformieren die kinetische

Energie

1

. 1. .
T=-3"T¢§==4"B"Bg =
74 Td=54q q

15,5 N
ST mit  £:=B7. (219)

o Fiir die potentiellen Energie invertieren wir zunichst B,

— 1 lor—17 —0
§=B = V=24"Vq- 5gTBTvzag . (220)

Um diese Form zu vereinfachen, kénnen wir nach (2.18) B von
links mit einer orthogonalen Matrix S multiplizieren,

B=(SB)'=BST". (2.21)
Der Ausdruck fiir die kinetischen Energie dndert sich nicht, aber
wir erhalten jetzt fiir die potentielle Energie

12y
==£&'s
2§

(B) VE’] STE. (2.22)

Mit einer geeigneten Wahl von S und den zu berechnenden Ei-
genwerten 4; wird die potentielle Energie

V= %57 diag() & . (2.23)
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¢ Die kinetische und die potentielle Energie lassen sich also als

f f
1 ; 1
T=> > & und V= 5 > g (2.24)
k=1 k=1
schreiben. Die Bewegungsgleichungen lauten dann
dor oV d, .
—_t — = — +/l = +/l :O 225
aog, T oe " d 6k D = &+ iy (2.25)

fir alle k = 1,..., f. In den Parametern &, entkoppeln also die
Bewegungsgleichungen und beschreiben f unabhdingige harmo-
nische Oszillatoren. Die &, heilen Normalkoordinaten.

2.2.2 Bestimmung der Normalkoordinaten

e Normalkoordinaten sind nur hilfreich, wenn wir sie fiir ein ge-
gebenes System auch konstruieren kdnnen. Zunéchst bestimmen
wir nach Gleichung (2.20) die Eigenwerte A, iiber das charakteri-

T

stische Polynom von B’ VB,
det(B'VE-2) =0
o det|B"(B'VE-2)B|=0
=3 det(V-AT)=0 (2.26)
Man sagt die A, sind auch die Eigenwerte von V beziiglich T,
B' VB =diag(1,)
& VB =B"diag(1)
=B"(BB) diag(A;) = T B diag(;) . (2.27)

e Um die Eigenvektoren zu den Eigenwerten A; zu erhalten zerle-
. . . 2
gen wir die Matrix B in Spaltenvektoren by,

B=(b.....by) (2.28)
und erhalten damit aus (2.27)) die Eigenwertgleichung
Vb, = 4 Thy (2.29)

in der also T an die Stelle der Einheitsmatrix tritt.

e Die bekannten Sitze zum Eigenwertproblem sind vollstindig
tibertragbar, indem 7 als metrischer Tensor die Rolle der Ein-
heitsmatrix tibernimmt. Zum Beispiel sind die Ek orthonormal
beziiglich 7', denn

BTB=B B'88=1 = bTh =06. (2.30)

Daraus ergibt sich folgende Vorschrift fiir die Konstruktion der
Matrix B und fiir die Transformation auf Normalkoordinaten 5 :
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1. Zunichst das Eigenwertproblem (V — /lT)l_; = 0 16sen und
ein vollstindiges, beziiglich T orthonormales System von
Eigenvektoren b; bestimmen,

2. danach mittels
f
§=) bi& =B (2.31)

auf Normalkoordinaten transformieren.

2.2.3 Stabilitit

e Die Losungen der Bewegungsgleichungen (2.25)) ist
& oc eIV (2.32)

Wir konnen also zwei Fille unterscheiden:

1. Alle A; > 0, also A; =: w%, dann sind die Losungen harmo-
nische Schwingungen,

fk(l‘) = Crcos(wit — 6y) . (2.33)
Das System ist genau dann stabil, wenn V strikt positiv ist,
die Potentialfunktion in der Ruhelage also ein Minimum hat.

2. Mindestens ein 4; < 0, dann kann & im Rahmen der be-

trachteten Ndherung unbegrenzt wachsen und das System
ist instabil.

e Im stabilen Fall ist die allgemeine Losung der Bewegungsglei-
chung fiir das Gesamtsystem nach (2.3T)) und (2.33)

f f
Gy = ) be&n) = ) BiCrcos(ent = 6 . (2.34)
k=1 k=1

Die wy sind die Eigenfrequenzen oder Normalfrequenzen. Bei
Normalschwingungen ist nur eine Normalkoordinate angeregt,
zum Beispiel &, und die anderen sind in Ruhe. Dann ist

G(t) = byCy, cos(wit — 6 (2.35)

ohne Summation iiber k. Hierzu eine Bemerkung, das System
kehrt nie in seine Anfangslage zuriick, wenn die wy nicht in ratio-
nalen Verhiltnissen zueinander stehen.

e Die Konstanten Cj und 6; werden wie immer durch die Anfangs-

bedingungen bestimmt,

_)0 q)(f = 0) = _)ka cos (Sk

b Crawy sin 5, . (2.36)
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2.2.4 Gekoppelte Pendel

Nachdem wir die Normalkoordinaten formal eingefiihrt haben fehlt uns
noch ein Beispiel.

e Gegeben seien zwei gleiche ebene Pendel der Linge / mit dem
Abstand x, an denen Massenpunkte m hiingen. Die Pendel seien
durch eine Feder mit der Ruhelédnge x, und der Federkonstanten
k aneinander gekoppelt.

e Geeignete Parameter fiir dieses Systems sind die Auslenkwinkel
q1 = ¢1 und g, = ¢,. Damit ist die kinetische Energie

(Pet+Pg3) = T:mlz((l) (1)) . 23D

m

T
2

Die potentielle Energie setzt sich aus den Beitrigen des Schwere-
felds und der Feder zusammen,

V = —mgl[cos ¢ + cos ¢;]

k
e R ERESEATErA Y i (2.38)

Fiir kleine Auslenkungen konnen die y; gegeniiber den x; ver-
nachlissigt werden, wenn wir x; = [sing; = lp; taylorn. Mit
cosg;j~1— go?/ 2 wird die potentielle Energie

2 2
22 k 2
V= -mgl (2— 31—72)+5 | Vixo + Iy = Ip2)? = o)
mgl k
¥ (‘P% + 905) + Elz (01 — ¢2)?
& V:mgl((l) (1))+k12(_11 _11) (2.39)

e Die Gleichung det(V — AT) = 0 bestimmt dann das charakteristi-
sche Polynom

(mgl + kI> = mPA)? - kK*I* =0, (2.40)
mit den Losungen
k
=2 und  =2422 (2.41)
l l m
Die beiden entsprechend (2.30) normierten Eigenvektoren sind
> 1 1 > 1 1
b1=—( ) bzz—( ) (2.42)
Vami\ 1 Vami \ —1

d.h. die Normalschwingungen entsprechen solchen Schwingun-
gen, bei denen die beiden Pendel entweder gleichphasig oder ge-
genphasig schwingen.



Kapitel 3

Systeme mit Nebenbedingungen

Im vorigen Kapitel haben wir gelernt, dass geeignete Koordinaten fiir
die Freiheitsgrade eines Systems gezielt konstruieren kannn. Bei der
Konstruktion der Freiheitsgrade spielen Neben- oder Zwangbedingun-
gen eine zentrale Rolle. Wir verfolgen also weiter die Abstrahierung
von Koordinaten und die Konstruktion von Bewegungsgleichungen,
jetzt aber im Hinblick auf allgemeine Zwangsbedingungen.

3.1 Vorbereitung

3.1.1 Verallgemeinerte Koordinaten

e Neben- oder Zwangsbedingungen konnen auf verschiedene Wei-
sen formuliert werden. Oft ist es moglich, sie fiir N Massenpunkte
und ihre Ortsvektoren X; durch Gleichungen der Art

gi(Xi,.... X%y, )=0, 1<i<r 3.1

auszudriicken. Hier haben wir r Bedingungen, also reduziert sich
die Anzahl der Freiheitsgrade auf f = 3N — r. Wir nehmen an,
dass die g; geniigend oft differenzierbar sind. Beispiele fiir Ne-
benbedingungen dieser Art sind:

— Bewegung auf einer Ebene, also X - 77 = 0, wobei 7i der Nor-
malenvektor der Ebene ist.

— Bewegung auf einer Kugel, also |X] — R = 0.

Nebenbedingungen dieses Typs heilen holonom. Ein Beispiel fiir
eine nichtholonome Nebenbedingung ist die Bewegung innerhalb
einer Kugel, also |X] < R. Bedingungen, die die Zeit explizit ent-
halten, heilen rheonom, anderenfalls skleronom (rheos, flielend;
skleros, starr).

18
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e Der Konfigurationsraum eines Systems ist der Teil des 3N-
dimensionalen Raums, der von den Koordinaten der N Massen-
punkte erreicht werden kann. Die r Bedingungsgleichungen g; de-
finieren eine (3N — r)-dimensionale sogenannte Untermannigfal-
tigkeit im Konfigurationsraum. Dort kann die Lage des Systems
durch f = 3N — r unabhingige verallgemeinerte Koordinaten q
angegeben werden.

e Zum Beispiel ist der Konfigurationsraum eines freien Massen-
punkts R?. Die Nebenbedingung |¥] = R definiert eine zweidi-
mensionale Untermannigfaltigkeit, eine Kugelschale. So kann die
Nebenbedingung fiir die Bewegung auf der Oberfliache einer Ku-
gel mit Radius R, [x] — R = 0, durch

sin ¥ cos ¢
X=R-| sin?sing (3.2)
cos

mit 0 < ¢ < m, 0 < ¢ < 27 angegeben werden. Die verallgemei-
nerten Koordinaten (g1, g,) sind hier die Winkel (4, ¢).

3.1.2 Lagrange-Multiplikatoren

e Unsere Beschreibung lauft darauf hinaus, Differentialgleichungen
unter Nebenbedingungen zu losen. Dafiir gibt es etablierte Ver-
fahren. Als Beispiel betrachten einen Zylinder mit einem varia-
blen Radius R und einer variablen Hohe H. Wir wollen die Ober-
fliche A = 27RH + 27R? als Funktion von R und H minimieren,

0A 0A
0= ﬁdR + ﬁdH

= (2nH + 47R) dR + 27R dH . (3.3)

Aufgelost nach dR/dH erhalten wir eine Differentialgleichung fiir
die Linie mit der minimalen Oberfldche.

e Ausserdem fordern wir ein festes Volumen V, also die holonome
Nebenbedingung

aR’H -V =0. (3.4)

Anderungen im R und H miissen diese Bedingung erhalten,

0= % (nR2H - V) dR + a% (7rR2H - V) dH

= 27RH dR + nR*> dH . (3.5)
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Aus (3.3) und (3.5)) konnen wir die Werte fiir R und H bestim-
men, die der minimalen Oberfldche bei konstantem Volumen ent-
spricht. Wir kénnen zum Beispiel zunédchst dH eliminieren,

2nRH 2nH + 4nR
e - e L P
nR? 2R
H

PN A7RH = 27RH + 4nR? PN R = 7 (3.6)

e Es gibt eine andere Methode, die sich leichter auf komplexere
Systeme erweitern ldsst. Sie beruht auf der Beobachtung, dass
in der oben beschriebenen Rechnung dR und dH nicht bestimmt
werden. Wir kombinieren die beiden Gleichungen stattdessen mit
Hilfe eines unbestimmten Lagrange-Multiplikators A € R,

0 = (2nH + 47R + A27nRH) dR + (27rR + /lnRz) dH (3.7)

und erhalten fiir allgemeines dH und dR zwei Bedingungen. Aus
der ersten bestimmen wir die Hilfsgrofle A,

2
27R + AnR> = 0 & A= = (3.8)
und dann die Korrelation von R und H

2
0=2nH + 4nR — R 2nRH

=2nH + 4nR — 4nH
& H=2R. 3.9

e Diese Methode fiir die Suche nach Extrema von Funktionen unter
Nebenbedingungen verallgemeinern wir. Fiir eine Funktion f(X)
betrachten wir zunédchst Linien mit konstantem Funktionswert,
wo der Pfad senkrecht auf dem Gradienten steht oder die totale
Ableitung verschwindet,

df =Vf-de=0. (3.10)

Eine holonome Nebenbedingung g(¥) = 0 reduziert die Anzahl
der Freiheitsgrade. Entlang unseres Pfades darf sich auch g(%)
nicht dndern, also

dg=Vg-d¥=0. (3.11)

Zusammen spannen \Y f und ﬁg eine Ebene senkrecht zu dx auf.
Um nun das Extremum von f(X) zu finden folgen wir in die-
ser Ebene so lange dem Gradienten \Y f, bis die Nebenbedingung
jeder weiteren Verdnderung entgegensteht, also 6g in dieselbe
Richtung wie \Y f zeigt,

Vi+aVg=0. (3.12)
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Wir greifen eine Richtung heraus, um A zu bestimmen,

of .9
—+A—=0. 3.13
8X3 - (9x3 ( )
Fiir dieses A miissen dann die beiden anderen Ableitungen ver-
schwinden,
0 0
of L 199 _ (=12 (3.14)
an (9xj

Diese beiden Bedingungen geben uns die erlaubte Koordinaten-
fliche. Man kann (3.12) so verstehen, dass wir so lange dem
Gradienten von der zu minimierende Funktion f folgen, bis uns
die holonome Rangbedingung komplett stoppt und auch keinen
Richtungs-Kompromiss mehr zuldsst.

e Wenn r Bedingungen g, = 0 (1 < k < r) zu erfiillen sind, dann
wird jede mit einem eigenen Lagrange-Multiplikator A; beriick-
sichtigt. Die Bedingungen fiir Extrema unter Nebenbedingungen
lautet

A 5y 99

axj+;ﬂ"a_szo (1<j<N). (3.15)

3.2 Das d’Alembertsche Prinzip

Im vorigen Kapitel haben wir die Bewegung von Teilchen unter Neben-
bedingungen mit Hilfe geeigneter Koordinaten beschrieben. Die New-
tonsche Mechanik und Kréfte haben hier keine Rolle gespielt. Das wird
auch so bleiben, allerdings werfen wir vorher noch einen kurzen Blick
auf die Verbindung zwischen Neben- oder Zwangsbedingungen und
entsprechenden Zwangskrdiften.

3.2.1 Zwangskrifte im Gleichgewicht

e Als Beispiel betrachten wir eine Kugel, die unter dem Einfluss Jean Baptiste le Rond d” Alembert

der Schwerkraft F reibungsfrei in einer Rohre in der y-z-Ebene
gleite, beschrieben durch die holonome Zwangsbedingung

9(y,2) =0 (3.16)

Ohne uns die funktionale Form der Zwangsbedingung g anzuse-
hen, konnen wir ihren Effekt als Kraft formulieren: Die Tangenti-
alkomponente der Schwerkraft F zur Rohre verursacht die Bewe-
gung, wihrend die Normalkomponente durch eine Zwangskraft
Z kompensiert wird. Die Bewegung in der Rohre folgt also dem
hypothetischen Gleichgewicht

F+Z=0. (3.17)
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e Wir wollen die Gleichgewichtsbedingung finden. Dazu denken
wir uns eine virtuelle Verriickung 6x entlang der R6hre

> [ oy
6x—( 52 ) . (3.18)
Solange der Massenpunkt in der Rohre bleibt, dndert sich g wie
in (3.1T)) nicht, also

. dg(y, Ag(y,
0=Vg o8 = g(yZ)5y+ g(yZ)&.
oy 0z

Die zur virtuelle Verriickung gehorende Arbeit verschwindet ge-
nau im Gleichgewicht,

SA=(F+27)-68=0-68=0 o F-68=0  (3.20)

(3.19)

Im letzten Schritt nutzen wir, dass 7 normal zur Rohre ist. Im
Gleichgewicht haben wir also zwei Bedingungen

F.68=0 und Vg-62=0. (3.21)
Wir nennen die d’Alembertsche Prinzip.

e Wir wissen schon, dass wir die Gleichgewichtsbedingungen
(3.21)) mit Hilfe eines Lagrange-Multiplikators A erfiillen konnen,

0=(F + AVg)- 6%

dg dg
= (Fy + /la—y) oy + (FZ + /la—z)éz . (3.22)

Wenn wir ebenfalls g(y,z) = O erfiillen, dann erhalten wir mit
(3.22) drei Gleichungen fiir die Unbekannten A, F, und F.

o Als Beispiel betrachten wir eine Parabel in der y-z-Ebene,

" -2
=y o gw2)=z-y*=0 = Vg(y,z)=( ly)-

(3.23)
Die Schwerkraft ist

F(y,2) = -mgé, = ( _219 ) (3.24)

Das Prinzip der virtuellen Arbeit liefert entlang des Weges

(F+aVg(y.2) - 62 = [( _glg )m( _fy )]( fsi ):0,

(3.25)
also in den beiden Komponenten
—2yoy =0 und (—mg+ oz =0. (3.26)
Wenn wieder 6y und 6z beliebig sein diirfen, erhalten wir
A=mg und y=0. (3.27)

In der Gleichgewichtslage mit y = 0 muss wegen der Zwangsbe-
dingung auch z = 0 sein.
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3.2.2 Dynamische Systeme

e Um Bewegungsgleichungen herleiten zu kdnnen, erweitern un-
sere Beschreibung auf dynamische Systeme. Gegeben seien N
Massenpunkte mit den Ortsvektoren ¥;, die sich unter dem Ein-
fluss der duBeren Krifte F; bewegen. Zwangsbedingungen wer-
den zundchst wieder durch Zwangskrifte A dargestellt. Nach
(3.21) gilt im Gleichgewicht

N N
Zﬁ,aﬁ:-Zz’}-aﬁ-:o. (3.28)

e Abseits vom Gleichgewicht lauten die N Bewegungsgleichungen

-
i -

p=F+2Z (3.29)

Wir konnen damit die Zwangskrifte in (3.28) eliminieren, und
das d’ Alembertsche Prinzip wird

N N
D Fi=p)-6%= ) (F-mi)-o%,=0.  (330)

Die —p; erscheinen als sogenannte Trdgheitskrdfte. Die Bewe-
gung verlduft so, dass die virtuelle Arbeit der Summe von dufleren
und Triagheitskriften verschwindet.

e Als Beispiel bewege sich ein Massenpunkt der Masse m als
Zwangbedingung an einem Ende einer masselosen Stange der
Lange /. Sein Ort, seine Geschwindigkeit und seine Beschleuni-

gung sind
f:(y):l( sin ¢ )
Z —Cos g

5 . [ cosg
x_l(p( sin(p)

5 . [ cose o[ —sing
x—lcp( sin o )+lcp ( cos ¢ ) . (3.31)
Zum Beispiel wiirde eine konstante Winkelgeschwindigkeit ¢ die
Tragheitskraft
. 2 >
oS _f_ g TSIMNQ ) o TUTX
mxX=0—ml ( cos )—mlgux- T (3.32)

erzeugen, da v = HE l¢. Das ist die Zentripetalkraft.
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e Zur Beschreibung eines mathematischen Pendels fiigen wir die
Gewichtskraft ' = —mgé, hinzu, Als erstes muss die virtuelle
Verriickung 6 die Zwangsbedingung in (3.31)) erfiillen

5% = zw( Zi’;: ) . (3.33)

Aus dem d’Alembertschen Prinzip (3.30) mit der allgemeinen
Tragheitskraft (3.31) erhalten wir

_| 0 o fcose —sing o
0_[ mg( 1) ml‘”( Sinw) m( cos ¢ )] a
B 0 . [ cose o[ —sing Cos ¢

- [—mg( 1 )—mlgo( sing )—mhp ( cos ¢ )] l( sing o¢

(3.34)
oder fiir beliebige virtuelle Verriickung
0=0—1pcos® ¢ + I sin g cos ¢
0 = —gsin g — lpsin*p — 1p* cos sin @ . (3.35)

Wir kombinieren die beiden Gleichungen zu

0=—gsing—1p o (}b:—%sin(pz—%ﬁp. (3.36)

Fiir kleine Auslenkungen ¢ < 1 ist dies wieder die Gleichung
eines harmonischen Oszillators.

3.2.3 Lagrange-Gleichungen erster Art

e Wir verallgemeinern jetzt wieder unsere Argumentation auf die
Beschreibung mit 3N Koordinaten x; und der duBeren Kraft
F;. Das d’Alembertsche Prinzip besagt nach (3.30) fiir die
Verriickungen ox;

3N
D Fi=m%)6x; =0, (3.37)
j=1

wobei wieder m"” passend zur Koordinate x; gewihlt wird. Wir
nehmen r holonome Zwangsbedingungen

gi(x1,...,x3v) =0 k=1,..r (3.38)

an, so dass die §x; analog zu (3.21) die Gleichungen

d
> Ky = (3.39)
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erfiillen. Die beiden Gleichungen fiir dx lassen sich durch r
Lagrange-Multiplikatoren A; kombinieren,

3N

. 4 0o
> F,—m<’>xj+21kﬂ]5x, =0. (3.40)
— 0x;

=1 j

e Die A, werden aus den ersten » Koordinaten bestimmt,
r a .
D MG = FjemO% =1, (341)
k=1 J

oder in Matrix-Schreibweise,
Fi=0 o 1=F0, (3.42)
mit den Abkiirzungen

0 = :
F == (a—i") und Q0 =(Q)) :=mP%;,—F; (3.43)
J
Das lineare Gleichungssystem fiir die » Multiplikatoren Ay ist ein-
deutig 16sbar, solange det 7 # 0 gilt.

e Diese A; werden in die verbleibenden 3N — r Gleichungen einge-

setzt,
3N r ag
i) s k _
Z (FJ - m()xj + Z/lka—xj)éxj =0
j=r+1 k=1

J

. .
Fi=mP%;+ /lka—gk - 0. (3.44)
x.
k=1

Dies sind die Lagrange-Gleichungen erster Art.

e Beispiel: Eine Perle gleite reibungslos auf einem masselosen
Draht, der sich um eines seiner Enden dreht und dabei die x-y-
Ebene iiberstreicht. Die Zwangsbedingung ist, dass die Perle den
Draht nicht verlassen kann,

g(x,y) =ycosg —xsing =0 (3.45)

Ohne &duBeren Krifte folgt aus dem d’Alembertschen Prinzip
(3.3"7) mit dem einen Lagrange-Multiplikator A

—m( x )+Ng:—m( ?f )m( —one ):o. (3.46)
ij ij cos ¢

Der naheliegende Ansatz fiir die Bahn der Perle ist
{5)
sing

r( cos¢ )+r<,'0( _Si“*”) (3.47)

sin ¢ cos ¢

. o[ cosg [ —sing
(¥ rga)( sin )+(2r<p+rgo)( cos ¢ )

A SR HER O N



KAPITEL 3. SYSTEME MIT NEBENBEDINGUNGEN 26

Wenn wir dies in (3.46) einsetzen erhalten wir

..oy cosg o[ —sing | _ A —sing
(r rgo)( sin ¢ )+(2w+r"0)( cos ¢ )_m( cos ¢ )

(3.48)

Die beiden vorkommenden Vektoren sind othogonal, also erhal-
ten wir die beiden unabhingigen Bedingungen

A
F—rg*=0  und Z=2ip+r (3.49)
m
Die erste Gleichung ist die Bewegungsgleichung, die zweite be-

stimmt den Lagrange-Multiplikator. Die Zentrifugalkraft mrg?
treibt als Tragheitskraft die Perle radial nach aul3en.



Kapitel 4

Lagrange-Formulierung

An dieser Stelle verlassen wir die Newtonsche Mechanik und Krifte.
Wie im vergangenen Kapitel kann man Krifte natiirlich bestimmen,
aber sie spielen bei der Berechung von dynamischen Systemen keine
Rolle mehr. Stattdessen entwickeln wir unseren Formalimus in Rich-
tung ErhaltungsgroBen und schreiben das d’Alembertsche Prinzip an-
kniipfend an Kapitel 3.1.2 mit Hilfe der potentiellen and kinetischen
Energie.

4.1 Lagrange-Gleichungen zweiter Art

Joseph Louis Lagrange

e Wir konnen das d’ Alembert-Prinzip auf die f = 3N — r verallge-
meinerten Koordinaten g, umschreiben. Die kartesischen Koordi-
naten lassen sich immer noch in der Form x;(g; f) schreiben, und

der erste Term in (3.37) wird
3N 3N f
0x;
Fjéxj=>» F; [ —]6qk)
jZ::‘ ]Z::‘ ; 9qx
f (3N f
0x;
= ( Fja—]]éqk =) Oq, @D
k=1 \j=1 Ik k=1
wobei wir die verallgemeinerten Kraft iiber ein Potential definie-
ren,

3N Ox:
Qk j§=1 ]( ) aqk

= 4.2)

o % QV(F D 0x; _ V(HG:D:1)
B o 0x; Oq Oqx

27



KAPITEL 4. LAGRANGE-FORMULIERUNG 28

e Der zweite Term in (3.3"/)) wird entsprechend
3ZN: %, 2 | sq, (4.3)
- / aqk

d L Ox; o d 0x;
— m(l))'C —L - m(l))'C —— oq; .
dr {; J(')qk ; de qu 4

Die Zeitableitung im zweiten Term konnen wir vereinfachen,

3N

(OF _
Z mxj0x; =

=

~
M\ ||M\s
‘&
I\

>~
Il

1L

gaxj(q_’, t) _ (92xj i 82xj
0

= + ' (4.4)
&t~ 0q.  010g L 0gidq,

3N N oi) O%
Dy Sy. = - Dp I _ Dy J
Zm Xj0x; _Z{dt [Zm xj(?i[k] Zm xjaqk}&[k

=1 k=1 =1 =1
f
dor oT
BN L 4.5)
pry dr c')qk 8qk
mit der kinetische Energie
T
T=5p ms. (4.6)
j=1

e Nach dem d’Alembertschen Prinzip fiir dynamische Systeme gilt

3N
0= (FJ - m(i))'éj) 6)6]'

ov daor oT
N A F 47
Z( Oqr  dt 0y " 561k) o @

Fiir beliebige 6¢; folgen die Lagrange-Gleichungen (zweiter Art),
dor or oV

——— = (4.8)
drdqr  Oqi G
Mit Hilfe der sogenannten Lagrange-Funktion heissen sie
d oL oL
L=T(q,q,t)—V(g,t = ———-—=0. 49
(4.4.1) = V(g 1) 090, 9a, (4.9)

Sie ergeben aus Ableitungen der Lagrange-Funktion die Bewe-
gungsgleichungen in den verallgemeinerten Koordinaten.
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e Fiir einen Massenpunkt der Masse m im Feld einer vorgegebenen
Potentialkraft ist die Lagrange-Funktion

L=T-V=

S

3
> E-v. (4.10)
j=1

Hieraus folgen die Bewegungsgleichungen

d . N ov - ov
—mXj+ — =mik;+ — =
/ an / 8)(1'

0. 4.11
o (4.11)

e Fiir eine Zentralkraft V(r) in Polarkoordinaten (r, ¢) ist die La-
grange-Funktion

=i+t

> L= %(ﬂ +2¢%) — V(7). 4.12)

Fiir r und ¢ erhalten wir die beiden Lagrange-Gleichungen

ov d
mi—mrg* + —=0 und —mr’¢=0. (4.13)
or dr
Die erste Gleichung ist die Bewegungsgleichung, die zweite die

Drehimpuls-Erhaltung.

4.2 Kreisel

Die Relevanz der Lagrange-Gleichungen in der Physik ist riesig. Wir
illustrieren ihre Bedeutung mit Anwendungen, die unsere friiheren Me-
thoden an ihre Grenzen gebracht hitten. Die Bewegungen eines Kreisels
konnen je nach Kraft komplex sein und als Beispiele fiir den neuen For-
malismus dienen, um uns dann in Richtung von Erhaltungsgroflen zu
fiihren.

4.2.1 Kriftefreier symmetrischer Kreisel

e Die gesamte Energie des kriftefreien Kreisels setzt sich aus der
Rotation und der Translation zusammen. Wir wihlen zunéchst ein
Bezugssystem, in dem der Schwerpunkt des Kreisels ruht. Die ki-
netische Energie der Rotation eines starren Korpers ist als Funk-
tion der Winkelgeschwindigkeit

1
Toor = Ea*)T@(?) , (4.14)

wobei O der Trigheitstensor ist. Wir konnen die Rotationsener-
gie als Skalar in einem beliebigen Bezugssystem auswerten, zum
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Beispiel das Hauptachsensystem des Kreisels. Hier nehmen wir
an, dass er symmetrisch gegeniiber Drehungen um die x3;-Achse
ist, also ®; = ©,,

O = diag(®, 0, 0;)
ON (CH
= L="T. = > (w% + w%) + 760% . (4.15)

e Fiir eine Rotation eines starren Korpers sind naheliegende Koor-
dinaten die Euler-Winkel (¢, 1%, ) aus den Ubungen letztes Seme-
sters. In diesen drei Winkeln wied die Winkelgeschwindigkeit

w; =@sin ¥ siny + Fcosy
w, =@ sin¥cosy — I siny

w3 =@cost + i . (4.16)
Die Lagrange-Funktion hat zumindest fiir 1} und } die erwartete
Form
_ ®1 .2 .2 a2 ®3 . 2
L_7(¢ sin ﬂ+ﬁ)+7(¢cosﬁ+¢/) . (4.17)

e Da L nicht von ¢ und y abhidngt, geben uns die Lagrange-
Gleichungen hier zwei Erhaltungsgrof3en

oL . -
Dy ::—al’b = @3 (QDCOSﬁ-F lﬂ) = @3(1)3
oL o . :
pei=5; = ©1¢sin’ 0 + O3 (pcos? + ) cos . (4.18)

die sogenannten konjugierten Impulse. Der erste Ausdruck ist der
Drehimpuls in x3-Richtung, der zweite der gesamte Drehimpuls.
Wir kénnen mit Hilfe diesen erhaltenen GroBen v/ ausdriicken,
zﬁ:&—gbcosﬂ. (4.19)
03
und analog

Dy =019 sin® ¢ + Dy cos v

. Dg— pycost)
=3 = 4.20
YT o sty (20
e Damit wird die Lagrange-Funktion oder (erhaltene) Energie
O (P —pl,,cosﬂ)2 . 0 ., pi
L=Ty=—F|—"—7—]| sin"d+ —9 + —
‘T2 ( 0, sin’ ¢ 2 203
2 P?p (pg,—pwcosﬁ)2 .5 .
oS  — | T — = sin“ ¢ + 9° . 4.21
0, ( t 2@3] ©, sin’ ¢ (2D

Dies ist schon eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ord-
nung fiir ¥}, schon ohne dass wir die entsprechende Lagrange-
Gleichung nutzen. Allerdings konnen wir sie analytisch nicht
l6sen.
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e Wir konnen aber die ErhaltungsgroBBen und ein geeignetes Be-
zugssystem nutzen, um unser System besser zu verstehen. In die-
sem Fall hilft uns die Drehimpulserhaltung, wenn man das Iner-
tialsystem so orientiert, dass die xj-Achse in Richtung des kon-

stanten gesamten Drehimpulses r zeigt. Der Euler-Winkel 9 gibt
an um welchen Winkel die Symmetrieachse des Kreisels aus der
x;-Richtung verkippt ist,

Ly = || cos ¥ . (4.22)

Da sowohl |L/| als auch L; Erhaltungsgréen sind, muss auch 9
konstant sein, also gilt ff die dritte Koordinate

3=0. (4.23)

4.2.2 Kreisel im Schwerefeld

e Als Beispiel fiir einen Kreisel mit Potential untersuchen wir un-
seren symmetrischen Kreisel der Masse m im Schwerefeld der
Erde. Er wird auerhalb seines Schwerpunkts, aber auf der Figu-
renachse unterstiitzt. Der Vektor vom Unterstiitzungspunkt zum
Schwerpunkt sei §, die nach unten zeigende Schwerkraft g ergibt
dann eine potentielle Energie und ein Drehmoment,

V=-mg -§=mgscosd und M=m(FxgF) . (4.24)
e Die Lagrange-Funktion (4.17)) wird also
C) . ] .
L= 71 (gbz sin® 9 + 192) + 73 (g‘acosﬁ + 1,//)2 — mgscos v .
(4.25)

Wieder kommen ¢ und ¢ nicht vor, p, und p, bleiben also Erhal-
tungsgrofen. Die Energie wird

E

T+V=L+2V (4.26)
-9 (gbz sin® & + 192) + 9 (gbcosz? + :,[/)2 +mgscos .
2 2
Wieder sind wir am Ende unserer analytischen Moglichkeiten.

e Wir konnen aber unter der Annahme weiterarbeite, dass die Ge-
wichtskraft eine kleine Storung des freien Kreisels ist und der
Kreisel auBerdem schnell um seine Figurenachse rotiert. Dann ist
auch der gesamte Drehimpulsvektor nahe der Figurenachse, also
§ ~ [’ Die Anderung des Drehimpulses L’ durch die Gewichts-
kraft ist dann

dr’
dr

M =

> ms -,
=m(§X g) ~ ?(L X ) (4.27)
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Das ist eine Drehung mit konstanter Winkelgeschwindigkeit. Der
Drehimpulsvektor weicht also bei gleichbleibender Linge senk-
recht zur Schwerkraft aus. Die Figurenachse des um sich selbst
rotierenden Kreisels folgt im wesentlichen dem Drehimpulsvek-
tor. Man kann zeigen dass je rascher der Kreisel rotiert, desto
langsamer prizediert er, weil dann seine potentielle gegeniiber
seiner kinetischen Energie immer unwichtiger wird.



Kapitel 5

Extremalprinzipien

Nachdem wir die Lagrange-Funktion als zentrales Werkzeug der theo-
retischen Teilchenphysik abgeleitet haben, geht es nun darum, dhnliche
Zuginge fiir andere Felder der Physik anzuleiten. Wir werden zeigen,
dass sowohl das Prinzip der Stationdren Wirkung als auch die Hamilton-
Gleichungen &duivalent zu den Lagrange-Gleichungen sind.

5.1 Prinzip der stationaren Wirkung

In einem ersten Schritt filhren wir ein neues Konzept in die Mechanik
ein, das Extremalprinzip. Wir werden zeigen, dass fiir eine entsprechend
definierte Wirkung die Lagrange-Gleichungen dquivalent sind zur Aus-
sage, dass diese Wirkung extremal ist.

5.1.1 Das Fermatsche Prinzip

e Bisher haben wir mechanische Systeme differentiell beschrieben:
Aus dem Zustand zur Zeit ¢ wurde eine Anderung innerhalb der
Zeit dr vorhergesagt. Jetzt betrachten wir die gesamte Bahn eines
Systems.

e Gegeben sei dazu ein System mit f Freiheitsgraden und verallge-
meinerten Koordinaten ¢, die den Konfigurationsraum B € Ry
aufspannen. Durch die Bewegung des Systems zwischen den
o und #; wird eine Kurve oder Bahn im Konfigurationsraum
durchlaufen, die durch Bewegungsgleichungen und damit eine
Lagrange-Funktion L(7, 7, f) beschrieben wird.

e Wodurch unterscheidet sich dann die wirkliche Bahn §(7) zwi-
schen zwei festen Punkten von allen denkbaren anderen Bahnen

33
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g (t) mit
7 (to) = q(to) = Py und gt)=qt)=P . (5.1

e Ein Beispiel liefert das Fermatsche Prinzip der geometrischen
Optik. Es besagt, dass liangs des realisierten Lichtstrahls die
Lichtlaufzeit extremal wird. Betrachten wir den Ubergang eines
Lichtstrahls vom Halbraum mit Brechungsindex »; in den Halb-
raum mit Brechungsindex n,. Der Lichtstrahl soll zwischen x;
und X, in der x-y-Ebene verlaufen. Der Ubergang finde bei (0, y)
statt. Die Lichtlaufzeit ist

n n
r:f\/ f+(!/—y1)2+?2\/xg+(!/2—y)2, (5.2)

weil die Lichtgeschwindigkeit durch die Brechungsindizes auf
c¢/n; , reduziert ist. Fermats Prinzip fordert

or=0, (5.3)

die Lichtlaufzeit soll extremal werden. Wir kdnnen die Variation
ot als Funktion der Koordinate y parametrisieren, also

dr
ot=0y — =0
dy

no Y-y _ M -y
R N

oder, mit den Winkeln @, der Lichtstrahlen beziiglich der Nor-
malen zur Trennflache zwischen den beiden Halbrdumen,

5.4

n SiIlCZ] =ny SiIlCZQ . (55)

Das ist das Brechungsgesetz, abgeleitet aus einer Extremalbedin-
gung.

5.1.2 Hamiltons Prinzip

e Wir beginnen mit dem Postulat, dass entlang einer wirklichen
Bahn die Wirkung

S0 = f LG 4.0 dr (5.6)

extremal wird. Sie ist ein Funktional der Kurve ¢(t). Das Hamil-
tonsche Prinzip der stationdren Wirkung lautet also

MNUGIE (5[ f | L. q, r)dt] =0. (5.7)

fo

William Rowan Hamilton
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e Wir nutzen die Variationsrechnung von Leonhard Euler, die im
wesentlichen totale Ableitungen und Differentiale in den Koordi-
naten g nutzt. Seien ¢(¢) die wahre und §'(¢t) = §(t) + 6¢(t) eine
verschobene Bahn. Dann gilt fiir kleine Variationen in fithrender
Ordnung

11

tl . . .
oS :f L(G + 64, G + 63, t)dt—f L(G,g,1)dt=0. (5.8)

fo 4}

Wir taylorn zuniéchst die Lagrange-Funktion in 64,

I
- - 5 > - 5 oL oL .
L(g+6q,q +96q,t) =L(q,q,1) + Z (8—5% + 6_'5qk)
=1 \Odk qk
" (oL oL
& 6 :f (—5 + 64 )dt:O. (5.9)
1 kZ::‘ R

Partielle Integration des zweiten Terms nach der Zeit gibt

(oL ) oL n f’l(d 0L)
—o0q|dt = —6 - —— | dqdt . (5.10)
fto (aqk R RV P A VT T
Der Oberflichenterm verschwindet, wenn die Endpunkte der
Bahn festgehalten werden, dg,(t)) = 0 = g, (#;). Daher folgt

n Lol dor
6S:f dr (————,)6q =0. (5.11)
" kZ‘ Oqr  didg)
Fiir beliebige 0¢g; wird diese Bedingung die Lagrange-
Gleichungen
d oL oL
———-—=0. 5.12
dt@c'[k 0qk ( )

Da keder unserer Rechenschritte reversibel ist, ist das Prinzip der
stationdren Wirkung dquivalent zu den Lagrange-Gleichungen.

e Das Wirkungsprinzip zeigt auch, dass die Lagrange-Funktion
nicht eindeutig ist: Wenn man L durch die totale Zeitableitung
einer beliebigen Funktion f(g, r) ergénzt, dann ist

df(q. 1
dr
= S -8+ f(Gi.n) - f(Go ) . (5.13)

L— L+

Die Wirkung dndert sich also um eine Konstante, die bei der
Variation verschwindet, die Bewegungsgleichungen bleiben un-
verdndert. Das ist ein einfaches Beispiel fiir eine so genannte Ei-
chinvarianz.
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5.2 Hamilton-Funktion

Im nichsten Schritt entwickeln wir eine zweite, zu den Lagrange-
Gleichungen &dquivalente Methode in neuen Koordinaten. Sie fiihrt
uns auf die Hamilton-Funktion, die in der Quantenmechanik oder der
Festkorperphysik eine zentrale Rolle spielt.

5.2.1 Phasenraum-Koordinaten

e In haben wir ausgenutzt, dass die Lagrange-Funktion un-
abhingig von g, war, um einen erhaltenen Impuls zu identifizie-
ren. Wir definieren entsprechend, aber allgemein den zu g, kano-
nisch konjugierte Impuls

Di = g—L . (5.14)
qk

Seine Dimension ist durch die Bedingung festgelegt, dass ¢y px

die Dimension Energie hat. Der zu g; konjugierte Impuls py ist

erhalten, wenn L nicht explizit von g, abhingt. Solche Koordina-

ten heillen zyklisch.

e Die Zeitableitung des konjugierten Impulses ist wegen der
Lagrange-Gleichungen

d oL oL

_ Lo _ o8 5.15
T -15)

P
Wenn die Transformation (5.14) von ¢, auf p, umkehrbar ist,
dann spannen ¢ und p einen 2f-dimensionalen Raum auf, den
Phasenraum. Indem sich das System zeitlich verdndert, werden
diese 2 f Werte einen Bereich dieses Phasenraums iiberstreichen.

e Um die Bewegungsgleichungen in (g, ) auszudriicken definieren
wir zunédchst ohne weitere Motivation die Hamilton-Funktion als
sogenannte Legendre-Transformation der Lagrange-Funktion

H(G,p.1) := G — L@, 4. 1) , (5.16)
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ersetzen also ¢ durch j. Ihre totale Zeitableitung

S
OH OH OH
dH = —dg; + —dpi | + —dt
; Iqx o Opk pk) ot
f . .
= ——d —ped dpy — ——dp; | — —dr
; £ gk + 8pkp€ Pk T qrdpi 8. O Pk) o
f
\ oL oL oL
= Z ——dgy + pedge + grdpy — —dg,| — —dt
= 6% aC]g ot
f
oL oL
= ——dg; + g dpy | — —dr . 5.17
Z Oqr qk * 4k Pk) o ( )

>~
Il

1

gibt uns die drei partiellen Ableitungen der Hamilton-Funktion,

oH L _ OH OH oL

I — = —=—-— (5.18

oq _ oq  P* ope I o~ o O
Die erste ist dquivalent zu den Lagrange-Gleichungen, die zweite
gibt uns g, als Funktion von p;. Diese beiden Gleichungen heiflen

Hamiltonschen kanonischen Gleichungen.

e Als Beispiel beginnen wir mit der Lagrange-Funktion des harmo-
nischen Oszillators in einer Dimension,
mi* m 5, AL

L(x, %) = - Ea)ox = p=——=mx. (5.19)

Seine Losung ist eine Ellipse im zweidimensionalen Phasenraum,

ST [P R cos(wot — p)
(p)_(mx)_AO(—mwosin(wot—éo) : (5.20)

Die Hamilton-Funktion ist

H(x, p) = xp — L(x, X)
2 2
p p m p m
“mP T om Engz = m Engz - 02D

Die erste Hamilton-Gleichung definiert den Impuls

OH

=22 _F (5.22)
op m

und die zweite gibt uns die Bewegungsgleichung

OH )

p = mx = _8_ = _mwox . (5'23)
X
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5.2.2 Hamilton-Funktion und Energie

e Mit der Definition des konjugierten Impulses ist die zeitliche

Anderung der Hamiltonfunktion nach (5.17)
dH 0H OH
— =(—pigx + upx) + — = —, 5.24
” (=Prqr + Gxpr) o - o (5.24)
Wenn die Hamiltonfunktion also nicht explizit von der Zeit

abhingt, dann beschreibt sie selbst eine Erhaltungsgrofe.

e Anhand eines Beispiels konnen wir diese Erhaltungsgrofle erra-
ten: Fiir einen Massenpunkt m in einem Potential V(xy, x,, x3) gilt

m
L :E(X% + X% + X%) - V(Xl,XQ,Xg)

R _OL
pk_éb’ck = mXy
3 3 pz
H = . —L=> L +V=E. 5.25
= ;kak ;2m ( )

Die Hamiltonfunktion sollte die Gesamtenergie sein.

e Wir betrachten allgemeiner ein konservatives System von N Mas-
senpunkten mit » Zwangsbedingungen ¢;(X;) = 0. Diese sind in
den f = 3N — r verallgemeinerten Koordinaten g erfiillt. In der
Relation zwischen den ¥ und § kommt die Zeit nicht explizit vor.
Fiir die kinetische Energie gilt wie schon in (2.14)

N o) Hx: Ox.
m X;i0X

T =\ 5 5 g | e (5.26)
=1 t

Wenn V nicht von ¢; abhéngt, dann erhalten wir aus L = T(g, -
V(g) die kanonischen Impulse

oL oT
b Oqr gy
und damit die Hamiltonfunktion
or
H=pgi—L=g7—-T+V (5.28)
91
Wenn also die kinetische Energie quadratisch in ¢ ist, dann gilt
oT
q'ka—_:ZT = H=2T-T+V=T+V=E. (529
qk

Wenn H nicht explizit von der Zeit abhingt, folgt die Erhaltung
der Gesamtenergie. Das bedeutet dass wir iiber die Hamilton-
Funktion Aussagen iiber unser System machen konnen, ohne die
Bewegungsgleichungen zu 16sen.

e Ohne Details erwdhnen wir nur, dass auch fiir nichtkonservati-
ver Krifte ein Extremalprinzip zu Lagrange-Gleichungen 2. Art
dquivalent ist.
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5.2.3 Hamilton-Gleichungen und Wirkungsprinzip

e Bislang hatten wir gezeigt, dass das Prinzip der stationidren Wir-
kung &duivalent zu den Lagrange-Gleichungen ist, und dass die
Hamilton-Gleichungen dquivalent zu den Lagrange-Gleichungen
sind. Zur [llustration zeigen wir jetzt die verbleibende direkte Ver-
kniipfung zwischen der Wirkung und den Hamilton-Gleichungen.

o Als Funktional der Hamiltonfunktion ldsst sich die Wirkung als

11 . 11 X
S = f L(q, 4, Hydt = f |47 - H@G p.0]de (5.30)

fo To

schreiben. Thre Variation im Phasenraum ist

g OH OH
oS = f [pkéq'k + q'k5pk — a—qu — —(5pk] dr. (531)
0 Gk Opi

Der erste Term kann wieder partiell integriert werden,

/1 /1
_f Dioqy = —f piogr.  (5.32)
o o

Damit erhilt man analog zum Fall der Lagrangefunktion

n OH oH
0=06S = f [(qk - —) Opix — (pk + —) (qu] dr . (5.33)
o aqk

13

3l
f Pi0qidt = progy

Io to

Opx

Es folgen die Hamilton-Gleichungen, wenn die Variationen im
Phasenraum d¢; und 6 p; beliebig sind.



Kapitel 6

Symmetrien und
Erhaltungssatze

Bei der Losung von Bewegungsgleichungen in der Newtonschen Me-
chanik (Energie) oder in der Struktur der Lagrange-Gleichungen (Im-
puls) sind wir beildufig auf Erhaltungsgréen gekommen. Es wird Zeit,
dass wir uns diesem Problem systematisch ndhern. Dies wird es uns er-
lauben, iiber die Lagrange-Funktion Symmetrien unseres Systems und
Erhaltungsgréen zu verkniipfen.

6.1 Galilei-Invarianz

e Inertialsysteme haben wir als Idealfall eingefiihrt, in dem einfa-
che Physik-Gesetze gelten. Die naheliegende Frage ist, ob man in
einem abgeschlossenen Kasten feststellen kann, ob ein Referenz-
system ein Inertialsystem ist. Hier wird man zunichst die Bewe-
gungsgleichungen iiberpriifen.

Man betrachte also N Massenpunkte m; an den Orten X;, zwischen
denen Potentialkrifte wirken. Die potentielle Energie des Mas-
senpunkts 7 relativ zu j sei V;(|X; — X;|). Das System lésst sich
durch eine Lagrange-Funktion beschreiben,

d OL(X,X,0) OL(EX1)
dr c’)x,-,k 8x,-,k -
undi=1..Nundk=1,2,3.

0, 6.1

e Das Beobachtungssystem sei wie immer (¢, X), ein sicherlich exi-
stierendes Inertialsystem (#, X’). Allgemein gilt dann

! =t+71 und X' =d@) + ROX() . (6.2)

Zwischen den beiden fordern wir, dass es keine Spheinkréifte gibt.
Wir wissen noch, dass das bedeutet dass R(¢) und d(¢) = vkonstant

40
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sind. Die Gruppe von Transformationen, die Bewegungsgleichun-
gen invariant lassen, ist also

! =t+1 X' =dy+0t+R-X do = U= R = konst. (6.3)
mit den zehn freien Parameter 7, dy, ¥ und R der Galilei-Gruppe:

l. ¥ = t+ 7und ¥’ = X entspricht einer Nullpunktsverschie-
bung der Zeit. Die Invarianz bedeutet Homogenitit der Zeit.

2.t = tund X' = X+ dy entsprechen der Wahl des Koor-
dinatenursprungs. Die Invarianz bedeutet Homogenitdit des
Raums.

3. ¥ = tund X’ = R-Xist eine Drehung der Koordinatenachsen.
Die Invarianz bedeutet Isotropie des Raums.

4. ¢ = tund ¥’ = X+ 0t ist eine geradlinig-gleichformiger
Bewegung. Eine beschleunigte Bewegung wire feststellbar.

e Fiir diese Tranformationen kdnnen wir die Lagrange-Funktionen
auswerten,

1 N
L :E Z _)/2 - Z le(|'x ]
i=1 i
1 N " N 17 N
ZEZ ZVJ,(lxl xil) +Zm, ITR +EZmi .
i=1 J#L i= i=1

(6.4)

In der ersten Zeile'haben wir benutzt, dass die Rotation R die
Lénge des Vektors X erhilt.

e Nach (5.13) kann man zur Lagrange-Funktion die totale Zeita-
bleitung einer beliebigen Funktion f(%, r) addieren, ohne die Phy-
sik zu dndern. Falls es also eine Funktion f(x, r) gibt, deren tota-
le Zeitableitung die zusitzlichen Terme in beschreibt, dann
sind die Bewegungsgleichungen in beiden Systemen identisch,

df (% 1) af(x R e B
" IR A

<l¢

1

v
Zm, +Z IT mR'7 . (6.5)

i=1 i=1

N|i¢,

Nach der ¥-Abhingigkeit ist das (genau dann) der Fall, wenn

=2 > N
af((;;,t) — %Zml und ﬁlf()?at) :miRTl—)). (6.6)
i=1
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Damit hat (6.6) die einfache Stammfunktion

Z m; + ZN‘J mR%, (6.7)
i=1

und wir kénnen die Transformationen in (6.3) in eine physika-
lisch nicht relevante Umdefinition der Lagrange-Funktion absor-
bieren. Wir haben also die Eichinvarianz der klassischen Mecha-
nik, (5.13), mit der Symmetrie gegeniiber der Galilei-Gruppe ver-
kniipft.

—)21,

6.2 Noether-Theorem

Nachdem wir Symmetrien der Lagrange-Funktion fiir die Galilei-
Transformationen verstanden haben, verkniipfen wir sie mit Erhal-
tungssidtzen, von denen wir ja wissen wie sie mit den Lagrange-
Gleichungen zusammenhéngen.

e Wir beginnen mit infinitesimale Transformationen , die die
Lagrange-Funktion nur um eine totale Zeitableitung dndern,
t >t =t+6t
X1 - X)) = X0 +6x(v)
df(x, 1)
e

LZ Rt — L&, ¥,1)=LE%E+ (6.8)

Dann édndert sich das Wirkungsintegral zu

d .
S':f dr L(x", X', 1)
1

’
0

=S +j;tl dt[g—(ﬂ"—)?)J+—(x - X ]
+ 6t [L(%(t1), ¥(t1), 1) = L(¥(t0), ¥to), 1) |, (6.9)

Partielle Integration und die Euler-Lagrange-Gleichungen geben

wie schon einmal
9L 1 d JL
dt_ —)l - _ _ t__ =2/ .
fto ax,( ;= x,(x j’ f, dr 9x; ¥ =9,

oL n
- Srw o) - [asier-,
an / f fo 0)61' !
(6.10)
Damit fallt das Integral weg und wir behalten die beiden Ober-
flachenterme
’ oL =7 2 2> > "
S =8+ |— &) - xX(1); + L(X, %, t)t| . (6.11)
8)6]‘ f0
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e Fiir die Oberflachenterme transformieren wir die Trajektorie

X' =x'(t+6r) =x(t) + 6%
& (1) =%t — 6t) + 6% = R(t) — X6t + 6%. (6.12)

und erhalten

oL . oL oL
a—‘(f’ — X); + L(X, X, )6t =—0x; — (—x — L) ot
Xj

A%, ax;’
=pox — (px - L) ot
=p6% — Hét (6.13)

mit dem konjugierten Impuls p = AL/0x und der Hamilton-
Funktion H = px — L. Fiir die Wirkung heisst das

n
S'=8+ [ﬁé}?— Hét] (6.14)

4]
Wenn sich die Physik nicht dndert, dann muss also gelten

N

[ﬁé}?—Hét] :[6f] & [ﬁé}?—H&t—&f] =0 (6.15)

fo fo To

Nach (6.6) hat die infinitesimale Verschiebung der Lagrange-
Funktion fiir N Massenpunkte die Form

=2
5f:%(zm,)5t+vTZmR5£ (6.16)

i=1

Weil # und ¢, beliebige Zeitpunkte waren gilt also

N N (N
Z pio% — " Z miR 5% ~ Hot = = [Z m] 5t = konst

i= i= i=1
(6.17)

e Zu welchen ErhaltungsgroBen fiihrt daher die Symmetrie unter
der Galilei-Gruppe?

1. Zeittranslationen ¢ = ¢ + &t mit §x; = O und ¢ = O fiihren auf
H =konst. Die Homogenitit der Zeit fiihrt also zur Energie-
erhaltung.

2. Ortstranslationen X’ = X+ 6X mit 6z = 0 und 7 = 0 bedeuten
Pi = konst, die Homogenitit des Raums fiihrt zur Impulser-
haltung.

Emmy Noether (1882-1935)
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3. Rotationen X = 6@ X ¥ um den infinitesimalen Drehwinkel
6@ mit 6t = 0 und & = 0 geben uns

N N
i=1

B (6@ x %) =068 Z(fi x 7)) = konst.  (6.18)
i=1

Da 6@ konstant ist, folgt aus der Isotropie des Raums die
Drehimpulserhaltung.

4. Damit bleibt ¢ = 0 und 6X = U'¢t, und wir erhalten wir fuer
kleine ¢ aus die ErhaltungsgroBe

N -

:_Maf(;?_t—f;l ) (6.19)

also die geradlinig-gleichformige Bewegung des Schwer-
punkts.

Die zehn Parameter der Galilei-Gruppe gehoren also zu zehn
Erhaltungsgroen: die Energie, die Impuls- und Drehimpuls-
Vektoren, und die Tragheitsbewegung des Schwerpunkts.

6.3 Lorentz-Invarianz

Wir fiihren das Argument, dass physikalische Gesetze in allen Intertial-
systemen gelten sollen, noch weiter und werfen einen ersten Blick auf
die speziellen Relativitétstheorie.

e Das allgemeine Prinzip der Invarianz physikalischer Gesetze
schreiben wir jetzt als 3-teiliges Axiom oder spezielles Relati-
vitdtsprinzip:

A1l Gegeben ein Inertialsystem X, dann ist jedes weitere System
Y’ genau dann ein Inertialsystem, wenn es durch Galileo-
Transformationen aus X hervorgeht,

ALY mit  A(r, dy, R, V) (6.20)

Fiir unser Argument betrachten wir vorwiegend A(D).
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A2 Mathematisch sollen die Transformationen A eine Gruppe
bilden. Es gibt also eine Multiplikation

S S T MR N (W)
und ein inverses Element
A=) = A\ (@) (6.22)

A3 Physikalische Gesetze gelten in jedem Inertialsystem, oder
anders gesagt alle Gleichungen sind forminvariant unter A.

Wir wollen zeigen, dass die allgemeinste Form von A durch Al
and A2 eindeutig bis auf eine Konstante bestimmt wird, und zwar
ohne dass wir unsere physikalische Intuition zur Form dieser
Transformation einbringen. Empirische Information ist dann zur
Bestimmung der Konstante erforderlich, im Einklang mit A3.

e Wir nutzen ohne Einschrinkung der Allgemeinheit die sogenann-
te Standardkonfiguration

— X’ bewegt sich mit v beziiglich X in x;-Richtung —
— t=0in X entspricht# = 0in ¥’ o o xa
— Beit = 0 = ¢ fallen die Urspriinge O und O’ zusammen 7 v

Wir beginnen wieder mit intuitiven Scheinkriften, die wir ver- Standardkonfiguration
meiden wenn geradlinige Trajektionen im Raum auch geradlinig

bleiben. Das bedeutet, dass die Transformation zwischen Inertial-

systemen

A (t,x) — (1,x) (6.23)

linear in (¢, x;) sein muss. Neu ist hier, dass wir nicht nur X, son-
dern auch ¢ in diese Tranformation einschliessen.

e Der allgemeine lineare Ansatz fiir die Bewegung von X’ mit v in
x1-Richtung ist

X =y?) [x—vt] . (6.24)

In die beiden orthogonalen Richtungen erzwingt die Isotropie und
Homogenitit gleiche Vorfaktoren,

X =B0)x und X =807 x;. (6.25)

Die allgemeine Zeit-Transformation ist wieder linear, der Ein-
fachheit halber nehmen wir an dass sie im Gegenzug zu (6.24)
nur von x; abhéngt,

! = a@?) [Z —n(*) xl] . (6.26)

Die drei «, 8,y sind dimensionslos, die einzige Einheit ist

(7] = — (6.27)
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e Die Parameter «,f,7y,n hingen von v ab, wegen der Isotropie
aber nur von v?. Das Vorzeichen vor 7v ist Konvention. Man kann
die lineare Transformation zwischen Intertialsystemen als Matrix
schreiben,

v a —anv 0 0\(?
x| _|~vy v 0 Oflx
x5 |0 0 B 0flx
X} 0 0 0 B)\x;

(6.28)

Hier sehen wir noch einmal, dass wir anders als in der klassischen
Mechanik in einer (3+1)-dimensionalen Raum-Zeit arbeiten.

e Wir bestimmen jetzt die Parameter mit Hilfe der Gruppen-
Bedingung A2. Unserer physikalischen Interpretation verlangt
A(=v) = A1 (v), also ist die inverse Transformation

x; = y(?) (x] +ot')
X253 = B0%) X4
t = a@)[t + 0 x|] . (6.29)

Kombiniert man die Transformation und ihre Inverse fiir x,, dann
gilt fiir 8

X =B, = BB, = =1 = p==I
B =0)=1 = p=1
(6.30)
Analog erhalten wir in x;-Richtung
x; =7y (x] +ut)
=y [y(xi —vt) + v a(t - qux)]
=y (y—ap’) xi+y (@-y)ur, (6.31)
und damit aus den beiden Koeffizienten
a=vy und ¥ 1 (6.32)

- 1 -2

Diese drei Bedingungen fiir 8, @ und y garantieren auch die kor-
rekte inverse Transformation in x3 und 7, und (6.28)) wird

v vy —ynv 0 0)(t
x| _[-vy oy 0 Of|x
x| 0 0 1 0l|lx
X} 0 0 0 1)\xs

(6.33)

e Jetzt fehlt uns noch eine Bedingung fiir die dimensionsbehaftete
Grole n. Die Verkniipfung zweier Transformationen

AQ@): ' =y(t—nuvx) AQ): "=y -nvx)
xp = y(x —vt) X =y, -vt) (6.34)
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zu einer Transformation (¢, x) — (¢, x”’) gibt uns
t// — y/y[t — nux; — U/n/(xl _ Ul)] = ’}/N(t _ nuvuxl)
x{ =yylx —vt =0t —vpx)] =y"(x -0"1). (6.35)

Der Koeffizientenvergleich fiir ¢ in der ersten Gleichung ergibt

vwo_ 1
Yy’ l4+nve’

Y =yyd+1nq v o) & (6.36)
Fiir x; in der ersten und ¢ in der zweiten Gleichung erhalten wir
entsprechend

_y//vlln// — _yy/ [nv + nlvl]

77 17

"V =yy v+ 0] . (6.37)

Das bedeutet fiir allgemeines v und v’

Lo+ Ly=—vro o n=g'=yq (639
n n
Damit sind auch die Koeffizienten fiir x; in der ersten Gleichung
identisch. Da n eine Einheit hat heisst das

n=— (6.39)

mit einer konstanten universellen Geschwindigkeit c.

e Der Parameter vy in (6.32) ist entsprechend, mit positivem Vorzei-
chen wegen des Grenzfalls y(v = 0) = 1

y = 1 (6.40)

02

-2

Um die Physik der Transformationen besser zu verstehen, schrei-

ben wir (6.37)) mit (6.36) als

"+ v+ v+
v =yy 2 ”v = 0 - = U, (6.41)
0% 1+ nov +vv

Fiir die Interpretation von ¢ folgt nun dass

1. ¢ die Dimension einer Geschwindigkeit hat, es sich also um
eine universelle, konstante Geschwindigkeit handelt;

2. wenn alle Geschwindigkeiten klein sind, dann gilt klassisch

LA (6.42)




KAPITEL 6. SYMMETRIEN UND ERHALTUNGSSATZE 48

3. im Grenzfall v’ — ¢ die kombinierte Geschwindigkeit

v+c v+cC
v - o = c? > =c (6.43)
1+% 2+ cv
2

wird, ¢ also die maximal mogliche Grenzgeschwindigkeit
ist, und unsere Transformation nur fiir v < ¢ gilt.

4. der Wert von c nicht festgelegt ist. Experimentell messen wir
die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum mit ¢ ~ 3-10® m/s. Die
Tatsache dass sich das Licht in jedem Inertialsystem gleich
schnell ausbreitet entspricht dem Axiom A3.

e Mit der skalierten Zeitkoordinate ct wird die Matrix (6.28))

ct’ 0% —v/cy 0 O)(ct
x| _|-viecy v 0 Offx
5151 o0 0 1 ol (644)
X, 0 0 0 1)\x;

Diese symmetrische Form bestitigt, dass ct nichts als eine weitere
Koordinate analog zu x;, x, und x;3 ist, wenn wir annehmen dass
Koordinatentransformationen eine Gruppe bilden. Die Transfor-
mation in der Raum-Zeit nennen wir Boost. Im Grenzfall nied-
riger Geschwindigkeiten, v < ¢, erhalten wir die Formeln der
klassischen Mechanik. Sie ist als Grenzfall in der relativstischen
Beschreibung enthalten, und relativistische Effekte entkoppeln in
der Ordnung v/c.



Kapitel 7

Phasenraum

In den vergangenen Kapiteln haben wir die Bahnen von Koérpern durch
Bewegungsgleichungen im Konfigurationsraum g und im Phasenraum
(g, p) beschrieben. Die Bahnen von Korpern waren als Funktionen ¢g(7)
gegeben, woraus die Impulse p(¢) als Funktion der Zeit folgen miissen.
Die Zeitabhingigkeit der Bahnen im Phasenraum (g, p, f) betrachten wir
in diesem Kapitel.

7.1 Kanonische Transformationen

7.1.1 Erweiterter Phasenraum

e Wir erinnern uns kurz an unser System mit f Freiheitsgraden
und verallgemeinerten Koordinaten g;. Die Lagrange-Funktion
L(d, q, 1) muss die Lagrange-Gleichungen erfiillen. Die zu den g;
kanonisch konjugierten Impulse sind

oL

= . 7.1
94, (7.1)

Pj

Wenn sie sich nach §; auflosen lassen, dann kénnen wir ¢,(g, p, t)
durch p; ersetzen und die Hamiltonfunktion

H(G. p.1) = pjg; — L(@.4.0) (7.2)
ausschreiben. Die Bewegungsgleichungen sind dann
OH OH
q-:— und p':__ . (73)
J 0]7] J aq]

e Wie in konnen wir auBerdem das Differential der Wirkung
mit Hilfe der Hamilton-Funktion schreiben,

dS := p,dg; - Hdt = (p;q, - H)dt . (7.4)

49



KAPITEL 7. PHASENRAUM 50

Das System werde zu zwei Zeiten t, t, > t; an zwei Punkten
P;, im erweiterten Phasenraum (g, p, t) untersucht. Das Prinzip
der stationdren Wirkung auf Bahnen im Phasenraum gibt uns die
wirkliche Bewegung des Systems durch

P P
5f ds :5f (pig;—H)dt=0. (7.5)

Py Py

Zum Beweis geben wir die wirkliche Bahn, ¢;(r) und p;(1), vor
und fiihren gestorte Vergleichsbahnen

7 =4H+6q1t) und P = po)+5p0) (7.6)

ein, ohne die Endpunkte zu verdndern, 6g(t,) = 0= 8g(t>). Ande-
rungen der Endimpulse, 6p(¢;) und §5(t,), sind zugelassen. Die
Variation des Wirkungs-Differentials ist dann wie in 5.2.3

P>
0= [ [+ 090, + 04 - 1@ + 2.5+ 670
Py
P
- f |pja; - H(@. p.p]dt
Py

Pl oH oH
~ f (p;od; +q;0p)) - (a—q_&lj + 55171)] dr
L J J

1
P21 dsq; oH oH
=g+ aom) - (G500 500
L J

J

1
| OH OH
-pi— — 6q-+(q-——)6p»]dt, (7.7)
( ! aqj) Y ap)

wo wir im letzten Schritt wieder partiell integriert haben und die
Oberflichenterme verschwinden. Da dg; und ép; beliebig waren,
ist das Prinzip der stationdren Wirkung im erweiterten Phasen-
raum dquivalent zu den Hamilton-Gleichungen.

7.1.2 Kanonische Transformationen

e Mit Hilfe der Wirkung hatten wir die Freiheit abgeleitet, zur
Lagrange-Funktion einen totale Zeitableitung zu addieren. Wel-
che Transformationen lassen nun die Hamiltonschen Gleichungen
invariant? Zundchst ist der Hamilton-Formalismus unabhéngig
von den verallgemeinerten Koordinaten, also konnen wir belie-
bige neue verallgemeinerte Koordinaten q}(c'[’, 1) einfilhren. Wenn
die Funktionaldeterminante

'6(q’1,...,q})

7.8
a(Ql,’le) ( )
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nicht verschwindet, konnen wir eindeutig auf die ¢;(¢, t) zuriick-
transformieren. Wegen

AL  dg. OL
= — =a;
6q; ag

p;= aq;

(7.9

induziert der Ubergang zu ¢; eine lineare Transformation der kon-
jugierten Impuls.

e Wir erinnern uns nun daran, dass wir beim Wirkungsprinzip im-
mer ausnutzen, dass eine Transformation die Endpunkte der Bahn
im erweiterten Phasenraum nicht verdndert, 6p (1) = 0 = 6p;(1).
Wir wollen diese Transformation wieder durch eine Funktion @
so beschreiben, dass

de =de'+(¢)2—d)1)=f(dS’+d(D) , (7.10)

Das heisst, dass sich die Differentiale dS aus vor und nach
einer Transformation auf ¢(g, p,7) und p’(p,q,7) nur um das
vollstindige Differential von @ unterscheiden,

dS :pjdq]'—Hdt
:dS'+dCD:p}dq;—H’dt+dCD. (7.11)

Dann bleiben die Hamiltonschen Gleichungen erhalten und die
Transformation des erweiterten Phasenraums heillt kanonisch.
Wie kontruiert man eine solche Funktion ©?

e Zum Beispiel ist die Vertauschung
q;=-p; und p’=gq; (7.12)
eine kanonische Transformation, denn

ds

pjdq; — Hdt = —q’dp’, — Hdt
pidq; — Hdt - d(p'q;) - (7.13)

Die Hamilton-Funktion gibt uns die Gesamtenergie, die sich
unter unsere Koodinaten-Transformation nicht dndern soll. Das
Wirkungs-Differential verschiebt sich also nur um das vollstéandi-
ge Differential von

®=pig . (7.14)

Das zeigt, dass g und p nach kanonischen Transformationen kei-
neswegs die physikalische Bedeutung von Orten und Impulsen
haben miissen.
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7.1.3 Hamilton-Jacobi-Gleichung

e Wir nehmen nun an, dass ® von den originalen Koordinaten g;,
den neuen ¢, und der Zeit 7 abhédngt. Wenn eine geeigneten Wahl
von O(q,q’, 1)

o
p]_aqj

(7.15)

garantiert, dann konnen wir zeigen, dass die Transformation ka-
nonisch ist. Die einzige Bedingung ist

2
det( aq),);eo. (7.16)
anaqj

o Fiir den Beweis betrachten wir das totale Differential Carl Gustav Jakob Jacobi

00 oD 0o

d® =—dr + —dg; + —d¢"
o g, T ag
oD L,
:Edl‘ + pjdq; — p;dq;
od L,
== dr-+dS + Hdt = pldg;. (7.17)
Analog zu (7.T1) 16sen wir dies auf nach
L, oD
ds :pjdqj—(H+E)dt+dCD (7.18)
’ ’ 4 ’ 4 a®
=p;dq;— H'dt + d® = dS’ + dO® = H:H+E'

Die Transformation (7.15)) mit der entsprechenden Verschiebung
zu H’ ist also kanonisch. Die Funktion ® heiflit in diesem Fall
erzeugende Funktion der Transformation.

e Die neue Hamiltonfunktion H’ kann fiir eine geeignete
Zeitanhdngigkeit von @ verschwinden. In dem Fall gilt die
Hamilton-Jacobi-Gleichung

= ) N 00(q,q,1) _

0. 7.19
o (7.19)

Fiir H = 0 sind nach den Hamilton-Gleichungen auch
q;=0=p). (7.20)

Man nennt dies eine ‘Transformation auf Ruhe’. Diese abstrakte
Herleitung verlangt offensichtlich nach Beispielen.
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7.1.4 Harmonischer Oszillator

e Die Lagrange-Funktion des harmonischen Oszillator ist
Mo 2 2
Lg.9) = 5 (¢ - *¢) . (7.21)

Der kanonisch konjugierte Impuls ist p = mg, und damit lautet
die Hamilton-Funktion

2 2 mw2
H(g.p) = % —L= é’—m + g (7.22)

e Wir betrachten nun die zeitunabhéngige erzeugende Funktion
’ m 2 ’
D(gq,q) = Zwa cotqg . (7.23)

Die beiden Impulse ergeben sich aus (7.15),

p :(;% = mwq cotq’ (7.24)
, oo m , 1 2p .,
p:—aq,:zwqm =3 4= - sing
p =+/2p'mw cosq’,
wobei (cotx)’ = — sin”2 x verwendet wurde. Da ®(q, ¢’) nicht ex-

plizit von der Zeit abhéngt, ist H' = H.
e Wenn man g und p in der Hamilton-Funktion ersetzt, folgt

1 22p
H =H=—2p'mw cos* ¢ + mw <P
2m 2 mw

Da H’ nicht von ¢’ abhingt, ¢’ also zyklisch ist, folgt

p(t) = _8H =0 = p'(¢) = konst.
oq’

’

sin’q’ = pw . (7.25)

0
q'(1) =

=w = qJ)=wr+gq. (7.26)
op’

In den gestrichenen Koordinaten ist das System nicht mehr oszil-
lierend, sondern eine lineare Bewegung mit konstantem Impuls
und Geschwindigkeit.

e Setzt man diese Losung in ein, dann folgt

’

2
P sin(wt + q)) (7.27)
maw

q) =

Die beiden neuen Koordinaten beschreiben die Freiheitsgrade des
harmonischen Oszillators, ¢’ ist das zeitabhdngige Argument der
Schwingung und p’ ist die (konstante) Amplitude.
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7.1.5 Bewegung des freien Massenpunkts

e Als weiteres Beispiel betrachten wir die kriftefreie Bewegung ei-

7.2

nes Massenpunkts m mit kartesischen Koordinaten g; = x;,

: 1 1 (0D)
ﬂq’z und H=—p — .
2 g,

L = = —
2mp 2m

(7.28)
In diesem Fall wollen wir das System so transformieren, dass die
Hamilton-Funktion verschwindet. Dann wird die gesamte Infor-
mation iiber unser System und seine Zeitentwicklung in der er-
zeugenden Funktion @ stecken. Die Hamilton-Jacobi-Gleichung

lautet fiir H' =0
2 2 2
salan) () +) |50 o2
Zu ihrer Losung verwenden wir den Ansatz
O(G§.0 = q\q1 + Grq> + ¢5q3 —Et =¢q' - G- Et  (1.30)
mit einer Konstanten E. Der Ansatz erfiillt (7.16)), denn

Po  0q]
e (7.31)
dq;0q; dq;

Die Hamilton-Jacobi-Gleichung wird damit

2

:CI
2m

E ist also die Energie. Die konjugierten Impulse erhalten wir aus
der erzeugenden Funktion nach (7.15)

1
@’ + @ +@y|-E=0 &  E (7.32)

2
> o 4 oo
(I) = . — t = L =m— = .
, oo Di
Pi==37 = —q; + —m’t. (7.33)

Aus den Bedingungen ¢’; = 0 = p’ folgt dass p; erhalten ist, und
wie erwartet ist ie Bewegungsgleichung in den originalen Koor-
dinaten

t + konst . (7.34)

Losung der Hamilton-Jacobi-Gleichung

Im Raum (g, 1) seien g, die Koordinaten des Systems zum Zeit-
punkt #,. Weiterhin sei @ eine beliebige Funktion der Koordinaten
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do, die noch von f weiteren Parametern ¢; abhénge und fiir die die
Unabhingigkeitsrelation

»PD
det( ] £0 (7.35)
040,09,

gelte. Orte und Impulse zur Zeit ¢, sind also

d(te) = o und Pty) = V, @ (7.36)

a=qo
Wir suchen die Bewegung des Systems, die zur Zeit f an g, mit
den Impulsen j, beginnt. Sie ist durch Integration der Hamilton-
schen Bewegungsgleichungen gegeben und ordnet jedem
Punkt g, eine Bahn g(¢) zu.

e Motiviert durch (7.10) wihlen wir den Ansatz

!
.70 = o)+ [ L(d0).G0).7)

fo

!

= ®o(Go, 7)) + f d’ [pg - H] . (7.37)
4]

Die erzeugende Funktion @ ist dann eine beliebigen Funktion @

am Ort go, vermehrt um das Wirkungsintegral ldngs der Bahn von

qo nach g. Dieser Ansatz wird als kleine Variation

00,
0D = =-—0qj0 + j0q; = pjodqjo — Hot
qjo

oD oD
=pidq; — Hot = —dqg; + —0t . 7.38
Pjoqj 3q, qj ot ( )
Im zweiten Schritt haben wir d®/dq;y = pip verwendet. Unser
Ansatz erfiillt also

oD od
;= — d —+H=0, 7.39
Dj 94, un Py + ( )

also auch die Hamilton-Jacobi-Gleichung.

e Mit unserem Ansatz (7.37) konnen wir also eine allgemeine
Losung fiir die Hamilton-Jacobi-Gleichung konstruieren und da-
mit ein mechanische System auf Ruhe transformieren. Dieses
Verfahren wird uns in der Quantenmechanik und der Pfadintegral-
Methode wieder begegnen.

7.3 Liouvillescher Satz

Zum Abschluss diskutieren wir noch eine Eigenschafte des Phasen-
raums, die in der statistischen Physik, der Quantenmechanik, und der
Quantenfeldtheorie wichtig werden.
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e Gegeben sei ein Ensemble von Systemen, deren Bahnen bei ¢ =
tp einen Bereich oy des Phasenraums iiberdecken. Der Satz von
Liouville besagt, dass das Volumen des iiberdeckten Phasenraums
konstant bleibt,

Volumen[o(¢)] = konst (7.40)

oder in Form des Integralmales
f dgdp = konst . (7.41)
o(t)

e Zum Beweis gehen wir in zwei Schritten vor: Erstens wissen wir,
dass sich jedes mechanische System durch eine geeignete kano-
nische Transformation auf Ruhe transformieren lisst (§ = 0 = p).
Auf diese Weise lidsst sich eine Schar von Trajektorien im erwei-
terten Phasenraum in ein Geradenbiindel transformieren, das par-
allel zur Zeitachse verlauft. Dieses Geradenbiindel schlief3t offen-
sichtlich ein festes Phasenraumvolumen ein.

e Dabei konnte aber die kanonische Transformation das Phasen-
raumvolumen veriandert haben. Das wird dadurch verhindert, dass
bei kanonischen Transformationen (q, p,t) — (¢, p’, t) die Funk-
tionaldeterminante immer gleich eins ist,

‘ 9, )
aq.p)

was wir hier ohne Beweis verwenden. Fiir den freien Massen-
punkt kann man dies aber explizit sehen. Es bedeutet genau, dass
kanonische Transformationen Volumenelemente im Phasenraum
konstant lassen. Wir kénnen uns das Verhalten von einem System
im Phasenraum also vorstellen wie eine inkompressible Fliissig-
keit im physikalischen Raum.

=1, (7.42)




Kapitel 8

Stabilitat und Chaos

Bislang sind wir implizit davon ausgegangen, dass uns die Kenntnis
des Systems zu einem gegebenen Zeitpunkt zu einem Verstindnis des
Systems zu spidtereren Zeiten verhilft. Das muss nicht der Fall sein,
und man kann die Systeme, fiir die dies gilt durch ihre Stabilitédt cha-
rakterisieren. In diesem Kapitel werden wir Systeme im Phasenraum
analysieren und dabei verschiedene Muster finden. Chaotische Systeme
zeichnen sich dadurch aus, dass man Kenntnis des Systems zu einem
Zeitpunkt nicht nutzen kann, um Vorhersagen bei spiteren Zeiten zu
machen.

8.1 Stabilitit

Nicht-konservative Systeme heilen dissipativ. Wir wissen schon, dass
sie Energie verlieren, indem sie auf irgendeine Weise an ihre Umgebung
oder an andere Systeme ankoppeln. Wir wollen untersuchen, ob und
wann bei kritischen Werten dieser Kopplung wesentliche Anderungen
im Verhalten des Systems auftreten.

8.1.1 Bewegung in der Nihe des Gleichgewichts

e Der Phasenfluss eines Systems beschreibt die Gesamtheit der
Trajektorien, die durch alle moglichen Anfangsbedingungen und
Kopplungsparameter erlaubt werden. Die Frage ist ob es kritische
Werte der Kopplung gibt, bei denen sich die Eigenschaften des
Phasenflusses wesentlich dndern.

e Wir gehen von Bewegungsgleichungen der Form

2=FQ® 8.1

57
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aus. Wir hatten im ersten Semester gesehen, dass sich Bewe-
gungsgleichungen zweiter Ordnung immer in diese Form bringen
lassen, zum Beispiel fiir den geddmpften harmonischen Oszillator

P42+ wx=0. (8.2)

Wir fiihren Z := (x, %) ein und erhalten eine Kombination der De-
finition und der Bewegungsgleichung

1) 22
( 2 ) - ( 217 — Wz ) ’ (8.3)

Die Gleichgewichtslage 7, ist durch F(Zy) = 0 bestimmt. Solche
Punkte heiflen auch singuldre oder kritische Punkte von F. Um
sie kann man taylorn und erhélt die linearisierte Form von (8.1)

-

L. OF
+ _
(Z0) oz,

@-2),+0(@-27) 384

=20

e Im dynamischen Fall sei Z (t) eine Losungskurve unserer Bewe-
gungsgleichung und 5(¢) := Z(t) — {(¢), dann ist

yi+-  (85)
2=

In der Umgebung einer Losungskurve Z hat die Bewegungsglei-
chung also in die Form

. OF;
g) =A- g) mit A,‘j = — . (86)
(9Zj 7=
mit der Losung
y(1) = exp [A(t = 19)] - o - (8.7)

Die Exponentialfunktion einer Matrix A definiert man iiber ihre
Taylorreihe. Wenn A in Diagonalform die Eigenwerte a; hat, dann
ist auch exp[A(t — 1y)] diagonal, mit den Eigenwerten exp[a;(f —
to)]. Sie heillen kritische Exponenten des Vektorfeldes F entlang
der Losungskurve Z .

e Als Beispiel betrachten wir ein ebenes Pendel, also

i=—wx, (8.8)
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fiir kleine Auslenkungen. Mit y; = x und y, = X ist

()=( 2, )= 2] ()= o

Aus dem charakteristischen Polynom o? + w? = 0 erhalten wir
die Eigenwerte a;, = *iw von A. Beide kritische Exponenten
sind imaginir und beschreiben daher Schwingungen des Pendels
und nicht ein exponentielles Weglaufen aus dem Gleichgewicht.

e Mit Reibung wird die Bewegungsgleichung den Pendels
¥+2Ax+w'x=0. (8.10)

Mit derselben Definition von y, , folgt

(g;):(—ﬂyzyz-wzyl):(—wg —zi)(il)“(ii)

(8.11)
Das charakteristische Polynom gibt uns die Eigenwerte

0=—a(-a—-21)+ u? =+ 2a + &*

&  ap=-AziVol- 2. (8.12)

Nur fiir 4 > O und t — oo lduft das System ins Gleichgewicht
x = 0, wihrend es sich fiir 4 < 0 exponentiell vom Gleichgewicht
weg bewegt.

8.1.2 Asymmetrischer Kreisel

o Als weiteres Beispiel nutzen wir die Kreiselbewegung in drei Di-
mensionen. Im Inertialsystem ¥ bewirke auf den i-ten Massen-
punkt die dulere Kraft ein Drehmoment

-

5, dl
M = 8.13
i (8.13)

Das kreiselfesten System X rotiert relativ zum Inertialsystem, und
als Vektoren transformieren M’ = RM und L’ = RL. Mit der
Winkelgeschwindigkeit & der Rotation gilt

d

M = —
dr

Z’:R(i+¢3><i):RM, (8.14)

und mit der Definition des Trigheitstensors erhalten wir die
Euler-Gleichungen

[=08 = M=L+dxL=03+dx©O2). (8.15)
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Im Hauptachsensystem mit den Eigenwerten 0 < ©; < 0, < 03

. . . . . -
nehmen wir an, dass sich der Kreisel kréftefrei bewegt, M = 0.
Mit den Definitionen z; = w; und w; = z; = F; erhalten wir

0;,-0

O:®iFi+€iijj®ka o Fi=-2z% 3@ Z
1

0, -0

F2:_Z1Z3 1®2 >

®0,-0

Fy=—72120 ——L . (8.16)

CR

Die Bewegungsgleichung ist dann durch die Ableitungsmatrix
aus beschrieben

0; -0, 0; -0,

0
@1 23 @1 22
(9F,~ @1 — @3 ®1 - ®3

A=l—|=- 23 0 4]

8Zj @2 @2

0, -0, 0, -0, 0

0, 22 0, <1
(8.17)

e Die drei Gleichgewichtslagen des Systems sind durch die Bedin-
gung F; = 0 fiir (8.16) gegeben,

w 0 0
30,1 =10 30,2 =| w 90,3 =10 |, (8.18)
0 0 w

wobei w jeweils eine beliebige Konstante ist. Um jede von ihnen
konnen wir taylorn. Zum Beispiel um 7, erhalten wir nach

0 0 0
0, -0; Y
5 - O 0
J=A-ij=- oo 0, w [yz]. (8.19)
O 2= 1 0 y3
o, ”

Die charakteristischen Exponenten zur Gleichgewichtslage X
ergeben sich aus det(A — ;1) = 0, also

0, -03;0, -0,
ay, (a/%,i - o, 0. ) =0

(8.20)
(© - 0:)(©®, -0y ]"”
= a1 =0 Qip = —Q13 :w[ ! G§2®32 ! ] .
e Durch zyklische Vertauschung findet man ebenfalls
20 e = 0| ©2=01(©; - )
2,1 22 23 0,0,
0; - @,)(©, - 05"
@ =0 @z =-a33=w [( 2 @2);) : 3)] (8.21)
10>



KAPITEL 8. STABILITAT UND CHAOS 61

Nur die Eigenwerte @, und ;3 sind reell, die Bewegung des
Kreisels um die Hauptachse mit dem mittleren Eigenwert ent-
spricht also keiner Rotation. Insbesondere ist @, , positiv, die Dre-
hungen des kriftefreien, asymmetrischen Kreisels um die Achse
mit dem mittleren Haupttrigheitsmoment sind instabil.

8.1.3 Saitze zur Stabilitit

e Diese Uberlegungen motivieren die folgenden Definitionen:
makeindex theorie2.idx: gave an error

1. Ein Punkt 7, auf der Losungskurve eines Systems heift Lia-
punov-stabil, wenn zu jeder Umgebung U von 7, eine Um-
gebung V von 7 existiert so, dass die Losungskurve, die zur
Zeitt = 0 durch V geht, fiir alle r > 0 in U liegt. Mathema-
tisch formuliert: 7€ V : (t) € U (¢t > 0).

2. Der Punkt Zy heiBt asymprotisch stabil, wenn es zu Z, eine
Umgebung U gibt so, dass die Losungskurve durch ein be-
liebiges 7 € U fiir t — oo nach 7%, lduft. Ein asymptotisch
stabiler Punkt ist auch Liapunov-stabil.

e Folgende Sitze beschreiben die Stabilitit:

1. Sei Z ein Gleichgewichtspunkt von F , ferner sei R(a;) <0
fiir alle «;, dann existiert eine Umgebung U von Z; so, dass
der Fluss dort fiir alle positiven Zeiten definiert ist. Weiter-
hin gibt es ein ¢ > 0 mit |R(e;)| > ¢ und ein d € R so, dass
fiir alle 7 € U und alle ¢ > 0 gilt

< de—ct

Z 72— 7| (8.22)

(exponentielle, gleichmiBige Konvergenz nach 7).

2. Wenn %, stabil ist, hat keiner der Eigenwerte von A einen
positiven Realteil.

8.1.4 Attraktoren und van-der-Pol-Gleichung

o Attraktoren sind Bereiche des Phasenraums, zu denen Losungs-
kurven laufen. Zundchst verallgemeinern wir den geddmpften
harmonische Oszillator dadurch, dass die Dampfungskonstante
von der Amplitude abhéngt,

¥(1) + 2(x)x(t) + w*x(1) = 0 . (8.23)

Graphische Darstellung der
Liapunov-Stabilitidt. Die Losungs-
kurve, die zur Zeit t = O durch V
(dargestellt durch den Kreis mit
Radius ¢) geht, bleibt fiir alle r > 0
in U (dargestellt durch den Kreis
mit Radius ¢).
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Wir erinnern uns, dass das System nur fiir 4 > O fiir # — oo ins
Gleichgewicht lauft. Fiir die spezielle Form

Yo=0. (dy/dt)g=4

2
A(x) = A (1 - x—z) mit 1y >0 (8.24)
%o

y(t), dy/ait(t)

wird fiir |x| < x( der Oszillator geddmpft, wobei der Reibungs-

term von der Amplitude abhingt. Fiir |x| > x, hingegen wird der

Oszillator angetrieben. e EReREeR®
Auslenkung und Geschwindigkeit

& o EN o - N w IS o

e Die Bewegungsgleichung kann wieder auf eine Differentialglei-  ;..c Oszillators. der durch die van-
chung erster Ordnung transformiert werden. Mit (z1,22) = (%, %) gor-Polsche Gleichung beschrieben

ergibt sich wird
Yo=0, (dy/dt)y=1
: & e T
= 2 . N
2 2 (Z—lz - 1)Z2 -z | (8:25) B 2 \\
o e \
Die einzige Gleichgewichtslage ist Z, = (0,0). Entwicklung um S e l\\ )
das Gleichgewicht ergibt die Matrix \\ //
6F, O 1 -2{{2.5 2 15 47\7—0.75/ 0 0.5 1 15 2 25
Aij = (—) = ( > ) : (8.26)
0z iz —W —2/10 ij
Yo=0, (dy/dt)y=4
Das entspricht dem geddmpften/angetriebenen harmonischen Os- [ T-0z omt
zillator (siehe GIl. (8.11)). In der Nihe des Gleichgewichts .|
verhilt sich die van-der-Pol-Gleichung also wie ein geddmpf- - e
ter/angetriebenen harmonischer Oszillator. I R \,
e Abseits des Gleichgewichts ist die van-der-Pol-Gleichung jedoch "/ /
nicht linear. Hohere Terme in der Entwicklung um die Gleichge- R
wichtslage konnen nicht mehr vernachléssigt werden. Die Pha- semomes e
senraumdarstellung zeigt, dass die Losungskurven fiir groBe Zei- Bewegung des van-der-Polschen
ten zum stabilen Attraktor hin laufen. Oszillators im Phasenraum aus ver-

schiedenen Anfangszustinden hin
zum Attraktor

8.2 Chaos in der Himmelsmechanik

8.2.1 Saturnmond Hyperion

e Wir betrachten die Ellipsen-Bewegung des asymmetrischen Mon-
des Hyperion um den Planeten Saturn. Die Asymmetrie des Mon-
des werde dadurch modelliert, dass er aus zwei verschieden lan-
gen Hanteln zusammen gesetzt gedacht wird, an deren Enden je-
weils Massenpunkte mit demselben Massenanteil m sitzen. Die
Liangen der beiden Hanteln seien d und e < d. Die drei Ach-
sen der Haupttrigheitsmomente sind entlang der kiirzeren Hantel,
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entlang der langeren Hantel und senkrecht auf beiden gerichtet.
Die Haupttrigheitsmomente sind

O =2 <O=od <Oy = 2(d+ D). (8.27)
2 2 2

Fiir unsere Stabilitdtsbetrachtung betrachten wir die Rotation um

die 3-Achse mit dem zeitabhidngigen Winkel ¢. Beim asymmetri-

schen Kreisel war diese Rotation mit dem groBten Tragheitsmo-

ment stabil. Mit duBleren Kriften gilt

M =L = @30 = 03¢ (8.28)

In dieser skalaren Form haben wir den Einheitsvektor &5 auf bei-
den Seiten vernachlédssigt. Zum Drehmoment durch die Anzie-
hungskraft des Saturns das Drehmoment tragen nach alle
vier Massenpunkte auf den beiden Achsen d und e bei.

e Beginnen wir mit der ldngeren der beiden Achsen. Deren Dreh-
moment M, kommt durch die an den beiden Massepunkten anlie-
gende Anziehungskraft

. GM d
=20 R mit Ro=rrs (8.29)
r; 2
Wegen d < |7 gilt
. A N & 1"
rl’zz[fiz) :r[li;cosa+m
3d d’
zr3[1 + —cosa+0(—2)]
I
GM 3d
= Fio~— 3m( +—cosa)[?4_r —] , (8.30)
I

wobei @ der Winkel zwischen 7und d ist. Die Betrige der Kreuz-
produkte im ensprechenden Drehmoment

- CZ) = -
Md: EX(F] — 2) (831)
sind damit
d - GMm 3d 5
EXFI,Z Q_F(I+ECOSQ)'CZX(1‘¢CI)‘
GMm [ .
~— 3 (1 F Ecosa) drsin
S GM 3d
= M;=- 22 cosa drsina é&;
2r3 r

~_GMm 32 sin(2a) ,  3GM
2R 2 ST

Q,sin(a) e; . (8.32)
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e Entsprechend erhilt man fiir die darauf senkrecht stehende, zwei-
te Hantel ebenfalls in die Richtung des grofiten Triagheitsmoments

M
0, sin(2a) &; . (8.33)

Sie enthilt wegen sin(2a) = — sin(2(a + 90°)) denselben Winkel.
Die Bewegungsgleichung aus (8.28) ist dann

3GM
M=M;+ M, = 273 (B4 - ®e) sin(2a)
. GM 3(0,-0,) .
¢ = 3 o, sin(2a) . (8.34)

Ebenso triagt zumindest eine Projektion des zeitabhingigen Win-
kels @ zu der Gesamtidnderung von ¢ bei. Wir schreiben oh-
ne Herleitung dieser Relation @ = ¢ — ¢, definieren aulerdem

2.0

3% =3(0, — 0,)/0; und erhalten I ]
e
. GMpB* .
¢ =35 sin[2(¢p — ¢)] . (8.35) P
Diese Formel sieht einfach aus, aber wir miissen in Erinnerung ol
behalten, dass bei einer Ellipsenbahn nicht nur ¢ und ¢, sondern o
auch r von der Zeit abhiingen. Fiir das Verhalten der Bahnbewe- o} - - -
gung ist dies in riesiger Unterschied. 0

e Die Kreisbahn als Spezialfall ist ungleich einfacher. Es gilt r =
konst und ¢ = wt. Die konstante Winkelgeschwindigkeit im Gra-
vitationsfeld ist GM/r’ = w?, und damit

:82
) :?aﬂ sin [2(wt — ¢)]

e B
¢ = 2a) sin 2¢ (8.36)

mit ¢’ = ¢ — wt. Diese Bewegungsgleichung enthélt nur die
Zeitabhingigkeit von ¢’ und kann damit integriert werden. folgt.
Nach Multiplikation mit ¢’ l4sst sich (8.36)) ein Mal integrieren,

2
(@) = '%wz cos2¢’ +C, (8.37)

wobei die Integrationskonstante C auftritt. 10}

8.2.2 Chaotisches Taumeln auf der Ellipsenbahn o w wm wm =

6
Poincaré-Abbildungen  fiir die
Marsmonde Deimos (oben, mit Ex-
zentrizitit ee = 0.0005, 8 = 0.81),
Phobos (Mitte, € = 0.015, 8 = 0.83)
und den Saturnmond Hyperion (un-
ten, € = 0.1, 8 = 0.89). Der Winkel
6 in den Abbildungen entspricht ¢
im Skript.

e Der asymmetrische Mond auf der elliptischen Bahn zeigt chaoti-
sches Verhalten. Um dieses sichtbar zu machen, benutzt man die
so genannte Poincaré-Abbildung: In festen Zeitabstinden wird
die Lage des Systems im Phasenraum dargestellt.
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e Im Fall des Mondes auf seiner Umlaufbahn wihlt man als festen
Zeitabstand die Umlaufperiode um den Saturn und gibt etwa bei
jedem Durchgang des Mondes durch sein Perisaturnion seine Ori-
entierung @ sowie dessen Anderung 6 an.

e Fiihrt man dies fiir einige zufillig gewidhlte Anfangswerte 6,
und 6, durch und betrachtet die Poincaré-Abbildung nach sehr
vielen Umléufen, zeigt sich ein charakteristisches Bild: Berei-
chen, in denen geordnetes Verhalten auftritt, stehen Bereiche ge-
geniiber, in denen sich die Position des Systems im Phasenraum
von Umlauf zu Umlauf unkontrollierbar dndert: Der asymmetri-
sche Mond taumelt. Die Abbildungen zeigen die Poincaré-Ab-
bildungen fiir die Marsmonde Phobos und Deimos und fiir den
Saturnmond Hyperion.



Teil 11

Statistik und Thermodynamik

66



Kapitel 9

Statistische Physik

In den vorigen Kapiteln haben wir unsere Techniken zur Beschreibung
von physikalischen Korpern immer weiter verfeinert. Im letzten Schritt
haben wir den Phasenraum eingefiihrt und aus dem zeitlichen Verlauf
von Losungen im Phasenraum grundsitzliche Aspekte unseres Systems
analysiert. Bei der Interpretation von Scharen von Trajektorien haben
wir bemerkt dass uns bislang eine Beschreibung von Systemen von
mehr als einem Massenpunkt im Phasenraum fehlt. Statistisch erwarten
wir dass Systeme mit eine kleinen Anzahl von Massenpunkten schwer
zu beschreiben sind, wir gehen also direkt zu groen Systemen {iber.

9.1 Informations-Entropie

Bevor wir komplexe Systeme statistisch durch Wahrscheinlichkei-
ten beschreiben, benodtigen wir einen Grundbegriff der Statistik, die
Informations-Entropie. Sie wurde 1948 von Claude Shannon ein-
gefiihrt.

e Als Motivation betrachen wir ein System mit Q = 2V moglichen
und gleich wahrscheinlichen Zustidnden

pi=2"  mit Y p=22V=1,
J

und fragen uns, wie wir mit 0-1-Fragen herauszubekommen in
welchem Zustand sich das System befindet. Der effektivste Al-
gorithmus ist ein Entscheidungsbaum, der Schritt fiir Schritt die
moglichen Zustdnde in zwei gleich groBe Teile aufzuspaltet und
fragt, in welchem der beiden Teile sich das System befindet. Die-
ser Algorithmus verhindert, dass wir uns durch eine falsch ge-
stellte Frage auf den Holzweg begeben und garantiert das richtige

67
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Ergebnis. Wir brauchen dann genau

hlpj

2 9.2)

N = ~log, p; =

Antworten 0 oder 1, um unseren Zustand eindeutig zuzuordnen.

e Nehmen wir jetzt an, dass {2 Zustinde mit verschiedenen Wahr-
scheinlichkeiten p; auftreten. In diesem Fall ist haben verschiede-
ne Aste unseres Entscheidungsbaumes verschiedene Wahrschein-
lichkeiten. Die Anzahl der notwendigen Fragen ist nicht mehr de-
terministisch, sondern nur noch als Erwartungswert bestimmt

1 < S
(=log, pj) = 2 ;pj Inp;= o

Q
&  S=->pinp; mit Y p=1. (93
=1

Nach dieser Definition misst die Informations-Entropie die (loga-
rithmische) Unsicherheit in Einheiten von In 2, sogenannten Bits.
Unsicherheit ist hier die Menge an Information, die wir im Mittel
bendtigen, um den richtigen Zustand zu identifizieren.

e Zunichst sehen wir sofort, dass fiir p; € [0, 1] jeder Summand in
(9.3) positiv ist, und damit S > 0. Das Minimum S = 0 nimmt die
Entropie genau dann an, wenn es nur einen Summanden gibt, der
dann verschwindet, p; = 1. In diesem Fall kennen wir das System
ohne Unsicherheit. Die maximale Entropie konnen wir fiir zwei
mogliche Ausginge einfach bestimmen,

pP1=p pp=1-p
S =~[plnp+(1-p)in(l - p)]
ds 1-
L np+ L oma-p -2
dp 4 l-p
1
=—Inp+In(l-p)=0 & p=1-p==-. 94

2

Allgemein ist die Entropie fiir Q = 1/p gleich verteilte Zustinde
maximal, und ihr Wert hingt von der Anzahl der Zustéinde ab,

Q

S<-Y pp=-Lhmp=-mp=ma.  ©5
. p
J=1

e Im Hinblick auf Physik-Anwendungen koénnen wir fragen, was
mit der Entropie geschieht, wenn wir die moglichen Zusténde ei-
nes Systems in zwei Systeme aufspalten. Wenn die beiden Syste-
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me statistisch unabhéngig sind, dann gilt nach den Kolmogorov-
Axiomen p; ; = p; p; und damit

S = _Zpipj (hlpi + 1nPj)

i,j

Q (D Q [
= —Z [Z Pj)l?ilnpi - Z(Zpi)pjlnpj

i=1 \ j=1 j=1 \i=1

Q (0))
:—Zp,-lnp,-—ijlnpj:S1+Sz. (96)
i=1 j=1

e Wenn die Wahrscheinlichkeiten in den beiden Systemen ; und
Q, nicht unabhingig sind, dann ist die Entropie nicht additiv. Wir
konnen aber bedingte Wahrscheinlichkeiten nutzen und eine ent-
sprechenden bedingte Entropie definieren,

Sz = _Zpi,j In p; ;

i,j

== Z Pij 1H(Pi|jp j)
i,J

== Z Di,j In Pij — Z Dij In Pj
i,J iJ

=Sip- Zpiljpj Inp;

Lj

Q Q
=Sip- Z [Z pilj]pj Inp;
i-1

j=1
Q

=Sip= Y. pjInp;=Sip+S,. 9.7)
j=1

e Da gleichverteilte Systeme die Entropie maximieren, sollte intui-
tiv die Gesamt-Entropie nicht unabhingiger Systeme kleiner sein
als die Summe in (9.6)),

Spr=81+S8,-11, . (98)

Wir nennen /;, die mutual information und konnen sie mit Hilfe
der bedingten Wahrscheinlichkeiten berechnen,

Io=8+8,-Sn2

Q Q [ Q
= —Z(Zpﬂi]l?ilnpi - Z[Zpi|j)pjlnpj + Zpi’f Inp;
i=1 i,j

i=1 \j=1 j=1

= - Z [Pipju Inpi+ pjpyjInp; - pi; Inp; j]
ij

PiDj
=- Z pijln p—J = Dxu[pij, pipj1 > 0. (9.9)
i,j bJ
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Dieses Funktional heisst Kullback—Leibler-Divergenz und ver-
gleicht zwei Wahrscheinichkeitsverteilungen, ausgewertet auf ei-
nem Datensatz, der der ersten Wahrscheinlichkeitsverteilung ent-
spricht

Do ol = 3 paln 2 2 D[y pal (9.10)
b

Sie wird uns in der Statistischen Physik und im maschinellen Ler-
nen wieder begegnen.

Wir konnen nach dieser Herleitung also die gemeinsame (joint)
Entropie eines Systems mit zwei Untersystemen auf eine Reihe
von Arten schreiben,

S12=81psS>
=818
=81+82-1np
= Sip+ S+ 1o ©.11)

e In der Statistik wie auch in der Physik interessiert uns die Ver-
teilung von Zustinden mit maximaler Entropie, nach Variations-
rechnung

Q 5p;
Z opjlnp;+p;—
Pj

j=1
Q
== > (Inp;+1)ép;=0. 9.12)
j=1

Wir wissen auflerdem, dass es Erhaltungsgroflen wie zum Bei-
spiel die Gesamtenergie gibt. Fiir unser System mit  Zustdnden
kann man eine solche Erhaltungsgrof3e beriicksichtigen als

Q
D> Ejpj=komst. und > p;=1. (9.13)

=1 =1

Um unter diesen beiden Bedingungen die Entropie zu maximie-
ren nutzen wir Lagrange-Multiplikatoren in (9.12))

—ZQ:[lnpj+1+a+ﬁEj]6pj:0
j=1

1
& p;=e e P = Ze‘ﬂEf : (9.14)

Wir werden sehen, wir man die Lagrange-Parameter « oder Z und
B aus (9.13) bestimmen kann.
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9.2 Grundpostulat

9.2.1 Makrozustinde

e Nehmen wir an, wir hitten die Bewegungsgleichungen fiir ein be-
liebig komplexes nicht-chaotisches System gelost. Dann wiiren
die verallgemeinerten Koordinaten g; und die dazu kanonisch
konjugierten Impulse p; zu jedem Zeitpunkt bekannt, wenn sie
zu einem Zeitpunkt bekannt waren. Fiir ein System mit f Frei-
heitsgraden spannen sie den 2 f-dimensionalen Phasenraum auf.

e Je groBer die Anzahl f der Freiheitsgrade, desto eher konnen wir
unser System statistisch beschreiben. Betrachten wir zum Bei-
spiel einen Liter eines Gases mit der Teilchenzahl

_6.022x 107

N =
22.4
f=3N=28.07x10% (9.15)

= 2.69 x 10?

Offensichtlich sind hier der Ort und der Impuls jedes einzelnen
Teilchens nicht relevant, und wir konnen zum Beispiel die Pha-
senraumkoordinaten identischer Teilchen einfach vertauschen.

e Der genaue mechanische Zustand des Systems, die Phasenraum-
koordinaten, sind fiir unser physikalisches Verstindnis unwich-
tig. Stattdessen sind wir typischerweise am Makrozustand des Sy-
stems interessiert, also an den physikalischen Eigenschaften des
Gesamtsystems, die durch wenige, makroskopisch Messgrof3en x
ausgedriickt werden. Solche makroskopischen Parameter konnen
zum Beispiel die Gesamtenergie, das Volumen, der Druck oder
die Temperatur eines Gases sein.

9.2.2 Mikrozustinde

e Um einen Makrozustand physikalisch zu beschreiben gliedern
wir den 2 f-dimensionalen Phasenraum in n Zellen der GroBe,

5qop =h, (9.16)

wobei £ in der klassischen Mechanik beliebig klein gewihlt wer-
den kann. Das System kann nun durch die Angabe der Zelle ge-
kennzeichnet werden, in der es sich gerade befindet. Jede Phasen-
raumzelle kennzeichnet einen Mikrozustand des Systems. Uber
die Grofe h stellen wir ein, wie prizise wir das System verstehen
wollen.

e Wir erwarten dass sich unser System aus dem Makrozustand x
in verschiedenen zuginglichen Mikrozustinden aufhalten kann.
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Sie beschreiben also ein Ensemble physikalischer Systeme, die
makroskopisch identisch sind. Uns interessiert dann die Wahr-
scheinlichkeit pj, dass sich unser System mit makroskopischen
Zustandsparametern x in einem Mikrozustand j befindet.

Wir beschrinken uns zuerst auf Systeme, fiir die sich die p;
zeitlich nicht @ndern. Solche Systeme sind makroskopisch un-
verdandert und mikroskopisch im Gleichgewicht. Fiir isolierte Sy-
steme im Gleichgewicht mit konstanter Gesamtenergie E postu-
lieren wir:

Isolierte Systeme im Gleichgewicht halten sich mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit in jedem ihnen zugdnglichen Mikrozustand auf.

e Wir betrachten makroskopisch einen schmalen Energiebereich
E + 6F mit 6E < E, und wir bezeichnen die Anzahl der von
hier zugédnglichen Mikrozustinde als mikrokanonische Zustands-
summe

QE)XSE= Y 1. 9.17)
Eje[E,E+0E]
Falls es einfacher ist, die Zusténde mit Energien kleiner als E zu
zahlen, dann konnen wir stattdessen diese Anzahl ®(E) nutzen
und fiir den Energiebereich taylorn,
O0D(E)
OE

Diese Form motiviert die Separation von 6E in (9.17). Unser

Grundpostulat bedeutet fiir die mikrokanonischen Wahrschein-
lichkeiten

Q(E) x 6E = ®(E + 6E) — O(E) ~ o (9.18)

1

Pi(E) = p(Ej) = { Q(E)
0 sonst.

E; € [E,E +0E]

Nach (9.5)) wissen wir, dass fiir gleiche Wahrscheinlichkeiten die
Informationsentropie maximal wird,
QE)
S(E)=- > pjinp;=Q(E). (9.19)
=1
Unser Gundpostulat heisst also nichts anderes, als dass sich iso-

lierte Systeme im Gleichgewicht im Zustand maximaler Entropie
befinden.

e Mit Hilfe der Statistik beschreiben wir, welchen mittleren Wert
ein Parameter x des Systems haben wird. Die Anzahl der
Zustinde in dem zugehorigen Bereich sei Q(E; x), dann ist

Q(E; X;)
Q(E)

1
(xy =) xp(x)) = 5] D XQUE; x)) . (9.20)
J J

p(x)) =
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9.2.3 Anzahl zugianglicher Zustinde

e Wir berechnen nun die Anzahl der zuginglichen Zustidnde eines
idealen Gases mit N Teilchen oder f = 3N Freiheitsgraden. Fiir
sehr grosse N ist es sinnvoll, das Phasenraum-Volumen kontinu-
ierlich zu betrachten, wir erhalten dann fiir die Zustandssumme

E+0E
Q(E) X 0E = f dgdp1, (9.21)
E
und fiir den Erwartungswert einer Grofle x
E+6E
dg dp x(E)
(x)y = fE F1oE . (9.22)
Jodgdp
E

e Ideal heil3t ein Gas, dessen Teilchen nur durch direkte Stoe mit-
einander wechselwirken und keine innere Struktur haben. Teil-
chen ohne Struktur konnen nicht rotieren, und die potentielle
Energie verschwindet, wenn der Stoss mit einem kurzreichwei-
tigen Potential verkniipfen. Die gesamte Energie ist also

E=) L. (9.23)

o Fiir das Integral iiber die verallgemeinerten Koordinaten betrach-
ten wir zuerst den Ortsraum fiir jedes Gasteilchen, weil die kine-
tische Energie nicht vom Ort abhéngt,

f dgdgdg; =V = f dg =V, (9.24)

Das Integral iiber die Impulse ist mit der Energie verbunden. We-
gen (9.23)) ist die Fliche konstanter Energie im f-dimensionalen
Impulsraum eine Kugelschale mit Radius

N
R=1|) p?=V2mE . (9.25)
i=1

Das Volumen dieser Kugel ist analog zum 3-dimensional Raum
proportional zu R/, die Proportionalitidtskonstante ist fiir diese
Betrachtung uninteressant,

O(E) « 2mE)'"?

0D(E) o« J: f2-1 12
3E 7 2m (2mkE) ~mf (2mE)
= Q(E) o« VI mf @mE)'?
= S(E)=1InQ(E) = In [ fEf/z] +-e (9.26)

Die Proportionalitit zu 6E haben wir separiert, aber wir sehen
dass S (E) proportional zur Anzahl der Freiheitsgrade f ist.
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9.3 Wechselwirkungen zwischen Systemen

Bei der Beschreibung von Systemem mit vielen elementaren Freiheits-
graden ist der Schliissel zur mikrokopischen Physik die Wechselwir-
kung zwischen den Teilchen.

9.3.1 Gleichgewicht und Liouvillescher Satz

e Wir haben noch nicht gezeigt, dass unser Grundpostulat mit der
klassischen Mechanik vertriiglich ist. Dazu nutzen wir den Liou-
villesche Satz aus 7.3. Betrachten wir ein Ensemble aus einer
groBen Zahl gleichartiger Objekte, deren Mikrozustand durch die
2 f Phasenraumkoordinaten (¢, p) gekennzeichnet ist. Einige der
Objekte werden sich zur Zeit t im Volumen zwischen g und g +dg
und zwischen p und p + dp befinden. Diese Anzahl bezeichnen
wir mit

p(q,p.1) dg dp . (9.27)

Das vom System eingenommene Phasenraum-Volumen kann sich
verschieben und deformieren, aber der Liouvillesche Satz besagt,
dass es zeitlich konstant ist, also
d s) s) 0,
0% _9 O . dp

= = i+ —D;. 28
dr ot (9q,q " ﬁpjp] ©-28)

e Wenn jeder zugiingliche Zustand mit gleicher Wahrscheinlichkeit
auftritt, dann ist die Verteilung der Objekte im entsprechenden
Phasenraum konstant oder null, also

o _g_%° L _

= =0. 9.29
66[,’ apj ot ( )

Wenn also einmal alle Zustinde gleich wahrscheinlich sind, dann
andert sie sich in der klassischen Mechanik nicht mehr. Das ent-
spricht unserer Definition des Gleichgewichts.

e Betrachten wir ein isoliertes System im Gleichgewicht. Es hilt
sich mit gleicher Wahrscheinlichkeit p; in jedem ihm zugéngli-
chen Zustand auf. In einem Ensemble aus einer groen Zahl N
gleichartiger Objekte sollten p; X N von ihnen in jedem dieser
Zustinde zu finden sein.

Da das System isoliert ist, ist seine Energie E konstant. Andern
wir aber einen anderen makroskopischen Parameter so, dass sich
der zugéngliche Phasenraum #4ndert, dann wird das System aus
dem Gleichgewicht gebracht.
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e Wenn sich der zugingliche Bereich im Phasenraum vergrofBert,
dann werden bislang unbesetzte Zustdnde zugidnglich. Um wieder
ins Gleichgewicht zu kommen, miissen Wechselwirkungen zwi-
schen den Objekten dafiir sorgen, dass auch bislang unbesetzte
Zustinde erreicht werden. Wie lange dieser Vorgang dauert, hingt
von der Stidrke der Wechselwirkung ab.

Wenn sich der zugiingliche Bereich verkleinert, muss fiir jetzt
ausgeschlossenen Zustinde die Wahrscheinlichkeit auf Null sin-
ken. Dementsprechend grofler muss die Wahrscheinlichkeit an
den weiterhin zuginglichen Stellen des Phasenraums werden.
Wiederum miissen die Wechselwirkungen zwischen den Kompo-
nenten des Systems fiir diese Entwicklung sorgen.

e Ein Beispiel fiir solche Vorgénge ist ein isoliertes Volumen, das
zundchst durch eine undurchlissige Wand in zwei Hélften geteilt
wird. Nur eine Hilfte sei anfinglich mit Gas gefiillt. Wenn jetzt
die Wand entfernt wird, verdoppelt sich bei gleich bleibender Ge-
samtenergie der Gasteilchen das zugédngliche Volumen. Umge-
kehrt kann das einem Gas zugéngliche Volumen in einem Zylin-
der dadurch verringert werden, dass ein Kolben in den Zylinder
geschoben wird.

9.3.2 Mechanische Arbeit und Wiarme

e Nach der Definition der Hamiltonfunktion wird die Energie ei-
nes Systems im Zustand n durch alle Parameter x; beeinflusst, die
in seiner Hamiltonfunktion E,(x) auftauchen. Das gilt auch wenn
die Parameter x; den Makrozustand beschreiben, sie heilen dann
duBere Parameter oder Zustandsparameter. Beispiele dafiir sind
das Volumen oder der Druck eines Gases, ein dusseres elektri-
sches oder magnetisches Feld, usw.

e Wir sollten offensichtlich Wechselwirkungen, durch die sich die
Zustandsparameter x; nicht verdndern, von solchen unterscheiden
sollten, in denen sie sich dndern. Wir stellen uns zwei Systeme A
und B vor, die gemeinsam gegeniiber ihrer Umwelt isoliert sind,
zwischen denen aber Energie ausgetauscht werden kann. Wenn
die Zustandsparameter unveridndert bleiben, dann muss die Ge-
samtenergie erhalten bleiben,

AE,+AEp =0 oder AE,p = £0 . (9.30)

Dabei bezeichnen wir mit Q die Energie oder Wdrmemenge, die
ohne Verinderung der Zustandsparameter von einen an das ande-
re System abgegeben wird.
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e Alternativ konnen wir den direkten Energieaustausch zwischen
den beiden Systemen unterbinden, aber eine mechanische Wech-
selwirkung zulassen. Das klassische Beispiel ist ein Gasvolumen,
das durch eine bewegliche Wand in zwei Hilften A und B unter-
teilt wird. Indem das Gas in einem Teilvolumen die Wand zum
anderen hin verschiebt, verrichtet es mechanische Arbeit am an-
deren System. Damit dndern sich fiir beide Teilsysteme zumin-
dest einige Zustandsparameter, und daher auch deren Energie um
AE, p. Die entsprechende mechanische Energiednderung heisst
w,

AEA’B + WA,B =0 oder AEA,B = _WA,B . (931)
e Im Allgemeinen wird die Energie jedes der beiden Systeme sich

sowohl durch Energieaustausch als auch durch mechanische Ar-
beit verdndern. Mit (9.30) und (9.31) gilt also

AEA,B = _WA,B + QA,B . (932)

Diese Gleichung verkniipft die Wirmemenge (Q, die ohne
Verinderung der Zustandsparameter aufgenommen oder abgege-
ben wird mit der vom System verrichtete mechanische Arbeit W.

Fiir eine kontinuierlichen Energie des Systems definieren wir in-
finitesimale Anderungen dE und unterdriicken den Index Wir
schreiben allerdings der Sicherheit halber die infinitesimale Ver-

sion von (9.32)) als
dE = -dW +dQ (9.33)

mit quergestrichenem d, weil nicht klar ist, ob wir diese Glei-
chung aufintegrieren konnen.

9.3.3 Unvollstindige Differentiale

e Wir erinnern uns zunichst an das vollstindige Differential einer
Funktion F(x, y),
OF (x, OF (x,
_OFy) (xy)dy
0x oy
=: A(x,y)dx + B(x,y)dy . (9.34)

dF

Ein vollstindiges Differential hingt nicht vom Weg ab, analog zur
Definition konservativer Krifte im vorigen Semester. Wir konnen
es also entlang eines Pfades in x und y integrieren,

2 2
f dF = f [A(x, y)dx + B(x, y)dy]
1 1

(xX2,41) (xX2,42)
= f A(x,y)dx + f B(x,y)dy

(x1,41) (x1,41)

= F(x2,y2) — F(x1,y1) , (9.35)
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und erhalten ein eindeutiges Ergebnis. Wir kennen diesen Zusam-
menhang zwischen vollstindigen Differentialen und Funktionen
von konservativen Kraftfeldern, die eindeutig als Gradient eines
Potentials dargestellt werden konnen.

e Um dQ oder dW zu verstehen, beginnen wir umgekehrt mit zwei
Funktionen C(x, y) und D(x, y) und definieren umgekehrt

dG(x,y) := C(x,y)dx + D(x,y)dy . (9.36)

Dies ist ein vollstindiges Differential, wenn es eine Funktion

G(x,y) gibt, fiir die
 0G(x,y) 9G(x,y)

Oy

C(x,y) und D(x,y) (9.37)
gilt. Die beiden Funktionen C und D konnen aber eventuell nicht
als partielle Ableitungen einer Funktion nach x und nach y dar-

gestellt werden. Das Integral

2
f G 9.38)
1

von (x1, Y1) zu (X2, y») kann natiirlich berechnet werden, wird aber
vom Integrationsweg abhingen.

o Als Beispiel betrachten wir
Clx,y) = Co = G(x,y) = Cox + g(y) (9.39)
und

D(x,y) = g = Gy =xIny+h(x) . (9.40)

Um beide Definitionen von G(x,y) zu kombinieren setzen wir
h(x) = Cyx, aber x Iny kann nicht in g(y) absorbiert werden. Hier
kann also das infinitesimal kleine d G nicht als Differenz zwischen
infinitesimal benachbarten Werten einer Funktion G aufgefasst
werden. Es heiit unvollstindiges Differential.

e In diesem Sinn sind dQ und dW zunichst unvollstindige Dif-
ferentiale: Sie sind infinitesimal klein, aber allgemein nicht als
Ableitungen zweier Funktionen Q und W darstellbar. Die ausge-
tauschte Wirme d Q oder die von einem System verrichtete Arbeit
dW sind wihrend des jeweiligen Vorgangs definiert, aber nicht
als Unterschied zwischen Warmemengen Q; , oder zwei Arbeits-
mengen W ,.

Die wihrend eines Prozesses ausgetauschte Wirmemenge oder
die dabei verrichtete Arbeit

2 2
QOp = f do und Wi, = f aw (9.41)
1 1
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werden vom Weg des Prozesses vom Zustand 1 zum Zustand
2 abhingen. Wenn allerdings wihrend des Prozesses die dufle-
ren Zustandsparameter konstant gehalten werden, wir also wissen
dass keine Wirme ausgetauscht wird, dQ = 0, dann gilt dW =
—dE, und die Arbeit ist unabhédngig von der Prozessfiihrung. Glei-
ches gilt fiir den Fall dQ = dE. Dieses Argument ist die Basis fiir
verschiedene Kreisprozesse und den Wirkungsgrad.

9.3.4 Quasistatische Zustandsinderungen

e Wir konnen einen Prozess der Art (9.33)) vereinfachen, wenn wir
annehmen, dass er so langsam abléduft, dass das System nach je-
dem infinitesimal kleinen Schritt sein Gleichgewicht wiederfin-
det. Wir dndern dazu die duBeren Parameter x; und damit auch
die Energien E, aller Zustinde n infinitesimal,

OE,
dE, = —dx; . 9.42
an xj ( )
Wenn das System im Zustand 7 bleibt, kompensiert es diese Ener-
giednderung zum Beispiel, indem es Arbeit verrichtet,

OE,
dW, = —dE, = -
P)

de = Xn’jd.x]' . (943)

Xj
Hier haben wir verallgemeinerte Krdifte
OE,
x i
eingefiihrt. Fiir ein Ensemble von Systemen, die nach unserem
Postulat jeden Zustand n mit gleicher Wahrscheinlichkeit fiillen,

erhalten wir den Erwartungwert der vom System verrichtete Ar-
beit

_ OE,\ .
@wy = _<ax,~ >dx,- = -

X, )= (9.44)

OE,
- Pn ax]'

e Als Beispiel betrachten wir die mechanische Arbeit, die durch
einen konstanten Druck verrichtet wird. Ein isolierter (dQ = 0),
gasgefiillter Zylinder der Querschnittsfliche A werde durch einen
reibungsfrei beweglichen Kolben verschlossen,

dE = —aw . (9.46)

Verschiebt das Gas den Kolben um ds, dann verrichtet es die Ar-
beit, dW = Kraft - Weg. Die Kraft ist das Produkt aus Druck P
und Fliche A, also gilt

dW = (PA)ds = P (Ads) = PdV = —dE

P=—. 9.47
© ET (9.47)
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Der verinderliche dufere Parameter ist also das Volumen, und der
Druck die zum Volumen gehorige verallgemeinerte Kraft,



Kapitel 10

Entropie

Aus dem letzten Kapitel wissen wir, dass Systeme sich aus mikrosko-
pischer Sicht im Gleichgewicht befinden wenn jeder erlaubte Zustand
besetzt ist. Fiir makroskopisch betrachtete Systeme ist das Grundpostu-
lat der statistischen Physik, dass jeder zugédngliche Zustand mit gleicher
Wahrscheinlichkeit angenommen wird. Wir haben die Idee des Gleich-
gewichts formal eingefiihrt und an Beispielen illustriert, uns fehlt aber
noch eine Verbindung dieser beiden Argumente. Dieser Teil der Vorle-
sung folgt Argumenten aus der Statistik-Vorlesung von Ulrich Schwarz.

10.1 Thermisches Gleichgewicht

10.1.1 Reversible Zustandsinderungen

e Betrachten wir wieder unser isoliertes Volumen, das in zwei Vo-
lumina x; = v; unterteilt ist, von denen eines mit Gas gefiillt
ist. Es befinde sich zunédchst im Gleichgewicht. Unmittelbar nach
der Entfernung der Wand kann es nicht mehr im Gleichgewicht
sein, weil sich der ihm zugingliche Phasenraum vergrofert hat.
Nach einiger Zeit wird es durch Wechselwirkungen wieder einen
Gleichgewichtszustand mit einer grofleren Anzahl

Q> Q. (10.1)

von Zustinden erreichen. Im ersten Fall wird das System nicht in
seinen Ausgangszustand zuriickkehren kénnen, im zweiten Fall
hingt der Zustand des Gesamtsystems nicht von der Lage der
Wand ab. Mit (10.1)) definieren wir dass eine Zustandsinderung
eines isolierten Systems reversibel ist, wenn sich die Anzahl der
zugénglichen Zustéinde nicht verdndert, und irreversibel, wenn sie
zunimmt.
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e Beim Ubergang ins neue Gleichgewicht erlauben wir dass sich
der Parameter x; dndert. Die Wahrscheinlichkeit, fiir x; einen
Wert v, zu messen, ist

Q(x, = vr)
2 Q=0

In einem Ensemble wird mit grofSter Wahrscheinlichkeit der Wert
x; gemessen, zu dem die grofte Zahl zuginglicher Zustinde
gehort. Die duBeren Parameter eines isolierten Systems wer-
den sich also dahin entwickeln, dass die Anzahl der dadurch
ermoglichten, zuginglichen Zustinde maximal wird. Aus dem
statistischen Grundpostulat folgt also ein Extremalprinzip.

P =v) = (10.2)

10.1.2 Energie, Volumen, Teilchenzahl

e In haben wir die Zustadssumme fiir ein ideales Gas mit
N > 1 Teilchen und f = 3N Freiheitsgraden berechnet. Wir
schauen uns die Zustandssumme noch einmal im Detail an und
beriicksichtigen auch die Vorfaktoren fiir das Volumen der Kugel
im f-dimensionalen Impulsraum

1 E+O0FE
Q(E):Equ’f dp
E
f12

~ VI h mf QmEY" . (10.3)

e Einen Aspekt haben wir bislang nicht beriicksichtigt, ndmlich
dass wir unsere Teilchen beliebig vertauschen konnen, ohne dass
sich die Energie oder sonst eine Zustandsgrosse verdndert. Die
Summe der verschiedenen Zustinde bekommt also einen Permu-
tationsfaktor,

1 3N/2

—x VN

In€Q(E) =In| = (GN/2)!

3mN(2mE)3N/zl

3N 3N
~NInV + > In2mrmE) —InN! — In (7)' . (10.4)

Die beiden letzten Terme konnen wir in demselben Limes mit
Hilfe der Stirling-Formel vereinfachen

NN

N! = 27rN(—)
e

NV 1
= lnN!zln[ 27TN(—) ]:Eln(ZﬂN)+N1nN—N1ne
e

~NInN-N
3N 3N 3N 3N
In|—|'!~ —
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Die Zustandssumme wird

3N 3N 3N 5N
InQE)~xNInV + —InQRrmE)— NInN — —In— + —
2 2 2 2
V 3 4dmmE 5
=N|ln—+ =1 =1 . 10.
N nN+2 n AN +2 (10.6)

e Wir wissen schon, dass dieser Logarithmus die Definition der
Informations-Entropie ist. Die physikalische Entropie ist iden-
tisch, enthilt aber einen noch zu bestimmenden Vorfaktor. Wir
definieren sie also wie schon in (9.26)) angedeutet als

S(E,V,N) = kgInQ(E, V,N)

V. 3 4mmE 5
~k In—+ =1 —1. 10.7
sN nN+2n AN +2 (10.7)

Diese sogenannte mikrokanonische Zustandssumme héngt aus-
ser von der Energie vom Volumen V und der Teilchenzahl N ab.
Tatsdchlich hingt S/N nur von den Verhiltnissen E£/N und V/N
ab, wir nennen sie daher spezifische Groen. Dieser Ausdruck fiir
die Zustandssumme ist in der Thermodynamik bekannt, wir ha-
ben ihn aber statistisch aus der Definition der Entropie berechnet.

10.1.3 Temperatur

e In der Formel fiir die Entropie eines idealen Gases miissen wir
noch die Rolle des Boltzmann-Vorfaktors kp verstehen. Dazu
schauen wir uns eine Kombination von zwei voneinander und
nach aussen isolierten Systemen mit freiem Gas an. Wir wissen
von der Informations-Entropie dass

S251+S2:k31n91+k31n92. (108)

Wir nennen die Entropie daher extensiv, und stellen fest dass un-
sere drei Zustandsparameter ebenfalls extensiv sind

E=E +E, V=Vi+V, N=N +N,. (10.9)

e Wir bringen jetzt die beiden Systeme so in Kontakt, dass sie Ener-
gie austauschen konnen, aber kein Volumen und keine Teilchen.
Im neuen Gleichgewichtszustand gilt also

E=E +E,=E|+E}, (10.10)
oder infinitesimal

dE, = —dE, , (10.11)
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Nach unserem Grundpostulat der statistischen Physik muss die
gemeinsame Entropie wieder maximal werden,

S N
= dS = —dE, + —dE
0=dS 8E1d 1+ aEzd 2
S | 4S5
= 2 4, - Z224E
OE, ' OE,
3S, S,
et 10.12
©  BE,  OE, (10.12)

Offenbar ist diese Ableitung eine Eigenschaft, die beide Teile un-
seres Systems gemeinsam haben. Fiir das freie Gas ist sie

s _, 9@
0E " OE
3N 0 . 4nmE 3N . f
= kBTa—Ean = kBﬁ = kBﬁ . (1013)

Diese Eigenschaft wird also, bis auf einen Faktor, durch die in-
verse Energie pro Freiheitsgrad oder pro Teilchen beschrieben.

e Empirisch wissen wir, dass eine gleiche Temperatur 7" ein thermi-
sches Gleichgewicht zwischen zwei Systemen auszeichnet. Daher
sollte die Kombination kg f/(2E) eine Funktion der Temperatur
sein. Wenn die Temperatur mit zunehmender Energie zunehmen
soll, dann ist die einfachste Wahl

1 oS f 2E  2E
== — =kp=— kgT = — = — 10.14
T 9 28 T =" =3y (101D
Die Gleichgewichtsbedingung (10.12)) wird dann
I =T,. (10.15)

Wenn § oder Q mit E zunimmt, dann ist 7 > 0. Negative
Temperaturen treten nur auf, wenn aufgrund spezieller dullerer
Umstéinde die Anzahl zugénglicher Zustinde mit der Energie ab-
nimmt. Solche Situationen sind mdglich aber ungewohnlich.

Die Energie pro Freiheitsgrad im Gleichgewicht ist von der Ord-
nung kzT. Die Boltzmann-Konstante kg wéhlen wir als

16 €18

kg =1.38x10™ (10.16)

Da im Prinzip die Anzahl der Zustinde in einem isolierten System
bei vorgegebener Energie abzéhlbar ist, kann Q(E) bestimmt wer-
den. Es definiert eine absolute Temperaturskala in Kelvin.

e Wir koénnen uns auch die Temperatur beim Ubergang ins Gleich-
gewicht nach (10.12)) ansehen,

1 1
dS =|{=—-=—|dE; >0 (10.17)
T, T,
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Die Entropie wichst zu ihrem Maximum. Wenn wir annehmen
dass Teilsystem 1 wérmer ist als Teilsystem 2, dann ist

T,>T, 4 dE] <0, (1018)

Energie fliesst also vom warmen ins kalte Teilsystem, wie intuitiv
erwartet.

e Ebenso konnen wir die Veridnderung der Gesamtentropie bei aus-
schliesslichem Energieaustausch und dem entsprechenden Uber-
gang ins Gleichgewicht betrachten. Fiir beide Teilsysteme gilt
nach der Definition ihrer Temperatur

1 88,
T1,2 6E1,2
dE dE T
PN S, = —L = ——2 = _224s, . (10.19)
T T, T,

Fiir unsere angenommenen Teilsysteme mit 7, > T, und dE; =
—dE, < O 1ist also

dS; <0 dS,>0 und [dS | > [dS] . (10.20)

Die Anderung der Gesamtentropie ist

T
dS:dSl+dSZ:dS1(1—71)>O. (10.21)
2

10.1.4 Volumen-Austausch

e Als nichstes erlauben wir einen gleichzeitigen Austausch von
Energie und Volumen, bei konstanter Teilchenzahl. Damit wird

aus (10.12)

oS S oS oS
dS = —dE| - ——dE| + ——dV, — —dV 10.22
oE, "1 "o, 0 ey Ty (102)
Analog zur inversen Temperatur definieren wir eine neue Zu-
standsgrosse P als

dS(E,V.N) _ P
b\% ST

An dieser Stelle ist es wichtig, dass wir die partielle Ableitung
ernst nehmen. Wenn S (E, V, N) von der Energie, dem Volumen
und der Teilchenzahl abhéngt, dann sind in dieser Definition so-
wohl das Volumen als auch die Teilchenzahl konstant. In der
Thermodynamik schreibt man oft explizit

(10.23)

E P
ISE VN _P _ (10.24)

WV |y T



KAPITEL 10. ENTROPIE 85

Wie bei der Temperatur iiberlegen wir uns die anschauliche Be-
deutung von P. Wenn zwei Systeme ihr Volumen austauschen,
dann iiben sie aufeinander eine Kraft aus. Im Gleichgewicht nach
dem Volumenaustausch ist auf der Grenzflache der Druck gleich,
er sollte also unsere Zustandsgrof3e werden.

e Die maximale Entropie erhalten wir, wenn

11 P, P
dS = [— — —|dE, + = - =2 |dV, = 0. (10.25)
T, T, T, T,

Bei variabler Energie und variablem Volumen ist das Gleichge-
wicht also erreicht wenn

T, =T, und P =P,. (10.26)

10.1.5 Teilchen-Austausch

e Als letzte ZustandsgroBe lassen wir die beiden Teilsysteme auch
noch ihre Teilchen austauschen,

O0E, OE, av, av, AN, 6N,
(10.27)
Wir definieren das chemische Potential als
OS(E,V,N
¥ __H (10.28)

ON T

und erhalten damit die Gleichgewichtsbedingungen

T, =T, und P, =P und Uy =y . (10.29)

e Wir betrachten nun zwei Teilsysteme mit gleicher Temperatur auf
dem Weg ins Gleichgewicht

dS =dS; +dS,
dn,; dN, dn,
= — _ = —_— = (- e . 1
1y T /12T (/11+,u2)T >0 (10.30)

Wenn das chemische Potential im System 2 grofer ist als in Sy-
stem 1, dann bedeutet das

o > [y =3 dN; = —-dN, >0, (10.31)
Teilchen fliessen von groBem zu kleinem chemischen Potential.

e Wir kénnen den Druck und das chemische Potential statt durch
die Entropie auch durch die Energie ausdriicken, wie wir spéter
sehen werden. Allerdings erhalten wir dann partielle Ableitungen,
die bei konstanter Entropie ausgefiihrt werden miissen, was nur
auf den ersten Blick eine besser Intuition erlaubt.
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10.1.6 Zustandsgleichung

e Wihrend die Definition der Temperatur offensichtlich ist, haben
wir den Druck und das chemische Potential analog zur Tempera-
tur und basierend auf der Parameter-Abhingigkeit der Zustand-
summe des idealen Gases motiviert. Das totale Differenzial der
Entropie S (E, V,N) ist

ds = +ag+ Pav_ Bay
T T T
o  dE=TdS - PdV + udN . (10.32)

In dieser Form sehen wir Paare von Variablen, Temperatur—
Entropie, Druck—Volumen und chemisches Potential—
Teilchenzahl.

e Wir sammeln noch einmal die drei partiellen Ableitungen der
Entropie und die entsprechenden Definitionen oder Relationen fiir
das ideale Gas mit (10.7)

V. 3 4mmE 5
E ~ In— + =1 -1 . 10.
S(E,V,N) ~ kzgN nN+2n AN +2 (10.33)

Die Temperatur ist

1 8S 3kgN E 3
T35~ 28 =3 N EkBT . (10.34)

Jeder Freiheitsgrad hat die Energie kg7'/2.

e Wir konnen fiir unser ideales Gas auch den Druck nach (10.24)

ausrechnen,
P 0SS kzN
— = — = PV = NkpT . 10.35
T oV Vv ? (1035

Diese Zustandsgleichung ist das ideale Gasgesetz.

e Schliesslich erhalten wir aus der Definition des chemischen Po-

tentials
[T
T 0N
[V 3. 4mmE 5 0 V 3. 4xmE
~kglln — + =1 —|+kgN—|In— + =1
BN T2 3N 2] B 5N[HN+2 SN]
V. 3 4mmE 5 1 3
— kg |ln— + 21 kg |—— = =
BN T2 TN 2]+ BN[ N ZN]
[V 3. 4mmE
=kglln—+ =1
A SN]
N (4nmE\">"*
=kgT In|— 10.36
< u B H[V( SN) l ( )
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10.2 Verteilungen

Wir wissen jetzt, wie wir aus der Zustandssumme von gro3en Systemen
die Entropie und aus deren Maximmierung die Eigenschaften unseres
Systems im Gleichgeweicht ausrechnen konnen. Was uns in der Praxis
interessiert, ist vor allem die Wahrscheinlichkeitsverteilung als Funkti-
on der Energie. Hier betrachten wir zwei Berechnungen, eine mit einer
eleganten und eine mit einer systematischen Herleitung.

10.2.1 Maxwell-Verteilung

o Fiir unser ideales Gas suchen wir die Verteilungsfunktion
P(v,, vy, v,)dv,dv,dv, (10.37)

die uns die Wahrscheinlichkeit gibt, ein Teilchen mit einer Ge-
schwindigkeit zwischen (vy, vy, v;) und (v, + dvy, v, + dv,, v, + dv;)
zu finden.

e Von Maxwell stammt folgende elegante Uberlegung: In einem
Gas im Gleichgewicht kann die Geschwindigkeitsverteilung nicht
von der Richtung der Bewegung abhiingen, sondern nur von 2.
Weiterhin sind alle Richtungen unabhingig, also muss die Wahr-
scheinlichkeit faktorisieren,

P(@®) = P} + v} + 02) = PO)PW)PQY) . (10.38)

Die einzige Funktion, die dieser Forderung geniigt, ist die Expo-
nentialfunktion, also ist

202

v

l—)>2
P@?) o« exp(——) . (10.39)

Fiir eine normierbare Verteilung muss a > 0 sein, und die Nor-
mierung der Gauss-Wahrscheinlichkeit gibt uns

=22
P@) = ———— exp (—2”72) . (10.40)

v

e Der Mittelwert der Gauss-Verteilung ist o, = v, = 0, = 0, ihre
Varianz ist

ol =2, (10.41)

Die physikalische Bedeutung der Varianz ist ihre Verbindung zur
mittleren kinetische Energie eines Teilchens,
E m =\ 3m— 3m ,

e (P s+ R+ )= 2=
N_z(vx+vy+vz)— =50y (10.42)
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Fiir unser ideales Gas ist die Energie pro Teilchen nach (10.14)

E 3 ks T
— = —kgT 2= = 10.43
N 2B c ST, (10-43)

Damit erhalten wir die Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung

2 m \"? mii? E
P°) = (27rkBT) exp [_2kBT] oc exp [—kB—T] ,  (10.44)

die wir schon in (9.14]) erahnt hatten.

10.2.2 Boltzmann-Verteilung

e Nachdem wir in (9.14) und (10.44)) dieselbe Verteilung fiir
Zustinde als Funktion ihrer Energie erhalten hatten, berechnen
wir diese Verteilung auch noch systematisch im Rahmen der sta-
tistischen Physik. Wir beginnen mit zwei Systemen und der Zu-
standssumme Q,(E\,) und interessieren uns fiir die Energiever-
teilung in System 1. Im Gleichgewicht haben beide Systeme die-
selbe Temperatur 7. Am einfachsten ist es, wenn das zweite Sy-
stem bei konstanter Temperatur Energie fiir einen Austausch zur
Verfiigung stellt. Dieses typischerweise sehr gro3e System defi-
niert ein Warmebad, beschrieben durch Q,.

e Die Besetzung der Energiezustinde im System 1 kdnnen wir un-
ter der Annahme von Energieerhaltung aus den Zustandssummen
des Gesamtsystems und des Wirmebades analog zu (10.2)) be-
rechnen

O (E — E))
= pE) = ———=. 10.45
Pi=PED) = =g B (10.45)

Wir konnen mit Hilfe dieser Wahrscheinlichkeiten die mittlere
Energie im System 1 berechnen,

(Ey= )" piE; (10.46)

e Wir beginnen wir mit dem Zéhler von (10.45) und taylorn fiir
kleine Abweichungen E; ~ (E)

So(Eot — Ei) = kpIn Qy(Eo — E)
=S2(Ew —(E) +(E) - E))

oS
= S2(Ewi — (EY) + (E) — E;) 3_52

(E) - E;

=SB —(E)) + ——

(10.47)
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In unserer Nédherung ist diese Taylor-Reihe exakt, weil die Tem-
peratur von System 2 und damit die erste Ableitung konstant ist.
Wir erhalten damit

pi = eSZ(Etm_Ei)/kB
= 52 EaEN/kg [(E)/(kgT) ,~Ei/(kgT) (10.48)

e Andieser Stelle konnen wir ausnutzen dass die einzige Abhéngig-
keit von E; gegeben ist durch

pi oc e EilkaT) (10.49)

Die Normierung der Wahrscheinlichkeit gibt uns dann

— 1 —E;/(kgT) : — —E;/(kgT)
pi=e mit Z—Zj:e T (10.50)

Das ist wieder die Boltzmann-Verteilung aus (9.14) und (10.44)).

e Zum Schluss verkniipfen wir fiir unser System 1 noch die
Wahrscheinlichkeit fiir die Energiezustinde mit der Anzahl der
Zustinde bei gegebener Energie E,

1
P(E) = = e T X Q(E)
_ % o El&aT) ,Slks
U ersyary 2 L -rrom
=—e¢ B EEe B (10.51)

Die wahrscheinlichste Energie ist diejenige, bei der die freie
Energie F = E — TS minimal wird, wihrend die 7 durch das
Wirmebad vorgegeben ist. Wir konnen diese Minimierung an-
hand des idealen Gases illustrieren,

F(E)=E-TkplnQ

T
=FE - 3ksTN In E + konst(E)
E E
~ (E = c0) (10.52)
—InE (E—>0)

Zwischen diesen beiden Grenzfillen wird es in der Tat ein Minu-
mum geben.



Kapitel 11

Thermodynamik

Nachdem wir Systeme mit vielen Teilchen mit Hilfe der modernen sta-
tistischen Physik verstanden haben, leiten wir nun einige Grundbegriffe
der Thermodynamik her. Das beste Beispiel ist typischerweise das idea-
le Gas. Bei der gesamten Begriftfsbildung der Thermodynamik konnen
wir immer auf die exakten Definitionen mit Hilfe der statistischen Phy-
sik und speziell der Zustandssumme € zuriickgreifen.

11.1 Thermodynamische Beziehungen

11.1.1 Erster Hauptsatz

e Wir wissen aus unserer ersten Betrachtung von @uf3eren oder Zu-
standsparametern schon, dass Wechselwirkungen zwischen Sy-
stemen entweder als Warmemenge die Zustandsparameter kon-
stant lassen oder sie als geleistete Arbeit @ndern. Das fiihrte uns
zur infinitesimalen Relation (9.33))

dE=-dW+dQ, (11.1)

mit dem Beispiel dW = PdV aus

e Wir konnen das mit dem Ergebnis aus der statistischen Physik
vergleichen, bei der wir aus der Zustandssumme Q(E, V,N) in

(10.32) gefunden hatten

dE = TdS — PAV + udN . (11.2)

Eine Verinderung der Teilchenzahl ist wie die Volumen-Ande-
rung ein Beitrag zur geleisteten Arbeit, wir identifizieren also

dW = PdV — udN . (11.3)

90
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Im Gegensatz dazu ist eine Verdnderung der Entropie S oder der
Zustandssumme € nicht mit einem dufleren Zustandsparameter
verkniipft, also

dg=TdS . (11.4)
Damit bestédtigen wir
TdS =dQ =dE+aw, (11.5)

als den ersten Hauptsatz der Thermodynamik in infinitesimaler
Form, also fiir quasistatische Zustandséanderungen

e Nimmt die Energie eines Systems ab, dann verringert sich typi-
scherweise das zugédngliche Phasenraumvolumen. In der Thermo-
dynamik normieren wir die Entropie so, dass § — O fiir E — 0.
Wir hatten kp schon so definiert, dass dies 7 — 0 entspricht. Die
Verkniipfung

S—=0 fir T—0 (11.6)

bezeichnet man als den dritten Hauptsatz der Thermodynamik.

e Wird in einem Prozess keine Wirme ausgetauscht, hei3t er adia-
batisch. Ist dies bei einem quasistatischen Prozess der Fall, ist
wegen (11.5) auch dS = 0. Solche endlichen, adiabatischen und
quasistatischen Prozesse sind reversibel. Die Entropie kann auch
bei adiabatischen Prozessen aber zunehmen, wenn der Prozess
nicht quasistatisch gefiihrt wird.

e GroBen wie die Masse, die Energie, die Entropie und das Volu-
men addieren sich, wenn zwei Systeme im Gleichgewicht zuein-
ander kombiniert werden. Sie heilen extensiv. Intensive Groflen
bleiben gleich, wenn die beiden Systeme kombiniert werden. Da-
zu gehoren die Massendichte, die Temperatur und der Druck.

11.2 Ideales Gas

11.2.1 Zustandsgleichung

e Wir haben fiir ein ideales Gas die Zustandsgleichung in (10.35))

berechnet,
P 0S Nkg
—=—=— PV = NkgT . 11.7
T v v ’ (4D
Ebenso ist die Temperatur nach (10.34))
1 0S5 3kgN 3
—=— = E = —NkgT . 11.8
T -9 26 ° 2 (119

Die Energie eines idealen Gases ist also eine Funktion allein der
Temperatur.
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e Alternativ konnen wir die Zustandsgleichung als experi-
mentell gegeben ansehen und Schliisse iiber ideale Gase ziehen.
Wir schreiben anders als bisher die Entropie als Funktion der
Messgrofen Temperatur und Volumen,

S S
dsT,v) = (O_T)V dT + (W)T dv. (11.9)

Hier nutzen wir die zusitzliche Notation zu den ohnehin schon
eindeutigen partiellen Ableitungen benutzt. Mit dem ersten
Hauptsatz der Thermodynamik gilt ausserdem

dE(V,T)+PdV

T T
l a—E dT+l 0—E dV+—PdV
Tr\or), T\oV), T

! (GE) dT+(£ + l(615) )dV (11.10)
4 T

dS(T,V) =

T\oT T T\oV

Wir konnen also die partiellen Ableitungen der Entropie ablesen,

o5\ _1(oF
ar), T\oT),

S\ P 1(0E\ Nkg 1 (0E
PN () 22, () (11.11)
ov)., T T\ov).” v "T\ov),

wenn wir im letzten Schritt die Zustandsgleichung verwenden.

o Ausserdem miissen die gemischten Ableitungen der Entropie ver-
tauschen,

#S_ _ 005 _ 0 (N 10B\_ _10F 1 OF
AToV — dT oV dT\ V. ToV ] T2V T oOToV

10 0§ 0 (10E 1 &’E
i (Bl [P 11.12
ov aT HV(TGT) T ToV ° ( )
und damit gilt
OE
| =o. 11.13
(5V)T N

Die Energie eines thermodynamischen Systems mit der gemes-
senen Zustandsgleichung kann daher nicht vom Volumen
abhédngen. Aus der Zustandsgleichung und den thermodynami-
schen Gesetzen schlieen wir also unsere vorherige Annahme,
dass die Teilchen des Systems nur durch direkte Stofle wechsel-
wirken konnen und nicht zum Beispiel durch langreichweitige
Krifte.
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11.2.2 Wirmekapazitit

e Betrachten wir Systeme mit konstanter Teilchenzahl und dW =
PdV, dann besagt der erste Hauptsatz, dass sich die Energie ei-
nes Systems durch Wirmezufuhr vergrossert. Wir wissen auch,
dass Wirmezufuhr Temperaturerhohung bedeutet. Die Aufnah-
mefihigkeit eines Systems fiir Warme wird durch die Wéirmeka-
pagzitdt beschrieben,

Y
C, = (dT)x . (11.14)

e In dieser Notation ist x ein duBerer Zustandsparameter, der kon-
stant gehalten wird. Die spezifische Wirme c, als Materialgrof3e
der erhalten wir, indem wir C, entweder durch die Molzahl v oder
die Masse m teilen,

% oder c, = % , (11.15)

14 m

Cy =

mit den Einheiten erg K~! mol~! im ersten und erg K-! g~!.

e Mit (IT.14) konnen wir berechnen, welche Temperatur sich ein-
stellt, wenn zwei gemeinsam isolierte Systeme bei konstantem V
in thermischen Kontakt gebracht werden,

T

T
0=01+0,= mlf evi(T)dT + mzf cvo(T)dT
T T>
(11.16)

wenn cy die spezifische Wiarme pro Masse bei konstantem Teil-
volumen ist. Wenn ¢y von der Temperatur unabhéingig ist, dann
konnen wir die beiden Integranden aufintegieren und erhalten die
Mischungstemperatur,

0 =micyi(T,, — T1) + macyr(T,, — T>)

micy1 Ty + mycyr, T
o T, = .

(11.17)

micyy +myCy

e Eine verinderte Wirmemenge d Q hatten wir als unvollstindiges
Differential identifiziert. Das Differential der Entropie muss hin-
gegen bei quasistatischen Zustandsidnderungen vollstiandig sein,

f f
d
Sf_Si:de:f?Q. (11.18)

Der Faktor 1/T ist also ein integrierender Faktor fiir d Q. Analog
zu (11.16) konnen wir die Entropiednderung fiir unser System
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berechnen. Bei einer quasistatischen Temperaturidnderung von T;
zu T gilt bei konstantem Zustandsparameter x

f T
d PdT T
Sf—si:f —Q:f Ci— =CyIn =L, (11.19)
Ty T T,

1

falls die Wirmekapazitit C, temperaturunabhingig ist.

o Fiir die spezifische Wirme pro Mol bei konstantem Volumen, cy,
erhalten wir aus dem ersten Hauptsatz

_l(d_Q) 1(dE+PdV) _10E
\4

Cy

“y\dr), v\ dr voT
= ae=2ar = veyar (11.20)
Tor T '

wenn die Energie nur von der Temperatur abhingt. Wenn wir
stattdessen den Druck konstant halten, dann kann sich das Volu-
men dndern und die spezifische Wirme pro Mol bei konstantem

Druck ist
1(dE + PdV
== 11.21
cp v( a7 )P ( )
1dE P (dV P( d NkgT Nkg
=——t—|—=| =cv+—-|— =cy+—
vdT v \dT/, v\dr p ), y
Nk
—cy +R mit  Ri= ~B = Noky = 831 x 107 —=_
v mol K

wegen der Zustandsgleichung und mit der so definierten
Gaskonstanten R. Die spezifische Wirme bei konstantem Druck
ist grofler als bei konstantem Volumen, weil das Gas bei konstan-
tem Druck auBler einer Temperaturerhohung auch mechanische
Arbeit verrichten kann, indem es sein Volumen vergroBert.

e Wir konnen die beiden Wirmekapazititen aus der Zustandssum-
me (10.7) ausrechnen und nutzen
1 9SS 3kgN
T 0E  2E
Nun ist nach (IT.20) und mitdV =0

10E  3Nkg 3 5
=_s=3—7f=3R =  cp=3R. (1123

E(T) = %NkBT. (11.22)

Cy

11.2.3 Adiabatische Expansion

e Wenn ein ideales Gas im Kontakt mit einem Wérmereservoir ex-
pandiert, dann bleibt seine Temperatur konstant, also gilt auf-
grund der Zustandsgleichung (I1.7)

1
PV = NkgT = konst. = P« v (11.24)
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Anders verlduft die Expansion, wenn das ideale Gas thermisch
isoliert ist. Sie heisst adiabatisch und bedeutet in der Form mit
den spezifischen Wirmen

0=dQ =dE + PdV = vcydT + PdV . (11.25)
Die Zustandsgleichung sagt auBerdem
d(PV) = VdP + PdV = NkpdT = vRdT . (11.26)

Eliminieren wir vdT zwischen den diesen beiden Gleichungen,
dann folgt

1 1
—(VdP + PdV) = ——PdV
R Cy

o  Yyap-= —(1 + C—V)PdV = _Lpav, (1127
R R R

mit (IT.2T). Trennung der Variablen und Integration fiihrt zu

drP _ Cp dv
P B Cy \%
=4 dlog P = dlog V=cr/ev
5
=  P«V?  omit yi=L=2 (11.28)
Cy

e Uber die Zustandsgleichung PV = vRT erhalten wir auch den
Zusammenhang zwischen dem Volumen und der Temperatur,

1

yrl
(11.29)

PV =(PV)V' ' =yRT V"' =konst. = T«

fiir eine adiabatische Expansion oder Kompression.

11.2.4 Nicht-ideale Gase

e Betrachten wir jetzt ein Gas aus zweiatomigen Molekiilen. Zu den
drei Freiheitsgraden der Translation kommen zwei Freiheitsgrade
der Rotation hinzu, denn die Rotation um die Verbindungsachse
nimmt fiir punktformige Atome keine Energie auf. Ausserdem
sind Schwingungen der beiden Atome gegeneinander moglich,
also wird f = 6N. Damit wird die Entropie (10.7)

V. 6. 4mmE 7
E ~ 2In— + =1 —| . 11.
S(E,V,N) ~ kzgN nN+2 n N +2 (11.30)

Unsere Formeln dndern sich dadurch, zum Beispiel wird (11.22])
1 0S  3Nkg

T OE E

E = 3NksT . (11.31)
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Damit erhohen sich die spezifischen Wirmen auf
cy = 3R und cp=cy+R=4R, (11.32)

und der Adiabatenindex verringert sich auf

_e 4 (11.33)
Cy 3

Die Anzahl der Freiheitsgrade hingt streng gemommen davon ab,

ob die Rotations- und die Vibrationsfreiheitsgrade angeregt wer-

den konnen. Bei niedriger Temperatur ist das nicht der Fall, so

dass ¢y von 3R/2 iiber 5R/2 zu 3R zunimmt.

e Wenn sich die Gasteilchen mit annidhernd Lichtgeschwindigkeit ¢
bewegen, dann dndert sich der Zusammenhang zwischen Impuls
und kinetischer Energie,

7
E=— — E=c¢p. (11.34)
2m

Damit dndert sich auch das Skalieren in (9.25)) und (10.3)),

Qo VIBEM? 5 Qo VIBES. (11.35)

Die Entropie wird entsprechend

k
S(E,V,N) = %flnv+k3flnE+---
1 &
?:%f o  E=flkT. (11.36)
Daraus erhalten wir die spezifischen Wirmen und den Adiabaten-
index
4
CV:3R cp =4R = ’y:§ . (1137)

Dehnt sich also ein Gemisch aus einem einatomigen, nichtrelati-
vistischen idealen Gas und Photonen adiabatisch aus, dann fallt
nach (I1.29) die Temperatur des Gases schneller als die Tempe-
ratur der Photonen,

Tousx VP T, V3, (11.38)

Ohne Wechselwirkung zwischen Gas und Photonen hat das Ge-
misch also zwei verschiedene Temperaturen.
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11.3 Thermodynamische Funktionen

11.3.1 Legendre-Transformationen

e In der Thermodynamik sind typische Variablen der Energie duch
den ersten Hauptsatz gegeben,

E E
dE = 1ds - Pav = (25) as +(%E) av
as |, v,
OF OF
—| =T und (=] =-P. 11.39
(85 )V . (av)S ( )

Wenn dE ein vollstindiges Differential ist, dann sind diese parti-
ellen Ableitungen unabhingig und wir finden

PE  PE
avoS — SOV
9 (9E) _(2) (%E
av).\as ), \as), \av)
oT AP
—| =—|=] . 11.4
S (/R (- R

e Statistisch oder experimentell motiviert interessieren uns die Va-
riablentransformationen E(V) — E’(P) und E(S) — E’(T). Bei-
de haben die Form

f(x) = gu) mit U= idf(x) ’
dx

wobei wir erst einmal das Minuszeichen ignorieren. Wenn wir
symmetrische totalen Differentiale von f(x) und g(u) annehmen,

d d

dann hat unsere neue Funktion die Form

(11.41)

dx=udx und dg=

du = —xdu, (11.42)

dg = —xdu = udx — (udx + xdu) = df — d(ux)
= g(u) = flx(u)] — ux(u) + konst . (11.43)
Sie heilit Legendre-Transformierte von f(x). Wenn sie nicht ein-

deutig bestimmt ist, wird die Legendre-Transformation allgemein
bestimmt durch

g(u) = inf {£Lx()] - ux(u)} . (11.44)
o Als Beispiel betrachten wir

fO=x*+1 = u®@=2x = x@u)=

2

= gw=f(5)-5=1-

7 (11.45)

ngml\-)lt
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und

3 2 2

X X X
fW=F-7 = un=g-x
= x(u)=1+V1+2u. (11.46)

Die Legendre-Transformierte von f(x) ist im zweiten Fall durch
die kleinere der beiden Losungen x(u) definiert.

e Fine Legendre-Transformation war uns schon bei der Hamilton-
Formulierung der klassischen Mechanik begegnet, nimlich

) oL
H(g,p) =4¢p-L(g,q) mit p= Ere (11.47)

11.3.2 Freie Energie, Enthalpie und freie Enthalpie

e Wir konstruieren jetzt eine Kette von Legendre-Transformationen
der Energie, als erstes die aus der statistischen Physik bekannte
freie Energie, fiir die wir die Entropie durch die Temperatur er-
setzen

F(T,V)=ES,V)-TS mit T:(a—E) L (1148)
as |,

Ihr vollstdndiges Differential ist

dF(T,V)=dE - d(TS)
=TdS — PdV —-SdT - TdS = -PdV - SdT ,

(11.49)
woraus wir
oF oF
—| =-P d |—=]| =-S 11.50
(&), =7 = (57, (=0
erhalten. Gleichsetzen der gemischten zweiten Ableitungen fiihrt
uns auf
O*F O*F oP oS
= =N —| =1=] . 11.51
oTov  ovoT (GT)V (GV)T ( )

e Alternativ konnen, wie schon erwihnt, das Volumen durch den
Druck ersetzen und erhalten die Enthalpie

E
H(S,P)=E(S,V)+PV mit P:—(Z—V) . (11.52)
S

In diesem Fall ist das positive Vorzeichen physikalisch sinnvoll.
Das vollstandige Differential der Enthalpie ist
dH = dE + d(PV)
=TdS — PdV + VdP + PdV =TdS + VdP, (11.53)
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also zunéchst
OH OH
— | =T d [—| =V. 11.54
(7], =7 e (%), 159

Wenn dH ein vollstiandiges Differential ist, miissen wieder Bezie-
hungen zwischen den partiellen Ableitungen der Enthalpie gelten.
Wir identifizieren die zweiten Ableitungen

0’H _ O°H
ASOP  OPAS
o (2 (2H) _(9) (%2
as J,\or); \orP) \aS ),
v or
—| =({=]| . 11.55
- (H oG, e

e SchlieBlich suchen wir eine letzte GréBe als Funktion von Tempe-
ratur und Druck. Eine Legendre-Transformation der freien Ener-
gie fiihrt uns auf die freie Enthalpie

G(T,P)=FT,V)+ PV

= E(S,V)—-TS + PV mit P:—(a—F) . (11.56)
av),

mit dem vollstdndigen Differential

dG = dF + VdP + PdV
= —PdV - §dT + VdP + PdV = VdP - SdT . (11.57)

Die iibliche Gleichsetzung der gemischten zweiten Ableitungen

fithrt mit
9G) __s uwna (%) -v (11.58)
ar |, oP),
auf
oS ov
PN __(2Y) . (11.59)
op).~ "\aT),

11.3.3 Maxwell-Relationen

e Fassen wir zusammen: Wir hatten anfdnglich Systeme durch ihre
Energie E gekennzeichnet, mit dem Volumen V als dufleren Pa-
rameter. Die Entropie S (E, V) ist das logarithmisches Mal} dafiir,
wie viele Zustinde dem System unter Vorgabe von E und V (und
N) zuginglich sind. Fiir quasistatische Zustandsidnderungen wa-
ren wir damit auf den ersten Hauptsatz gekommen, indem wir
dQ und dW durch die vollstandigen Differentiale 7dS und PdV
ersetzt hatten.

James Clerk Maxwell
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e Ausgehend von der Energie E(S,V), thermodynamisch eine
Funktion der Entropie und des Volumens, haben wir drei
Legendre-Transformationen basierend auf S — 7 oder V — P

konstruiert
Energie ES,V)
freie Energie FT,V)=ES,V)-TS
Enthalpie H(S,P)=E(S,V)+ PV

freie Enthalpie G(T,P)=F(T,V)+ PV =E(S,V)-TS + PV.

Funktionen der Temperatur heillen “frei”’; Funktionen des Drucks
heiBen “Enthalpie”. Die jeweiligen vollstindigen Differentiale
sind

dE = TdS —PdV

dFF = -SdT - PdV
dH = TdS +VdP
dG = -SdT + VdP. (11.60)

Wenn alle diese Differentiale vollstindig sind, dann gelten die
Maxwell-Relationen

av), = (as), (a8), ~(3s),
), =(ar), Gl = (o), e

Diese Relationen folgen letztendlich daraus, dass die Entropie ei-
ne Funktion ist, die den Zustand eines Systems kennzeichnet und
deren Differential deshalb vollstindig sein muss.



Kapitel 12

Kreisprozesse

12.1 Carnot-Wirkungsgrad

Nicolas Léonard Sadi Carnot

e Mechanische Arbeit in Wiarme umzusetzen, ist einfach: Reibung
ist dafiir das alltdglichste Beispiel. Aber ist es auch moglich,
Wirme in mechanische Arbeit zu verwandeln?

Stellen wir uns ein Wirmereservoir mit 7'; vor, aus dem wir unbe-
grenzt Wirme beziehen konnen. Wir mochten eine Warmemenge
|Q1| in mechanische Arbeit W verwandeln. Die gesamte Vorrich-
tung sei abgeschlossen. Wenn das Wirmereservoir die Wirme-
menge Q; verliert, dann sinkt nach (TT.4)) seine Entropie um

AS] = % = —@ .

T, T,

Wir miissen also die Entropie des Wiarmereservoirs verringern
was nach dem zweiten Hauptsatz fiir ein abgeschlossenen Sy-
stems unmoglich ist. Eine einfache Umwandlung von Warme in
mechanische Arbeit ist also ausgeschlossen.

(12.1)

e Wir konnen aber diese Entropieverminderung durch eine Entro-
pieerhohung anderswo kompensieren. Wir nutzen also ein zwei-
tes Wirmereservoir mit 7, < T. Mit O, > 0 ermdglicht es uns

_ O Q]

AS =AS,+AS 1 =—-—2>0. (12.2)
T, T,

e Jetzt konnen wir mechanische Arbeit abzuzweigen. Wir stellen
uns eine zyklisch arbeitende Maschine vor, die Wiarme Q; aus
dem wirmeren Reservoir entnimmt, mechanischer Arbeit W ver-
richtet, und dem kélteren Reservoir die Wiarme Q, zufiihrt. Wenn

sie am Ende in den Ausgangspunkt zuriickkehrt dann fordert
Energieerhaltung

01l =01 =0+ W. (12.3)

101
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Die maximale Arbeit folgt aus (12.2))
_O ol _1o-W |0l >0

AS
T, T, T, T
. 1011 L) w
1 Tl =
T
LAPENLY (12.4)
|01 T,

Dies ist der maximale, Carnot-Wirkungsgrad einer quasistati-
schen Wirmekraftmaschine.

12.2 Carnot-Prozess

e Wie konnen quasistatische Kreisprozesse realisiert werden? Wir
konnen zum Beispiel zwei isotherme und zwei adiabatischen
Zustandsidnderungen fiir ein ideales Gas verkniipfen. Im P-V-
Diagramm bedeutet das nach (I1.28))

(PV)isoth = Cisoth (Pm)adiab = Cadiab

o p= Cisoth pP= Cadiab _ Cadiab '
Vv | % V5/3

(12.5)

Bei einem idealen einatomigen Gas ist v = 5/3. Die Adiabaten
verlaufen also steiler als die Isothermen.

e Im Kreisprozess wird zunéchst, ausgehend von (Pq, V), isotherm
die Wirmemenge |Q;| aus dem wirmeren Reservoir mit 7 auf-
genommen. Das fiihrt zu einer isothermen Expansion zu V, > Vi,
zusammen mit der Druckverringerung auf P, = P,V,/V,.

Danach wird die Maschine vom Reservoir 1 isoliert und adiaba-
tisch auf die Temperatur 7, < T, des kiihleren Reservoirs ge-
bracht. Dabei expandiert sie weiter auf das Volumen V3 > V,, wo-
bei der Druck auf P; = P,(V,/V3)” abnimmt. Bei diesem Vorgang
verrichtet sie Arbeit, etwa indem sie einen Kolben verschiebt.

Nun wird sie in thermischen Kontakt mit dem Reservoir 2 ge-
bracht und gibt dabei die Wirmemenge Q, an das Reservoir ab.
Ihr Volumen verringert sich auf V,; < V3, und ihr Druck steigt auf
P 4 = P 3 V3 / V4.

SchlieBlich wird sie auch vom kiihleren Reservoir 2 isoliert und
adiabatisch auf die Temperatur 7'; gebracht, wobei das Volumen
wieder auf V| abnimmt und der Druck auf P, steigt. Das kann
geschehen, indem der Kolben wieder in den Zylinder geschoben
wird.
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e Da die Energie eines idealen Gases nur von seiner Temperatur
abhéngt, kann sie sich im ersten und im dritten Schritt nicht
andern, weil beide Prozesse isotherm sind. In den adiabatischen
Schritten wird dagegen keine Wéarme aufgenommen, die Ener-
giednderung ist also gleich der verrichtete Arbeit,

AE1—>2 =0= AE3—>4
AE2—>3 = _W2—>3
AEs;o1 = =Wy . (12.6)

Da die Energie nur von 7 abhingt, muss lings der Adiabaten
AE, ;3 = —AE,4_,; gelten, und damit

Wz_,3 = —W4_)1 . (127)

Entlang der beiden Isothermen konnen wir wegen dW = PdV die
Arbeit integrieren,

PV V
WHZ:f L4V = vRT  In ==,
y %

1 1

V4
Wi_4 =vRT, In —
354 =V, 211V3

vV 1%
W =W, o+ W, =vR|[T/In—=+TrIn—| . (12.8)
Vi Vs

e Die dazu aufgenommene Wirmemenge ist Q| = W;_,,, und da-
mit der Wirkungsgrad

_ w _ w -1+ T2 11’1(V4/V3)
101 Wi Ti In(V,/Vy)

n (12.9)
SchlieBlich wissen wir aus (T1.28)), dass die Volumina bei einer
adiabatischen Expansion wie TV~ skalieren,

1/y=1)
V. T V V. V.
24 (2L =2 o mZ2=-lm2. (1210
V1 Tz V2 Vl V3

Der Wirkungsgrad ist also identisch mit dem Carnot-
Wirkungsgrad n = 1 — T, /T, in (12.4).

12.3 Der Otto-Prozess

e Ein weiterer Kreisprozess von erheblicher Bedeutung ist der
Otto-Prozess, der in Ottomotoren (ndherungsweise) verwirk-
licht ist. Hier wechseln adiabatische Prozesse mit isochoren ab,
bei denen das Volumen konstant bleibt. Ausgehend vom Punkt
(Py,Vy) im P-V-Diagramm und von der Temperatur 7| wird
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zundchst adiabatisch expandiert, sodass der Druck auf P, =
Pi(V\/V,)” und die Temperatur auf 7, = T(V,/V,)*"! sin-
ken. Dann wird isochor abgekiihlt, wodurch eine Wirmemen-
ge (O, abgegeben wird. Dadurch sinkt der Druck weiter auf
P3 = Py(T5/T,). Nun wird adiabatisch komprimiert, wodurch
der Druck P, = P3(V3/V4)” = P3(V,/V;)” und die Temperatur
T, = T5(V3/Vy)"™! = T3(V,/V,)""! erreicht werden. Abschlie-
Bend wird isochor erwidrmt, wobei die Warmemenge |Q;| aufge-
nommen wird. Dadurch erreichen Druck und Temperatur wieder
thre Ausgangswerte Py = P4(T/Ty).

e Bei den beiden isochoren Schritten wird natiirlich keine Arbeit
verrichtet, sodass die aufgenommene bzw. abgegebene Wirme
gerade gleich der jeweiligen Anderung der Energie ist. Dadurch
dndern sich die Temperaturen um

—|0s| 10|

T3—T2: C . TI—T4:C—. (1211)
Vv Vv

Bei den beiden adiabatischen Schritten wird keine Wirme ausge-
tauscht, sodass dort

Wisa=-AE |, =Cy(T1 = Ty), Wiy =Cy(T3-Ty)
(12.12)

gelten. Dabei haben wir verwendet, dass die Energie eines idea-
len Gases nicht vom Volumen abhingt, sodass (11.20) gilt. Der
Wirkungsgrad ist demnach

w T,-T,+T5-T. T,-T
n = S St Mt B U IO e N (12.13)
|01l T, -T, T, —-T,
Wie oben besprochen, sind die Temperaturverhiltnisse an den En-
den der Adiabaten durch
T, (vi\Y' T
2oL =2 (12.14)
T, V, T,
gegeben. Daraus erhalten wir
T
T,—Ts = Tz(l - —4) : (12.15)
T,
was es erlaubt, den Wirkungsgrad in der Form
T, ViV "
=l-—==1-|— =1-v77 12.16
n T, (Vz) v ( )

zu schreiben. Daher ist der maximale Wirkungsgrad im Otto-
Prozess durch die Kompression v := V,/V; bestimmt. Wenn
v =5/3und v = 5 sind, ist p = 66%. Er steigt, wenn v und y
zunehmen.
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