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Ë�Ì,Í d
dt (m~v) = ~F

´����+�� ±´��� ��Î�+ªÎ�+�

m
d2~r(t)

dt2
= m~̈r = ~F (~r, ~̇r, t)

¨)�¡ª��T´��Î����«¡«¡¯±�+¨©�+�¡�²¯±�+����«¡ªÎ�+�T�+��Ï[�(Ð�Ñ_ªÎ�+� ~F Ò �&�²�+�¡�T�+¨1�&�T�+�§ª§�É��«Ç­§¬�­§ªÎ�+¨ {~ei}
¯��¡«¡ªYÑ�Ó������Ç�A ����§ªÎ�$­§�Ç­Î�(�T�+�

Ï�´�´��Î���¡����ªÎ�+� {xi}
���$­=¢o��ÔT­§ª§�(�� �ªÎ�+�\®PÕY�+ �ªÎ´��Î­

~r =
∑

i xi~ei
Ê

mẍi = Fi(xk, ẋj , t),
¢¼Ö Ò¡× ®
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���Ç�EÏ[�(Ð�Ñ�ªÎ�[¨)�¡ªÎ���Î�+��ª�îa��£T�Î�ä���Ç�=Ï[�(��Ñ_ª��Ç­Îª��+�¡��ÕY�+ �ªÎ´��
ï
ðñ�¡�A����ÔR�+�äÔR�+�Î�+�¡ªÎ­��+�¡���¡¯±�=Ï[�(Ð�Ñ_ªÎ�7 ±�+���T�+��¯±�+«Ç�+�§��ª
Ê
• ÛX�Ç� Ù �(�
³��¡ª(��ª§�Ç´��T­Î ��(��Ñ�ªò¢�çX�+ßAªÎ´��\®

~F = −γmM

r2
~r

r
�Ç­Îªó���Ç��Ï[�(��Ñ�ªv�+�¡�T�$­�åR�+��ª§�(��«¡ ±ô��§¦��+�Î­����+�Y�3��­Î­Î�

M
��£�Ñ\�+�¡�T�+�©Ï�ô��§¦��+�Y���+�v����­(­Î�

m
�¡¨Qã*ÔT­§ª(���T�

~r ÒõX·¹ê²·¹Ã�ö,÷�½�Æ�ø�å\£��°Ø��+�Î�$�Î����£���¯)���+� Ù �(�
³��¡ª(��ª§�Ç´��T­§ ��(��Ñ�ª�Ô��+��£�ª§Þ
�+�aßA�¡�°�T��­���´����+«¡«\�+�¡�T�+��¦�£��� �ª�â
Ñoô��§¨)�¡¯±�+�b�3��­Î­Î�X¨)�¡ª�¤Y�¡¯±�+��³±´�«¡£�¨©�+�

V = 0 Ò
• ÛX�Ç�EùT�$���+�§ ��(��Ñ�ª�ÔR�+��ã*£T­§«Ç�+�� �£���¯

~r − ~r0
��£T­����+�*ú�£��T�+«É��¯±�

~r0
�Ç­§ª

~F = −k(~r − ~r0)
¢¼Ö Òüû ®

õX·¹ê²·¹Ã�ö,÷�½�Æ�øXÛX�Ç�$­7¯��¡«¡ªE��£��=Ô��+�v �«Ç�+�¡�T�+�ýã*£T­§«Ç�+�� �£���¯±�+�g��£T­E���+�òú�£��T�+«É��¯±��í����+���I�$­7�����T���+«¡ª
­Î�Ç�Î�h���Ç�+�!£�¨W�+�¡�T��«¡�¡�T�
���Î�PçXÐ��T�+�§£���¯[��£��Î�Î�)þz�$¬�«Ç´���âÿ¤v��ª&ßA�Ç�Î �«¡£���¯ Ò ã*«¡«¡¯±�+¨©�+�¡�ò�Ç­§ª ~F = K(~r−~r0)¨)�¡ª*�+�¡�T�+�

3 × 3
âÿ����ª§�§�Ý¥

K Ò
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• ÛX�Ç���P´�£�«Ç´�¨=Ô� ��(��Ñ�ªYÞ$ßA�Ç­Î�Î�T�+�²Þ$ß°�+��¢�­§ª(��ª§�Ç­Î�(�T�+�\®�������£���¯±�+�
q
£��T�

Q
¨)�¡ªY���+¨ ã*ÔT­§ª(���T��­§³±�+ �ªÎ´��

~r = ~rq − ~rQ
�Ç­§ª�Ð�����«¡�Ç�Î�����+� Ù �(�$³��¡ª(��ª§�Ç´��T­�âÿÏ[�(��Ñ�ª
íT��£���³��Ç�+«�­Îª(Ð��§ ±�+��£��T�ä��£T�Î����ÔT­§ªÎ´��±�+�T�ZÊ

~F �	��

������� =
1

4πε0

q Q

r2
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ÛX�Ç���+«Ç�+ �ª§�§�Ç­Î�(�T��������£���¯ò�Ç­§ª��+�¡�T��¤v�¡¯±�+�T­(�Î����Ñ�ª°���+��Ï*ô��§¦R�+�
í�ß°�+«Ç�Î�T�ò÷�½\Ä���Á���½�Æ�ë¡Æ5³±´��²���+���3��­Î­Î�
�Ç­Îª
Ê���´[Ô��$­§�¡ª§Þ
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*£�����ªÎ�+�T�Î���Î´�¨©´���¬�����¨)�¡ �í����+�[þ��T�$´��§�Ç�EÑ�Ó��*­Îª(���§ ±�=ðÚ�$�(�T­Î�+«Ýâ
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�+��ª§�§�Ç�+�Î�+� ÒÛ7��Þ$£ä���Ç�+��ª�£��T­��T��­�­Î´�¯±�+��������ªÎ�=ç[����ßA�¡�§ �£���¯±­§Ô��¡«Ç�ZÊ
ðñ�¡��­§ªÎ�+«¡«Ç�+��£��T­A³±´��
í����Ç� ������£���¯

Q
�+�§Þ
�+£�¯�ªX�+�¡�I·��Ç·�ö�º�Ã¹ëÉ¿$À¹Á�·�¿���·����

~E(~r) =
~F (~r)

q
=

1

4πε0

Q

|~r − ~rQ|2
(~r − ~rQ)

|~r − ~rQ|
¢¼Ö Ò�� ®

ß°�+«Ç�(�T�$­[�T��������£�Ñ����Ç���Y�Î´�ÔR�+«É����£���¯
q
���Ç�=Ï[�(��Ñ�ª

q ~E(~rq) = ~F (~rq)
��£T­§Ó�Ô�ª Ò Û7��Ô��+���Ç­§ª q ­(´) �«Ç�+�¡�bÞ$£����«¡ªÎ�+��íT�T�
�²�$­����Ç�Î��ª*Þ$£äú�ÓT�( �ßA�¡�§ �£���¯±�+�b��£�Ñv���Ç� ����¯±�E���+� ������£���¯
Q
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���+��Û*�Ç­Î �£T­Î­Î�Ç´��á�+«Ç�+ �ª§�Î´�¨²��¯��T�+ª§�Ç­Î�Î�T�+�AðÚ�+«¡«Ç�+�� �«É���
í�ßP´�ÔR�+�����Ç�*¤v¥��Ç­§ªÎ�+��Þ[���+���+�§Þ
�+£�¯±�+�T���+� ������£���¯±�+�
�¡�����+�����¡��ªÎ�+�§¯��§£��T�3ª§�§�¡ª§ª Ò Û[��­Eå\�Ç�+«ó�Ç­§ªX���Ç�+�§ÔR�+�óÞ Ò Ø Ò ���Ç�5ØP�+�����T��«¡£���¯�³±´���úX�����Ç´
ß°�+«¡«Ç�+��í�´����T�©��£�ÑÛ[�+ª(���¡«Ç­��¡���Î�+��¤Y�§Þ
�+£�¯�£���¯á�+�¡��Þ$£�¯±�+�T�+� Ò

��Ì,Í Û[�+�hØ��+¯��§�ÝÜ��!·����Ú�¡¨)¦�«¡�¡Þ$�Ç�+�§ª©�+�¡�T�+�x¯±�+¯±�+Ô��+� ¢! &����¯±�+�T�¹Ñ�ªÎ�+ªÎ�+��"�®òðÚ�+�§ª
���$­�ùT�+«Ç���$­����#�§�$���+¨$�v£��� �ª����$­�ú*��£�¨©�$­ Ò Û[��­Aù��+«Ç���Ç­§ª���«Ç­Î´5�+�¡�T�Eù�£��� �âª§�Ç´��ä���+��ú*��£�¨) ±´�´��Î���¡����ªÎ�+��íTÞ Ò Ø Ò

• ÔR�+�!�+�¡�T�+¨ þ��+¨)¦��+�(��ª§£���Ñ��+«Ç�b���+��ðÚ�+�§ª����+��þ!�+¨)¦R�+�(��ª§£��

• ÔR�+�!�+�¡�T�+¨ ÛX�§£T�Î �Ñ��+«Ç�����+�AðÚ�+�§ª*���$­�ÛX�§£T�Î ±�$­

• ÔR�+�[�+�¡�T�+¨%��ª§�Îô�¨=£���¯±­§Ñ��+«Ç� ���Ç��Ï�´�¨)¦�´��T�+��ªÎ�+� ���$­ Ù �$­(�Î��ßA�¡�T���¡¯�â
 ±�+�¡ªÎ­§³±�+ �ªÎ´��Î­����+�
��ª§�Îô�¨ò£���¯�¢ Ù ��­,í�ù!«¡ÓT­(­§�¡¯� ±�+�¡ª�®

• �¡�ä���+��¤v«Ç�+ �ª§�Î´�­§ª(��ª§�¡ ����Ç�7Ï�´�¨)¦�´��T�+��ªÎ�+�3���$­��+«Ç�+ �ª§�§�Ç­Î�(�T�+�äùT�+«Ç���$­
ð �¡�A£���ªÎ�+�Î­Î�Î�T�+�Ç���+�

• �� ���«É����Ñ��+«Ç���+�
Ê��&¨&���¡���T�h���+�XÛ[�¹æT���¡ª§�Ç´��3Ô��$­Î�Î���Î�+�¡Ô��+�bßA�¡�[�T��­[ùT�+«Ç�
f(~r)

�¡��ã�Ô���Ð���¯��¡¯� ±�+�¡ª7���$­
��ÔT­Îª§�(�� �ªÎ�+� à*�§ªÎ­§³±�+ �ªÎ´��Î­

~r Ò �ÿ�ñ���+�'�Y��¬�­§�¡ �����ª�­§�Ç�Î�(�§�$��´��(�ñ�+�¡�T��Ð�)�£��¡³���«Ç�+��ªÎ�x¢o��Ô��+���+ªÿßP��­
­(�Î��«É��¨)¦��¡¯±�,®
���Î���Î�+�¡Ô�ßP�+�Ç­Î�h�+�¡��¯±�+Ô�Ó��§¯±�+�§ª+*�Ê

f(x1, x2, x3) = f(~x) ≡ f(~r) ÒØ��+��ÛX�Î�+��£���¯±�+�b���$­�Ø��+Þ$£�¯±­§¬�­§ªÎ�+¨©­��+�§��Ð�«¡ª*¨²���ä�+�¡�T�[�T�+£T�Eù�£��� �ª§�Ç´��
f ′
£��T���$­A¯��¡«¡ª

f ′(x′1, x
′
2, x

′
3) = f(x1, x2, x3)
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¢! ÿçX�+£T�$­
f
�¡���T�+£T�+�äÏ*´�´��Î���¡����ªÎ�+�

=
ã*«¡ªÎ�$­

f
�¡����«¡ªÎ�+�äÏ�´�´��Î���¡����ªÎ�+��"�®

õX·¹ë8¿��\ë¼·����_È$÷�Ã��T·+Ã§·¹ë_½
Å$Ä±À¹Á�÷�½�Æ3ê5ë�º��TÃ§Ä�½�¿ �¡Ä�º�ëo»�½R·¹½	��ø
f
­(�+� �§�+ª§Þ$ªò�T��­hùT�+«Ç�I�+�¡�T�+�òÕ����§�É��Ô�«Ç�+�

x ÒØ��+�v�+�¡�T�+�7þ��(���T­§«É��ª§�Ç´��I���$­XÏ*´�´��Î���¡����ªÎ�+��£��Î­§¦��§£���¯±­ò£�¨
σ
¯��¡«¡ª7�T�����

f ′(x′ = x + σ) = f(x)
í

­Î�Ç�+�T�7³±´��(����¯±�+�T�+�T���=ã*Ô�Ô��¡«Ç��£���¯ ÒõX·¹ê²·¹Ã�ö,÷�½�Æ�øA�&��
 �
���Ç­§ª����Ç�$­(�+��ã�ÔT­Î�(�����¡ª§ª�¨)�¡ª�ÕY´��Î­§�Ç�(��ª*Þ$£�¯±�+���Ç� �±�+��ï

• ÕY�+ �ªÎ´���Ñ��+«Ç���+�
Ê ~V (~r)
ßA�¡�Î���¡��Ï*´�¨)¦R´��T�+��ªÎ�+�äÞ
�+�§«Ç�+¯�ªA£��T�a¨)�¡ª

Vi(x1, x2, x3), (i = 1, 2, 3)
´����+�

 �£��§ÞE¨)�¡ª ~V (~x)
Ô�Þ$ß Ò ~V (~r)

í�­ Ò ´ Ò Ô��+Þ
�+�Ç�Î���T�+ª ÒØ��+�XÛ*�Î�+��£���¯±�+� �+��ªÎ­§ªÎ�+��ªa�+�¡� ¯±�$���Î�+��ªÎ�$­�ÕY�+ �ªÎ´���Ñ��+«Ç���¡��¯±�$���Î�+��ªÎ�+� Ï*´�´��Î���¡����ªÎ�+��íPßP��­a�+�¡�T�+�
ÛX�Î�+��£���¯a��£�Ñv���+¨ ÕY�+ �ªÎ´���Ño�+«Ç���¡�b��«¡ªÎ�+�bÏ�´�´��Î���¡����ªÎ�+�b�+��ªÎ­Î¦��§�Ç�Î��ª
Ê

~V ′(~x′) = D ~V (~x)
¨)�¡ª

~x′ = D ~x

Ô�Þ$ß Ò ~x = D−1 ~x′ = DT ~x′,
�T�

D · DT = 1

=⇒ ~V ′(D ~x) = D ~V (~x)

õX·¹ë8¿��\ë¼·��ÇøPÛ7��­��+«Ç�+ �ª§�§�Ç­(�Î�T�=ù��+«Ç���Ç­§ª��+�¡��ÕY�+ �ªÎ´���Ñ��+«Ç�Zï

• þ!�+�T­Î´���Ñ��+«Ç���+�
Ê�å\£��zÕY´�«¡«Ç­§ª(Ð��T���¡¯� ±�+�¡ªvßP´�«¡«Ç�+�hßA�¡�ó�T´��Î�5þ��+�T­Î´���Ño�+«Ç���+�
í�ÕY�+ �ªÎ´���Ñ��+«Ç���+�ó¨)�¡ªz¨©�+���Î�+�Î�+�
ÕY�+ �ªÎ´��§�¡�T���¡Þ
�$­
íR����¯±�+ÔR�+��Ê

Tik(x1, x2, x3)

lYm���m��=|zr����Ý���R���T���=�T���T~��Z��sÇ�_�R��|Z{i����r����Z{���q�����~��Ýqv�

Q.

¤v�¡�T���R÷�½�ö�º Å ��Ã¹ê5ëÝÆ�· ������£���¯
Q

­Î�+��³±´�� ���+��ùz«ÉÐ��Î�T�
A
í5Þ Ò Ø Ò �+�¡�T�+�Ï[£�¯±�+«Ç´�Ô��+�"!\Ð��Î�T��£�¨©­Î�(��«Ç´�­Î­Î�+� Ò Û7����� ¯��¡«¡ª
í°Þ$£���Ð��(�T­§ª�³±�+�Î�+�¡��Ño���(��ª
í��T��­

Ù ��£ �Tèé­Î�(�T� Ù �$­(�+ª§Þ±Ê
Φ =

∫

A

d ~A · ~E =
Q

ε0

¢¼Ö Ò ��®

Φ
ßA�¡�Î�Ú��«Ç­²·��Ç·�ö�º�Ã¹ëÉ¿$À¹Á�·¹Ã�� �t÷ # Ô��+Þ
�+�Ç�Î���T�+ª Ò ðñ�¡�[ß°´�«¡«Ç�+�ý�T��­E��£��ý��£T­§¯±�¹â

�T�+�T��³±´�¨ �P´�£�«¡¨òÔ�èé­Î�Î�T�+� Ù �$­Î�+ª§Þ7�����(���Î�$�Î���T�+� Ò
Ë�Ì,Í%$�Ë'&)(+*-, �'.0/2143�1657/98;:¼Ë<*�=?>A@;.\ÍCBPË<D43E57/4*;F�Ì

• ÛX�Ç�Eùz«ÉÐ��Î�T�
A
ßA�¡�Î��³±´��äÞ$ßP�+��ÕY�+ �ªÎ´��Î�+����£�Ñ�¯±�$­§¦�������ª Ò �����ä ������ä���+�Xùz«ÉÐ��Î�T�E�¡�b���Î�+�!ÛX�¡¨©�+��â­Î�Ç´��T�+�ä�+�¡�T�+� � � ��À¹Á�·¹½Tì�·�ö�º¼»�Ã)Þ$£T´��Î���T�+� Ò

~A = ~a×~b
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~a

~b

~A

ϕ
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Û[�+��ùz«ÉÐ��(�T�+��³±�+ �ªÎ´��X­§ªÎ�+��ª��¡¨)¨©�+��­Î�+�� ��Î�$�Î��ªX��£�Ñv���+��ùz«ÉÐ��Î�T�²¢! ÿ�&¯±�+«¡³±�+ �ªÎ´��:"�® Ò
• ðñ�¡�©Þ
�+�§«Ç�+¯±�+� �+�¡�T��ÔR�+«¡�Ç�+Ô��¡¯±�bù!«ÉÐ��(�T���¡�� �«Ç�+�¡�T��ùz«ÉÐ��Î�T�+�T­Îª§ÓT�Î ±��í°Þ$£�¨ Ø��+�Ç­§¦��Ç�+«�ÛX�Î�+�Ç�$�Î ±�ä¨)�¡ª

∆ ~A = 1
2(∆~a × ∆~b) Ò Û[�+�Xùz«ÉÐ��(�T�+��³±�+ �ªÎ´��E«ÉÐ
��ª7­§�Ç�Î�3�¡��ùz«ÉÐ��Î�T�+��³±�+ �ªÎ´��Î�+�Ú³±´���ùz«ÉÐ��Î�T�+�3�¡�����+�Ï*´�´��Î���¡����ªÎ�+�T�+Ô��+�T�+��Þ
�+�§«Ç�+¯±�+��Ê
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~a1

~a2

~a3

∆~a︷ ︸︸ ︷
(~a2 − ~a1)×

∆~b︷ ︸︸ ︷
(~a3 − ~a1) = ~a2 × ~a3 − ~a2 × ~a1 − ~a1 × ~a3

= ~a2 × ~a3 − ~a1 × ~a2 − ~a1 × ~a3︸ ︷︷ ︸� 
 � � 8 ?@8:9 5�;B3�� ;B;@8:9E8 ?@8<3
� 8:C69.AD8 ?@8:9E3��<8<5���8:;�?@8:;	�

��

�
� /@8<;��+8<72C � 9E8:;

��»��éÆ�·¹Ã¹÷�½�Æ�ø�ÛX�Ç� ��£�¨)¨©�[���+�°�����(����£ �±�+��¯±�+�§�Ç�(��ªÎ�+ªÎ�+��ùz«ÉÐ��Î�T�+��³±�+ �ªÎ´��Î�+��Ñ�Ó���¯±�$­(�Î��«Ç´�­Î­Î�+�T�[ùz«ÉÐ�â
�(�T�+�g¢_���Ç�+�
ÊTþ!�+ª§�(���$���+�Î´�ÔR�+�"!\Ð��(�T�,®��Ç­§ª�ç�£�«¡« Ò

• ðñ�¡�)­§£�¨)¨)�Ç�+�Î�+�����Ç��ØP�+�¡ª§�(Ð�¯±�
∆ ~An · ~En

í!ß°´�Ô��+� ~En
�����Î�V�¡�§¯±�+�T���+�¡�T�+�²ÕY´��Î­Î�Î���§�ÝÑ�ª©��£�ÑX���+¨

ÛX�Î�+�Ç�$�( �¯±�+ßPÐ���«¡ª�ßA�¡�Î� Ò
• ÛX£��Î�Î� Ù �Î�+��Þ$Ó�Ô��+�§¯�����¯©Ñ�Ó��

n −→ ∞ �+�§����«¡ªÎ�+�äßA�¡�

lim
n→∞

∑

n

∆ ~An · ~En =

∫

A

d ~A · ~E

¨)�¡ª |∆ ~An| −→ 0 Ò ���Ç�+�§Ô��+�7¨=£ �����+� ���¡¨©�$­�£�����Ô���Ð���¯��¡¯�³±´�� ¤v�¡��ªÎ�+�¡«¡£���¯�£��T� ÕY´��Î­Î�(���§�ÝÑ_ª
Ñ�Ó��7���Ç�hðý����«z³±´�� ~En

­Î�+�¡��íR���+������£��7�T�����Ú�¹¥��Ç­Îª§�Ç�+�§ªX�T��­7ùz«ÉÐ��Î�T�+���¡��ªÎ�+¯��(��«X¢
 

 &���T­§ª(Ð��T���¡¯±� "
ùT£��� �ª§�Ç´��T�+�\®¹ï

� Ì�Í ð �¡��ß°�+�§ªÎ�+�Q�T��­3ùz«ÉÐ��Î�T�+���¡��ªÎ�+¯��(��«²�¡�WÏ[£�¯±�+«¡ ±´�´��Î���¡����ªÎ�+�1��£T­
í*ß°´�Ô��+� ~E = 1
4πε0

(Q~r)/r3 =
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1

�

ϕ

ρ = sin ϑ

ϑ

9

1
4πε0

(Q~er)/r
2 �T��­ �P´�£�«Ç´�¨òÔ�Ñ��+«Ç���+�¡�T�+���v£��� �ª§«É����£���¯ Q ­Î�+� ÒÛ7��­g�ÿ��ªÎ�+¯��(��« ∫

A
d ~A · ~E �+��ª§��Ð�«¡ªI��£��x���Ç��Þ$£

~er
¦�����â

��«¡«Ç�+«Ç�+��íh�(�����É��«Ç�+� Ï*´�¨)¦R´��T�+��ªÎ�+� ���+�Iùz«ÉÐ��Î�T�+�T­Îª§ÓT�Î ±�
d ~A Òðñ�¡�7���§Ô��+�¡ªÎ�+�3ßA�Ç�$���+�7¨)�¡ª7���+�*�¡�����+� �v��¬�­§�¡ bÓ�Ô�«¡�Ç�Î�T�+��íZ�+ª�â

ßP��­a�����(��«ÉÐ�­Î­§�¡¯±�+� Ï�´�¨)¦�´��T�+��ªÎ�+�T­Î�(���Î�+�¡Ô�ß°�+�Ç­(�Ú³±´���ÕY�+ �ªÎ´�â
�Î�+��Ê

~r = (x, y, z) Ò Û7��ÔR�+��£���ªÎ�+�Î���§ÓT�Î ±�+�5ßA�¡����Ð�¨)«¡�Ç�Î�h���Ç�YØA��â­§�Ç­§³±�+ �ªÎ´��Î�+�
~ex, ~ey, ~ez

£��T��­§¦����Î�+��£��T­�­Î´ ���Î���Î�+�¡Ô����§Ô��+�¡ª Ò$Ò$Ò
x = r sinϑ cosϕ

y = r sinϑ sinϕ

z = r cosϑ

Ö
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ðñ�¡��ßPÐ���«Ç�+�b«Ç´� ���«Ç�7Ï*´�´��Î���¡����ªÎ�+�����(�T­Î�+�3¦����(��«¡«Ç�+«�Þ$£

∂~r

∂r

∣∣∣∣
ϑ,ϕ= ������� �

,
∂~r

∂ϑ

∣∣∣∣
r,ϕ= �����	� �︸ ︷︷ ︸

∼ 
��
�������
�����

,
∂~r

∂ϕ

∣∣∣∣
ϑ,r= ������� �︸ ︷︷ ︸

∼ ���������	���������

.

Û7��¨)�¡ª��+�§¯��¡Ô�ª�­§�Ç�(�

∂~r

∂r
=




sinϑ cosϕ
sinϑ sinϕ

cosϑ


 = ~er,

∂~r

∂ϑ
= r




cosϑ cosϕ
cosϑ sinϕ
− sinϑ


 = r ~eϑ,

∂~r

∂ϕ
= r



− sinϑ sinϕ
sinϑ cosϕ

0


 = r sinϑ~eϕ

£��T���$­�Ño´�«¡¯�ª
í��T�
�
~er
í
~eϑ

£��T�
~eϕ

ß°�$�(�T­Î�+«Ç­Î�+�¡ª§�¡¯á­(�+�� ��Î�$�(��ª�£��T���T´��§¨)�Ç�+�§ª�­§�¡�T� Ò¤Y­X¯��¡«¡ª ~E ‖ ~er
¢_�(�����É��«Ç�5ã�£T­§�§�Ç�(��ª§£���¯����$­[ùT�+«Ç���$­XÔ��+�zÏ[£�¯±�+«Ç´�Ô��+�"!\Ð��Î�T�,® Ò Û[�$­§����«¡Ô�¯±�+��Ó�¯�ª7�$­
íR���Ç�ùz«ÉÐ��Î�T�ò­Î�+�� ��Î�$�(��ª�Þ$£

~er
£��T���T��¨)�¡ª����+�äùz«ÉÐ��Î�T�+��³±�+ �ªÎ´��X¦����(��«¡«Ç�+«�Þ$£

~er
Þ$£äÔR�+ª§�(���(��ªÎ�+� Ò

d ~A‖~er
=

(
∂~r

∂ϑ
dϑ

)
×
(
∂~r

∂ϕ
dϕ

)
= r2 sinϑ~eϑ × ~eϕ dϑ dϕ = r2 sinϑ~er dϑ dϕ

¢¼Ö Ò G ®

ðñ�Ç�[¨²�����¡�I¢¼Ö Ò G ®�­§�Ç�+��ª
í�Þ
�+�¡¯�ª����+��ùz«ÉÐ��Î�T�+��³±�+ �ªÎ´��XßA�Ç�7Ô��+�Tô�ª§�¡¯�ª������Î�3��£ �±�+� ÒõX·¹ê²·¹Ã(ö�÷�½�Æ�ø°å\£��P¤v�§�¡���T�+�§£���¯©���²«Ç�+ª§Þ$ªÎ�$­����+¨©�$­ÎªÎ�+� 
 × í�ÏE��¦ Ò � Ò�� �R­(�+�T¯±�$­(��¯�ª
í��T�
�ò¨²���á���+�aù!«ÉÐ��(�T�+��â³±�+ �ªÎ´��*��£T�Î��ßA�Ç�7Ñ�´�«¡¯�ª��+�§��Ð�«¡ª��±Ê

d ~A‖~er
=

∣∣∣∣∣∣

~ex ~ey ~ez
cosϑ cosϕ cosϑ sinϕ − sinϑ
− sinϑ sinϕ sinϑ cosϕ 0

∣∣∣∣∣∣
· r2dϑdϕ . . .

ã*�T­Î�Î����£�«¡�Ç�(�� �������¨²����­Î�Ç�Î�ä��£T�Î�äÓ�ÔR�+�§«Ç�+¯±�+��í��T�
�©���Ç�7Ï[£�¯±�+« !\Ð��(�T�
d ~A

�+�¡�  ÿú��$�(��ªÎ�$�Î �"7¨)�¡ª ���+�¡ªÎ�+��â
!\Ð��Î�T�+�b�¡��ú��Ç�(��ª§£���¯á���$­ Ù �Î´��� ��Î�+�Ç­Î�$­=¢

r dϑ
®°£��T�����$­�Ï[«Ç�+�¡�� ��Î�+�Ç­Î�$­ò¢

% dϕ = r sinϑdϕ
®��T���Î­ÎªÎ�+«¡«¡ª Ò�b�¡ª=¢¼Ö Ò G ®�­§�¡�T��ßA�¡�A�¡�b���+� ����¯±��í��T��­ Ù ��£ �Tèé­Î�Î�T�Eùz«¡£ ���¡��ªÎ�+¯��(��«!Þ$£�Ô��+�Î�$�Î���T�+��Ê

∫

A

d ~A · ~E =

∫ π

0
dϑ

∫ 2π

0
dϕ r2(ϑ, ϕ)� sin ϑ

1

4πε0

Q

r2�
~er · ~er︸ ︷︷ ︸

=1

= 4π
1

4πε0
Q =

Q

ε0

¢¼Ö Ò G ®

.

A

Q

¢¼å\£���¤v�§�¡���T�+�§£���¯TÊ ∫ π

0 dϑ sinϑ =
∫ +1
−1 d(cos ϑ) = 2

®
ðñ�¡��ÔR�$­Îª(Ð�ª§�¡¯±�+����«Ç­Î´©Ñ_Ó�� �Y£��� �ª§«É����£���¯±�+���T��­ Ù ��£ �Tèé­Î�Î�T� Ù �$­Î�+ª§Þ7Ñ�Ó���Ô��+«¡�Ç�+Ô��¡¯±�

¯±�$­Î�Î��«Ç´�­(­Î�+�T�Eùz«ÉÐ��Î�T�+�b£�¨
Q
ï

ùzÓ��ó¯±�$­Î�Î��«Ç´�­Î­(�+�T��ùz«ÉÐ��Î�T�+��í±���Ç�
Q
���Ç�Î��ª°�+��ª§����«¡ªÎ�+��í��T�+ÔR�+�©­Î�Ç�Î�©���Ç�AØ��+�¡ª§�(Ð�¯±�A���+�

�������+�äÛX£��Î�Î�T­§ªÎ´���¦�£��� �ªÎ�+�b�+��ª§¯±�+¯±�+��¯±�$­Î�+ª§Þ$ªÎ�+��ùz«ÉÐ��Î�T�+���T�+�(��£T­ Ò
∫

A

d ~A · ~E = 0

Û[�+���T��Þ$£�¯±�+�Tô��§�¡¯±�h³±´�«¡«Ç­§ª(Ð��T���¡¯±�=ã*£T­Î���§£T�Î ��Ç­Îª*��£T�Î���¡�ä­§¦���Ð��§�Ç­Î�(�T�+� �z´�«É���§ ±´�´��Î���Ýâ
����ªÎ�+��ß°�+¯±�+�b���+� Ù �Î�+��Þ
�+���¡�

ϑ, ϕ
£�¨©­§ª(Ð��T��«¡�Ç�Î� Ò

��� 
 C6CE8:; � 5�8 8<3 ; � � / ��8�� 
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��Ì�Í Û7��­)�+«Ç�+ �ª§�§�Ç­Î�Î�T��ùT�+«Ç�V�+�¡�T�+�©ã*�T­(��¨)¨)«¡£���¯�³±´�� �v£��� �ª§«É����£���¯±�+�
Qi

�+�§¯��¡Ô�ª©­§�Ç�Î����£��Î�(�V«¡�¡�T�
���Î�
� ÔR�+�§«É��¯±�+�§£���¯3¢���÷��T·¹Ã���»�¿�ë�º�ë�»�½Z®¹íT�T�5�$­�­§�Ç�Î�����Ç�+��£�¨ £�����Ô���Ð���¯��¡¯±�=Ï[�(Ð�Ñ�ªÎ�7�����T���+«¡ª
ï

~E(~r) =
1

4πε0

∑

i

Qi(~r − ~ri)

|~r − ~ri|3
=
∑

i

~Ei(~r)

ÛX�Ç�$­Î�)«¡�¡�T�
���Î� ��£�¦R�+�§¦�´�­§�¡ª§�Ç´��ý�Ç­Îª7Ñ_Ó��ò���Ç�©¤v«Ç�+ �ª§�Î´���¬�����¨)�¡ ý��«¡«¡¯±�+¨©�+�¡�g­(�+���EßA�Ç�Î��ª§�¡¯ Ò ���Ç�©��Ð���¯�ªò�+��¯�T��¨)�¡ª)Þ$£T­(��¨)¨©�+��íY�T�
�Ú���Ç��ù��+«Ç���+�
íY���T���+�Î­²��«Ç­)�¡�V���+� ��¬����Î´���¬�����¨)�¡ �íz«¡�¡�T�
���Î�+��ÛX�ÝÜ��+�Î�+��ª§�É��«¡¯�«Ç�+�Ýâ
�Î��£���¯±�+�V¯±�+��Ó�¯±�+��íóßA�Ç�áßA�¡�)­§¦�Ð�ªÎ�+�ò�T´��Î�V­Î�+�T�+�gß°�+�Î���+� Ò ù���«¡«Ç­�¢_ßA�Ç�á�¡�x���+� �°���Î´�¨©´���¬�����¨)�¡ Ríó���+�
þ��T�$´��§�Ç�²���+�ò­§ª(���§ ±�+�ýðÚ�$�(�T­Î�+«¡ßA�¡�§ �£���¯±�+�\®ò��£T�Î�g���Ç�©ùT�+«Ç���+�h­Î�+«¡ÔT­§ª=�+�¡�T� �!����£���¯äª§�(��¯±�+��í��Ç­Îª=���Ç�)«¡�Ýâ
�T�
���Î� ��£�¦��+�§¦R´�­Î�¡ª§�Ç´������Ç�Î��ª�¨©�+�����+�§«É��£�Ô�ª Ò

�±�+ª§Þ$ª�ß°�+�T���+�äßA�¡��£��T­���Ô�³±´������+� �v£��� �ª§«É����£���¯±�+�����¡��Þ$£ä���+� ������£���¯±­Î���Ç�(��ªÎ�+��Ê

%(~r ′) =

������£���¯
ÕY´�«¡£�¨©�+� ¢_�¡��æT���¡ªÎ�$­§�¡¨²��«8®

=
dQ

dV
.

ÛX�Ç� ��£�¨)¨²��ª§�Ç´��xÓ�Ô��+�hþ!�+�¡«¡«É����£���¯±�+�
Q =

∑
iQi

¯±�+��ª5�T�����gÓ�Ô��+�=�¡�
Q =

∫
V
d3r′%(~r ′)

£��T�IßA�¡�
�+�§����«¡ªÎ�+�

~E(~r) =
1

4πε0

∫

V

d3r′
(~r − ~r ′)
|~r − ~r ′|3 %(~r

′).

ðñ�¡�AÔ��¡«Ç���+����£��ä�T��­ Ù ��£ �Tèé­Î�Î�T�òùz«ÉÐ��Î�T�+���¡��ªÎ�+¯��(��« ∫
A
d ~A · ~E(~r)

£��T��³±�+�§ª(��£T­Î�(�T�+�b���Ç�7�&��ªÎ�+¯��(��ª§�Ç´��T�+�
¢_�¡��æT���¡ªÎ�$­§�¡¨²��«Ç�#��£�¨)¨²��ª§�Ç´��T�+�\®A³±´��

d ~A
£��T�

d3~r ′ Ò
∫

A

d ~A · ~E(~r) =
1

4πε0

∫
d3r′ρ(~r ′)

∫

A

d ~A · (~r − ~r ′)

|~r − ~r ′|3︸ ︷︷ ︸�B8
�
? 8<5�;@8:9

� 5�;B/@8<5 CE3 �-


;B72C

�
A�?


; �

�
8:5

~r ′

¢¼Ö Ò Ö�®

Û7��­*ùz«ÉÐ��(�T�+���¡��ªÎ�+¯��(��«���£T­5¢¼Ö Ò Ö�®A�+�§¯��¡Ô�ª 4π
Ño��«¡«Ç­

r′
�¡���T�+�§����«¡Ô�íR£��T�

0
Ñ¼��«¡«Ç­

r′
��£T­Î­(�+�§����«¡Ô����+�Xù!«ÉÐ��(�T�

«¡�Ç�+¯�ª Ò
=⇒

∫

A

d ~A · ~E(~r) =
1

ε0

∫

V

d3r′ρ(~r ′) =
1

ε0
Q ,

ß°´�Ô��+�
V
�T��­[³±´��

A
�+�¡��¯±�$­Î�Î��«Ç´�­(­Î�+�T�)ÕY´�«¡£�¨©�+���Ç­§ª Ò ðñ�¡�7�+�§����«¡ªÎ�+�I��«Ç­Î´��T��­ Ù ��£ �Tèé­Î�(�T�©�ÿ��ªÎ�+¯��(��«v�¡�

��«¡«¡¯±�+¨©�+�¡�T�+�*ù�´��§¨ Ò
@\Ì�Í çX��ª§Ó��§«¡�Ç�(�©ÔR�+ ±´�¨)¨òªY¨²���á��£T�(�©£�¨)¯±�+ ±�+���§ª°��£T­Y���+¨ Ù ��£ �Tèé­(�Î�T�+� Ù �$­(�+ª§Þ��T��­��P´�£�«Ç´�¨=Ô�â Ù �$­(�+ª§Þ±Ê
ùzÓ��*���Ç� �v£��� �ª§«É����£���¯

Q
ÔR�+�

~rQ
ßP�+�§ªÎ�=¨²���3�T��­��&��ªÎ�+¯��(��« ∫

A
d ~A · ~E(~r)

��£�Ñv�+�¡�T�+�[Ï[£�¯±�+«Ç´�Ô��+�"!\Ð��Î�T�
¢_¨)�¡ª�úX�����¡£T­

R
®°£�¨

~rQ
��£T­
Ê

ã*£T­7���+�=ú*�����É��«Ç­Î¬�¨)¨©�+ª§�§�Ç�)³±´�� ~E(~r)
Ño´�«¡¯�ª ~E(~r) ‖ (~r − ~rQ)

£��T�3¨)�¡ª
R = |~r − ~rQ|

���¡�Î�+ �ªE�T��­
�P´�£�«Ç´�¨=Ô�â Ù �$­Î�+ª§Þ±Ê

4πR2
∣∣∣ ~E(~r)

∣∣∣ =
Q

ε0

=⇒ ~E(~r) =
1

4πε0

Q

R2
~e~r−~rQ

=
1

4πε0

Q

|~r − ~rQ|2
~r − ~rQ
|~r − ~rQ|

�
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/�Ì�Í�� 1�� /410@�� 168 /41 ¤v«Ç�+ �ª§�§�Ç­Î�Î�T�$­�ùT�+«Ç�ñ�+�¡�T�+�a�T´�¨©´�¯±�+�ñ¯±�+«É�����+�T�+� Ï[£�¯±�+«X¨)�¡ª �!����£���¯±­Î���Ç�Î��ªÎ�
ρ£��T�äúX�����¡£T­

R
Ê�ðÚ�+�T���=�T��­ Ù ��£ �Tèé­Î�(�T�$­ Ù �$­(�+ª§Þh��£�ÑY�+�¡�T�EÏ[£�¯±�+«ÝÑ¼Ð��Î�T�ò¨)�¡ª*ú*�����¡£T­

r
����íTß°´�Ô��+����£��

���Ç�E�+�¡��¯±�$­Î�(��«Ç´�­Î­Î�+�T�+� ������£���¯±�+�äÞ,Ð���«Ç�+��Ê
∫

A

d ~A · ~E(~r) =
1

ε0

∫

V

d3r′ρ(~r ′) =
1

ε0
ρ
4π

3

{
r3

Ñ�Ó��
r ≤ R

R3 Ñ�Ó��
r ≥ R

ã*£T­����+��ú*�����É��«Ç­Î¬�¨)¨©�+ª§�§�Ç�7³±´�� ~E(~r)
Ño´�«¡¯�ª�ßA�Ç�7´�Ô��+�

∫

A

d ~A · ~E(~r) = 4π r2
∣∣∣ ~E(~r)

∣∣∣

£��T���T��¨)�¡ª

~E(~r) =
ρ

3ε0

~r

|~r|





r
Ñ�Ó��

r ≤ R

R3

r2
Ñ_Ó��

r ≥ R

ùzÓ��
r ≥ R

����Ô��+�©­Î´�¨)�¡ªóßA�Ç�$���+�Y�T��­ �P´�£�«Ç´�¨=Ô�â Ù �$­Î�+ª§Þ�Ñ_Ó��v�+�¡�T� �v£��� �ª§«É����£���¯
Q = 4π

3 R3ρ
�+�§����«¡ªÎ�+��ï

lYm���m	�a��
��Z{����Z�;��
�qv� ~E(~r)
ÛX�Ç�EÛX�¡³±�+�§¯±�+��Þá¢E
*£T�+«¡«Ç­§ª(Ð��§ ±�,®����$­AÕY�+ �ªÎ´���Ño�+«Ç���$­ ~E(~r)

�Ç­§ª����¹æT���Ç�+�§ªX��«Ç­

���¡³ ~E(~r) = lim
V −→ 0

∫
A
d ~A · ~E(~r)

V

ß°´�Ô��+�
V
�T��­7³±´��

A
�+�¡��¯±�$­Î�Î��«Ç´�­Î­(�+�T�©ÕY´�«¡£�¨©�+�Ú�Ç­§ª
í�ßP�+«Ç�Î�T�$­5��£�Ñ����+�(�v£��� �ª

~r
Þ$£T­(��¨)¨©�+��¯±�+Þ
´�¯±�+�

ßA�¡�Î� Ò�b�¡ª����+¨ Ù ��£ �Tèé­Î�(�T�+� Ù �$­(�+ª§ÞE�+�§¯��¡Ô�ª�­§�Ç�Î�
∫

A

d ~A · ~E(~r) =
1

ε0

∫

V

d3r′ρ(~r ′) ' ρ(~r)

ε0
V ,

ß°´�Ô��+�Z¨²�������Ç�[«Ç�+ª§Þ$ªÎ�7ã*ÔT­Î�Î��Ð�ª§Þ$£���¯Tí�¯�Ó�«¡ª§�¡¯)��£���Ñ_Ó����¡��æT���¡ªÎ�$­§�¡¨²��«Ç�
V
í���£��Î�Î�bã���ß°�+�T��£���¯²���$­A�b�¡ª�â

ªÎ�+«¡ß°�+�§ªÎ­���ª§Þ
�$­�
E�+�§��Ð�«¡ª Ò ¤Y�¡�T­Î�+ª§Þ
�+�ä�+�§¯��¡Ô�ª�­Î�(��«¡�Ç� ��«¡�Ç�Î�

���¡³ ~E(~r) =
ρ(~r)

ε0

��¦�Ð�ªÎ�+�©ßP�+�Î���+��ßA�¡�©���Ç��ÛX�¡³±�+�§¯±�+��Þä��£��Î�Î��ÛX�ÝÜZ�+�Î�+��ª§�É��ª§�Ç´����¡��Ï*´�´��Î���¡����ªÎ�+� ��£T­Î���§ÓT�Î ±�+�W¢����¡³ ~E =
~∇ · ~E ® ÒõX·¹ê²·¹Ã(ö�÷�½�Æ�ø[Ø��+ª§�(���Î��ªÎ�+��ßA�¡�h��£����+�¡�T� �v£��� �ª§«É����£���¯g��«Ç­ Ù �Î�+��Þ+Ño��«¡«��+�¡�T�+�)Ï[£�¯±�+«A¨)�¡ª5�T´�¨©´�¯±�+�T�+�
������£���¯±­§³±�+�§ªÎ�+�¡«¡£���¯ Ò �&�äã*ÔT­Î�Î�����¡ª§ªEÖ Òüû �,®�����Ô��+�äßA�¡�*¯±�$­Î�+�T�+��íR�T�
�©Ñ�Ó��*���Ç� �!����£���¯a���+�XÏ[£�¯±�+« Q =
4π
3 R3ρ

¯��¡«¡ª
í�ß°´�Ô��+�
R
���+��Ï[£�¯±�+«¡�(�����¡£T­*£��T�

ρ
���Ç� �!����£���¯±­Î���Ç�Î��ªÎ�=Ô��+Þ
�+�Ç�Î���T�+ª Ò

��� 8:9��
5 C6CE8 � � 8:96CE3EA C � ?@8:9 �!;�CE8 � 9.A � 9E8 � /B; 
 ; ����� 8<;B; ?@8:9 �!;2CE8 � 9.AD;�? f(t)
5
�
� ;2CE8 �D9.ADCE5

�
;@365�;�CE8 9 ��A

� � t ∈ (x, x + ∆x)3 CE8:CE5����


;�?�5 ;2CE8 �D9E5�8:9

�
A 9�� 5 3 C��B?BAD;B; 7�AD;B; ?BAD3 � ;2CE8 � 9.A

�
5
� �

8 9 ?


9 � / 8<5�;>- 9 � ? 
 72C A 
 3 � ;2CE8:9 � A ����� 
 ; � 8 
 ;�? 8<5�;@8 ��#8 96C ?48<3 � ;2CE8 �D9.A ;�?48<;
5

�
� ;2CE8:9 � A

���
A


3 ��8 ?�9�� � 72C � 8:9.?@8:; �BA � 3 � R x+∆x

x
dt f(t) = f(x + h ∆x)∆x ! �@9 � 
 � 5�;�?@8:3 C8<5�;B8:;"�#8:96C �

�
;
/ 5

�
� ;2CE8:9 � A

��� 0 ≤ h ≤ 1 #
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ùzÓ�� |~r| < R
¯��¡«¡ª����$­§����«¡Ô

���¡³ ~E(~r) =
ρ

ε0
=
Q

ε0

3

4πR3
,

´����+����«¡«¡¯±�+¨©�+�¡�T�+�[��£T­§¯±�$���§ÓT�( �ª

���¡³ ~E(~r) =
Q

ε0
· f(R, r)

¨)�¡ª
f(R, r) =





0
Ñ�Ó��

r > R

3

4πR3

Ñ�Ó��
r ≤ R

�&��ªÎ�+¯��§�Ç�+�§ªv¨²���)��£��©���+�)Ï[«É��¨)¨©�+�(��£T­Î���§£T�( 
f(r,R)

Ó�Ô��+�v�T��­ó¯±�$­(��¨=ªÎ��ÕY´�«¡£�¨©�+��í��+�§��Ð�«¡ªv¨²���©�¹¥T�� �ª
× ß°�+¯±�+� ∫

d3r f(r,R) =
4π

3
R3 3

4πR3
≡ 1 .

¢¼Ö Ò # ®
Ø��+ª§�(���Î��ªÎ�+�bßA�¡���T��­�ÕY�+�§����«¡ªÎ�+�ä³±´��

f(r,R)
Ô��+�

R −→ 0
Ê

f(r = 0, R) −→ ∞ (R −→ 0)

f(r 6= 0, R) −→ 0 (R −→ 0)

¢¼Ö Ò � ®

ã*£�Ñ_¯��§£��T�h³±´�� Ù «Ç�+�Ç�Î��£���¯á¢¼Ö Ò # ®!£��T��¢¼Ö Ò � ®!�+�§¯��¡Ô�ªY­§�Ç�Î��í��T�
� f(r,R)
Ñ_Ó��

R = 0
�+�¡�T�P���Î�+�Ç���¡¨©�+�T­Î�Ç´�����«Ç�

ÛX�¡�(����èé­Î�Î�T�hÛ[�+«¡ª(��Ñ_£��� �ª§�Ç´��
δ3(~r)

�T���Î­ÎªÎ�+«¡«¡ª Ò ÛX�Ç�=Û[�+«¡ª(��Ñ�£��� �ª§�Ç´��� ������b���Ç�+�����Ç�(��ª[ÔR�+�����T���+«¡ªXß°�+�Î���+��í���+���¡��ªÎ�+�Î�$­Î­§�Ç�+�§ªÎ�+� ���$­Î�+��³±�+�§ß°�+�Ç­(�+��ßA�¡���T���T�+�*��£�Ñv�+�¡�ä­§¦�Ð�ªÎ�+�Î�$­*ÏE��¦��¡ªÎ�+«�Ó�ÔR�+��ÛX�Ç­§ª§�§�¡Ô�£�ª§�Ç´��T�+� Ò

×�×
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�²2XBTO*DABZ]_?76Î`©F7O*>�G >�?�F5]_O*D�B
� mon!m	�)|����Zst��y�~�{(�Ý���R�����°qZ~
�Z�R~��t|zs

.
\

\
\

\
\

.

~ra

~rb

Ë�Ì,Í Û7��­)�+«Ç�+ �ª§�§�Ç­Î�(�T��ùT�+«Ç�g�Ç­§ª)�+�¡�T����£�ÑX���Ç��¤v�¡���T�+�¡ªÎ­Î«É����£���¯ý�T´��§¨)�Ç�+�§ªÎ��Ï[�(��Ñ�ª
íß°�+«Ç�(�T�$­��¡�����+�*¤v«Ç�+ �ª§�Î´�­Îª(��ª§�¡ aÞ
�+�¡ª§£�����Ô���Ð���¯��¡¯a�Ç­§ª Òðñ�¡��Ô��+ª§�(���Î��ªÎ�+����£��b���Ç�hã��§Ô��+�¡ª*�����+�¡�T�+�X¤v�¡���T�+�¡ªÎ­Î«É����£���¯aÔ��+�¡¨ þ��(���T­§¦�´��§ª
��£�Ñv�+�¡�T�+¨ ðÚ�+¯©³±´��

~ra
�����Î�

~rb
Ê

W =

∫ ~rb

~ra

d~r ·E(~r) = −U

ß°´�Ô��+�
U
���Ç� �9��Ä�½T½�÷�½�ÆáÞ$ßA�Ç­Î�(�T�+�b���+� �Y£��� �ªÎ�+�

~ra
£��T�

~rb
�T���Î­ÎªÎ�+«¡«¡ª ÒÛ7��­)´�Ô��¡¯±���&��ªÎ�+¯��(��«¼ív£��T�V�T��¨)�¡ª©���Ç� ��¦�������£���¯

U
ív­(´�«¡«¡ªÎ��ß°�+¯�£�����Ô���Ð���¯��¡¯

­Î�+�¡����­Î´��T­§ªa ±ô�����ªÎ�Ú��£�Ñh�+�¡�T�+¨ ¯±�$­(�Î��«Ç´�­Î­Î�+�T�+� ðÚ�+¯Vã*�§ÔR�+�¡ªa¯±�+«Ç�+�Ç­§ªÎ�+ª�£��T� �+�¡� ��·¹Ã ��·+º�÷�÷�ê ê©»��+ë!�Ç·
 ±´��T­§ª§�§£��Ç�+�§ª*ß°�+�Î���+� Ò Û7��Þ$£�Ô��+ª§�(���Î��ªÎ�=¨²�����T�+Ô��+�T­§ªÎ�+�T�+�T���Eã*Ô�Ô��¡«Ç��£���¯ Ò

.

.
I

II

~ra

~rb
ù���«¡«Ç­ ∫ ~rb

~ra
d~r · ~E(~r)

³±´�¨ ðÚ�+¯ä��Ô���Ð���¯��¡¯Tí���«Ç­Î´aÑ�Ó��7���Ç�5ðÚ�+¯±�)��£��T���Î�A³±�+��â
­Î�Î���Ç�$���+�3�Ç­§ª
íR­Î´áßAÓ��Î���ò¨²������£��Î�(�3Ø��+ßP�+¯�£���¯�Þ Ò Ø Ò �+��ª§«É����¯����$­XðÚ�+¯±�$­[�ÿâÿ�Î�Þ$ßP���XÞ$£�¨¶ã*£T­§¯�����¯±­§¦�£��� �ª

~ra
Þ$£��§ÓT�( � ±�+���Î�+��íR��Ð�ª§ªÎ�5��ÔR�+�Xã��§Ô��+�¡ª�¯±�+ßP´����T�+� ÒÛ[���(��£T­PÑo´�«¡¯�ª
í��T�
� −U(~r) =

∫ ~r

~r0
d~r · ~E(~r)

ª(��ªÎ­(Ð��(��«¡�Ç�Î����£��A³±´��
~r
��Ô���Ð���¯�ª Ò ~r0�Ç­§ªAÔR�+«¡�Ç�+Ô��¡¯Tí\��ÔR�+�AÑo�$­§ª Ò

� Ì�Í Û7��¨)�¡ª� ±´�¨)¨©�+��ßA�¡��Þ$£���Û[�¹æT���¡ª§�Ç´��ä���$­ �z´�ªÎ�+��ª§�É��«Ç­
Ê

ϕ(~r) = −
∫ ~r

~r0

d~r · ~E(~r) + ϕ(~r0)

ß°´�Ô��+�
ϕ(~r0)

Ô��+«¡�Ç�+Ô��¡¯Tí���«Ç­Î´hÑ��Î�+��ßPÐ���«¡Ô����*�Ç­§ª=¢_Þ Ò Ø Ò ϕ(∞) = 0
® Ò Û7��¨)�¡ª��+�§¯��¡Ô�ª�­§�Ç�(�ä���Ç����¦�������£���¯ U��«Ç­

U = −
∫ ~rb

~ra

d~r · ~E(~r) = ϕ(~rb) − ϕ(~ra) .

ðñ�¡��«Ç�+�¡ªÎ�+����£����+�¡�T�EÛ7���Î­§ªÎ�+«¡«¡£���¯²���$­*¤v�T�+�§¯��Ç�$­(��ª§Þ
�$­[��£T­����+��Ø��+ß°�+¯�£���¯±­Î¯�«Ç�+�Ç�Î��£���¯��+�¡�T�$­�¨²��­Î­§�¡³±�+�
������£���¯±­§ª§�(Ð�¯±�+�Î­X���+��������£���¯

q
�T�+�
Ê
m~̈r = q ~E(~r) =⇒ m~̇r · ~̈r = q~̇r · ~E(~r)

�b�¡ª d
dt

(~̇r · ~̇r) = ~̈r · ~̇r + ~̇r · ~̈r Ño´�«¡¯�ª d
dt

(m
2 ~̇r

2) = q~̇r · ~E(~r) Ò ÛX£��Î�Î�b�ÿ��ªÎ�+¯��§�Ç�+�Î�+�b�+�§¯��¡Ô�ª�­§�Ç�(�ä�T���(��£T­
∫ tb

ta

dt
d

dt

(m
2
~̇r 2
)

= q

∫ tb

ta

dt
d~r

dt
· ~E(~r) = q

∫ ~rb

~ra

d~r · ~E(~r)

=⇒ 1

2
m~̇r 2tb −

1

2
m~̇r 2ta = −q(ϕ(~rb) − ϕ(~ra)) .Û[�+�X¤Y�T�+�§¯��Ç�$­(��ª§ÞhÑ_Ó��X�+�¡�T�+� �!����£���¯±­§ª§�(Ð�¯±�+�7���+�X�3��­Î­Î�

m
£��T� �!����£���¯

q
 ������b¨²�����T���T�+�XÑo´�«¡¯±�+��â

���+�§¨²�
�±�+�b­(�Î���Î�+�¡Ô��+��Ê
1

2
m~̇r 2tb + qϕ(~̇rb) =

1

2
m~̇r 2ta + qϕ(~̇ra) ,ß°´�Ô��+�[���+���§�+ß°�+�¡«Ç­a�+�Î­§ªÎ�äþ!�+�§¨ ���Ç�ä ��¡�T�+ª§�Ç­Î�(�T�b¤Y�T�+�§¯��Ç�äÔ��$­Î�Î���Î�+�¡Ô�ª
íP���+���§�+ß°�+�¡«Ç­áÞ$ß°�+�¡ªÎ��þ��+�§¨ ���Ç�

¦�´�ªÎ�+��ª§�Ç�+«¡«Ç�=¤Y�T�+�§¯��Ç�E�¡¨ �+«Ç�+ �ª§�§�Ç­Î�Î�T�+��ùT�+«Ç� Ò	 ½Tê²·¹Ã�ö,÷�½�Æ�ø°ÛX�Ç�7ù!«ÉÐ��(�T�+�I¢_�¡¨
2
âÿ���¡¨©�+�T­§�Ç´�����«Ç�+��Ê ���¡���Ç�+�\®P¨)�¡ªA ±´��T­§ª(����ªÎ�+¨ �!´�ªÎ�+��ª§�É��«!�T�+� �±�+��� )�£��Ýâ

¦�´�ªÎ�+��ª§�É��« !\Ð��Î�T�+� Ò

×
û
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� m���m��©{�|��Y�t���\~
Ë�Ì,Í ð �Ç��ÔR�$­§ª§�¡¨)¨©�+� ßA�¡�©Ô��+��¯±�+¯±�+ÔR�+�T�+¨

ϕ(~r)
�T��­á�+«Ç�+ �ª§�§�Ç­Î�(�T�äùT�+«Ç� ~E(~r) � ð �¡�²¨=ÓT­Î­Î�+� ���Ç�+�§ÔR�+�

Ô��
���Î��ªÎ�+��í\�T�
�
ϕ(~r)

�+�¡� �� ���«É����Ño�+«Ç�Zí ~E(~r)
���¡��¯±�+¯±�+�b�+�¡�äÕY�+ �ªÎ´���Ño�+«Ç��Ô��¡«Ç���+ª Òðñ�¡�����ÝÜ��+�Î�+��Þ$�Ç�+�Î�+�bÞ$£T�+�Î­§ª������(�

~r
Ê

ϕ(~r + ∆~r) − ϕ(~r) = −
∫ ~r+∆~r

~r

d~r · ~E(~r)

ÛX£��Î�Î��ã���ß°�+�T��£���¯á���$­��ä�¡ª§ªÎ�+«¡ßP�+�§ªÎ­(��ª§Þ
�$­� �������¨²����Ñ�Ó��A �«Ç�+�¡�T�
∆~r

�T��­��&��ªÎ�+¯��(��«z��£��Î�Î�

ϕ(~r + ∆~r) − ϕ(~r) = −E(~r) · ∆~r + O(ε2)
¢ # Ò¡× ®

��ÔT­Î�(��Ð�ª§Þ
�+��íTß°´�Ô��+� O(ε2)
ßA�Ç�EÓ�Ô�«¡�Ç�Î�bú*�$­§ª§ªÎ�+�§¨©�7���+�Xà*�Î����£���¯

ε2
ÔR�+Þ
�+�Ç�(���T�+�ä¨)�¡ª |∆~r| ≈ ε ÒÕY�+�§ßP�+�T���+ª!¨²���ò���T­Îª(��ª§ª�³±´��

~r
���$­Î­Î�+�=Ï*´�¨)¦R´��T�+��ªÎ�+�

x, y, z
í
­(´� ������E¨²���h���Ç� �z´�ªÎ�+��ª§�É��«Ç���ÝÜZ�+�Î�+��Þ

�¡� Ù «Ç�+�Ç�(��£���¯3¢ # Ò¡× ®A��£T�Î��Ño´�«¡¯±�+�T���+�§¨²�
�±�+�3­Î�Î���Î�+�¡Ô��+��Ê

ϕ(x+ ∆x, y + ∆y, z + ∆z) − ϕ(x, y, z) =
ϕ(x+ ∆x, y + ∆y, z + ∆z) − ϕ(x, y + ∆y, z + ∆z)
+ϕ(x, y + ∆y, z + ∆z) − ϕ(x, y, z + ∆z)
+ϕ(x, y, z + ∆z) − ϕ(x, y, z)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

��«Ç­A¦����§ª§�Ç�+«¡«Ç�=ã*Ô�«Ç�+�¡ª§£���¯±�+��Ê
∂ϕ
∂x

|x,y+∆y,z+∆z∆x
∂ϕ
∂y

|x,y,z+∆z∆y
∂ϕ
∂z |x,y,z∆zÛX£��Î�Î��þ!�$¬�«Ç´���âÿ¤v��ªÿßA�Ç�Î �«¡£���¯ä���+��¦����§ª§�Ç�+«¡«Ç�+��ã�Ô�«Ç�+�¡ª§£���¯±�+�b«ÉÐ
��ª*­§�Ç�(�ä���+���+�Î­§ªÎ�=þ��+�§¨ �¡�

∆x
³±�+�Î�+�¡��Ñ¼��â

�Î�T�+��Ê
∂ϕ

∂x
|x,y+∆y,z+∆z∆x =

∂ϕ

∂x
|x,y,z∆x +

∂ϕ

∂x∂y
|x,y,z+∆z∆x∆y +

∂ϕ

∂x∂z
|x,y+∆y,z∆x∆z

=
∂ϕ

∂x
|x,y,z∆x +O(ε2)

Û7��¨)�¡ª��+�§¯��¡Ô�ª�­§�Ç�(��Ñ�Ó������Ç���!´�ªÎ�+��ª§�É��«Ç���ÝÜ��+�Î�+��Þ5Þ$£��*à*�Î����£���¯
ε
­(�Î��«¡�Ç� ��«¡�Ç�Î�

∆ϕ = ϕ(~r + ∆~r) − ϕ(~r) ≈ ∂ϕ

∂x
|x,y,z∆x +

∂ϕ

∂y
|x,y,z∆y +

∂ϕ

∂z
|x,y,z∆z

= (
∂ϕ

∂x
,
∂ϕ

∂y
,
∂ϕ

∂z
) ·




∆x
∆y
∆z


 =

¯��(���
ϕ · ∆~r , ¢ # Òüû ®

´����+���¡�bÛX�ÝÜZ�+�Î�+��ª§�É��«Ç­Î�(���Î�+�¡Ô�ß°�+�Ç­(�
dϕ =

¯��(���
ϕ · d~r í�ß°´�Ô��+��¯��(��� ϕ = (∂ϕ

∂x ,
∂ϕ
∂y ,

∂ϕ
∂z ) Ò ÕY�+�§¯�«Ç�+�Ç�Î�T�+�3ßA�¡�Ù «Ç�+�Ç�(��£���¯�¢ # Òüû ®P¨)�¡ª Ù «Ç�+�Ç�Î��£���¯3¢ # Ò¡× ®¹í�­Î´)�+�§ ±�+���T�+�äßA�¡�

~E(~r) = − ¯��(��� ϕ(~r) .
ã*£T­

∆ϕ =
¯��(���

ϕ·∆~r Ño´�«¡¯�ª
í,�T�
�����+�!ÕY�+ �ªÎ´���¯��(��� ϕ �¡¨)¨©�+�!­Î�+�� ��Î�$�Î��ªz��£�ÑT���+� � )�£��¡¦�´�ªÎ�+��ª§�É��« !\Ð��Î�T�+�­§ªÎ�+��ª
ÊRåR�+�¡¯�ª[���+��ÕY�+ �ªÎ´��
∆~r

�¡�bú��Ç�(��ª§£���¯����+� �z´�ªÎ�+��ª§�É��« !\Ð��(�T�+��í�­Î´)�Ç­§ª
∆ϕ = 0

�\­§ªÎ�+��ª
∆~r

�T��¯±�+¯±�+�
­Î�+�� ��Î�$�Î��ªá��£�ÑX���+� �z´�ªÎ�+��ª§�É��« !\Ð��Î�T�+��í�­Î´��Ç­§ª

∆ϕ
¨²��¥��¡¨²��« Ò ¤Y�¡�T� 2

âÿ���¡¨©�+�T­Î�Ç´�����«Ç�äã*��ß°�+�T��£���¯ý�¡¨
ª(Ð�¯�«¡�Ç�Î�T�+� ���+Ô��+�ä­§�¡�T�����Ç� �Xô��T�+��«¡�¡���Ç�+�b���+���!���T�� ����§ªÎ�+��í\­§�Ç�+�T�7ã�Ô�Ô��¡«Ç��£���¯ ×�Ò
� Ì�Í ð �¡�E­Î�+ª§Þ
�+����£��Ú�¡�Ú�T��­7ðÚ�+¯��¡��ªÎ�+¯��(��« ∫ ~r

~r0
d~r · ~E(~r)

���Ç�)�i���+��ª§�¡ª(Ð�ª ~E(~r) = − ¯��(��� ϕ(~r)
�+�¡��£��T�

�+�§����«¡ªÎ�+�b­(´©��£�Ñz£�¨)¯±�+ ±�+���§ªÎ�+¨ ðÚ�+¯±�E���Ç�7£��Î­§¦��§Ó���¯�«¡�Ç�(�T�=Û[�¹æT���¡ª§�Ç´��b���$­��z´�ªÎ�+��ª§�É��«Ç­,Ê
∫ ~r

~r0

d~r · ~E(~r) = −
∫ ~r

~r0

d~r
¯��(���

ϕ(~r) = −
∫ ϕ(~r)

ϕ(~r0)
dϕ = −(ϕ(~r) − ϕ(~r0))

×��



� � ��"['Î��'Î
������Ç"+#&%�'��Y���i'Î�R���8�����!��'Î�h����������'Î�\�

x

y

.

h = const.

grad h

ã�Ô�Ô��¡«Ç��£���¯ × Ê0�*ô��T�+��«¡�¡���Ç�+��£��T� Ù �(�����Ç�+��ª

��Ì�Í����<:�� �'.<: /'3 � � /03 &�/ ùT´�«¡¯±�+�T���=çX´�ª(��ª§�Ç´��T�+�ä­§�¡�T��Ð�)�£��¡³���«Ç�+��ª
Ê

¯��(���
ϕ =

(
∂ϕ

∂x
,
∂ϕ

∂y
,
∂ϕ

∂z

)
=

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
ϕ(x, y, z) = ~∇ϕ

Û7��ÔR�+�Z�Ç­Îª
( ∂

∂x ,
∂
∂y ,

∂
∂z )

�+�¡�äÛX�ÝÜZ�+�Î�+��ª§�É��«Ç´�¦��+�(��ªÎ´���£��T� ~∇ ßA�¡�Î�b��«Ç­�çX��Ô�«É��´�¦��+�(��ªÎ´����EÔ��+Þ
�+�Ç�Î���T�+ª Ò
@\Ì�Í�� /03 & D43 /4* ðñ�¡�vÔ��+ª§�(���Î��ªÎ�+�á���Ç���T´�¨©´�¯±�+�T�+� ������£���¯ò��£�Ñ��+�¡�T�+�YÏ[£�¯±�+«T¨)�¡ª ������£���¯±­Î���Ç�(��ªÎ�

ρ
£��T�

ú*�����¡£T­
R Ò Û7�����3�+�§¯��¡Ô�ªE­Î�Ç�Î�3¨)�¡ª=Ö Òüû �,®AÑ�Ó��7�T��­>�!´�ªÎ�+��ª§�É��«��¡��ã�Ô���Ð���¯��¡¯� ±�+�¡ª7³±´�� ~r ¢_ðÚ�+¯���£�Ñ����+¨ú*�����¡£T­�ß°�+¯±�+�ä«Ç�+�Ç�(��ªÎ�+�Î�+�[ú��$�(����£���¯�®�£��T��Ñ_Ó��

~r0 = ∞ Ê

ϕ(~r) =

∫ ~r

∞
d~r ·E(~r) + ϕ(∞) =





4

3

ρR3

4πε0

1

r
r > R

ρ

ε0

(
1

2
R2 − 1

6
r2
)

r ≤ R

/�Ì�Í���/��'. 10/41
	%3E5%@</�	
� :¼Ë0@ 3 /41057/41 �&¨ ùT´�«¡¯±�+�T���+��³±�+�§ß°�+�T���+� ßA�¡�)���Ç��Ï7�+ª§ªÎ�+���Î�+¯±�+«�£��T� �v�Î´�â
��£� �ª§�Î�+¯±�+«ZÑ_Ó��*ã�Ô�«Ç�+�¡ª§£���¯±�+��Ê

×�Ò ¤�­��Ç­§ª ~∇ f(r) = f ′(r)~r
r

í��T� ∂
∂xf(r) = f ′(r) 2x

2
√

x2+y2+z2

¢o������«Ç´�¯²Ñ_Ó��
y
£��T�

z
®P¨)�¡ª

r = |~r| =
√
x2 + y2 + z2 Ò

û�Ò ~∇ (f1(~r) f2(~r)) = (~∇ f1(~r)) f2(~r) + f1(~r)(~∇ f2(~r))

��Ò ÕY�+ �ªÎ´��§�Ç�+«¡«¼Ê
~∇ ( ~V1(~r) · ~V2(~r)) = (~∇ ~V1(~r)) · ~V2(~r) + (~∇ ~V2(~r)) · ~V1(~r)

=

(
~∇
)

( ~V1 )︸ ︷︷ ︸åR�+�¡«Ç�
(
~V2

)

︸ ︷︷ ︸��¦���«¡ªÎ�
+

(
~∇
)

( ~V2 )

(
~V1

)
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ßP´�ÔR�+��Þ Ò Ø Ò
(
~∇
)

( ~V1 ) =




∂
∂xV1x

∂
∂xV1y

∂
∂xV1z

∂
∂y
V1x

∂
∂y
V1y

∂
∂y
V1z

∂
∂zV1x

∂
∂zV1y

∂
∂zV1z


 í�������«Ç´�¯)Ñ�Ó�� V2 Ò

�*�Ç�+��­Î�Ç�+��ªA¨²����í��T�
�5¨²�����T��­�ú��$�Î���T�+�ä¨)�¡ª Ù �(�����Ç�+��ªÎ�+�b��£T�(�ä��«Ç­�ÕY�+ �ªÎ´���âv£��T���3��ª§�§�¡Þ
�+���Î�$�Î����£���¯
��£�Ü���­Î­Î�+�ä ������ Ò �3���ä ���������«Ç­Î´©ÕY�+ �ªÎ´��(������«¡¬�­§�Ç­*¨)�¡ª*���+�*Û[�+³��Ç­Î�7Ô��+ª§�Î�+�¡ÔR�+��Ê\�����(�T�òÛX�ÝÜZ�+�Î�+��Þ$�Ç�+�Î�+�£��T�g����ª§�§�¡Þ
�+��¨ò£�«¡ª§�¡¦�«¡�¡ ���ª§�Ç´�� ¢_£��T�g­§¦�Ð�ªÎ�+�h��£T�(�gÏ[�Î�+£�Þ$¦��Î´���£� �ªh�¡�xÐ�����«¡�Ç�Î�T�+�5ðÚ�+�Ç­Î�,®7¨)�¡ªÎ�+�¡�����T���+�
³±�+�§ª§�(Ð�¯�«¡�Ç�Î��ï
� Ì,Í����45(Ë<* /6& $�3���/4:�/4105�3�Ë * ¤Y­P¯��¡«¡ª

dϕ = ∂ϕ
∂xdx+ ∂ϕ

∂y dy+ ∂ϕ
∂z dz

Ñ_Ó����+�¡�T�*ùT£��� �ª§�Ç´��
ϕ(x, y, z) Ò Û7������Ç­§ª

dϕ
�+�¡�T�=Û*�ÝÜZ�+�Î�+��ª§�É��«ÝÑo´��§¨�Ê

dϕ = ax(x, y, z) dx + ay(x, y, z) dy + az(x, y, z) dz
¨)�¡ª

ax =
∂ϕ

∂x
, . . .

�3����­(��¯�ª��T������Ê
dϕ

�Ç­Îª��+�¡�ýº¼»�º¼Ä��Ç·�¿��7ë 	*·¹ÃÎ·¹½�º�ëoÄ�� Òðñ�¡�Y¯±�+Ô��+�²��£��a�T��­°­(´�¯±�+��������ªÎ�X�ÿ��ªÎ�+¯��(��ª§�Ç´��T­§ ��§�¡ªÎ�+�§�¡£�¨ ����Ê±�i­§ª
ϕ
Þ$ßP�+�¡¨²��«R­ÎªÎ�+ª§�¡¯=���ÝÜ��+�Î�+��Þ$�Ç�+�§Ô����
í

�T������¯��¡«¡ª�¨)�¡ª*´�Ô��¡¯±�+¨
ax, ay, az

∂ax

∂y
=

∂

∂y
(
∂

∂x
ϕ) =

∂2

∂y∂x
ϕ

(∗)
=

∂2

∂x∂y
ϕ =

∂

∂x
(
∂

∂y
ϕ) =

∂ay

∂x

� Ò � Ò �$­A¯��¡«¡ª*���Ç� Ù «Ç�+�Ç�Î���T�+�¡ª*ÔR�+�°¢�
�®
� Ò Û7������Ño´�«¡¯�ªA¨)�¡ª (~a×~b)z = axby − aybx
Ê

∂

∂x
ay −

∂

∂y
ax = 0 ⇐⇒


~∇×




ax

ay

az






z

= 0
Ñ�Ó��




ax

ay

az


 = ~∇ϕ

Û7��­A�T´�ªÿßP�+�T���¡¯±�òÏ[�§�¡ªÎ�+�§�¡£�¨¶�T��Ñ_Ó��
í��T�
�©�+�¡�T�EÛX�ÝÜ��+�Î�+��ª§�É��«ÝÑ�´��§¨¶�+�¡��ªÎ´�ª(��«Ç�$­�ÛX�ÝÜZ�+�Î�+��ª§�É��«��Ç­Îª
í��Ç­§ª���«Ç­Î´

~∇×




ax

ay

az


 = 0 .

�b�¡ª



ax

ay

az


 = ~∇ϕ Ñ�´�«¡¯�ª���£�Ñ�¯��§£��T�ä���+�AÕY�+�§ª(��£T­Î�(��Ô����§ ±�+�¡ª7���+��¦����§ª§�Ç�+«¡«Ç�+�äÛX�ÝÜZ�+�Î�+��ª§�É��ª§�Ç´��T�+�

~∇× (~∇φ) = 0 =⇒ (~∇× ~∇)︸ ︷︷ ︸� � ��8 � 9.A4F
φ = 0 .

���+ª§Þ$ªÎ�+�Î�$­*�Ç­§ª�­Î�+���A�¡��ª§£��¡ª§�¡³RÊ ~∇× ~∇ = 0 Ò
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 ; ��8<;�� ∂2

∂x1∂x2

(p) =
∂2

∂x2∂x1

(p) , p ∈ D

× G
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8\Ì�Í �C/03 &�D23E/2*���� /4:"* /'3-5%� 168�@</4:���165 : � D43 / δQ
�¡¨ ×�Ò �X��£�¦�ªÎ­���ª§Þ=���+��þ��T�+�§¨©´���¬�����¨)�¡ 

δQ = dU − p dV

�Ç­§ªA ±�+�¡��ªÎ´�ª(��«Ç�$­*ÛX�ÝÜ��+�Î�+��ª§�É��« Òã*��������¨©��Ê
δQ

­Î�+���+�¡�)ªÎ´�ª(��«Ç�$­YÛX�ÝÜ��+�Î�+��ª§�É��« Ò Û7�����)�Ç­§ªzÑ_Ó��v�+�¡�)�Ç���
��«Ç�$­ Ù ��­ Q ßP�+¯±�+�
dU = nCV dT£��T�

p = nRT/V
��Ô���Ð���¯��¡¯²³±´��

T
£��T�

V
£��T�ä�$­��+�§¯��¡Ô�ª�­§�Ç�(�

δQ = nCV dT +
nRT

V
dV .

ÛX�Ç�$­5���Ç� �±� ∂Q
∂T

= nCV
£��T� ∂Q

∂V
= nR T

V

�ó���$­§ß°�+�¡ªÎ�+�Î�+�V¯±�+«¡ªÎ�aÑ�Ó��
δQ

��«Ç­5ªÎ´�ª(��«Ç�$­)ÛX�ÝÜ��+�Î�+��ª§�É��«����Ç�
�i���+��ª§�¡ª(Ð�ª ∂

∂V
(∂Q

∂T
) = ∂

∂T
(∂Q

∂V
) Ò ¤Y­E�Ç­Îª ∂

∂V
(nCV ) = 0

íz��ÔR�+� ∂
∂T

(n R T
V

) = nR
V

6= 0
í�ßP��­EÞ$£g�+�¡�T�+¨

ðñ�Ç���+�Î­§¦��§£T�Î�äÑ_Ó����§ª Ò ã*«Ç­Î´h�Ç­§ª δQ  ±�+�¡��ªÎ´�ª(��«Ç�$­*ÛX�ÝÜ��+�Î�+��ª§�É��« Òðñ�¡��³±�+�Î­§£T�Î�T�+���T���T�+�
í��+�¡�T�+��­Î´�¯ Ò �¡��ªÎ�+¯��§�Ç�+�Î�+�T���+�äù\�� �ªÎ´�� f(T )
Þ$£áæT�T���+��í�­Î´5�T�
�hÑ�Ó��

f(T ) δQ =
f(T )nCV dT + f(T )nR T

V dV
���Ç� Ù «Ç�+�Ç�Î��£���¯

∂

∂V
(f(T )nCV ) =

∂

∂T

(
f(T )

nRT

V

)
= 0

�+��Ñ�Ó�«¡«¡ª)�Ç­§ª Ò ÛX�+�©�+�Î­ÎªÎ��þ��+�§¨ �Ç­§ª)´�ÜZ�+�T­§�Ç�Î��ª§«¡�Ç�Î� ¯�«Ç�+�Ç�Î�
0 Ò ÛX�Ç�$­)�+��Ñ�´��Î���+�§ª ∂

∂T (f(T )n R T
V ) = 0

íY��«Ç­(´
f(T ) = c

T

í�ß°´�Ô��+�
c =

�$´��T­§ª Òðñ�¡�����¹æT���Ç�+�Î�+�b�T���T�+�
dS = δQ

T

��«Ç­AªÎ´�ª(��«Ç�$­*ÛX�ÝÜ��+�Î�+��ª§�É��«!���+����÷�¿¹º¼Ä�½ ��¿�Æ�Ã � #v·	�

S(T, V ) =

∫ S(T,V )

S(T0,V0)
dS + S(T0, V0) ,

���+�
�P½\º�Ã�» �Rëo· Ò
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