7 Coulombkraft und Gaufs’sches Gesetz

7. Coulombkraft und Gaul’sches Gesetz fiir das elektrostatische
Feld; Flachen- und Volumenintegration

7.1. Coulombkraft, das elektrische Feld, allgemeine Felder

In der Mechanik (und der Experimentalphysik I) geht man von dem Newton’schen Kraftgesetz
aus:

a). %(mf)’) = F oder konkreter

d27(t PP—
m d;gL mi* = F(F, 1)

mit noch allgemein gehaltenen Kriften F. In einem Inertialsystem {€é;} gilt fiir die kartesischen
Koordinaten {z;} des (abstrakten) Vektors 7= ), z;€:

mi; = Fi(zy, &;,1), (7.1)

also keine Beschleunigung ohne Kréfte.

Gleichung (7.1) ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir den (Orts-)Vektor in Ab-
héngigkeit der Zeit. Ein physikalischer Vektor besitzt ein klar definiertes Verhalten unter Dre-
hungen: Die Newton’sche Bewegungsgleichung ist forminvariant unter Drehungen, sofern man
die Krifte mitdreht — auch die Kraft ist ein Vektor!

Wir haben bereits einige Krifte kennengelernt:

e Die Gravitationskraft (Newton)

mM 7

F=- r2 r

ist die Kraft eines Zentralkdrpers der Masse M auf einen Korper der Masse m im Abstand

—

r.

Bemerkung: Zur Berechnung der Gravitationskraft benutzen wir das Modell einer punkt-
formigen Masse mit Eigenvolumen V' = 0.

e Die Federkraft bei Auslenkung 77— 7y aus der Ruhelage 7 ist

F = —k(F— 7)) (7.2)

Bemerkung: Dies gilt nur bei kleinen Auslenkungen aus der Ruhelage, denn es handelt
sich hier um eine lineare Ndherung durch Taylor-Entwicklung. Allgemein ist F' = K(7—7)
mit einer 3 x 3-Matrix K.

b).

e Die Coulombkraft zwischen zwei (statischen) Ladungen ¢ und @) mit dem Abstandsvektor
7= 74 — 7g ist dhnlich der Gravitations-Kraft, nur viel starker und auch abstofend:

= 1 qQr iy .o
FGoulomb = 7 2 4“1 e
TQ
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Die elektrische Ladung ist eine Eigenschaft der Korper, welche unabhdngig von der Masse
ist: So besitzen Positronen und Protonen gleiche Ladungen bei verschiedenen Massen. Die
(ruhe)masselosen Photonen haben keine elektrische Ladung.

Anmerkung: In der modernen Quantenchromodynamik, der Theorie fiir starke Wechsel-
wirkungen, haben Gluonen zunédchst keine Masse, aber eine verallgemeinerte Ladung

Wir gehen jetzt ndher auf die Coulombkraft ein. Vorerst wollen wir uns auf die Elektrostatik, die
Beschreibung von Kraftwirkungen zwischen unbewegten elektrischen Ladungen, konzentrieren.
Dazu dient uns das sogenannte Nahwirkungsbild:
Wir stellen uns vor, die Ladung Q) erzeugt ein elektrisches Feld
() _ 1 Q@ (F-7q)

q  dmeg |7 — 7ol |F— gl

E(F) =

(7.3)

welches dann auf die Probeladung ¢ die Kraft qﬁ(f’q) = F’(Fq) ausiibt. Dabei ist ¢ so klein zu
halten, daf es nicht zu Riickwirkungen auf die Lage der Ladung () kommt.

Die wirkliche eigensténdige Existenz eines solchen Feldes wird erst in der Elektrodynamik bei
der Diskussion elektromagnetischer Wellen klar, wobei die Existenz der erzeugenden Ladungen
in den Hintergrund tritt. Das Ziel ist hierbei z. B. die Behandlung von Radiowellen, ohne auf
Details ihrer Erzeugung einzugehen.

c). Der Begriff Feld impliziert einen gegeben (,angehefteten”) Wert
Suamlmgsfe]d des Feldes an jedem Punkt des Raumes. Das Feld ist also eine Funk-

ARRAAA A2 xax tion der Raumkoordinaten, z. B.
ARRRARAARAREARN

ARARAAAAARAR e bei einem Temperaturfeld der Wert der Temperatur
ARRRAARARRRA

PRARPAARAIAARANR e bei einem Druckfeld der Wert des Druckes
PEIFPAIAPRIARPAA

PRIAPPPIIFAR e bei einem Stromungsfeld die Komponenten des Geschwindig-

keitsvektors der Stromung (Gas, Fliissigkeit)

e in der Elektrostatik die Komponenten des elektrischen Feldes
Wir unterscheiden

e Skalarfelder: Im Sinne der Definition beschreiben wir das Feld f(7) in Abhéngigkeit des
abstrakten Ortsvektors 7. In der Physik hat sich jedoch eine dquivalente (aber etwas
schlampige) Schreibweise eingebiirgert!: f(x1,z2,23) = f(%) = f(7).

Bei Drehungen des Bezugsystems erhélt man eine neue Funktion f’ und es gilt

——————— =y

fl(xllamévré) :f(l'l,fEQ,fE;}) (I '.I

! Physiker lieben Koordinaten!
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(,Neues f in neuen Koordinaten = Altes f in alten Koordinaten®)

Beispiel (zur Vereinfachung mit Translationen): f sei jetzt das Feld einer Variablen z.
Bei einer Translation des Koordinatenursprungs um o gilt dann f'(z' = 2+ 0) = f(z),
siehe vorangehende Abbildung.

Bemerkung: In [4] ist dieser Abschnitt mit Vorsicht zu geniefen!

e Vektorfelder: V(7) wird in Komponenten zerlegt und mit V;(xy, 22, x3), (i = 1,2,3) oder
kurz mit V' (Z) bzw. V(7), s. 0. bezeichnet.

Bei Drehungen entsteht ein gedrehtes Vektorfeld in gedrehten Koordinaten, was einer
Drehung auf dem Vektorfeld in alten Koordinaten entspricht:

VI(@)=DV(Z) mit &=D&

bzw. £ =D 'Z =D"7, da D-DT =1

— |V'(DZ) =DV (Z)

Beispiel: Das elektrische Feld ist ein Vektorfeld!
e Tensorfelder: Zur Vollstandigkeit wollen wir noch Tensorfelder, Vektorfelder mit mehreren
Vektorindizes, angeben: Ty (1, x2, z3)
7.2. GauB’sches Gesetz, lineare Superposition

Eine punktférmige Ladung @ sei von der Fliche A, z.B. einer
Kugeloberfliche umschlossen. Dann gilt, zunéchst vereinfacht, das
Gault’sche Gesetz:

P2 Q
= dA- = — .
o /A E=2 (7.4)

& wird als elektrischer Flufi bezeichnet. Wir wollen das nun ausge-
hend vom Coulmb’schen Gesetz nachrechnen.

a). Das Fldchenintegral (Wdh. Kapitel 4)

e Die Flache A wird von zwei Vektoren aufgespannt. Man kann der Fléche in drei Dimen-
sionen einen Flachenvektor zuordnen.

N}
I
o
X
SH

Der Fliachenvektor steht immer senkrecht auf der Fliche (,Igelvektor®).

e Wir zerlegen eine beliebige Fliche in kleine Flichenstiicke, zum Beispiel Dreiecke mit
AA = 1(Ad x Ab). Der Flichenvektor 148t sich in Flichenvektoren von Fléchen in den
Koordinatenebenen zerlegen:
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zZ
as
do Y
dy
T
AG Ab
7= N =\ - - - - - -
(ag—al)x(ag—al) = ag Xa3 —az Xay —ajp Xag

= 62X63—61X62—C?1XC?3

Summe der ins Innere des
Tetraeders zeigenden FIl&-
chenvektoren

Folgerung: Die Summe der nach aufen gerichteten Flachenvektoren fiir geschlossene Fla-
chen (hier: Tetraederoberfliche) ist Null.

e Wir summieren die Beitrige AA, - E’n, wobei E, nach irgendeiner Vorschrift auf dem
Dreieck gewdhlt wird.

e Durch Grenziibergang fiir n — oo erhalten wir
lim Y A4, E :/AdA-E
n

mit |AA,| — 0. Hierbei muR der Limes unabhiingig von Einteilung und Vorschrift
fiir die Wahl von F,, sein, denn nur dann existiert das Flachenintegral (~ ,ansténdige*

Funktionen)!
b). Wir werten das Flichenintegral in Kugelkoordinaten aus, wobei E = 47360 Q7 /r3 =
47350 (Qé,)/r? das Coulombfeld einer Punktladung @ sei.

Das Integral [, dA - E enthilt nur die zu € par-
(@ allelen, radialen Komponenten der Flichenstiicke dA.
Wir arbeiten wieder mit der in der Physik {iblichen, et-
was nachldssigen Komponentenschreibweise von Vekto-

Ex ren: ¥ = (x,y, z). Dabei unterdriicken wir ndmlich die Ba-
% 5y sisvektoren €, €,, €, und sparen uns so Schreibarbeit. . .
x = rsindcosy
X
= rsindsing
z = rcost
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Wir wihlen lokale Koordinatenachsen parallel zu

or or or

a_ b aq ) YA *

or ¥,pp=const oY r,pp=const agp ¥, r=const

~ Groftkreis ~ Kleinkreis
Damit ergibt sich
oF sin ¢ cos oF cos ¥ cos oF —sindsin g
— = | sindsing | =€, 7 =r|cosdsing | =réy, ——=r | sindcosep | =rsindé,
or oY . Op
cos —sind 0

und es folgt, dak €., €y und €, wechselseitig senkrecht und normiert sind.
Es gilt E | € (radiale Ausrichtung des Feldes bei Kugeloberfliche). Deshalb geniigt es, die
Flédche senkrecht zu €. und damit den Flichenvektor parallel zu €. zu betrachten.

dA|z, = (a;dﬁ> <a—rdgp> =r?sind &y x €, dd dp = r?sin v €, dv dp (7.5)

Wie man in (7.5) sieht, zeigt der Flichenvektor wie bendtigt nach aufen.

Bemerkung: Zur Erinnerung an letztes Semester [1, Kap. 4.3] sei gesagt, dal man den Flichen-
vektor auch wie folgt erhilt?:

€x €y €,
dAjz. = | cosdcosp cosvsing —sind cr2dddep. ..
—sindsing sind cos 0

Anschaulich kann man sich auch {iberlegen, daf die Kugelfliche dA ein ,Rechteck” mit Seiten-
flachen in Richtung des Grofkreises (r d) und des Kleinkreises (o dy = r sin dp) darstellt.

Mit (7.5) sind wir in der Lage, das Gauf’sche FluRintegral zu berechnen:
/dAE /d@/%d J(/ )—— e Q Q (7.6)
T in = - = .
14 90 i 47 €0 }7& 7[-47[' €0 €0

(Zur Erinnerung: [ dv sind = fjll d(cos ) = 2)

Wir bestétigen also fiir Punktladungen das Gauf’sche Gesetz fiir beliebige
geschlossene Flichen um Q!

Fiir geschlossene Fléachen, die @) nicht enthalten, heben sich die Beitrége der
an den Durchstofpunkten entgegengesetzten Fldchen heraus.

/d/f-ﬁ:
A

Der dazugehorige vollstdndige Ausdruck ist auch in sphérischen Polarkoordi-
naten wegen der Grenzen in 1, ¢ umsténdlich.

]

*Hitten Sie es noch gewuft???
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c). Das elektrische Feld einer Ansammlung von Punktladungen @); ergibt sich durch lineare
Uberlagerung (Superposition), da es sich hier um unabhiingige Krifte handelt!

B = YU o A

€0 ’F—FZ‘?’

Diese lineare Superposition ist fiir die Elektrodynamik allgemein sehr wichtig. Sie hingt eng
damit zusammen, daft die Felder, anders als in der Hydrodynamik, linearen Differentialglei-
chungen geniigen, wie wir spiter noch sehen werden. Falls (wie in der Chromodynamik, der
Theorie der starken Wechselwirkungen) auch die Felder selbst eine Ladung tragen, ist die li-
neare Superposition nicht mehr erlaubt.

Jetzt wenden wir uns ab von den Punktladungen hin zu den Ladungsdichten:

dQ
N . . . .
o(f") = Volumen (infinitesimal) = v

Die Summation iiber Teilladungen @ = ) . Q; geht dann iiber in Q = fv d®r'o(7") und wir
erhalten

Ladung

i =)
E(F) = d*r! 7).
)= Treo /V " ]F—F’]?’Q(r )

Wir bilden nun das GauR’sche Fléchenintegral [, dA.- E(F) und vertauschen die Integrationen
(infinitesimale Summationen) von dA und d37".

= _ =
/ dx. B = — / ' p(7) / i =7) (77)
A dmeg A |7 — 7|

Feld einer
Einheits-
Punktladung
bei 7’

Das Fliachenintegral aus (7.7) ergibt 47 falls 7’ innerhalb, und 0 falls r" ausserhalb der Fliche
liegt.

—| [ i B = = [ aoi) = 2.
A 14 €0

€0

wobei V' das von A eingeschlossene Volumen ist. Wir erhalten also das Gauf’sche Integral in
allgemeiner Form.

d). Natiirlich bekommt man auch umgekehrt aus dem Gauf’schen Gesetz das Coulomb-Gesetz:
Fiir die Punktladung Q bei 7y werte man das Integral [, dA - E(7) auf einer Kugeloberfliche
(mit Radius R) um 7 aus:

Aus der Radialsymmetrie von E(7) folgt E(7) || (7 — 7o) und mit R = |77 — 7| direkt das
Coulomb-Gesetz:

AnR? ‘E(F)‘ _ @
€0
) 1 Q .
— B0 = o R e
1 Q 7 —TQ

dmeq |F — FQ|2 |7 — 70
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e). Anwendungen Elektrisches Feld einer homogen geladenen Kugel mit Ladungsdichte p
und Radius R: Wende das Gauf’sches Gesetz auf eine Kugelfache mit Radius 7 an, wobei nur
die eingeschlossenen Ladungen zdhlen:

3 .
oL 1 1 4 r° firr <R
/ dA - E(f) = — / &' p(i) = — p—

A o0 Jy o' 3 | R® firr>R

Aus der Radialsymmetrie von E(7) folgt wie oben

/ dA - E(7) = 412 ‘E‘(F)
A

und damit
T firr <R

, 7
B(f) = - =1 g
3eo |7 fiir r > R

Fiir » > R haben somit wieder das Coulomb-Gesetz fiir eine Punktladung Q) = 4{ R3p erhalten!

7.3. Divergenz von E(7)
Die Divergenz (Quellstiirke) des Vektorfeldes E(7) ist definiert als

_ dA . E(F
div B() = lim M

wobei V' das von A eingeschlossene Volumen ist, welches auf den Punkt 7 zusammengezogen
wird.
Mit dem Gauf’schen Gesetz ergibt sich

[ ad- B = = [ o = D)y

€0 €0

wobei man die letzte Abschitzung, giiltig nur fiir infinitesimale V', durch Anwendung des Mit-
telwertsatzes® erhilt. Einsetzen ergibt schlieRlich

div E(F) = @

Spéiter werden wir die Divergenz durch Differentiation in Koordinaten ausdriicken (divE =
V-E).

Bemerkung: Betrachten wir nun eine Punktladung als Grenzfall einer Kugel mit homogener
Ladungsverteilung. In Abschnitt 7.2 e) haben wir gesehen, daR fiir die Ladung der Kugel @ =
4?” R3p gilt, wobei R den Kugelradius und p die Ladungsdichte bezeichnet.

3Der Mittelwertsatz der Integralrechnung: Wenn der Integrand f(t) im Integrationsintervall ¢ € (z,z + Ax)
stetig (und integrierbar) ist, dann kann das Integral immer durch ein Produkt aus Intervalllinge und einem
Wert des Integranden im Intervall ausgedriickt werden, also f;HAI dt f(t) = f(x + h Ax) Az fiir zumindest
einen Wert von h im Intervall 0 < h < 1.

10
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Fiir |7] < R gilt deshalb

.= p Q 3
E = — = — —
div (T) €0 €0 4T R3 ’
oder allgemeiner ausgedriickt
0 firr > R
div E(7) = = - f(R,r) mit f(R,r) =
0 e firr <R

Integriert man nun den Klammerausdruck f(r, R) iiber das gesamte Volumen, erhilt man exakt
1 wegen

47 3
/d3r f(r,R) = §R34WR3 =1. (7.8)

Betrachten wir das Verhalten von f(r, R) bei R — 0:
fr=0,R) — oo (R—0)
(7.9)
fr#0,R) — 0 (R—0)

Aufgrund von Gleichung (7.8) und (7.9) ergibt sich, dafs f(r, R) fiir R = 0 eine dreidimensionale
Dirac’sche Deltafunktion d3(r) darstellt. Die Deltafunktion kann hier nicht behandelt werden,
den interessierten Leser verweisen wir daher auf ein spéteres Kapitel {iber Distributionen.

11
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8. Das elektrische Potential; der Gradient

8.1. Das elektrische Potential

a). Das elektrische Feld ist eine auf die Einheitsladung normierte Kraft,

welches in der Elektrostatik zeitunabhéngig ist. -
Wir betrachten nun die Arbeit an einer Einheitsladung beim Transport

auf einem Weg von 7, nach 7:

b
W:/ dr - E(r) = =U

wobei U die Spannung zwischen den Punkten 7, und 73 darstellt. Ta

Das obige Integral, und damit die Spannung U, sollte wegunabhingig

sein; sonst konnte auf einem geschlossenen Weg Arbeit geleistet und ein perpetuum mobile

konstruiert werden. Dazu betrachte man nebenstehende Abbildung.

7 Falls rfa" dr - E(F) vom Weg abhéngig, also fiir die Wege I und II ver-
schieden ist, so wiirde man durch Bewegung z.B. entlang des Weges I-11
zwar zum Ausgangspunkt 7, zuriickkehren, hétte aber Arbeit gewonnen.
Daraus folgt, dak —U (7) = fr% dr- E(F) tatséchlich nur von 7 abhéngt. 7

= ist beliebig, aber fest.

b). Damit kommen wir zur Definition des Potentials:

o) == [ dr B0 + (%)

0

wobei (7)) beliebig, also frei wihlbar ist (z.B. ¢(co) = 0). Damit ergibt sich die Spannung U
als

U—_ / Y B = i) — o().

Wir leiten nun eine Darstellung des Energiesatzes aus der Bewegungsgleichung eines massiven
Ladungstrigers der Ladung ¢ her:

mi’ = qE(F) = mi' -7 = qi - E(F)

Mit %(? ) =7 F+ 7 7 folgt %( — ¢7- E(7). Durch Integrieren ergibt sich daraus

bd o m - b di o (LI
dt— (=i?) = dt— - E(F) = di - E(7
/ta dt (2 ) = /t a P =a /F v E()

- 1 . L o
— §mr th — imrzta = —q(p(1%) — (7)) -

Der Energiesatz fiir einen Ladungstriger der Masse m und Ladung ¢ kann man daher folgen-
dermafsen schreiben:

1 -, 5 1 -, N

oMty +ap(Th) = Smita + qp(7a)
wobei der jeweils erste Term die kinetische Energie beschreibt, der jeweils zweite Term die
potentielle Energie im elektrischen Feld.
Anmerkung: Die Flichen (im 2-dimensionalen: Linien) mit konstantem Potential heifen Aqui-
potentialflichen.

12
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8.2. Gradient

a). Wie bestimmen wir bei gegebenem ¢(7) das elektrische Feld E(7)? Wir miissen hierbei
beachten, daf () ein Skalarfeld, E(7) hingegen ein Vektorfeld bildet.
Wir differenzieren zuerst nach 7

AR
o(F 4+ AF) — o(F) = — / dr - E(T)
7
Durch Anwendung des Mittelwertsatzes kann man fiir kleine A7’ das Integral durch

o(F 4+ AF) — o(7) = —E(F) - A7+ O(€?) (8.1)

abschiitzen, wobei O(e?) wie iiblich Restterme der Ordnung €2 bezeichnen mit |A7] ~ e.
Verwendet man anstatt von 7 dessen Komponenten x, y, z, so kann man die Potentialdifferenz
in Gleichung (8.1) auch folgendermafen schreiben:

ol + Az, y+ Ay, 2z + Az) — p(z,y,2) = als partielle Ableitungen:
p(x+ Az, y+ Ay, z + Az) — p(z,y + Ay, 2 + Az) gz 2 o yray a0
+SD($3 Y+ Ayv zZ+ AZ) - (,O(SC, Y,z + AZ) |3373/72+A2Ay

—i—gD(l‘,y,Z—i—AZ) —QO(HZ',:I/,Z) Az

BZ |937y7

Durch Taylor-Entwicklung der partiellen Ableitungen 1&fst sich der erste Term in Ax vereinfa-
chen:

&p Oy

Oy
|x,y+Ay,z+AzAw = |:1:,y7 Ax + —— |m,y z+AzA-TAy + =
0 0xdy

= % |:v,y,zA-T + 0(6 )

Op
9205 o, y+ Ay, ATAz

Damit ergibt sich fiir die Potentialdifferenz zur Ordnung e schlieflich

L A 90 Iy Iy
AQD = SO(T + AT) - SD(F) ~ a |33,317 Az + (9_y |m7y,sz + 52 02 |$7y ZAZ
Ax
dp Op 0O
= (—gp g —SD) Ay | =gradp- AT, (8.2)
Ox’ Oy’ Oz A
z
oder in Differentialschreibweise dy = grad ¢ - dr, wobei grad ¢ = (g—i, g—“;, g—f). Vergleichen wir

Gleichung (8.2) mit Gleichung (8.1), so erkennen wir

E(7) = —grad o(7) .

Aus Ap = grad ¢- A7 folgt, daft der Vektor grad ¢ immer senkrecht auf den Aquipotentialflichen
steht: Zeigt der Vektor A7 in Richtung der Potentialflichen, so ist Ay = 0; steht A7 dagegen
senkrecht auf den Potentialflichen, so ist Ay maximal. Eine 2-dimensionale Anwendung im
téglichen Leben sind die Hohenlinien der Landkarten, sieche Abbildung 1.

b). Wir setzen nun in das Wegintegral frg dF - E(7) die Identitit E(7) = —grad o(7) ein und
erhalten so auf umgekehrtem Wege die urspriingliche Definition des Potentials:

7 . d o(7)
[ i - B(7) = _[ dr grad o(F) = —/ dep = —(p(7) — ¢(70))
7o ¥

70 (7o)

13
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h = const.

grad h

Abbildung 1: Hohenlinien und Gradient

c). Zur Schreibweise Folgende Notationen sind dquivalent:

ad Op Oy J¢ 9909 (z,y,2) =V
T == = —
g SD ax’ ay? az ax?ay’az SD 7y7 SD

Dabei ist (8%7 8%7 %) ein Differentialoperator und V wird als Nablaoperator* bezeichnet.

d). Beispiel Wir betrachten die homogenen Ladung auf einer Kugel mit Ladungsdichte p und
Radius R. Dann ergibt sich mit 7.2e) fiir das Potential in Abhéngigkeit von ¥ (Weg auf dem
Radius wegen leichterer Rechnung) und fiir 7y = oc:

4 pR® 1 >R
r - - T
, - _, 4
o) = [ drB@) el = 2T
- <2R 67“) r <

e). Rechnen mit dem Gradienten Im Folgenden verwenden wir die Kettenregel und Pro-
duktregel fiir Ableitungen:

L. Esist V f(r) = f/(r)E, da Z f(r) = f’(T)Qﬂiﬁ (analog fiir y und z) mit r = |7] =
2. V (A7) f2(7) = (V AF) f(7) + HF)V f2(7))
3. Vektoriell:

4Das Wort ,Nabla“ stammt von einem altertiimlichen Musikinstrument, einer Laute, an deren Form der Ope-
rator erinnert.

14



8 Das elektrische Potential; der Gradient

N . g‘/lm g‘/ly BQVIZ
wobei z. B. <V> (V)= gVu 5:V1y 5 V12 |, analog fiir V5.
%‘/lm %‘/ly %Vlz

Hier sieht man, daft man das Rechnen mit Gradienten auch als Vektor- und Matrizenrechnung
auffassen kann. Man kann also Vektoranalysis mit der Devise betreiben: Mache Differenzieren
und Matrizenmultiplikation (und spéiter auch Kreuzprodukt in dhnlicher Weise) miteinander
vertraglich!

f). Totales Differential Es gilt dp = %‘Edm + %yedy + %fdz fiir eine Funktion ¢(z,y, z). Dann
ist dip eine Differentialform:
. dyp
do = az(z,y,z)de + ay(x,y,z) dy + a.(z,y,2)dz  mit a; = FREE
x
Man sagt dann: dyp ist ein totales Differential.
Wir geben nun das sogenannte Integrationskriterium an: Ist ¢ zweimal stetig differenzierbar,
dann gilt mit obigem a;, ay,a.

da, 9,0 P P 9,0 . O,

oy 8_y(%(p) - 3y8xﬂp B 8x8yﬂp N 336(3_31('0) - Oz

d.h. es gilt die Gleichheit bei (*)®. Dann folgt mit (@ x b), = azby — ayby:

Q

9. (9_3/% =0 <= Vx| ay =0 fir ay | =V
a

Q

2 z

Das notwendige Kriterium dafiir, daf eine Differentialform ein totales Differential ist, ist also

Ay
Vx| a | =0
Qz
Gy
Mit | a, | = Vi folgt aufgrund der Vertauschbarkeit der partiellen Differentiationen
Az

Vx(Ve)=0= (VxV)p=0.
——
Algebral

Letzteres ist sehr intuitiv: V x V = 0.

5Ist f in D zweimal partiell differenzierbar und sind die zweiten partiellen Ableitungen stetig in D, so hat
2
die Reihenfolge der partiellen Ableitungen keinen Einfluss auf das Ergebnis der Ableitungen: ﬁ(p) =

2
5o (P), pED
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8 Das elektrische Potential; der Gradient

g). Beispiel: Herleitung der Entropie () im 1. Hauptsatz der Thermodynamik
0Q =dU —pdV

ist kein totales Differential.
Annahme: §Q) sei ein totales Differential. Dann ist fiir ein ideales Gas @ wegen dU = n Cy dT
und p = n RT/V abhingig von T und V und es ergibt sich

RT
5Q =nCydT + 22 qv .
Dies hiefse g—g = nCy und % = "‘@T; desweiteren gelte fiir 6@ als totales Differential die
Identitét %(g—g) = %(%). Es ist %(n()’v) = 0, aber 8%("5T) = 28 5£ 0, was zu einem

Widerspruch fithrt. Also ist Q) kein totales Differential.
Wir versuchen daher, einen sog. integrierenden Faktor f(T') zu finden, so dab fiir f(T") 0Q =
f(T)nCydT + f(T)2EL 4V die Gleichung

0 0 nRT
s @) = o (1) =0

erfiillt ist. Der erste Term ist offensichtlich gleich 0. Dies erfordert a%( f (T)"‘IET) = 0, also
J(T) = %, wobei ¢ = const.
Wir definieren daher dS = % als totales Differential der Zustandsgrife®

S(T,V)
S(T,V) = / dS + S(Ty, Vi),
S(To,Vo)

der Entropie.

5Zustandsgroken sind unabhingig vom Weg, in diesem Fall im T-V-Diagramm.
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