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9. ,,Rotation" eines Vektorfeldes, Stoke'scher Satz,
Ampere’sches Gesetz

9.1. rot £ = 0 als notwendiges Kriterium fiir das elektrische Feld in der
Elektrostatik

Wir haben fiir ein konservatives Kraftfeld F () bzw. fiir ein elektrisches Feld E(7) gezeigt:

E = —grad ¢(F) < jé dF - E(7) = 0 fiir alle geschlossenen Wege

(F(¥) = —grad V() in der Mechanik)

E = —grad ¢ heifét

o)
B Oz1 R
mit V = | 32~ | in der Koordinatendarstellung. Wir bilden jetzt V x V:
O3
€1 € €3
= = o) o) o)
o1 0o ox3
0? 0? 0? 0? 0? 0?
= & — e — é: -
“a <8.%'2 8.%'3 (31‘3 (31‘2) +€2 <8.%'3 8.%'1 8.%'1 8.%'3) + 3 ((31'1 (31‘2 (31‘2 (31‘1)

Fiir eine zweimal stetig differenzierbare Funktion gilt also V x

V =0, d.h. rot grad = 0, siehe hierzu auch Abschnitt 8.2f). Wir ()

erhalten V x (=Vyp) = =(Vx V) =0,d.h. rot E:=V x E =
~—

v A.TQ
. E d)

0 ist ein notwendiges Kriterium fiir das elektrische Feld in der (b)
Elektrostatik.

9.2. Der Stoke’'sche Satz

Ziel: rot E als hinreichendes Kriterium fiir statisches elektrisches Feld.

a). Wir betrachten ein (infinitesimales) Rechteck in der 1-2 Ebene (s. Abbildung) und berechnen

. z1+Axy
% dFE(’F) = / dl'/lEl(.%'ll,.%'Q,xZ}) (G/)
Rechteck o
r2+Axa
+/ dzhFEa(z1 + Az, xh, x3) (0)
X
71
+ d! By (2, o + Axg, 23) (c)
JB&,‘;AJEI
+ dryEo (21, 29, 23) . (d)
za+Axa
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9 ,Rotation eines Vektorfeldes, Stoke’scher Satz, Ampere’sches Gesetz

Wir fassen (a) und (c¢), (b) und (d) zusammen und erhalten mit dem Mittelwertsatz der Diffe-
rentialrechnung fiir 71 € (z1, 21 + Ax1), T2 € (22,22 + Axo)

N x1+Ax OF za+Axa OF
jé dr'- E(F) = —/ da| Ay —2 (2, Zo, 3) +/ dah Axy —2 (4, 2, x3) .
1 8.%'2 o 31‘1

Rechteck

Bei Anwendung des Mittelwertsatzes der Integralrechnung ergibt sich fir z; € (xy,21 +
Axy),Zo € (22,72 + Axy)

- ok,  _ OF -

% dr - E(f‘) = ——1(f1, T9, xg)Al'Q Az + —2(.@1, To, .%'3)A1‘1 Axy . (91)
31‘2 31‘1

Rechteck

Aufgrund der Stetigkeit der Ableitungen kénnen wir in Gleichung 9.1 im Grenziibergang fiir
Axq, Axy — 0 die Differentiale als dritte Komponente der Rotation von £ identifizieren und
wir erhalten

- oF OFE -
dr- E(F) = (—%21 + ﬁ) Az Azg = (rot E)3Axy Az,
Rechteck
d.h. es gilt
d7 - E(7)
. Rechteck =
1 = E
Aml,lAIgslzﬂ(] A$1 A$2 (I"Ot )3

Geometrisch konnen wir Az Azs als Flache mit Flachenvektor Axq Axo €3 interpretieren.
Wir gehen jetzt vom 2-Dimensionalen zum 3-Dimensionalen iiber. Bei ent-

sprechender zyklischer Vertauschung (1-2 = 2-3 = 3-1) erhalten wir analog U

die erste und zweite Komponente von rot E.

Bemerkung (Zum Namen ,Rotation®): Wir betrachten die Kreisstromung
U(r) = & x 7, & konstant. Der Ausdruck

Nebenrechnung:
z1
1= 1= 0 9 0 —
=V x U(F) = -V x (w XT’) <8x1’8z2’8x3) T2 | =3,
2 2 -
. 1= o - = 9
v e §(wV F—&-VT) @ 100
1 Do ($1,$2,$3) == 010
= S@3-dh)=u = 00 1
(Matrizenmultiplikation)

beschreibt die Rotation des Wirbels. Vorsicht bei der Anwendung des Grassmann’schen Ent-
wicklungssatzes (,BAC-CAB“~Regel)! Die Vektoralgebra ist so zu verwenden, daf der Differen-
tialoperator V immer vor dem zu differenzierenden Ausdruck zu stehen kommt (anderenfalls
muf man die Differentiation durch Pfeile ~ deutlich machen).
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9 ,Rotation eines Vektorfeldes, Stoke’scher Satz, Ampere’sches Gesetz

b). Der Satz von Stokes

]{ dF - E(F) = / dA - rot E

geschlossene Flédche, von
Kurve C C umrandet

,Beweis“ (Vollstandiger Beweis in der Vektoranalysis, fordert viel Vorarbeit!).

) $dr- E(F) = dA -rot E bei Integration iiber beliebige, infinitesimale, ebene Flichen (z.B.
Dreiecke)

Betrachten wir also ein windschiefes Dreieck der Flache A A
im Raum. Da sich bei der Summation die ,inneren Linien-
integrale“ herausheben, kénnen wir das Linienintegral {iber
den Dreiecksrand C darstellen als drei Linienintegrale Cj
iiber je eine Dreiecksseite der Fliche A; und zwei zugehori-
ge Koordinatenachsenabschnitte:

3

}{ dr- E(7 Z 7{ dr - Z(rotﬁ)i(AA)i = (rot E) - AA
C

=1

(ii) Wenden wir uns nun einer beliebigen geschlossenen Kurve C' zu; eine solche Kurve ist im
Allgemeinen nicht eben. Man kann sie aber in jedem Fall mit einer Flache ausfiillen, so
dass C die Randkurve dieser Fliche ist.” Teilt man nun die Fliche in kleine Flichestiicke

C

(in der Regel Dreiecke: ,, Triangulierung“) auf, so wird die Randkurve durch einen Polygon-
zug approximiert. Man kann daher wie im obigen Fall das Integral iiber die Randkurve
als Summe von Integralen iiber die Berandung der kleinen Fléchenstiicke schreiben; die
Summe der ,inneren Integrale” ist wiederum gleich Null:

}[drEf) Z%drE

"Damit das fiir jede beliebige Kurve C gilt, muss das Gebiet, in dem die Kurve liegt, einfach zusammenhzngend
sein, das heifit, jede geschlossene Kurve muss sich zu einem Punkt zusammenziehen lassen.
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9 ,Rotation eines Vektorfeldes, Stoke’scher Satz, Ampere’sches Gesetz

(iii) Geht man nun zu infinitesimal kleinen Flidchenstiicken iiber, so erhdlt man den Satz von

Stokes:
7{ dF- E(7) = lim Z 7{ = lim Z(rotﬁ_ﬁ) (AA), = / dA - (rotE),
also kurz

7{ dF-E(a*):/dE-(rotE)
C=0A A

wobei C' = 0A bedeutet, dass C' die Randkurve der Fliache A ist. Damit erhalt man aus
rot £ = 0 direkt § dr- E(7) = 0, also gilt in einfach zusammenhéngenden Gebieten

E=—grad¢ — j{df-ﬁ(?)zo — 1ot E =0
C

9.3. Das Ampere’'sche Gesetz

Nach der Einfiihrung in der Experimentalphysik werden wir dieses Thema ausfiihrlicher behan-
deln. Aus der Experimentalphysik-Vorlesung ist bereits die Gleichung bekannt, die die Integra-
tion des Magnetfelds {iber eine geschlossene Kurve C' in Beziehung setzt mit dem Stromflufs
durch die durch die Kurve berandete Fliche A:

%dF'EZHoftotZMo/df‘T'f-
c A

Mit dem Satz von Stokes ergibt sich ¢, dr - B = [,dA - (vot B), und daher gilt fiir beliebige
Flichen A die Aussage

rot E = ,uoj.

Dieses Ergebnis erhélt man auch, wenn man sich die Definition von rot B =V x B vor Augen
halt:

= . fC:@ AA; ng 2
o= g s B,

Damit stellt sich rot B = Lo] ganz dhnlich dar wie die Quellengleichung fiir die Divergenz
des elektrischen Felds, ndmlich divE = (F) . Zudem gilt in der Elektrostatik rot E = 0. Dem

entspricht in der Magnetostatik divB = O, d.h. es gibt keine magnetischen Quellen.

Aus p(7) konnten wir leicht E(7) berechnen; dies ist fiir den Fall j — B nicht so leicht moglich:
Entweder man wahlt den Weg der Vorlesung iiber die Lorentztransformation (was sicher nicht
der historischen Herleitung entspricht), oder man fiihrt als Ansatz das Vektorpotential A(F)
ein, fiir das gelten mu#f:

B=rotA

In Abschnitt 10.4b) werden wir letzteren Weg beschreiten. Die Losung
dieses Problems, das Biot-Savart’sche Gesetz, wollen wir jedoch schon

hier angeben: Fiir ein Leiterstiick, durch das der Strom [ fliefst, gilt: d
dl X7
dB = r
47r 73
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10 Divergenz in kartesischen Koordinaten; Gauf’scher Satz; Vektoranalysis

10. Divergenz in kartesischen Koordinaten; Gaull’'scher Satz;
Vektoranalysis

10.1. Divergenz
Wir haben die Divergenz von E als Quellstarke definiert:

B dA - E
div E = lim fA=8V—

V—0 %4
Wie oben bedeutet A = 0V, dass die Oberfliche A das Volumen V berandet.®

)
(1 + Az1, 22 + Aza, 23 + Axs)
x3
7
(581 + ACEl,:EQ + ACEQ,ZEg)
Z1
(z1,22,23) (1 4+ Az1,x2,x3)

Wollen wir die Divergenz div E #hnlich wie rot B = V x B durch Ableitungen ausdriicken,
betrachten wir dazu praktischerweise einen Quader (s. obige Abbildung) mit infinitesimalem
Volumen und berechnen |, dA - E(F) iiber die Quaderoberfliche. Gegeniiberliegende Seiten
(hier zuerst die Seiten in bzw. parallel zur 1-2-Ebene) liefern aufgrund des Mittelwertsatzes der
Differentialrechnung

z1+Ax1 ro+Axs
/ / / / / /
/ dx; / dxy(—Es(x], x5, x3) + Es(xy, x5, x5 + Axg) =

1 T2
1+Ax1 ro+Axg a
/ dr'y / dvty — E3(x), b, T3)Axs,
1 z9 8.%'3

wobei T3 einen Punkt zwischen z3 und x3+ Azg darstellt. Der Mittelwertsatz der Integralrech-
nung ergibt dann fiir das obige Doppelintegral

T1+Ax1 To+Axo
/ / ro 1o
/ dx; / dzy(—E3(ry, 2, 73) + E3(27, 75, 73 + Azz) =

1 T2
0

—E3(.’f1, To, :f3)AIE1A$2A$3 .
8273

Die Seitenflichen des Quaders in bzw. parallel zur 2-3-Ebene sowie 3-1-Ebene berechnen sich
analog. Mit AziAzsAxs = AV erhélt man also:

5 o E
o fegydA B SN0 o 9 9 ! S =
E = lim 4=V = — _ Ei(z1,29,23) = (—,——)| By | =V -E
div VILnO Vv ; 8.%'1 (1‘1 2 .%'3) (8.%'1 8.%'2 8.%'3) Ei v

®Dies entspricht der Definition von (rot B);, welche wir im Abschnitt {iber das Ampere’sche Gesetz gefunden
haben.
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10 Divergenz in kartesischen Koordinaten; Gauf’scher Satz; Vektoranalysis

10.2. Gaul’scher Satz

Betrachten wir nun ein endliches Volumen:
(i) Dieses Volumen kann man approximativ aus kleinen Quadern zusammensetzen.

(ii) Das Fldchenintegral iiber die Randfliche A des approximierten Volumens schreibt man
nun als Summe iiber die Flichenintegrale der kleinen Quader-Volumina AV;. Da die
Integration iiber die inneren Flichen wieder herausfillt, erhdlt man:

/ dA - E(F) = Z/ dA-E(7) ~ ) (div E) AV
A i=1 7 AA; i=1

(iii) Geht man nun zum Grenzwert n — oo iiber, ergibt sich der Satz von Gauf:

dA - E(F) = lim / (div E) AV; :/ d*r divE
/A=8V ’HOO; AA; v

Mit div & = 27 erhilt man dann wieder das Gaul’sche Gesetz

€0
/ dfT-E(F):/d:*rM.
A=0V \% €0

10.3. Vektoranalysis im Rahmen der Elektrizititslehre

Wir haben bisher den Gradienten, die Divergenz und die Rotation mit dem Differentialoperator
V gebildet:

gradqﬁzﬁgb, divE=V-E, rotﬁzﬁxﬁ, rot B=V x B

Fiir die Elektrostatik haben wir folgende Gesetzméhigkeiten erhalten:

divﬁzﬁ, rothO, B=0
€0

Ebenso gilt in der Magnetostatik:

—

divB = 0, rot B = ,uof, E=0

Nachfolgende Tabelle enthilt eine Zusammenstellung der wichtigsten Rechenregeln im Umgang
mit dem Nablaoperator.
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10 Divergenz in kartesischen Koordinaten; Gauf’scher Satz; Vektoranalysis

Vektorrechnung bei Verwendung des Differentialoperators V (Quelle: [3])

Achtung: ¢ und 1) sind skalare Funktionen, U und V sind vektorwertige
Funktionen.

(a) V- Vo =divgradg = V2 = A¢ = 24 + 5¢ 1 2°¢

(b) V x V¢ = rotgrad ¢ = 0

IZ

- = — — 2
() V(¥ V) =graddivV =&, (5% + 2% + 2%
> (Ve | 07V, | 9PV,
te: (Bzaz + og0: T T2 )

(d) V- (V x V) =divrotV =

(e) V x (VxV)=rotrotV =V(V-V)— V2V =graddivV — AV
(f) V- (V) =¢(V-V)+V-(Vg)

(8) Vx(0V)=¢(VxV)+V x (V)

h) V- UxV)=V-(VxU)-U-(VxV)

() Vx(UxV)=W-VU—(U-V)V-V(V-U)+UNV-V)
G) VO -VY=Ux (VxV)+(U-V)V+V x(VxU)+ (V- -V)U
(k) V- (Vo x Vi) =0

Mit etwas Ubung lassen sich die Ergebnisse aus obiger Tabelle leicht berechnen.

Anmerkung (zu (j)): Wir haben bisher die Produktregel angewandt, um (j) zu berechnen, siehe
auch Abschnitt 8.2e). _
V(O V)= (VO) -V + (VV) - U

SN—— SN——
Matrix- Matrix-
mult. mult.

In obiger Tabelle erhélt man diese Form, indem man den Grassmann’schen Entwicklungssatz
anwendet:

— -

Ux(VxV)=(VV)-U-U-VV.
Analog fiir V x (V x U).

Zu guter Letzt noch einige weitere Hilfsmittel, die durch einfache Rechnung iiberpriift werden
koénnen:

o VI(r)=f(r) L (Kettenregel)

e Fiir @ = const. gilt V ((i- V(F)) = <§Y7(F)) -@, wobei VV (7) als Matrizenmultiplikation
aufgefafst wird.

1 00
e V.7=(V) (7") =3, Vi=|0 1 0| = <§> (7). V7 wird , Tensorprodukt® genannt
0 01

und als Matrixmultiplikation einer Zeile mit einer Spalte verstanden.
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10 Divergenz in kartesischen Koordinaten; Gauf’scher Satz; Vektoranalysis

10.4. Potential, Vektorpotential

—

a). Fiir ein wirbelfreies Feld E= —ﬁgb folgt div E = —V-ﬁ(b = —A¢. A wird Laplace-Operator

genannt und es gilt A = ZZ 1 ax

Weiterhin folgt fiir ein wirbelfreies Feld automatisch V x E = -V x V¢ = 0. In der Elek-
trostatik erhalten wir damit die sog. Poisson-Gleichung

0? 0? 0? —p(x1,x2,T3)
Ao= (2L L2 9\, - ZPELT2T3)
4 <3x% * 0z3 * 8x§> 4 €0

b). In der Magnetostatik machen wir folgenden Ansatz:

—

=V x A(F) mit dem Vektorpotential A(7)

Fiir diesen Ansatz folgt
-, Spatp;odukt (6 6) A»: 0

—,

ot BV x BV X (FxA) (T A) - T A= (T

A ist nicht eindeutig bestimmt, wir fithren daher eine sogenannte Fichtransformation
durch: |[A+ Vf (7) | fithrt zu identischem Magnetfeld B,denn Vx Vf =0 (Eichfreiheit)

Als Eichung fordern wir zusétzlich div A=V A= 0, was als Coulombeichung bezeichnet
wird.

Als Ergebnis unserer Uberlegungen erhalten wir dann folgende Vektorgleichung:

rot B(F) = —AA(F) = poj(7) (10.1)

Jede Komponente von Gleichung (10.1) besitzt die mathematische Form einer Poisson-Glei-

chung, deren Lésung durch Superposition der Coulombpotentiale ﬁtm entsteht:

|7

. 1 p(i”)
d3 !
#(7) = 4meg |7 — 7|

Entsprechend gilt fiir das Vektorpotential
1= Ho 3/ ]( )
A d’r
0=

) im Unendlichen verschwindet und keine sonstigen Randbedingungen existieren. Fiir
x A(7) erhalten wir dann

fall (™
=V,

>3 Ho 3 I J(Tﬂ) MO/ 3 7 2 = 1
B = &'V, =— [ dr(-1 r | 7=
g 'V, X <|F—F’| - ' (=1)j(F) x V o7
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10 Divergenz in kartesischen Koordinaten; Gauf’scher Satz; Vektoranalysis

Abbildung 2: Stromdurchflossenes Leiterelement

Wir fiihren die Volumenintegration {iber in eine eindimensionale Integration {iber die Léngen-
elemente dl: [d®' — [ dAdl, siehe Abbildung 2. Dies ergibt das Biot-Savart’sche Gesetz

5 _ Mo - (M=1)
B="[rd
ir =
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11 Vektoranalysis in Orthonormalsystemen

11. Berechnung von V, grad (1), div 4 und div grad o(T) in
rechtwinkligen lokalen Koordinaten, speziell in
Kugelkoordinaten

Dieser Themenbereich ist sehr umfangreich, weshalb wir hier nur eine gekiirzte Fassung pré-
sentieren wollen.

11.1. V in allgemeinen orthonormalen Koordinaten

Der Differentialoperator in kartesischen Koordinaten ist definiert als V = Zg’zl é}a%i.

Fiir allgemeinene Koordinaten u; sind die Koordinatenvektoren gegeben durch

1 oF
8., = or (11.1)
‘ B ] 8uz
wobei die Normierung durch die sog. Skalenfaktoren f,, = | ar | erreicht wird.

Beispiel: Kugelkoordinaten r, 1, ¢ (Wiederholung):
r=rsindcosp, y=rsindsing, z=rcosd

Die Koordinatenvektoren sind gegeben durch

sin ¥ cos ¢ cos ¥ cos —sing
€ = | sindsingp |, €= | cosdsinp |, €,=| cosy
cos v sin 1 0

mit den Skalenfaktoren f, =1, fy =, f, = rsin?.

Kommen wir zuriick zu den allgemeinen Koordinaten u;. Wegen Gleichung (11.1) ist
- 1 Jr = 1 or; 0 (»

. ) 1 0
eui'v_f_uiﬁui'v_f auzaxj_f ou;

Die Umformung (*) ergibt sich aus der Kettenregel, denn es gilt

of Ox;
f(@1(ur, uz, uz), w2(u1, us, uz), x3(u1, uz, us)) :Z_f =

Nun folgt

ml

3
Z auZ (11.2)

Fiir unser obiges Beispiel bedeutet dies

ol ity L 0
e T899 T rsing Y0y

—
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11 Vektoranalysis in Orthonormalsystemen

11.2. grad ¢, rot ff, divA

e grad ¢(uq,ug,us) = Vo = ZZ 1 ;“1 99 siche Abschnitt 11.1.

— —

o ot A(uy, ug,uz) =V x Amit A =32 &, Ay, (u1,up, uz). Wegen

i = 7 =
~—~
=0;;

kénnen wir €, durch (6%) fu, ersetzen und erhalten
3

rot A = V x (Z(ﬁuz)fuzAuJ

=1
Produkt 1 3
roduxtrege > GV X Vi) fu; A, — (V) X V(fu; Au;)

i=1 =0!

Verwenden wir Gleichung fiir den Gradienten und die Relation Vu; = €u; fu? (s.0.), so
kénnen wir wegen

eul Eijk
qu' fu] fuz uz qu1fi2fu3 kauka (ful u,)

die Rotation von A auch in Determinanten-Schreibweise bringen:
fu1 gul fug Cus fusgug

- 1
_ 9 0 0
rot A = fu1 qu qu ouy Ouo Ous

fu1 AUl fu2 Au2 fu3 AU3

o div A(uy, ug,u3) = V- A mit A = S8 | @, Au, (1, ug, uz). Fiir ein Rechtssystem gilt fiir
€u; s Euy, €ug el zyklischer Vertauschung

Bus = Cuy X Cuy = (Vur) X (Vua) fuy fus
und damit (V x V = 0)
divA = V- {(Vun) x (Vo) fur fus Aug + (Vi) X (Vi) o g Au,
+(Vus) x (Vur) fus fur Aus |
= (((Vur) x (Vu2)) - V(S fuaAug) + (Va2) X (V) - V(fu g Au)
H(Vug) x (V1)) -V (fug fur Au))

Man beachte die zyklische Vertauschung der einzelnen Summanden! Durch die Anwen-
dung der Produktregel V- (@ x b) = (V xd)-b— (V xb)-dund (V x V) = 0 vereinfachte
sich der Ausdruck. Ersetzen wir wieder Vu;, so erhalten wir

1

. d 9
leA = fu1fu2fu3 { (fulqu ug) 8—m(fu2fu3Au1) + %(fusfm/luz)}
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11 Vektoranalysis in Orthonormalsystemen

11.3. divgrad ¢
div grad ¢(uq, ug, us) = 66¢ = A¢ wird als Laplace-Operator bezeichnet, A = aa—;% + aa—;% + g—%.

In Abschnitt 11.2 haben wir die Divergenz des Vektorpotentials Alin allgemeinen Koordinaten
bestimmt. Fiir den Fall A = grad ¢ erhalten wir mit grad ¢ = > ;Z: gi. == A= f%z gi den
Laplace-Operator in allgemeinen Koordinaten:

3 1 a ulJu a 8 w2 Jus 8
Bg=divgrad ot i) = g g (T g0 ) o o (fafe 20 )

0 (Fundu 00
Oua f u2 Oug
Zusammenfassung fiir Kugelkoordinaten:
Die Skalenfaktoren sind f, =1, fy = r, f, = rsin?.

96 1.06 1 . 06
’19 — r— _
grad ¢(r, v, ¢) (6 or + V9 + rsing ? &p)

— N a . a = a a .
rot A(r,d,p) = {er <%(rsm1914@) - %(TAg)> +rey <%Ar - E(rsmb‘Aw))

+rsind €, (ag(r Ay) — %&*)}
T

" 1 d 0 0
divA(r,9,9) = g {E(TQ sinv A,) + %(r sind Ay) + %(r A¢)}
# 10 (10 1 9 1 9
A = |[=ss+-=(-= — —
o(r,9,) ((97“2 * r 0V (r 619) * rsind dy <rsin19 6@)

20 cotdl 0
g T TF%) o(r, 9, )

— 6_2_|_22_|_i 6_2_|_ 1”92_%#8_2 ¢( 9 )
R AR T R AC Y sin? 9 Op? nYy

Bemerkung: Kugelkoordinaten sind fiir die Behandlung fundamentaler Probleme besonders
wichtig. Fine ebenso wichtige Rolle spielen Zylinderkoordinaten, fiir die &hnliche Formeln gelten.
Wir empfehlen fiir einen sicheren Umgang mit den neuen Begriffen, obige Beziehungen fiir
Zylinderkoordinaten selbst zu berechnen.
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