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4. 1. (Präsenzübung: Poissongleichung, Photonenmasse und Funktionentheorie, 1+1 Punkte) In der Vor-
lesung haben Sie die Poissongleichung kennengelernt. Im Folgenden sollen Sie eine modifizierte Version davon
untersuchen:

(

∆ −m2
)

φ(~x) = −4πδ(~x) ,

wobei m ∈ R.

(a) Zeigen Sie, daß

φ(~x) = 4π

∫

d3p

(2π)3
ei~p·~x

p2 +m2

die oben angegebene modifizierte Poissongleichung löst. Beachten Sie, daß p2 = ~p · ~p ist. Nutzen Sie aus,
daß die δ-Distribution im Fourier-Raum folgende Darstellung besitzt:

δ(~x) =

∫

d3p

(2π)3
ei~p·~x

(b) Berechnen Sie das Integral für φ(~x) mit Hilfe des Residuensatzes! Interpretieren Sie das Ergebnis: Was erhält
man für m → 0 ? Welche Auswirkungen hätte es, wenn die Photonen tatsächlich eine Masse m besitzen
würden?
Anleitung: Um das Integral zu berechnen, gehen Sie am besten zu Kugelkoordinaten über: Legen Sie die
z-Achse des Koordinatensystems in Richtung des Vektors ~x und führen Sie dann die Winkelintegrationen
durch. Den Residuensatz benötigen Sie erst, wenn Sie die Integration in radialer Richtung durchführen. Der
Residuensatz lautet

∮

dzf(z) = 2πi
∑

i

Resz=zi
f(z) mit Resz=af(z) = lim

z→a
(z − a)f(z)

wobei über einen geschlossenen Weg in der komplexen Ebene integriert wird. Der angegebene Ausdruck zur
Berechnung des Residuums gilt nur, wenn f(z) bei z = a einen Pol erster Ordnung hat.

4. 2. (Multipolentwicklung, 5 Punkte) Gegeben sei die Ladungsdichteverteilung

ρ(~r) =
q

64πa3

B

(

r

aB

)2

sin2(θ) e−r/aB .

Die konstante aB gibt dabei die atomare Längenskala an. Berechnen Sie das zu dieser Ladungsdichteverteilung
gehörige Potential mittels (sphärischer) Multipolentwicklung!
Anmerkungen: Beschränken Sie sich auf eine ’Fernfeldentwicklung’ (d. h. Entwicklung das Potentials ’außer-
halb’ der Ladungsverteilung, also für r > r′)! Berechnen Sie aber alle Terme dieser Entwicklungsreihe!

4. 3. (Green’scher Satz und Earnshaw Theorem, 6 Punkte)

(a) (3 Punkte) Beweisen Sie, daß im ladungsfreien Raum der Wert des elektrostatischen Potentials φ(~r) an
einem Aufpunkt ~r gleich dem Mittelwert des Potentials über jede Kugeloberfläche mit Mittelpunkt ~r ist.
Anleitung: Verwenden Sie den Green’schen Satz mit ψ1 = φ und ψ2 = 1

|~r′−~r|
.

(b) (3 Punkte) Beweisen Sie das Earnshaw Theorem, welches besagt, daß eine beliebige Anordnung von
endlich vielen Punktladungen sich nicht in einem stabilen Gleichgewicht befinden kann.
Hinweis: Untersuchen Sie die Frage, ob sich eine beliebig herausgegriffene Punktladung Qk am Ort ~Rk in
einem Minimum des Potentials aller anderen Punktladungen befinden kann. Führen Sie die Annahme, daß
sich die Punktladung Qk in einem (lokalen) Minimum befindet mit Hilfe des Ergebnisses aus Teilaufgabe
4.3.(a) zum Widerspruch!
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4. 4. (Spiegelladung I, 7 Punkte) Betrachten Sie eine leitende geerdete Kugel mit Radius R. Der Mittelpunkt der
Kugel befinde sich im Koordinatenursprung. Im Abstand a (a > R) vom Ursprung befinde sich eine Punktla-
dung q.

(a) (3 Punkte) Berechnen Sie das elektrostatische Potential dieser Versuchsanordnung für |~r| > R!
Hinweise: Überlegen Sie sich, wie die Randbedingung für das Potential auf der Kugeloberfläche lautet!
Überlegen Sie sich weiterhin, welches Potential sich ergeben würde, wenn sich auf der Symmetrieachse der
Versuchsanordnung eine weitere Punktladung im Abstand a′ < R vom Ursprung mit Ladung q′ befinden
würde. Um zur Lösung der Aufgabe zu gelangen, müssen Sie sich nun nur noch überlegen, wie Sie q′ und
a′ zu wählen haben, damit die Randbedingung erfüllt ist!

(b) (2 Punkte) Berechnen Sie die Ladungsdichteverteilung auf der Kugeloberfläche!

(c) (2 Punkte) Berechnen Sie die Kraft zwischen Ladung und Kugel!


