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1 Quantenphysik des Zwei-Zustands-Systems

1.1 Statistische Beschreibung der Welt

e Die Physik ist einer stetigen Weiterentwicklung ausgesetzt, in der allerdings Ideen auch gleich-

zeitig bestehen konnen.

So wurden in den vorangegangen Vorlesungen bisher die Punktmechanik (Newton), die de-
terministische Physik und die statistische Physik betrachtet. Es ist dabei eine konzeptionelle
Trendwende zu beobachten

Frither betrachtete man die statistische Physik als Grenzfall der deterministischen Physik, da
die deterministische Physik im Rahmen der Fehler gut genug die Realitéit beschreiben konnte.
Heute ist es genau andersrum und die statistische Physik wird als Ausgangspunkt genutzt in
der die deterministische Physik nur ein Grenzfall ist.

Die deterministischen Gesetze resultieren dabei aus sehr vielen zufélligen Ereignissen.

Noch weitere Entwicklungen kénnen festgestellt werden so stellt sich vielfach die Frage, ob man
eine diskrete oder kontinuierliche Beschreibung anwenden soll, oder ob man eine Erscheinung als
Teilchen oder Welle betrachten soll. Friither war es ein ausschliefendes oder heute spricht man
in der Quantenmechanik von dem Wellen-Teilchen-Dualismus, der beide Aspekte vereint.

Ebenso stehen sich die Betrachtungen der Wahrscheinlichkeitsverteilung (klassische Mechanik)
und der Wahrscheinlichkeitsamplitude (Quantenmechanik) gegeniiber.

1.2 Zwei-Zustands-System

Beispiele Zusténde
2 Energieniveaus F1 besetzt F5 besetzt
2 Atomfallen Atom in Falle 1 Atom in Falle 2
Biophysik Ionenkanal Kanal offen Kanal zu
. . . o h o h
Spin in z-Richtung 5. =73 5, =—735
Bit im Computer 1 0
klassische Wahrscheinlichkeit — pq P2

pieRa p1207 szzl
7

p1+p2=1

Beobachtungsgrofien

mittlere Energie: (E) = p1 Ey + paEs
mittlere Anzahl von Atomen in Falle: (N1) = py * N
Tonentransport (T) = tpy

Mittelwert des Spins (S,) = %pl - %pg



1 Quantenphysik des Zwei-Zustands-Systems

1.3 Wahrscheinlichkeitsamplitude

= Wellenfunktion = Zustandsvektor

) = (Z);a,bGC

v = o))

al 1) + 6| 1)

a : Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir Zustand 1
|a|?: Wahrscheinlichkeit fiir Zustand

P = \a|2 , DP2= \b|2
prtpe=1 = la>+[p*=1

Axiom 1 In der Quantenmechanik werden (reine) Zustinde durch Wahrscheinlichkeitsamplituden
beschrieben.

konjugierter Zustandsvektor

(W] = (a*,b") = [9)" (1.1)

1 = hermitesche Konjugation = komplexe Konjugation o Transposition = (x) o (T')

ail; a2
a21 Aa22
ail a1
a12 Aa22
E3
A = (au Ay
- *
A1 Qg2
* *
(au azy
%
A1p Qg2

Cl*
b*

_ (a*,b*)



1.4 Normierung der Wellenfunktion

1.4 Normierung der Wellenfunktion

Gesamtwahrscheinlichkeit 1 < Normierung

(Wly) = 1
(a*,b%) <Z) = a"a+b'
=1
_ ("
W) = <¢2)
(Yl) = Yiv1+ v
1
Ubung
(o) = (dlv)”

1.5 Skalarprodukt zweier Zustandssummen

B1) = v+ B3
0= (0)
@ = (#.08)
<w»:(%@($>

Norm von |1): (]1))

Folglich ist die Norm eines Zustandsvektors gleich dem Skalarprodukt des Zustandsvektors mit sich

selbst.

(@™ Y1 + d312), (9l) € C

Zustandsvektoren haben die Norm 1, (1|) =1

1.6 Operatoren und Erwartungswerte

1.6.1 Energie-Operator, Hamilton-Operator, H

- (5 )
(B) = (W|H[p)

i = (5 w) ()
_ <E1¢1>
Es)y

(WIH) = ¢7Ev + 93

E1pii1 + By
Eip1 + Eapo
(E)



1 Quantenphysik des Zwei-Zustands-Systems

Allgemein:
In einem Zwei-Zustandssystem werden Operatoren durch 2 x 2 - Matrizen dargestellt.

1.6.2 Besetzungszahloperator fiir Falle 1

' 10
5= 00)

(| N1 J)

A
=
=
Il

1.6.3 Spin- Operator

. ﬁo)
s - (0o
o -}

(S:) = (¥[S.|v)
h h
= 5271—5]72

Axiom 2 Physikalische Observablen A werden Operatoren A zugeordnet
At = A
Axiom 3 Der Erwartungswert eines Operators A lisst sich wie folgt berechnen

(A) = (P|Alp)

Dies ist eine der grundlegenden Regeln in der Quantenmechanik.

1.7 Quantenmechnik

Bisher wurden nur Tatsachen umschrieben, fiir die auch die klassischen Wahrscheinlichkeiten gelten.

Quantenmechnik :

A) Zeitentwicklungsgleichungen werden fiir 1) formuliert, nicht fiir py, po
Schrodinger-Gleichung

Axiom 4
o X
holv) = HY)
9 .
Sy = 1)

|t(¢)): Zeitabhinige Wahrscheinlichkeitsamplitude

B) Weitere wichtige Operatoren kénnen als Matrizen im Zwei-Zustands-System angegeben werden;
diese sind oft nicht diagonal
5 h/o 1
S = 3 (1 0>

Spin in x-Richtung



1.8 Spin

(Kernspinresonanz, Magnetspeicher)

A h (0 1
% = 2(1 0)
A h (0 —
s =30 7)
Pauli Matrizen
0 1
=1 o
0 —
n = (09
1 0
n = o)
A N h
x = 51—57'1

>

|
D

I

A
|

all

Il
P A
P
\—/

Erwartungswert von (S,

(S = (WISel)
= D)

a = (3 o) (1)
- ()

(S5 = S(iva+vi)

Beispiel
W = ()
=(S;) = 0

1.9 Bewegung eines Spins im Magnetfeld

Kernspinresonanz, Magnetspeicher
Energie fiir Spin im Magnetfeld

1.8 Spin



1 Quantenphysik des Zwei-Zustands-Systems

E~SB
I:I = —,LLB7?§
3
= Y _ Bimi
k=1
fiir Elektron :
eh
up = —— Bohr’sches Magneton
2mce
Schrédingergleichung
0 N
h— = H
o) = M)
= —upBTY)
Vereinfachte Schreibweise
N
h— = H
"ot v
= —up éf'w Vektorgleichung
Man wiahle
B 0
B=1|0 (1.2)
B,
1 0
H = 7MBBZ (O 1)
1 0
= —hw (0 _1>
w : Kreisfrequenz
B
w = “BT(BZ:B)
_eB
T 2me
¢1) ( (1 )
h | % = —hw
(1/)2 —o
’(Ll = Zw¢1
Yo = —wih
Losung
¢1 — aelwt
w2 — be—zwt
a
we=op = (;)
lal* +b]* = 1

vy = (10)

Pa(t)

Damit is die Wellenfunktion fiir jeden Zeitpunkt t bekannt. Die Erwartungswerte von S kénnen nun
mit den Beobachtungen verglichen werden.



1.10 Spin- Prézession

1.10 Spin- Prazession

Zwei Anfangszustinde

i) Anfangszustand

—
wn

)

~
I

wen = (%)
WOl = o)
51 = swo(p 5 v
_h
=3
s = 5o o) v
0
(5) = 0

Hierbei tritt keine Zeitdnderung der Erwartungswerte fiir diesen Anfangszustand ein.

ii) Anfangszustand

woy = ()

h
(S.) = 3
1 ezwt
o) = s S
1 —w
(W) = ﬁ(e“"t,e "
h1l
(8:) = 530-1)
=0
<Sz> — g%d(emwt o 672zwt)
= 50052@1‘
<Sy> _ 23(726722Wt+262ZWt)
= fgsiHZwt
h2
<S:E>2‘|’<Sy>2 = 7

s

Fiir diesen Anfangszustand dreht sich der Vektor in der x-y-Ebene mit der Periode ~
Kreisfrequenz 2 w. Der Vektor prizediert, die Prizessionslénge ist %

(Sz)
(Sy) (1.3)
(52)

oder der



1 Quantenphysik des Zwei-Zustands-Systems

.
ki
i
o

SLEI

——1L — — —

1.11 Erhaltung der Normierung

Gesamtwahrscheinlichkeit p; + po bleibt 1 fiir alle t

(W) = Pr)va(t) +v3(t)va(t)
a*e Wlae™! 4 b*etpe !
a*a+b*b

1

Allgemeine Bedingung fiir H fiir die Erhaltung der Norm:

at=0

Der Hamiltonoperator muss hermitesch sein.

0 !
W) o

) = —H)

Wl o= 1)

1 -

= ——(H)
L - *
—— (AT
1 *

=~

1

——(|H

0 = L it

SWh) = (W) - @A)

1 N A
= (WI(H = HY)|y)

(*\r

ﬂr;m L) %



Erhaltene Normierung

gt

|
=

Linearitit des Skalarproduktes
(Pln) + (@lb2) = (Blvhr + 12)
Linearitdt der Multiplikation mit Operator
Al) + Blg) = (A+ By

falls fiir alle |[¢) gilt

fiir irgendein |¢) folgt nicht A=0!

1.12 Schwankungsquadrate

In statistischen Systemen:

(A?%) £ (A)? Fluktuationen treten auf

1.12 Schwankungsquadrate

DAZ = ((A—(A))
(

AA?
AA

v

0
JAV.R

(A?) — (A)? Schwankungsquadrat



1 Quantenphysik des Zwei-Zustands-Systems

In der Quantenmechanik
(A% = (W|A%y)
Das Quadrat des Operators ist ein Matrixprodukt und ergibt somit wieder einen Operator!

wern A — A
dann A" — A"

(Teil 2 von Axiom 2)

. 20 1)\ [0 1
2—7
S$_4(10)<10)
_ o
4 \0 1
A B2 0 =\ [0 —u
2—7
=50 909
R [1 0
— 4 \0 1
R R (10 1 0
2—7
5 = 4(0 —1) <0 —1)
h2
o

O =
— O
~

Eigenschaft der Paulimatrizen 77 =1
Multiplikation eines Vektors mit der Einheitsmatrix lésst diesen unveréndert; deshalb nutzt man auch
diese Schreibweise

N N N K2
2 2 2
Sy = Sy,=85.= v
&2 62 | &2, &2
(%) = (Si+5,+5%)
_ 32
- 45
Es gilt die allgemeine Regel fiir die Drehimpulse
(L% = 1(1 + 1)R? (1.6)

Fiir den Spin ist | = %, folglich ist der Spin ein halbzahliger innerer Drehimpuls.
2 Beispiele

e Zustand ((1))

~ h N N
<SZ>:§ ) <r>:<5y>:0
. I
NS = —

S 4 4
= 0

. N K2

AS; = DS;=—

Es ergibt sich folglich ein scharfer Wert fiir S, wihrend S, S'y beide unscharf sind.

10



1.13 Eigenvektoren und Eigenwerte

e Zustand %G)

_ h1
22
_ h
2
B
<Sm>:§ s <SZ>:<Sy>:0
AS? = 0
2
AS? = ASf:%

Es ergibt sich ein scharfer Wert fiir S;, , wéhrend S,, S, beide unscharf sind.

1.13 Eigenvektoren und Eigenwerte

1) ist Eigenvektor zu Operator A, wenn

Alp) = M), X heit Bigenwert , A € C
dann gilt auch

(4) =
NA?2 = 0

Ist ein Zustand ein Eigenvektor zu A mit Eigenwert A so hat die dazugehorige Groflie einen scharfen
Wert .
Beweis:

I
<
>
£

I

>
<
€

I
=
=
S
=

= MyAy)

I
>

no
=
=
£

Beispiele:

. ((1)) ist Eigenvektor zu S, mit A = %

Beweis :

11



1 Quantenphysik des Zwei-Zustands-Systems

s = 5:(y)
=30 %))
-3
= 2w

. % (}) ist Eigenvektor zu S, mit A = %

Beweis :

s = 5.55(3)

Spektrum eines Operators: Menge seiner Eigenwerte

S, hat Eigenwerte %, —%. Damit ergibt sich das Spektrum (—%, %) und die dazugehorigen Eigenvek-
toren sind:

; [)=() =11) Spinup

;)= (%) =) Spin down

offensichtlich, da S, bereits Diagonalgestalt hat

=

>
| S

<(1) 2) (1.7)

Eigenwertproblem fiir S,

= Eigenwertproblem fiir 7 = <(1) (1)>

12



1.14 Messung in der Quantenmechanik

Yy = A

b = Ja
a = X
a=XNa , N=1,A=4+1
Spektrum von 7y : (—1,1)
Spektrum S (—E E)
p x 27 2
Eigenvektoren von 7y
b a
A=1: = =b
()-G) -
a
=1
Normierung (¥9) = a*a+a*a
= 2laf®
=1
1
2 e —
=la|* = 5
e
a =

Die Phase von ¢ kann dabei beliebig gew#hlt werden. Daraus ergibt sich der Eigenvektor zu S, als
[v) = % G) mit dem dazugehérigen Eigenwert 2

(- o
0 = 5

Allgemein gilt : Ist |¢) ein normierter Eigenvektor so gilt dies auch fiir e*?|y)

1.14 Messung in der Quantenmechanik
i) Eine Messapparatur analysiert einen bestimmten Operator.

ii) Messergebnisse eines einzelnen Ereignisses sind stets Eigenwerte aus dem Spektrum des Opera-
tors.

iii) Die Quantenmechanik macht Aussagen iiber die statistische Verteilung der Messergebnisse in
einem Essemble von Ereignissen.

Verbindung Formalismus < Experiment
i), iii) sind konzeptionelle Grundlage fiir (A4)
ii) folgt aus den Axiomen 2 + 3

13



1 Quantenphysik des Zwei-Zustands-Systems

Beispiel: Stern- Gerlach- Experiment (Analysator fiir S, falls ein inhomogenes Magnetfeld in z
Richtung vorliegt.)

Alle Atome landen entweder in Detektor A oder B nichts dazwischen; entweder s, = % oder —%
Es kommt somit zur Aufspaltung eines Atomstrahls je nach Spin der Atome. Dabei stellt sich die
Frage, wie viele nach A und wie viele nach B gehen.

Detekio 4
%

%>

N

v

Abbildung 1.1: Aufbau eines Stern-Gerlach-Experimentes in z-Richtung

i) |¢) = ((1)): AS. =0,(S.) = &: Alle Teilchen haben den Spin up und gehen nach A.

i) |[¢) = %G) (S.) = 0: 50 % der Teilchen haben Spin up und gehen nach A und 50 % der
Teilchen haben Spin down und gehen nach B.

2

_ R’ _h

Abstand " &
wuy f *a
A‘h‘c ® o o e & i - e ¢ Vi se W 3 1—

-~

¢

. - » L) . . - . -~ -ﬁ

- Y l

Folglich stellt sich die Frage ob S? schwankt.

Nein, [¢) ist ein Eigenvektor zu 5‘3 mit Eigenwert %2. Damit hat jede Einzelmessung den Wert
h2
= fiir jede Einzelmessung ergibt sich entweder S? = % oder S? = —%
= Alle Messwerte liegen im Spektrum des Operators S,

wichtige Bemerkung:

Axiom 5 In statistischen Systemen wverdndert eine Messung den Zustand des Systems. Nach der
Messung einer Observablen:
Zustand ist Eigenvektor zum gemessenen Eigenwert.

14



1.14 Messung in der Quantenmechanik

Muss so sein, da 2 hintereinander ausgefithrte Messungen einer Gréfle dasselbe Resultat ergeben sollen!

[

Abbildung 1.2: Hintereinanderausthren mehrerer Stern-Gerlach-Experimente

Am Schluss genauso viele S, = % und S, = —% obwohl im ersten Stern-Gerlach-Experiment alle
S, =—2 herausgeﬁltert werden!
Nach dern x-Stern-Gerlachexperiment: wieder maximale Unschérfe von S,! Da in S, -Eigenzustand
1
7(1)
h h
S, = 5 blau S, = 5 Kugel
h
S, = —5 grim S, = f% Kubus
klassisch Quantenmechanik
Anfangszustand 50 griin, 50 blau
(100 Objekte) 50 Kugel, 50 Kubus

=

25 griine Kuben
25 griine Kugeln
25 blaue Kuben
25 blaue Kugeln

Ergebnis nach Apparat 1 25 blaue Kugeln 50 S, = %
(S, = %) 25 blaue Kuben

Ergebnis nach Apparat 2 25 blaue Kugeln 25 S, = %
(Sx = %)

Ergebnis nach Apparat 3 0 12,5 5, = %
(S: =-%)

Sz, Sy, S haben keine klassischen Eigenschaften, die vor der Messung schon Bestand haben (wie
Farbe und Form der Objekte)
Der Zustand dndert sich durch die Messung, nicht nur durch das Herausnehmen der Mitglieder des
Ensembles, die nicht die gesuchten Eigenschaften haben.
Hier ist eher die Analogie zur Polarisation des Lichtes zu beobachten — Dies weist auf die Wellenei-
genschaft hin.

15



1 Quantenphysik des Zwei-Zustands-Systems

1.15 Spin im Magnetfeld: Unscharfe

Anfangzustand i) |¢) = (elgt), (S,) = %
S

2 = _——— =
AST = 1 1 0
52 52
AS2 = L _pg=2

Sz 4 4
R h?
2 _ N __ N

AV 1 0 1

Der Spin-Vektor hat einen scharfen Wert in z-Richtung (AS, = 0!); Unschiirfe besteht in x,y- Richtung.

Anfangszustand ii) |¢) = %(:jj:t), (Sy) = B cos2wt, (S,) = — L sin 2wr

h? h?
AS? = ——0=—
# 4 4
n: B? h?
2 _ 2 =~ sin?
AS; = 7 1 °o8 2wt 1 sin 2wt
n: h? R
2 . 2 2
ASy = Z — Z sin“ 2wt = Z cos” 2wt

Zum Zeitpunkt ¢ = 0 hat S, einen scharfen Wert. Fiir ¢ = ;= hat S, einen scharfen Wert.
Richtung des scharfen Wertes dreht sich;
in den Spinkomponenten orthogonal zum scharfen Wert: Unschérfe!

Gedankenexperiment
b - <
| 3,40 !
+ | |
& I { *
A
vy () . %
] I
I I
! |
! |
Man variere B, = variere w
==
v
Wobei v die Geschwindigkeit der Atome.
h? L
NS? = T sin? 2w—
v
h? 2L o B.
= st uoh
_ g2 €B:L
4 Muoc
= h—g sin? ¢B.Lc
4 Mc2 v

16
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1.16 Oszilationen zwischen Positionen

Folglich variert die Unschérfe mit B!

h eB.L c
(Sa) §C ° Mc2 v
Neutrino Oszillatoren
1 0
Ve = (0)7”# = (1)
- MU, 0
H ~ 0 mvu + ATI (19)

Sonnenneutrinos: Anfangszustand |ve) = () (werden zusammen mit Elektronen produziert)
Zeitentwicklung: Oszillation zwischen v, und v,

Auf der Erde kommt eine Mischung von v, und v, an. Welches in zahlreichen Experimenten nachge-
wiesen werden konnte!

Ahnliches ist bei Neutrinos aus Kernreaktionen zu beobachten.

Dabei ist die Wahrscheinlichkeit v, zu finden wie folgt zu berechnen.

Ro= 0l (g o))~ cosc

Orzillationen zwischen Materie und Antimaterie

K9 KO
KO ist Antiteilchen zu K©°

A verletzt die Symmetrien

P Paritéit, Spiegelsymmetrie
C Ladungskonjugation (Teilchen — Antiteilchen)

Oszillationen von K° nach K° und zuriick!

1.16 Oszilationen zwischen Positionen
| 7) Position 1 (;)
| |) Position 2 ((1))

FE
= — T3 + a1 + const

Der Term a; stellt das Einstrahlen der Resonanzfrequenz oder am Ubergang dar. Die Konstante ist

irrelevant.
| A F| < |a : vernachlissige AFE (kleine Stérung), fir NHs : AE =0

Stort in Zustand |1):
Ergebnis: Oszillationen zwischen |1) und |2), Oszillationen der Unschérfe

17



1 Quantenphysik des Zwei-Zustands-Systems

Mathematische Behandlung analog zu

B,
Spin im Magnetfeld | 0 |, mit Anfangszustand ((1))
0
oder
0
Spin im Magnetfeld | 0 |, mit Anfangszustand % G)
B.

1.17 Zusammenfassung

Einige einfache Hypothesen zur QM erlauben detaillierte Voraussagen fiir die Statistik von Beobach-
tungen im Zweizustandssystem

e Wahrscheinlichkeits-Amplitude = Komponenten des Zustandsvektors |¢) Axiom 1

e Observablen A werden Operatoren A zugeordnet Axiom 2
* Mittelwert der Observablen (A) = (1| A|1)) Axiom 3

* Ergebnisse von Einzelmessungen um das Spektrum von A zu ermitteln

* Schwankungsquadrat AA2 = (Y| A2[p) — (] AJ)2
* Nach Messung Eigenzustand von A Axiom 5

e Schrodingergleichung zh|w> = ﬁ|1/)> Axiom 4

Durch Vielzahl von Experimenten bestétigt! Eine der wichtigen Konsequenzen ist dabei die

diskrete Verteilung von Messwerten. Dies kann direkt zur Verallgemeinerung auf N-Zustands-Systeme
oder kontinuerliche Systeme angewendet werden. Dann ist auch ein kontinuierliches Spektrum gewisser
Operatoren moglich genauso wie eine kontinuierliche Verteilung von Messwerten. Mehr braucht es
nicht!

— Identifiziere fiir gegebenes System A, H

— Lose Schrodingergleichung

18
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