Universitat Heidelberg

MATHEMATISCHER VORKURS
ZUM STUDIUM DER PHYSIK

UBUNGEN

Aufgaben zu Kapitel 7
(aus: K. Hefft, Mathematischer Vorkurs zum Studium der Physik, sowie Ergénzungen)

AUFGABE 7.1: Differentiationstabelle riickwarts

Berechnen Sie folgende Beispiele von Integralen (a,n € Z):

3 1 b
a) [ %d:v b) [ —Hlxg dx c) fo ﬁd:p

d) fii;{% \/11_7dx e) [ cosh(z)dz f) [t mdaz

g) [7 tade h) O atldy

a) [} Ldr = [In(2)}} = In(3) — In(1) = In(3)

b) f_ll Tdr = [arctanz]' | =

M

c) fob ﬁdm = larcsinh x]g = arcsinhb
siehe Aufg.5.7

1/vV2 1/V2 7
d) [ W, ﬁda: = [arcsin x] /1/\@ =1

e) [ cosh(z)dz = [sinhz]", =2sinha

f) fog cosé(x)d:c — [tanz]}* = tan T =1

g) [ tedr="L=11-1L) fira#0

h) [° @t lde = ["’32n+2]a =0 firneN

2n+2

fiir n < 0 ist der Integrand bei 0 nicht beschrankt.



AUFGABE 7.2 Bestimme Sie die Scharen der Stammfunktionen F'(z) folgender Funktionen

f(@):

2) f@)=a® b) f@2)= A= o f(2)=sinh()

d) flz)=2"
a) F(z) =12t +c
b) F(z) = arccosh(x) + ¢
¢) F(z) = cosh(z) + ¢
d) flz)=2"=¢e""?= F(z) = &5 +c

AUFGABE 7.3 Bestimmen Sie die Stammfunktionen von folgenden Funktionen f(x) mit
den angegebenen Randbedingungen:

a)f(z) =sin(x) mit F(r)=1 b)f(z) = ﬁ mit F(4) =1

c)f(x) = Wg(z) mit F(a) = %

a) F(x) = —cosx+c
F(W):—COSW+0:1+0£1:>CZO

b) F(z) =2yx +c¢
F4)=2-24c=44c=1=c=-3

c) F(x) =tanhzx +c
F(a):tanha—i—c;%éc:%—tanha

AUFGABE 7.4 Integrieren Sie durch lineare Zerlegung:

1
/ (1 + 2x3)3 dx

-1

S 209 de = 1 (14 60% 1200+ 82° = o+ 6% + 125 4857 =%



AUFGABE 7.5 Berechnen Sie folgende Integrale durch Substitution (a, A,b,r € R,a > 0):

a) e b) fg e~ 2t/ady ) fol V1 —22dx
d) [y Vr2—a2de e) [i(t)dt f) [, cosh(z/A)dx

a) mit y = ax + b und g—g = a folgt:

aiib: ifl—zdy:%f%yziln|y| +c:§ln|ax+b| +c

b) mit y = —2 und % = —2 folgt:

dz a

t —2t/a d
/ e"2/ody = / e’ or dy
0 0 dy

¢) mit y = arcsin(x) oder x = sin(y) und Z—z = cos(y) folgt:

1 arcsin(1) dr
/ V1—z%dr = V1= sin?(y)—dy
0 arcsin(0) dy
w/2
= / cos®(y)dy
0

w/2 1
_ / L1 + cos(29))dy
0o 2
(letzter Schritt mit Hilfe des Additionstheorems)

cos(a+b) = cos(a)cos(b) F sin(a) sin(b)
= cos(2y) = cos’y — sin*y=2-cos’y —1
mit z = 2y und 3—; = 2 folgt:

1 ™
Vicaar = [Y]77 4L &y
/o 1 —a22dx = [2} + 2/0 COS(Z)dde



d) [fVr2—a2de = [/ry/1—(%)?dx

mit y = < un d%:%folgt:

= r2folﬂdy = 72

e) [adt = [Ldt = [dx=ux(t)+c

13

siche Aufg. c)

f) mit y = § und Z—z = % folgt:

a a/A d
x x
cosh (= )dxr = / cosh(y)—dy
/—a <A> —a/A ( )dy

= A [sinh(y)]”4,

= 2Asinh (%)

AUFGABE 7.6 Zeigen Sie fiir n € N

Yv
v (g(y))""!
dy ¢’ n_ |\9\Y))
[ st = |2
Ya
fyb dy g fyb Y jf/ n fg(yb _ gnﬂ(ybi:rglnﬂ(y“)

Leiten Sie aus dieser Formel weitere ab, indem Sie g(y) spezifizieren, z.B. fiir
(a,b € R,a,b>0)
a) g(y)=ay+b b) g(y)=siny

¢) gly)=y*£b d) g(y) =In(y)

a n+1
a) [dy g (y)g"(y) = [dya(ay£b)" = LT 4 ¢

b) [ dy g'(y)g"(y) = [ dy cos(y) sin"(y) = [ dy “H sin"(y) = [ d(sin(y)) sin"(y)

mit z = sin(y) folgt:

z sinnt1
Jdy g (y)g"(y) = [ z"dz = n++11 +c= Tl(y) +c

2 n+1
¢) [dyd(y)g(y) = [dy2y (y> £ )" = L2 4 e

d) [dy g'(y)g"(y) = [dy Linn(y) =" 4 ¢



AUFGABE 7.7 Beweisen Sie analog wie oben die Formel (fir 1 < n € N)

" " N Yb
/ dyg’@)"g(y):[g(” g(y)]

Yo Yov d 1
/ dy o () Va(y) = / dy % g% )
Ya Ya y

9(yp) 1
= / g~ (y)dg
9(Ya)
r 1 Yy
_ et w ]
41
- Ya
ro1

und spezifizieren Sie darin g(y) wie in Aufgabe 7.6 a) und b).

a) [dy g (y)/9(y) = [dyaayLb="5(ay £b)Jay£b+c

b) [dy g'(y)/g(y) = [ dycos(y) {/sinly) = Zgsin(y) Y/ sin(y) + ¢

AUFGABE 7.8 Was erhilt man analog fiir fi” dy ¢'(y)/ (g(y))" mitne N, n>17
Ub g _ v dg 1 _ o) —n g (gt o1 [ 1 }
fya dy "(y) " Jya dy dy g"(y) fg(ya) g " dg = [ —n+1 ]ya T on=1 g (y)

AUFGABE 7.9 Weitere Beispiele (0 # w,a,b,c € R,n € N):

Yb

Ya

a) f;+27ﬂ coswtdt b) [V1+z?dx c) fil a;rb dz
d)  [z(t)z(t)dt e) [% sinh(2x/b)dx f) [VaxLbdx

g) ffa ngﬁ‘l h) xilf” 1) fjﬂ coz;n(g)q;lrldqzs
. o+ T
i) Java?Ptadz k) [ g de ) [ y5ade
. d )
a) Mit y = wtund ¢ = w folgt:

wa+2mw

wa

fan%r cos(wt) dt = f;j”ﬂ cos(y) j—;dy = [~Lsin(y)] =0

weil der Sinus 27-periodisch ist.



b) Mit y = arcsinh(x) bzw. x = sinh(y) und j—gy” = cosh(y) folgt:

JVI+a2de = [\/T+sinh?(y) $£ dy = [ \/cosh?(y) cosh(y) dy = [ cosh*(y) dy

wegen cosh’x — sinh®x = 1.
Mit Hilfe der Additionstheoreme:

sinh(a + b) = sinh(a)cosh(b) 4+ sinh(b)cosh(a)
cosh(a +b) = cosh(a)cosh(b) + sinh(a)sinh(b)

= cosh*(z) = (1 4 cosh(2z)) (wie in Aufg. 7.5¢)
und sinh(2a) = 2sinh(a)cosh(a) folgt nun:

/mdx = %/(1+cosh(2y))dy

%(y + %sinh@y)) te
= = (y+ sinh(y)cosh(y)) + ¢
(3/ +sinh(y)v/1+ 8inh2(y)> +e

(arcsz’nh(x) +av1+ x2> +c

NN~

¢) Mit = az + b und % = q folgt:

S G de= [ e = L[ e e = L ] =2 (Vak -V
d) [at)zt)dt = [ La(t)dt = [z(t)de = $22(t) + ¢
e) Mit y = 2 und % = 2/ folgt:

[% sinh(22/b) dz = fzg/l;b sinh(y) % dy = 2 [cosh(y )]QaQ/;/b 0

Integrale von ungeraden Funktionen verschwinden immer iiber symmetrische
Intervalle.

f) Mit y = 2 £ b und dy =1 folgt:

[ VEEbde = [y dy = 3 4 o= a0 4o



g) Dader Integrand Qn - innerhalb des zu integrierenden Intervalls nicht definiert
ist, kann man das Integral f Qnﬂl nicht ausrechnen, obwohl normalerweise
Integrale von ungeraden Funktlonen iiber symmetrische Intervalle verschwin-
den. Deshalb nur die Berechnung des uneigentlichen Integrals:

de 1, .-2n
2l — 5,4

h) Fallunterscheidung:

(i) n=0:[AF5de=[Ldr=Inx
(i) n#0: [ F5de= [a"tde = 22"+ ¢

i " S8 _jé = 0 da ungerader Integrand iiber symm. Intervall

—m cos? (¢)+1

) [z Ve Eade = §(2* +a)Va? £ a+cnach Aufgabe 7.7 [ dy ¢'(y) {/9(y) =
n /1Y
{M} mit y =z, g(y) = 2* £aund n =2
Ya

n+1
T+5g ax
k) [ (ax2+b§f‘+c dr = %f—(wibﬁcpdw = _t—(axz—k}m—&-c)Q nach Aufgabe 7.8
y "ty) _ -1 T AR 2 _
fab dy ggn(yy) = — [gn—l(y)]ya mit y =z, g(y) = ax® + bxr + cund n =3

1) Mit y = 2* und j—g = 2z folgt:

= Larctan(y) + ¢ = tarctan(z?) + ¢

T 1 1
f 1+x4dx T2 1492

AUFGABE 7.10 Integrieren Sie folgende Integrale partiell (0 <y € R):
a) [)sin(x)e dx b) [)cos(z)e Fdx c) [arcsin(z)dx
d) [avItazds e [a3e” da f) [ 2% In(z)dx
g) [In(2?+1)dz

und beweisen Sie folgende niitzliche Rekursionsformeln fiir n € IV:

h) [ fl(x)a"dz = f(z)z™ —n [ f(z)z" 1 dx

i) I 9@) g — (n_ll) mnx) + f x" —I dr firn #1

j) [ sin™ (z)dz = =Lcos (z)sin® H(z) + =L [ sin"?(z) da

k) J(1+£ 22" = ﬁm(l +22)" 4 27311 (14 22)" ldx



Particlle Integration [ f(z) ¢'(z) dz = [f(z) g(x)]} — fab () g(x) dx

a) Man l6st die Aufgabe mit Hilfe von 7.10b:
Wihle f(z) = e und ¢'(x) = sin(x), da man sonst immer im Kreis rechnet

[ e = [eostay ]y = [ eosta)

Yy
= 1—cos(y)e ¥ — / cos(x)e *dx
0
dann erstmal weiter mit 7.10b

b) Man wahle f(z) = e und ¢'(x) = cos(x):
/y cos () e dx = [sin(x)e "|§ + /y sin(z) e " dx
0 0

Yy
= sin(y)e ?+1—-cos(y)e ¥ — / cos(x) e “dx
0

y
= 2/ cos(x)e “dx =1+ sin(y)e ¥ — cos(y) e
y 1
= / cos(x)e “dx = 5(1 + sin(y) e — cos(y) e™?)
0

Y 1
= / sin(z)e “dr = 5(1 —sin(y) e ¥ — cos(y) e™V) Losung fiir Aufg.7.10a
0

¢) Wéhle f(x) = arcsin(xz) und ¢'(z) = 1:

Jaresin (z) - 1dw = arcsin(z) v — [ Z=dr = 2 - aresin(z) + V1 — 2% +¢

nach Aufg.7.7:

Yo
. n9(v) /9)
3L dy g () V/aly) =3 { ”,LH”]

Ya

mit y =z, g(y) =1 — 22, ¢'(y) = 2z, n = =2
d) Wahle f(z) =z und ¢'(z) = /1 + a:

e 2 2

2
(14 z)%? - g(l + x)5/2} +c

E|l\3w'w

(14+2)*?3z—2) +c



= §$2€I2 /295;6 dx
= %:Lje%2 —/xe dx
= le e’ — 16352 +c

2 2
= %(a: —1)e” +¢

f) Wihle f(z) = Inz und ¢'(x) = x*:

2 _ _1 31 7, — a3 _ a?
fxlnxdx—glnx 3fxxdx—3lnac 5 tc

g) Wihle f(z) = In(2? + 1) und ¢'(x) = 1:

2
/ln(a:2+1)dx = xln($2+1)—/x T dx

91;2—1—1

x? —|—1—1

= xlnx +1) —2/d:v+2/
x2—|—1

= zin(2® +1) — 22 + 2arctan(z) + ¢




[ sin” (z) dx

= nfsm”x dx

= [sin"zdx

[ a2y

= /x"g(ac) dx

- L - [E e

=1 g(z) J'(x) .

= GoDe mdm fiirm # 1

/sz'nx csin™ xdx

sin™ tr — /(—cos z) ((n— 1) sin" "z - cos ) dx

= —COS T -

= —cosx-sin" 'z + (n—1) / cos®x sin" " *x dx

= —cosx-sin" '+ (n—1) / (1 - sz’n%) sin™ 2z dx

= —cosx-sin" 'z + (n—1) / sin"?zdr — (n — 1) / sin"x dz
= —cosx - sin™ lr + (n—1) / sin™ 22 dx

1

-1
= ——cos (z)sin" ! (x) + "
n

/ §in™2(z) da

n

dx 1-(1+£2%)"dx

/

(14 2%)" — /x [ (£22) (1 £ 2%)" ] do

T
=z(l+£2H)" — 2n/(ix2 +1-1)(1+2H)" da

=z(1£2)" - 2n [/(1 + 2?)"dr — /(1 + x2)”_1dx]

= (1+2n) [(1+2?)"de =z(1x2%)"+ Zn/(l + 2" dx

=

J(1 a2y

1
o+ 1

2n
2n + 1

dx

(1 +£2°)" + /(1 + %) dx



AUFGABE 7.11 und AUFGABE 7.12 siehe K. Hefft, Mathematischer Vorkurs zum Studium
der Physik !

Die Aufgaben miissen nicht gerechnet werden!

AUFCGABE 7.13 Losen Sie das Integral [ % mit I'(z) = Vaz? + bx + ¢ fir 0 # a,b,c € R.
Tip: quadratische Ergénzung

/FCZ)_/\/#

_ 1/ dx

VEL et g4 () - (3]
_ 1/ dx

Vol e+ gy + - ()

Mityz:v—&—%undA:(%)z—g:
1/@
vall Jyr—A

=y

Mit z = % und % = L.

fira <Ound A >0

VA dy — VA
B /A / dz
B —a ) 1 —22
(L)2 _c
= ~2at  agpesin(z) + konst
—a
by ¢ b
= (2“)7“(17“031'71 T+ 2 + konst
—a b \2 c
(26)?— 3
4dac — b? ) 2ax + b
= ——g—arcsin | ———— | + konst
4a b? — 4dac



AUFGABE 7.14 Zeigen Sie durch eine geeignete Substitution, dass auch die Integrale
I W dz (0#k €R) und [ \/colsﬁ dz elliptische Integrale sind.
- si- x

Elliptische Integrale: F'(k;y) werden bei Pendelschwingungen

= b V(- x? ~(ko)?)

gebraucht. Sie sind analytisch nicht losbar

Fiir beide Integrale benutzt man die gleiche Substitution:

z = sin o und % =cosx =1 — sin2x =1 — 22

_ [siny 1 d
) f[] V1= k251n x f \/(lf(kz)Q)(lfﬂ) -

b) Mit dem Additionstheorem:

cos(a £0b) = cos(a) cos(b) F sin(a) sin(b)

= cos(2x) = cos’r — sin’r =1 — 2sin’x

y_ 1 _ (Y 1 _ [siny 1
fU Vcos 2z da = fO V1-2sin?x dz 0 (1-222)(1—22) dz

AUFGABE 7.15 Versuchen Sie folgende uneigentliche Integrale der ersten Art zu berechnen
(a € R):
a)

d) [Tcoszdr e) [Ccosxe Tdx

[0 dz b) [T e td ¢ Jydx/(1+42)

a x

W 7 = Jim Jye e = Jim (S = Jim G- y) =

b) [ e de = lim []e "dx = lim [—e™*]§ = lim (1—e¥) =1

Y—00 Yy—00 Y—00
©) Joo 5 = lim [y = lim [In 1+ allf = lim in]1+y]

Der Grenzwert existiert nicht.

d) [ cosxdr = lim [)cosxdr = lim [sinz]) = lim siny
y—00 y—00 y—00

Auch dieser Grenzwert existiert nicht

iny— “y4q
e) [, cosx e dr = lim [ cosxze " dr = lim [(siny co2sy)e H) =1
y—00 y—00



AUFGABE 7.16 Berechnen Sie f__fo/” Smi# dz und fi)oo ﬁxﬁj dz.

a)

~2/™ gin (1 —2/m sin(L
/ de = lim gx)dx
—0 Xz a——oo [ €T
—7/2 1 d
= — lim sinzdz mitz:—und—zz——
a—=—00 1/a A dI
1/a
= lim sinzdz
a==o0 J_x/2
= lim [—cos z]lf/a/2
= — lim cos—
a——00 a
=0
b)
0 0
/ ! dr = lim ! dx
_001+$4 a——o0 [, 1+ 24

= 1lz'7_n [arctanxﬂz

1 .
= —— lim arctana?

a——00

™

4

AUFGABE 7.17 Berechnen Sie [ m dz und [ (lwa‘r) dz.

a)

o] 1 b 1
/ de = lim lim dx

1 + I‘Q a——00 b—oo 1 —+ x2

o0 a

b

= lim lim |arctanz],

a——00 b—oo
limarctanb — lim arctana
b—oo a——00

™



00 b
/ Y gz = lim lim Y dr
o (L +2%) a——co b—oo [, a+ x*
1
=5 lim gzm [arctan 2*]° nach Aufg.7.91)
=0

AUFGABE 7.18 Versuchen Sie folgende uneigentlichen Integrale der zweiten Art zu berech-
nen (0 < b€ R):

) JiE D) N o fydde

21/27p

fob ! d:v—lsz T 2dx—lzm[1/2] —2\/_—2221%\/5:2\/5

b)
/2 1 J I 2 dx
r = lim
1 \/.I—l a—0 1+a\/$—1
1
d
= éz—%b a\/—y@ mlty—x—lunddi 1
= 2 nach Aufg.7.18 a
b da _1s 210 _ 7. 1 1
c) |, 5= l@mf = —2] =lim 52| — 52

Der Grenzwert existiert nicht.

AUFGABE 7.19 Berechnen Sie fol dx und foﬂ/ 2tanz dz.

1
V(1—a?)
a)

/ Vodx I / R
0 \/1—I2 a—0 0 \/1—ZE2
= lz'rré [arcsin )5~

= limarcsin(l — a)

a—0

™

2



w/24a

/2 , sinx
tanzdx = lim T
0 a—0 0 COS ™
cos(5 —a) dy
= —lim
a=0 /4 Yy
= —lm% [In |x|]cos (5-4)
, 7
= —izi% In ‘005(5 - a)‘

Der Grenzwert existiert nicht.

AUFGABE 7.20 Berechnen Sie die Hauptwerte P [~ 21
Cauchy-Hauptwerte: Pfab dx f(x) == liTgL [f;o :

a)

d .
mit y = cos x und Y _ _sinz

dz

L dz und Pf07r tan z dz.

do f(x)+ [0 d f(x )]

2 1 —a 2
P/ —dr = lim [/ d_x+/ d_x]
-1 X a—0 -1 X a X

= lim ([In|2]) 2] + [inf2[];)

= lmg (In|—a| —Inla]) — In|—1| +in|2|

= In2

b)
P/ tanz dr = lim [/2 +/ ST g wie in Aufg.7.19b)
0 a=0 | Jo Tiq| COST

= lim ([ln]cosxﬂgfa%— [In |cos =[], >
= izirOL (ln ‘cos(g + a)‘ —In ‘ws(% — a)‘) + In|cos 0| — In|cos |
= limlin COS( a) +0
a—0 COS<2 )
cos(5) cos(a) — sin(%) sin(a)
= l@m In
cos(%) cos(a) + sin(%) sin(a)

limin|—1] =0
a—0




AUFGABE 7.21 Zeigen Sie, dass aus dem uneigentlichen Integral zweiter Art fo L ~dx durch

die Substitution z = 1/y? ein uneigentliches Integral erster Art entsteht.
fl dr — 9 nach Aufgabe 7.18 a)

Mit y = f’ also xr = yQ und dx = y% folgt:

S = [ Mdy=2["% =2  wieinAufg7.15a)



