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Aufgabe 13.1 Ising-Modell

Ein einfaches Modell fiir Magnetismus in Festkorpern ist das sogenannte Ising Modell:
In diesem betrachtet man N Spins, welche wir mit s; (i = 1...N) bezeichnen. Jeder Spin
kann zwei Zustdnde annehmen s; = +1 oder s; = —1 ("up’ oder ’"down’). Das magnetische
Moment eines jeden Spins ist pp (Bohrsches Magneton). Die Spins wechselwirken nur
mit ihren direkten Nachbarn. Die Kopplungsstérke sei J. In Anwesenheit eines externen
Magnetfeldes H ist der Hamiltonian dann gegeben durch

N
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Dabei bedeutet (ij), dass die Summe iiber alle Spinpaare lduft und dass J;; = J fiir
direkte Nachbarn und ansonsten J;; = 0 ist.

a) Wir betrachten zunédchst den Fall H = 0 und J > 0. Bestimmen Sie den Grundzu-
stand und deren Energie. Betrachten Sie nun den Fall H = 0 und J < 0. Bestimmen
Sie wieder den Grundzustand und deren Energie.

Anmerkung: Fir J > 0 ist das Ising Modell ein Modell fiir Ferromagnetismus und
fiir J < 0 ein Modell fiir Paramagnetismus. (2 Punkte)

Ab jetzt nehmen wir an, dass J > 0 und H # 0. Die kanonische Zustandssumme ist
dann

7 = Z exp —H,
{si}

wobei die Summe fiir alle i iiber beide Werte von s; lauft.

b) Die Magnetisierung ist gegeben durch M = ug Zf\il s;. Zeigen Sie, wie man die
mittlere Magnetisierung (M) aus In Z erhélt. (1 Punkt)

c¢) Die magnetische Suszeptibilitit x = (AM?)/kT|g—o, mit AM = M — (M), ist ein
Ma$ fiir die Fluktuationen der Magnetisierung in Abwesenheit eines Magnetfeldes.
Zeigen Sie, dass man y aus
_ oM >‘
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erhéllt. (2 Punkte)

d) Das eindimensionale Ising-Modell kann man exakt 16sen (im Gegensatz zum drei-
dimensionalen Modell). Der Hamiltonian ist gegeben durch

N N
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mit s; = +1. Die N Spins liegen auf einem Ring (periodische Randbedingungen)
so dass sy11 = s1. Die Zustandssumme ist dann gegeben durch

7 = Zi Z K(s1,82)K(s2,83) ... K(sn,81),

sy==£
mit K(s;, $i+1) = exp Bl ppH(s; + siv1) + J$i8i41] (warum ?).

(i) Zeigen Sie, dass man Z schreiben kann als Z = Tr K mit

(LAC oL
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e
(2 Punkte)
(ii) Warum ist die Matrix K diagonalisierbar 7 Sind die Eigenwerte A, and A_
reel, imaginér, or komplex ? Berechnen Sie die Eigenwerte. (2 Punkte)

(iii) Zeigen Sie, dass Z = A + A\Y. Zeigen Sie weiterhin, dass im thermodynami-
schen Grenzfall (N — oo) nur Ay (Ay > A_) beitrigt.

(2 Punkte)
Betrachten Sie von nun an nur den thermodynamischen Grenzfall.
(iv) Berechnen Sie die Magnetisierung (). Kann es in einer Dimension spontane

Magnetisierung geben ? Skizzieren Sie (M) als Funktion von H fiir verschie-

dene Temperaturwerte. Berechnen Sie die magnetische Suszeptibilitat .
(2 Punkte)



