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A Umrechnung zwischen MafR-
systemen der Elektrodynamik

Neben dem Gaussschen Mal3system werden noch eine
Reihe weiterer cgs-Systeme sowie das SI-System (in-
ternationales Mafsystem, Giorai-System) verwendet.

Wiéhrend das Gausssche MaRsystem alle elektromag-
netischen Groflen in cm, g und s ausdriickt, verwen-
det das Giorai-System neben den mechanischen Ein-
heiten m, kg und s noch zwei weitere Einheiten A
(Ampere) und V (Volt), allerdings nicht unabhéngig
voneinander, vielmehr gilt fur die Einheit der Energie

1kgm?s2=1J=1Ws=1AVs.

Die Umrechnung einiger gebrduchlicher Malisysteme
ineinander kann durch drei Umrechnungsfaktoren e,
o und ¢ beschrieben werden. Dabei konnen e
und wo (im SI-System als Dielektrizitdtskonstante und
Permeabilitdtskonstante des Vakuums bekannt) und
die Verkettungskonstante

Y = C+/eoto

dimensionsbehaftet sein, wahrend y ein dimensions-
loser Zahlenfaktor ist. Man unterscheidet zwischen
rationalen Malisystemen (¢ = 4mx) und nicht ratio-
nalen Malisystemen (¢ = 1). Die Umrechnungsfak-
toren einiger gebrduchlicher Mal3systeme sind

A Connection between different
Systems of Units

Besides the Gaussian system of units a number of
other cgs-systems is used as well as the Sl-system (in-
ternational system of units, Giorai-system).

Whereas all electromagnetic quantities in the Gaus-
sIaN system are expressed in cm, g und s, the Giorai-
system uses besides the mechanical units m, kg und
s two other units, A (ampere) und V (volt). They are
not independent, but related by the unit of energy

(A1)

The conversion of some conventional systems of units
can be described by three conversion factors e, o
and . The factors ey and uo (known as the dielectric
constant and permeability constant of the vacuum in
the Sl-system) and the interlinking factor

(A2)

can carry dimensions whereas ¢ is a dimensionless
number. One distinguishes between rational systems
¥ = 4m) and non-rational systems (¢ = 1). The con-
version factors of some conventional systems of units
are

MaRsystem / System of Units € 1o v ¥
Gauss / GAUSSIAN 1 1 c 1
Elektrostatisch / Electrostatic (esu) 1 c? 1 1
Elektromagnetisch / Electromagnetic (emu) c? 1 1 1
HEAVISIDE-LORENTZ 1 1 c 4n
Giorat (SI) (Cuo)™ & X—r‘:'] 1 4n

Die Feldstarken im Gaussschen Malsystem driicken
sich durch die GroRen der anderen Malisysteme (mit
einem Stern versehen) folgendermalfien aus

E = \ye&E*
D = \l¢/eD*

The field intensities are expressed in Gaussian units
by those of other systems (indicated by an asterisk) in
the following way

analog elektrisches Potential / analogously electric potential
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analog Ladung, Strom und deren Dichten,

P =1/yeP* analogously charge, current and their densities, (A.3)
elektrische Momente / electric moments
. analog Vektorpotential, magnetischer Fluss
B = VW/uoB o el e v

analogously vector potential, magnetic flux

H = yuoH"

M = Vuo/¥M* analog magnetische Momente / analogously magnetic moments

Fur die mit Leitfahigkeit und Widerstand verkniipften ~ One has for the quantities connected with conductiv-
Grolen gilt ity and resistance

o =1/e)o” analog Kapazitat / analogously capacity

R=yeR"  analog Induktivitét / analogously inductance (A.4)

Fur die elektrische und magnetische Suszeptibilitdt ~ For the electric and magnetic susceptibilities one
gilt obtains

X=X (A.5)

Wir erhalten damit die folgenden Gleichungen fiirbe- ~ We obtain the following equations for arbitrary
liebige Malisysteme (d.h. der * ist jetzt weggelassen): ~ systems of units (the * has now been removed):

Die MaxweLL-Gleichungen in Materie lauten dann MaxweLL’S equations in matter read now
1. Am.
rotH = -0+ —%jp), (A.6)
4 ¥
. 4
divD = L, (A7)
¥
1.
rote = --B, (A.8)
Y
divB = 0. (A.9)
Fir die Materialgleichungen folgt The material equations read
4
D = EoE + ?JT‘P, (Alo)
= iB - 4—nM. (A.11)
Mo 1/
Fir die Lorentz-Kraft folgt For the Lorentz force one obtains
B
K = q(E + 222 (A.12)
Fir die Energiedichte u und den Poynting-Vektor S For the energy density u and the PoynTinG vector S on
folgen obtains
u = %f(E-dD+H-dB), (A13)
S = ﬂExH. (A.14)
dn

Waéhrend im Gaussschen System alle FeldgroBen E,  Whereas in Gaussian units all the fields E, D, P, B, H
D, P, B, H und M in der Einheit und M are measured in units

ydyn/cm = 4Jerg/cm?® (A.15)
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gemessen werden, werden im Giorar-System E in
V/m, D und P in As/m?2, B in Vs/m?, H und M in
A/m gemessen.

Je nach FeldgréRe entspricht 1 dyn¥2 cm im
Gaussschen System den folgenden Werten im Grorar-
System (analog fur die weiteren in (A.3) und (A.4)
angegebenen Grolien)

A Systems of Units  iii

the Giorar system measures E in V/m, D and P in
As/m?2, B in Vs/m?2, H and M in A/m.

Depending on the quantity 1 dyn*2 cm™ in units of
the Gaussian system corresponds to (analogously for
the quantities listed in (A.3) and (A.4))

E = 3-10°V/m (A.16)
D = 107°/(12m) As/m? (A.17)
P = 107°/3 As/m? (A.18)
B = 107%Vvsm? (A.19)
H = 10%/(4n) A/m (A.20)
M = 10°A/m. (A.21)

Fur Widerstande gilt c™1230Q. Fiir genaue Berech-
nungen sind die Faktoren 3 (auch die 3in 12 = 4-3)
durch den Faktor 2.99792458 zu ersetzen. Diese Zahl
multipliziert mit 108my/s ist die Lichtgeschwindigkeit.

Fur folgende vielgebrauchte Einheiten im Gaussschen
und im elektromagnetischen System sind eigene Na-
men ublich:

magnetische Induktion / magnetic induction

For resistors one has ¢™1230Q. For precise calcula-
tions the factors 3 (including the 3in 12 = 4 - 3) are
to be replaced by the factor 2.99792458. This number
multiplied by 108 my/s is the speed of light.

There are special names for the following often used
units in the Gaussian and electromagnetic system

1 dyn¥2 cm1=1 G (GauR)

magnetische Feldstérke / magnetic field intensity 1 dyn/?2 cm~'=1 Oe (Oerstedt)

magnetischer Fluss / magnetic flux

Im SI-System haben auer Ampere und Volt folgende
Grolen einen eigenen Namen:

Ladung/ charge

Widerstand / resistance

Leitwert / conductance

Kapazitat / capacitance
Induktivitat / inductivity
magnetischer Fluss / magnetic flux

magnetische Induktion / magnetic induction

Historisch ist das internationale oder SI-System aus
dem elektromagnetischen System entstanden. Da
in diesem die Einheiten furr praktische Zwecke un-
bequem groR oder klein waren, white man fiir die
Stromstarke 1 A = 10~ dyn¥/2 und fiir die Spannung
1V =108 dyn'/?2 cm s~1. Giora entdeckte, dass dann
beim Ubergang auf mks-Einheiten die Beziehung
(A.1) qilt. Allerdings ging man dann vom nicht ra-
tionalen zum rationalen System uber.

1 dyn¥/2cm =1 Mx (Maxwell)

The following quantities besides Ampere and Volt
have their own names in the Sl-system:

1As =1C (Coulomb)
1V/A =1 Q (Ohm)
1 A/V =1S (Siemens)
1 As/V =1 F (Farad)
1 Vs/A =1 H (Henry)
1Vs =1Wb (Weber)
1Vs/m?=1T (Tesla).

Historically the international or Sl system was derived
from the electromagnetic system. Since the units of
this system where inconveniently large or small one
introduced as unit for the current 1 A = 10~* dyn?/?
and for the voltage 1 V = 108 dyn'/? cm s7%. Giorar
realized that changing to mks-units one obtains the
relation (A.1). However, one changed also from non-
rational to rational units.
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B Formeln zur Vektorrechnung

Der Leser moge die Aufgaben B.11, B.15, B.34-
B.50 und die Aufgabe nach B.71 selbst 16sen oder
die Ergebnisse dem Skriptum an anderer Stelle
entnehmen.

B.a \ektoralgebra

B.a.« Summationskonvention und orthonormale
Basis

Wir verwenden die Summationskonvention, die be-
sagt, dal Uber alle Indices, die zweimal in einem Pro-
dukt auftreten, summiert wird. Daher steht

a = €y

fir
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B Formulae for Vector Calculus

The reader is asked to solve the exercises B.11, B.15,
B.34-B.50 and the exercise after B.71 by her- or him-
self or to take the results from the script where they
are used.

B.a Vector Algebra

B.a.w Summation Convention and Orthonormal
Basis

We use the summation convention which says that
summation is performed over all indices, which ap-
pear twice in a product. Therefore

(B.1)

stands for

3
a= Z d,€, = a1€1 + axey + azes.

a=1

Wir setzen im Folgenden voraus, daf? die Vektoren e,
e, €3 in der Zerlegung (B.1) ein orthonormales und
ortsunabhéngiges Rechtssystem darstellen. Dann sind
a3, &, ag die Komponenten des Vektors a beziglich
der Basis ey, €2, €3.

B.a,8 Skalarprodukt

Fur das Skalarprodukt gilt

a'b:b'a:aﬂbm

insbesondere

€y €3 =008 =

mit dem gegen Vertauschen der Indices sym-
metrischen KroNEcker-Symbol 6, 5, und

a-€y = aq.

B.a.y Vektorielles Produkt

Fur das vektorielle Produkt gilt

axb=-bxa=eg,a,bze, = (abs — azby)es + (aghs — aybs)es + (ayb, — azbi)es

In the following we assume that the vectors e, e,
ez in (B.1) represent an orthonormal and space inde-
pendent right-handed basis. Then a;, a, ag are the
components of the vector a with respect to the basis
€1, €2, €3.

B.a,8 Scalar Product

The scalar product is defined by

(B.2)
in particular we have
fur
1 for ¢ T B
0 fur (B:3)
for @7 B

with the Kronecker symbol 6,5 which is symmetric
in its indices, and

(B.4)

B.a.y Vector Product

The vector product is given by

(B.5)
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mit dem total antisymmetrischen Levi-Civita-Symbol ~ with the total antisymmetric Levi-Civita symbol

L fur (@.8,7) = (1,2,3),(2,3,1),(3,1,2)

for
fur
€py =4 —1 for (@.B,7) =(1,3,2),(2,1,3),(3,2,1) (B.6)
o sonst
otherwise
Mit Determinanten schreibt man Using determinants it can be written
6(1,1 6ﬁ,l 67,1
€y =| 002 Op2 Oy2 (B.7)
60,3 5[%,3 67,3
Durch Multiplikation mit a,, bz und e, und  From (B.5) one obtains by multiplication with a,, bg
Ausfiihren der Summe erhélt man aus (B.5) and e, and summation
ap b1 €1
axb=| a bz €2 (B.8)
as b3 €3
Insbesondere gilt In particular one obtains
axa=0 (B.9)
und and
By X €3 = €488y (B.10)
Man driicke die Summe Express the sum
€upy€rmy = (B.11)
mit Hilfe von KroNecker-Deltas aus. by means of Kronecker deltas.
B.a.6 Mehrfachprodukte B.a.6 Multiple Products
Fir das Spatprodukt gilt For the scalar triple product one has
ar b]_ C1
[a,b,c]=(axb)-c=a-(bxc)=egyabpc, =| a2 b o (B.12)
a bz c3
Es ist One has
[a,b,c] =[b,c,a] =[c,a,b] = —[a,c,b] = —[b,a,c] = —[c,b,a]. (B.13)
Fir das Dreifach-Produkt folgt For the vector triple product one has
ax (bxc) = (ac)b — (ab)c. (B.14)
Man driicke das Vierfach-Produkt Express the quadruple product
(axb)-(cxd)= (B.15)

mit Hilfe von (B.11) oder (B.14) durch Skalarpro- by means of (B.11) or (B.14) in terms of scalar
dukte aus. products.
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B.b Vektoranalysis

B.b.« Raumliche Differentiation, Nabla-Opera-
tor

Die rdumliche Differentiation wird mit dem Nab-
la-Operator V durchgefiihrt. Er ist ein Differenti-
al-Operator mit Vektoreigenschaften, in kartesischen
Koordinaten

V = e40q,

wobei 9, fiir 8/0x, steht. Man bezeichnet

VO(r) = e,9,D(r) = grad O(r)

als Gradient,

(b(r)V)a(r) = by(r)d.a(r) = (b(r) grad)a(r)

als Vektorgradient,

Va(r) = d,8,(r) = diva(r)

als Divergenz und

Vxa(r) = (e, X €3)0085(r) = €45,0,85(r)e, = rota(r)

als Rotation.

B.b,s Zweifache Ableitung, Laplace-Operator

Soweit die Differentiationen vertauschbar sind, gilt

Appendices

B.b Vector Analysis

B.b.a Differentiation in Space, Del Operator

Differentiation in space is performed by means of the
del-Operator V. It is a differential operator with vector
properties. In cartesian coordinates it is written

(B.16)
where 9, stands for /9x,. One calls

(B.17)
the gradient,

(B.18)
the vector gradient

(B.19)
the divergence and

(B.20)

the curl.

B.b,3 Second Derivatives, Laplacian

As far as differentiations do commute one has

VxV=0, (B.21)
woraus from which
rot grad®d(r) = 0, (B.22)
div rota(r) = 0 (B.23)
folgt. Das Skalarprodukt follows. The scalar product
V-V =0,0,=2 (B.24)
wird als Laprace-Operator bezeichnet. Daher ist is called the Laplacian. Therefore one has
div grad ®(r) = A®(r). (B.25)
Man findet One obtains
aa(r) = grad diva(r) — rot rota(r), (B.26)

indem man in (B.14) a and b durch V ersetzt und den
Vektor c stets auf die rechte Seite schafft.

by replacing a and b by V in (B.14) and bringing the
vector ¢ always to the right.
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B.b.y Ableitung von Produkten

Bei Anwendung des Nabla-Operators auf Produkte
von zwei Faktoren erhdlt man gemdfR der Produkt-
Regel zwei Summanden, indem man einmal den er-
sten Faktor differenziert und den zweiten konstant
hélt, und zum zweiten den zweiten Faktor differen-
ziert und den ersten festhélt. Dann formt man unter
Beriicksichtigung des Vektor-Charakters des Nabla-
Operators die Ausdriicke so um, dass die konstant
gehaltenen Faktoren links, die zu differenzierenden
rechts vom Nabla-Operator stehen. Man findet

B Vector Calculus  vii

B.b.y Derivatives of Products

Application of the del operator onto a product of two
factors yields according to the product rule two con-
tributions. In one contribution one differentiates the
first factor and keeps the second one constant, in the
other contribution one differentiates the second fac-
tor and keeps the first constant. Then the expressions
have to be rearranged, so that the constant factors are
to the left, those to be differentiated to the right of the
del operator. In doing this one has to keep the vector
character of the del in mind. Then one obtains

grad (®¥) = ograd¥ + ¥ grad® (B.27)
div (®a) ddiva+a- grad® (B.28)
rot(®a) = orota+ (grad®)xa (B.29)

div(axb) = b-rota—a- rotb (B.30)

rot(axb) = adivb-bdiva+ (bgrad)a- (agrad)b (B.31)

grad(a-b) = axrotb+bx rota+ (bgrad)a+ (agrad)b (B.32)

A(DY) = OAY +WPAD +2(grad @) - (grad V). (B.33)
B.c Spezielle Ausdriicke B.c Special Expressions
Man bestimme fiir r = |r| und fiir konstanten Vektor ¢~ Calculate for r = |r| and constant vector ¢
gradr? = (B.34)
divr = (B.35)
rotr = (B.36)
grad(c-r) = (B.37)
(cgrad)r = (B.38)
grad f(r) = (B.39)
divicxr) = (B.40)
rot(cxr) = (B.41)
grad% = (B.42)
div? - (B.43)
rots = (B.44)
_r
div = (B.45)
r
rot = (B.46)
c-r
grad = = (B.47)
. CXr
le r—3 = (B48)
CXr
rot r—3 = (849)
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grad

wobei singuldre Punkte auszunehmen seien.

B.d Integral-Satze

B.d.a Linien-Integrale

Fir ein skalares oder vektorielles Feld A(r) gilt

[ " @rV)A) = Ar2) - A(r).

das heif’t

2
f dr grad ®(r)
ry

r2(dr grad)a(r)

ra

B.d,3 Flachen-Integrale

Nach Stokes ldsst sich ein Flachenintegral {ber die
Flache F der Form

fF(df x V)A(r) = 9;: drA(r)

in ein Linienintegral Gber den Rand dF umformen,
wobei das Linienintegral im Rechtschraubensinn zur
Richtung von df zu fiihren ist (Korkenzieherregel).
Inshbesondere folgt

fdf x grad @(r)
F

f df - rota(r)
F

B.d.y Volumen-Integrale

Nach Gauss lasst sich ein Volumenintegral der Form

fv d3rVA(r) = fﬁ ., dfA(r)

in ein Integral Gber die Oberflaiche gV umformen.
Dabei weist df nach aullen. Inshesondere folgt

f d®r grad (r)
\%

fd3r diva(r)
\%

fd3r rota(r)
\%

Ir —cf

Appendices
=, (B.50)
with the exception of singular points.
B.d Integral Theorems
B.d.a Line Integrals
For a scalar or a vector field A(r) one has
(B.51)
that is
= O(rz) - O(ry), (B.52)
= a(rz) —a(ry). (B.53)

B.d,3 Surface Integrals

According to Stokes a surface integral over F of the
form

(B.54)

can be rewritten as a line integral over the curve 9F
bounding the surface. The direction is given by the
right-hand rule; that is, if the thumb of your right hand
points in the direction of df, your fingers curve in the
direction dr of the line integral,

= SEdrqa(r), (B.55)
oF

= Sgdr-a(r). (B.56)
oF

B.d.y Volume Integrals

According to Gauss a volume integral of the form

(B.57)

can be converted into an integral over the surface oV
of the volume. The vector df points out of the volume.
In particular one has

= f dfa(r), (B.58)
oV

= df - a(r), (B.59)
oV

= f df x a(r). (B.60)
oV
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B.d.5 Volumen-Integrale Gber Produkte

Setzt man fir ®(r) oder a(r) in den Gleichungen
(B.58-B.60) Produkte ein und verwendet die Glei-
chungen (B.27-B.30), so erhilt man

fdsrd)(r)grad‘l‘(r)+fd3r‘I’(r)gradd>(r)
\% \%
fd3rd)(r)diva(r)+fd3ra(r)- grad®(r) =
\% \%
fdsrd)(r) rota(r)+fd3r(gradd)(r))xa(r)
\% \%
fdsrb(r)- rota(r)—fd3ra(r)~ rotb(r)
\% \%

Diese Gleichungen erlauben die Umformung
eines Volumen-Integrals in ein anderes Volumen-
Integral und ein Oberflachen-Integral. Dies ist die
Ubertragung der partiellen Integration von einer auf
drei Dimensionen.

In vielen Féllen verschwindet das Oberflachenintegral
im Limes eines unendlichen Volumens, so dass die
Gleichungen (B.61-B.64) die Umformung eines Vo-
lumenintegrals in ein anderes erlauben.

Ersetzt man a(r) in (B.62) durch rota(r) oder b(r)
in (B.64) durch grad @(r), so folgt wegen (B.22) und
(B.23)

fdsr grad @(r) - rota(r) =f df - (a(r) x grad ®(r)) =f df - (®(r) rota(r)).
\% ov ov

Ahnlich erhilt man aus (B.63)

fdsr grad ®(r) x grad¥(r) = f df x (grad ¥(r))®(r) = —f df x (grad @(r))¥(r).
\Y% % ov

Ersetzt man a(r) in (B.59) durch @ grad ¥ - ¥ grad @,
so folgt der Greensche Satz

f d3r(<D(r)A‘P(r) —¥(Nad(r)) = f df - (d(r) grad ¥(r) — ¥(r) grad @(r)).
\% ov

B.e Der Laprace-Operator von 1/r und
Verwandtes

B.e.a Der LarLace-Operator von 1/r

Fur r # 0 findet man A(1/r) = 0. Wertet man das
Integral Gber eine Kugel vom Radius R unter Verwen-
dung von (B.59) aus,

fA(%)d3r =fdf- grad(%):—frrdg-rigz—m

B Vector Calculus  ix

B.d.5 Volume Integrals of Products

If one substitutes products for ®(r) or a(r) in equa-
tions (B.58-B.60) and applies equations (B.27-B.30),
then one obtains

= dfo(r)¥(r), (B.61)
oV

= f df - a(r)@(r), (B.62)
oV

_ f df x a(r)o(r), (B.63)
Vv

= fdf-(a(r)xb(r)). (B.64)
Y

These equations allow the transformation of a volume
integral into another one and a surface integral. This
is the generalization of integration by parts from one
dimension to three.

In many cases the surface integral vanishes in the limit
of infinite volume, so that the equations (B.61-B.64)
allow the conversion from one volume integral into
another one.

If one replaces a(r) in (B.62) by curla(r) or b(r) in
(B.64) by grad @(r), then one obtains with (B.22) and
(B.23)

(B.65)

Similarly one obtains from (B.63)

(B.66)

If one replaces a(r) in (B.59) by ® grad ¥ — ¥ grad @,
then one obtains Green’s theorem

(B.67)

B.e The Laplacian of 1/r and Related
Expressions

B.e.w The Laplacian of 1/r

For r # 0 one finds A(1/r) = 0. If one evaluates the
integral over a sphere of radius R by use of (B.59),

(B.68)
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mit dem Raumwinkelelement dQ, so erhdlt man —4z.
Man schreibt daher

A7) = ~4ms*(r).

wobei Diracs Delta-"Funktion” 63(r) (eigentlich eine
Distribution) die Eigenschaft

Appendices

with the solid-angle element dQ, then one obtains
—47. Therefore one writes

(B.69)

where Dirac’s delta “function” 63(r) (actually a dis-
tribution) has the property

f(ro) falls /ifroeV
3 3 0 0
fvd ri(ro™(r—ro) = { 0  sonst /otherwise. (B.70)
hat. Aus From
c 1 3 ,
AIF— =i CA|r_ i —4ncsc(r—r')
folgt mit (B.26,B.43,B.44) one obtains with (B.26,B.43,B.44)
47cs}(r — 1) = — grad div —— + rot rot —— = grad & (=) | &= (B.71)
-9 Ir—r| r-r| g Ir—r|? r—rp ° '

Man bestimme die 6-Funktions-Anteile in (B.45) bis
(B.49). Welche Dimension hat 63(r)?

B.e,s Darstellung eines Vektorfeldes als Summe
eines rotationsfreien und eines divergenz-
freien Feldes

Wir schreiben das Vektorfeld a(r) als

a(r) = fdsr’a(r’)ds(r -r)

und erhalten aus (B.71), da a(r’) nicht von r abhéngt,

Determine the -function contributions in (B.45) to
(B.49). What is the dimension of 63(r)?

B.e,3 Representation of a Vector Field as a Sum
of an lIrrotational and a Divergence-free
Field

We rewrite the vector field a(r) in the form

(B.72)

and obtain from (B.71), since a(r’) does not depend

onr
3. ’) r-r), fg a(r)x(r-r)
a(r) = fd r'grad ————= B d’r’ rot ———= g (B.73)
was sich als which may be written as
a(r) = —grad ®(r) + rot A(r) (B.74)
mit with
L (g r-r)
o) = yp fd r P (B.75)
_ L [ pea)xr—r)
Al = yp fd r T (B.76)

schreiben ldsst. Falls die Integrale (B.75) und (B.76)
existieren, erhdlt man auf diese Weise eine Darstel-
lung von a(r) als Summe des rotationsfreien Feld
—grad @(r) und des divergenzfreien Feldes rot A(r).
Mit (B.48) folgt

divA(r) =

. If the integrals (B.75) and (B.76) exist, then one ob-
tains in this way a representation of a(r) as sum of the
irrotational field — grad ®(r) and the divergence free
field curl A(r). With (B.48) one finds

(B.77)
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C Kugelflachenfunktionen

C.a Eigenwert-Problem und Separation
der Variablen

Gesucht sind die Eigenfunktionen'Y

AQY(H» ¢) =

mit

3 0
~sing g
wobei die Operatoren (Multiplikationen mit Funk-
tionen und Differentiationen) von rechts nach links
angewendet werden (vergleiche 5.16). Man fiihrt
dann den Separations-Ansatz ein

Q

Y = g(cos O)h(¢).

Mit

dg
do
folgt durch Einsetzen in die Eigenwertgleichung und
Division durch h(¢)

£ = cosé,

d . 249, 9@
=g+

Die Gleichung ldsst sich nur erfiillen, wenn
d?h(¢)/d¢?/h(¢) konstant ist. Da auRerdem h(¢ +
27w) = h(¢) sein soll, folgt

= —sind

-2

dm mit ganzem
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C Spherical Harmonics

C.a Eigenvalue Problem and Separation
of Variables

We are looking for the eigen functions Y of

AY(6, ¢) (C.1)
with

0 1 9?2
— — C.2
a0 " sin2 0¢?’ €2

where the operators (multiplication by functions and
differentiation) apply from right to left (compare
5.16). One introduces the ansatz

(C3)
With
do __ f1_p%
dcosg 1-¢ dé (C4)

one obtains by insertion into the eigenvalue equation
and division by h(¢)

d*h(¢) _
a2 /h(#)) = 49(8). (C5)
This equation can only be fulfilled, if

d?h(¢)/dp?/h(¢) is constant.  Since moreover
one requires h(¢ + 2xt) = h(¢), it follows that

h(®) = €™ with integer (C.6)
Damit reduziert sich die Differentialgleichung fiir g This reduces the differential equation for g to
auf
d 209,  mPg(€) _
-0 - T =49, (%)

C.b  Zugeordnete LeGenbre-Funktionen

Beachtet man, dass (wenigstens fir positives m) der
Faktor €™ von der analytischen Funktion (x +iy)™ =
rM(sin 9)™é™ herriihrt, so liegt es nahe, einen Faktor
(sind)™ aus g herauszuziehen,

9() = (sin)"G(4) = (1 - EH™*G(®),

woraus dann fur G die Gleichung

—m(m+ 1)G(&) - 2(m+ 1)éG'(€) + (1 - £9)G” = AG(¢)

folgt.

C.b Associated Lecenpre Functions

Considering that (at least for positive m) the factor
€™ comes from the analytic function (x + iy)™
rM(sing)™e™ , it seems appropriate to extract a fac-
tor (sin®)™ out of g

(C8)

so that one obtains the equation

(C.9)
for G.



xii  Anhange

Fir die Funktion G konnen wir eine TAyLOR-
Entwicklung ansetzen

Appendices

For G we may assume a TayLor expansion

GE) =) ag, GE) =) kad™ G(¢)=) kk-1lag? (C.10)
k k k
und finden durch Koeffizienten-Vergleich and find by comparison of the coefficients
[Mm(m+ 1) + 2(m+ 1)k + k(k — 1) + AJax = (k+ 2)(k + 1)ay,». (C.11)
Setzen wir If we put
A=-1(+1), (C.12)
so lautet die Rekursionsformel then the recurrence formula reads
a2 (M+K+1+1)(m+k-1) (C.13)

ax

Die Reihenentwicklung bricht bei einem endlichen k
ab, wenn der Zahler verschwindet, also insbesondere
fur ganzes nicht negatives k = | — m. Diesen Fall
wollen wir weiter untersuchen. Ohne nahere Betrach-
tung sei erwahnt, dass in den anderen Féllen die Funk-
tion Y ein nichtanalytisches Verhalten fiir cosd = +1
entwickelt.

Der fiihrende Term hat dann den Koeffizienten a,_m.
Durch Anwendung der Rekursionsformel findet man

(k+1)(k+2)

The series expansion comes to an end at finite k, if the
numerator vanishes, in particular for integer not neg-
ative k = | — m. We continue to investigate this case.
Without closer consideration we mention that in the
other cases the function Y develops a nonanalyticity
atcosf = +1.

The leading term has then the coefficient a;_n,. Appli-
cation of the recurrence formula yields

(-m({-m-1)
A-m-2 _—(2| — 1)2 -m
(-m){l-m-21)
T @-na & (C.14)
o (=m(-m-1)(1-m-2)(I-m-3)
Bom-a = Q-1 -23)2-4 -m
_ (=m(-m-1)(1-m-2)(1-m-3)I(I - 1)
- (21 - 1)(2I - 3)21(21 — 2)2 - (€19
(I — m)!2l - 2k)!
B-m-2% (_)ka —m-2K)!( - KDk ™ (C.16)
Ublicherweise wahlt man Conventionally one chooses
__()"@n
-m = m (Cl?)
Dann folgt Then it follows that
=)m (21 - 2k)! I m
G(©) 2N zk: (= m=2K)! KI(I = K)! e (C18)
B (_)m I dl+m§2I—2k ~ (_)m dl+m(§;2 _ 1)I
T2 £ (k)(_)k dgvm T 2 dghm (C.19)
Man bezeichnet dann die Lésungen g(£) in der Form The solutions g(¢) in the form
_\ym Al+m
P = (-2 g ey (.20

2111 dé:l+m
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als zugeordnete Lecenpre-Funktionen.  Bis auf
Normierung ist Yim(6,¢) durch PM(cos6)e™
gegeben.

Die Differentialgleichung fiir g hdngt nur von nv ab,
aber nicht vom Vorzeichen von m. Wir vergleichen
daher P und P;™. Es sei m> 0, dann folgt

3
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are called associated Legenpre functions. Yim(9, ¢) is
given by P"(cos 6)€™ apart from the normalization.

The differential equation for g depends only on n?,
but not on the sign of m. Therefore we compare P"
and P™. Be m> 0, then it follows that

e
- LZ: T ey - e D™ a1
G-y = Ik: RGUEELSD A
) Ik_: (m+ k)!(|(|—+kr)?(!|”—“m mp e D7+ D" (C.22)
Der Vergleich zeigt Comparison shows
PI™() = E: " R: ()"P"E), (C.23)

das heil3t, bis auf die Normierung stimmen die beiden
Lodsungen uberein.

C.c Orthogonalitat und Normierung

Wir betrachten das Normierungs-Integral

25 +1 . .
Nim/m = f do f d cos OP"(cos f)e"™PII' (cos )M
0 1

Die Integration tiber ¢ ergibt

Nimirm

2n6mm (—)m

mit

that is, apart from the normalization both solutions
agree.

C.c Orthogonality and Normalization

We consider the normalization integral

Durch partielle Integration findet man

(C.24)
The integration over ¢ yields
1
2t | PTEOPPE:
E: - 2;: _Il PI(OP;™(€)de
2z§|/_+mr)n!)! ;mz " (C.25)
with
=) f . dm;(;i; g dlrr;(fvz; Vo (€.26
Partial integration yields
d*m(el - 1) d T - )y c.27)

W _ (_ym
Im = (=) [ dé:l+m

dé:l’—m—l



xiv  Anhange

Der erste Faktor in eckigen Klammern enthélt min-
destens —m, der zweite m+ 1 Nullstellen bei & = +1.
Die eckige Klammer verschwindet demnach. Das
heiRt 1! ist unabhingig von m fir -1 < m < I, Fiir
I” > | folgt Il = 1| = 0, da der erste Faktor des
Integranden von 1" verschwindet. Fir I’ < | folgt
Il = 1" = 0, da der zweite Faktor des Integranden
von Iﬂ; verschwindet. Fiir | = I” werten wir aus

I:TI]:I” ( )f+l dzl(fz_ )I

Der erste Faktor im Integranden ist die Konstante (2I)!

1
n_ N
m-wxﬁa £)\de.

Das letztere Integral ergibt 22+112/(2l + 1)! (man
findet das, in dem man den Integranden (1 +¢&)'(1-¢&)'
schreibt und | mal partiell integriert, in dem man je-
weils die Potenz von 1 — ¢ differenziert und die von
1 + ¢ integriert. Das ergibt das Normierungsintegral

Nimmy = 28—

Damit  ergeben  sich  die  orthonormierten

Kugelflachenfunktionen

Yim(6, ¢) =

C.d Bemerkung zur Vollstandigkeit

Entwickeln wir eine in den drei kartesischen Koordi-
naten x,y, zin der Umgebung des Ursprungs analyti-
sche Funktion f in eine TayLor-Reihe

f() =) apkylZ = Zr £a(6, 9),

ijk

so sind die Beitrdge proportional zu r" in denen mit
i + j + k = nenthalten. Dies sind insgesamt (n + 1) +
n+(nN-1)+..=(n+2)(n+1)/2 Terme

>

n—

fn(6.6) = )

k=0 =0

(+m! 2
(—m!2l+1

20+1(l
4 (Il+m !

—-m)!

X Lz
an—j—k,j,k(?)n_J_k(%/)](F)k-

Appendices

The first factor in square brackets contains at least
—m, the second m + 1 zeroes at £ = +1. The con-
tents in square brackets vanishes therefore. Thus I
is independent of mfor - < m < I’. ForlI” > | it
follows that I}, = I} = 0, since the first factor of
the integrand of I|"" vanishes. For I < | one obtains
I = 1" = 0, since the second factor of the integrand
of Iﬂ; vanishes. For | = I’ we evaluate

~1)de. (C.28)

d §2I

The first factor in the integrand is the constant (21)!

(C.29)

The last integral yields 22+112/(21 + 1)! (one obtains
this by writing the integrand (1 + £)'(1 - &)' and per-
forming partial integration | times, by always differ-
entiating the power of 1 — £ and integrating that of
1+ £&. This yields the norm

(C.30)

IOy -

Thus the normalized spherical harmonics read

P™(cos 6)€™ . (C.31)

C.d Remark on Completeness

If we expand a function f which is analytic in the
Cartesian coordinates X, y, z in the vicinity of the ori-
gin in a TayLor expansion

(C.32)

then the contributions proportional to r" are contained
in those with i + j + k = n. These are in total (n+1) +
n+(n-21)+..=(n+2)(n+1)/2terms

(C.33)
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Andererseits konnen wir die Funktion f, auch
durch die Funktionen Yim(6,¢) = /=P|"(cos6)e™,
darstellen, da sich diese als (sing)™eé™ = ((x +
iy)/r)™ multipliziert mit einem Polynom in cosé
der Ordnung | — |m| schreiben lassen. Dabei
kénnen die auftretenden Potenzen (cos@)'-Im-2¢ =
(z/r)IM=2((x% + y? + Z2)/r?)* geschrieben werden.
Zusitzlich fiihren wir noch einen Faktor ((x® + y? +
7)/r?)"-/2 ein. Dann erhalten wir Beitrage fur | =
n,n—2,n-4,.... Damjeweils von —I bis | lauft, ergibt
das insgesamt 2n+ 1) + 2n-3)+ (2n-7) + ... =
(n+2)(n+1)/2 linear unabhangige (weil orthogonale)
Beitrdge. Der Raum dieser Funktionen hat daher die
gleiche Dimension wie der der f,. Wir kdnnen daher
jede Funktion f, durch eine Linearkombination von
Kugelflachenfunktionen ausdriicken.

C Spherical Harmonics ~ xv

On the other hand we may represent the
function f, equally well by the functions
Yim(@.¢) = =P"(cosé)e™, since they can be
written (sing)Meé™ = ((x = iy)/r)™ multiplied
by a polynomial in cosé of order | — |m. The
appearing powers of the cos@ can be written
(cos B)\7IM=2¢ = (z/r)HIM=2((x? + y? + 22)/r?)K. In
addition we introduce a factor ((x%+y? + ) /r?)(™1/2,
Then we obtain contributions for| = n,n-2,n-4,....
Since m runs from —I to I, one obtains in total
Cn+)+@2n-3)+(@2n-7)+...=(n+2)(n+1)/2
linearly independent (since orthogonal) contributions.
Therefore the space of these functions has the same
dimension as that of the f,’s. Thus we may express
each f, as a linear combination of the spherical
harmonics.
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