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A Umrechnung zwischen Malisystemen der Elektrodynamik

Neben dem Gaussschen Malsystem werden noch eine Reihe weiterer cgs-Systeme sowie das SI-System (inter-
nationales Mal3system, Giorai-System) verwendet.

Wiéhrend das Gausssche MaRsystem alle elektromagnetischen GréfRen in cm, g und s ausdriickt, verwendet das
Giorai-System neben den mechanischen Einheiten m, kg und s noch zwei weitere Einheiten A (Ampere) und V
(\olt), allerdings nicht unabhéngig voneinander, vielmehr gilt fur die Einheit der Energie

1kgm?s2=1)J=1Ws=1AVs. (A.1)

Die Umrechnung einiger gebrduchlicher Mal3systeme ineinander kann durch drei Umrechnungsfaktoren e, o
und y beschrieben werden. Dabei kdnnen ey und uo (im SI-System als Dielektrizitdtskonstante und Perme-
abilitatskonstante des Vakuums bekannt) und die Verkettungskonstante

Y = C+eopo (A.2)

dimensionsbehaftet sein, wahrend ¢ ein dimensionsloser Zahlenfaktor ist. Man unterscheidet zwischen ratio-
nalen Mafsystemen (¢ = 4mx) und nicht rationalen MaRsystemen (i = 1). Die Umrechnungsfaktoren einiger
gebrduchlicher MaRsysteme sind

MaRsystem € 1o v ¥
Gauss 1 1 c 1
Elektrostatisch (esu) 1 c? 1 1
Elektromagnetisch (emu) c? 1 1 1
HEeAvISIDE-LORENTZ 1 1 c 4n
Giorat (SI) (Cuo)™ & X—r‘:'] 1 4n

Die Feldstarken im Gaussschen MalRsystem driicken sich durch die GroRen der anderen Mal3systeme (mit einem
Stern versehen) folgendermalien aus

E = VyeE* analog elektrisches Potential

D = \y/e&D®

Sy MP* analog Ladung, Strom und deren Dichten,

elektrische Momente (A3)
B = vy/uoB*  analog Vektorpotential, magnetischer Fluss
H = VimoH"
M = uo/YyM* analog magnetische Momente
Fur die mit Leitfahigkeit und Widerstand verkniipften Grofien gilt
o =1/(ye)o” analog Kapazitat
R =yegR"  analog Induktivitét (A.4)

Fur die elektrische und magnetische Suszeptibilitét gilt

X=X/ (A.5)
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Wir erhalten damit die folgenden Gleichungen fiir beliebige MaRsysteme (d.h. der * ist jetzt weggelassen): Die
MaxweLL-Gleichungen in Materie lauten dann

1. 4.
otH = =D+ —jp), (A6)
4 ¥
divD = 4—npf, (A7)
¥
1.
rotE = --B, (A.8)
Y
divB = 0. (A.9)
Fur die Materialgleichungen folgt
D = EoE + %P, (Alo)
= iB - 4—ﬂM. (A.11)
Ho 1/
Fir die Lorentz-Kraft folgt
K = qE + X8 (A.12)
Fur die Energiedichte u und den Poynting-Vektor S folgen
u = if(E.de-dB) (A13)
4n ’
-
S = 4HE x H. (A.14)

Wiéhrend im Gaussschen System alle FeldgroRen E, D, P, B, H und M in der Einheit

Ydyn/cm = 4Jerg/cm?® (A.15)

gemessen werden, werden im Giorai-System E in V/m, D und P in As/m?, B in Vs/m?, H und M in A/m
gemessen. Je nach FeldgroRe entspricht 1 dyn®/2 cm=t im Gaussschen System den folgenden Werten im Giorai-
System (analog fiir die weiteren in (A.3) und (A.4) angegebenen GréRen)

E = 3-10°V/m (A.16)
D = 107°/(12m) As/m? (A.17)
P = 107°/3 As/m? (A.18)
B = 107*Vsm? (A.19)
H = 10%/(4n) A/m (A.20)
M = 10°A/m. (A.21)

Fiir Widerstinde gilt c"1230Q. Fiir genaue Berechnungen sind die Faktoren 3 (auch die 3 in 12 = 4 - 3) durch
den Faktor 2.99792458 zu ersetzen. Diese Zahl multipliziert mit 108m/s ist die Lichtgeschwindigkeit.

Fir folgende vielgebrauchte Einheiten im Gaussschen und im elektromagnetischen System sind eigene Namen
tblich:

magnetische Induktion 1 dyn? cm~1=1 G (GauR)
magnetische Feldstirke 1 dyn%2 cm~1=1 Oe (Oerstedt)
magnetischer Fluss 1dyn2 cm =1 Mx (Maxwell)

Im SI-System haben aufler Ampere und Volt folgende GréRen einen eigenen Namen:
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Ladung 1 As =1C (Coulomb)
Widerstand 1V/A =1 Q (Ohm)
Leitwert 1 A/V =1S (Siemens)
Kapazitét 1 As/V =1F (Farad)
Induktivitét 1Vs/A =1H (Henry)
magnetischer Fluss 1Vs =1Whb (Weber)

magnetische Induktion 1 Vs/m?=1T (Tesla).

Historisch ist das internationale oder SI-System aus dem elektromagnetischen System entstanden. Da in diesem
die Einheiten fiir praktische Zwecke unbequem groB oder klein waren, white man fiir die Stromstirke 1 A
= 101 dyn¥2 und fiir die Spannung 1 V = 108 dyn*/2 cm s~. Giorar entdeckte, dass dann beim Ubergang auf
mks-Einheiten die Beziehung (A.1) gilt. Allerdings ging man dann vom nicht rationalen zum rationalen System
uber.
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B Formeln zur Vektorrechnung

Der Leser mdge die Aufgaben B.11, B.15, B.34-B.50 und die Aufgabe nach B.71 selbst 16sen oder die Ergeb-
nisse dem Skriptum an anderer Stelle entnehmen.

B.a Vektoralgebra

B.a. Summationskonvention und orthonormale Basis

Wir verwenden die Summationskonvention, die besagt, daB tber alle Indices, die zweimal in einem Produkt
auftreten, summiert wird. Daher steht
a=a,e, (B.1)

fir

3
a= Z a,6, = A1€1 + ap€y + azes.
a=1

Wir setzen im Folgenden voraus, dafl die Vektoren e, e, es in der Zerlegung (B.1) ein orthonormales und
ortsunabhéngiges Rechtssystem darstellen. Dann sind a;, a,, az die Komponenten des Vektors a beziiglich der
Basis eq, €5, €3.

B.a,s Skalarprodukt

Fir das Skalarprodukt gilt

a-b=b-a=a,b,, (B.2)
insbesondere
B | 1fire=p8
€y - Eﬁ = (5”# = { 0 fiir a ;ﬁﬂ (83)

mit dem gegen Vertauschen der Indices symmetrischen KroNecker-Symbol &, g, und

a- e, = 8. (B.4)
B.a.y Vektorielles Produkt
Fur das vektorielle Produkt gilt
axb=-bxa= ea,ﬁ,yaabﬁey = (azbg - a3b2)e1 + (agb]_ - a]_bg)ez + (a1b2 - azb]_)eg (BB)

mit dem total antisymmetrischen Levi-Civita-Symbol

+1  fir(e,8,y) =(1,2,3),(2,3,1),(3,1,2)
€py =4 -1 fir(e,8,v)=(1,3,2),(2,1,3),(3,2,1) (B.6)
0  sonst
Mit Determinanten schreibt man
Oa1 01 Oy1
€ By = 60,2 6,8,2 6y,2 (87)
60,3 6,8,3 6}/,3
Durch Multiplikation mit a,, bz und e, und Ausfiihren der Summe erhélt man aus (B.5)
ai b1 €1
axb=| a bg €o (B.8)
a bz e3
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Insbesondere gilt

axa=0 (B.9)
und
By X B = €1 8,€y. (B.10)
Man driicke die Summe
CapyCny = (B.11)
mit Hilfe von Kronecker-Deltas aus.
B.a.6 Mehrfachprodukte
Fur das Spatprodukt gilt
ai b]_ C1
[a,b,c]=(axb)-c=a-(bxc)=epgyabpc, =| a2 b o (B.12)
ag bz c3
Es ist
[a,b,c] =[b,c,a] =[c,a,b] = —[a,c,b] = —[b,a,c] = —[c,b,a]. (B.13)
Fir das Dreifach-Produkt folgt
ax (bxc)=(ac)b — (ab)c. (B.14)
Man driicke das Vierfach-Produkt
(axb)-(cxd)= (B.15)

mit Hilfe von (B.11) oder (B.14) durch Skalarprodukte aus.

B.b Vektoranalysis

B.b. Raumliche Differentiation, Nabla-Operator

Die rdumliche Differentiation wird mit dem Nabla-Operator V durchgefiihrt. Er ist ein Differential-Operator
mit Vektoreigenschaften, in kartesischen Koordinaten

V = e,0q, (B.16)
wobei 9, fiir 9/0x, steht. Man bezeichnet
VO(r) = €,9,P(r) = grad ®(r) (B.17)
als Gradient,
(b(r)V)a(r) = b,(r)d.a(r) = (b(r) grad)a(r) (B.18)
als Vektorgradient,
Va(r) = d,8,(r) = diva(r) (B.19)
als Divergenz und
Vxa(r) = (ey X €3)0085(r) = €,5,0,85(r)e, = rota(r) (B.20)

als Rotation.
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B.b,s Zweifache Ableitung, Laplace-Operator

Soweit die Differentiationen vertauschbar sind, gilt

VxV=0, (B.21)
woraus
rot grad®(r) = O, (B.22)
div rota(r) = 0 (B.23)
folgt. Das Skalarprodukt
V-V=0,0,=2 (B.24)
wird als Laprace-Operator bezeichnet. Daher ist
div grad ®(r) = AD(r). (B.25)
Man findet
aa(r) = grad diva(r) — rot rota(r), (B.26)

indem man in (B.14) a and b durch V ersetzt und den Vektor c stets auf die rechte Seite schafft.

B.b.y Ableitung von Produkten

Bei Anwendung des Nabla-Operators auf Produkte von zwei Faktoren erhdlt man geméaR der Produkt-Regel
zwei Summanden, indem man einmal den ersten Faktor differenziert und den zweiten konstant hélt, und zum
zweiten den zweiten Faktor differenziert und den ersten festhalt. Dann formt man unter Berticksichtigung des
Vektor-Charakters des Nabla-Operators die Ausdriicke so um, dass die konstant gehaltenen Faktoren links, die
zu differenzierenden rechts vom Nabla-Operator stehen. Man findet

grad(®¥) = ®grad¥ + ¥Ygrad® (B.27)
div(®da) = ddiva+a- gradd (B.28)
rot(®a) = @rota+ (grad®)xa (B.29)

divaxb) = b-rota—a- roth (B.30)

rot(axb) = adivb-bdiva+ (bgrad)a- (agrad)b (B.31)

grad(a-b) = axrotb+bx rota+ (bgrad)a+ (agrad)b (B.32)
A(DY) = DAY +WPAD + 2(grad @) - (grad \P). (B.33)

B.c Spezielle Ausdricke

Man bestimme fiir r = |r] und fiir konstanten Vektor ¢

gradr? = (B.34)
divr = (B.35)

rotr = (B.36)
grad(c-r) = (B.37)
(cgrad)r = (B.38)
grad f(r) = (B.39)
divicxr) = (B.40)
rot(cxr) = (B.41)

grad % = (B.42)
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div? - (B.43)
rots = (B.44)
o|ivri3 - (B.45)
rotrL3 = (B.46)
grad % = (B.47)
div % - (B.48)
rot % = (B.49)
1
grad o " (B.50)
wobei singulére Punkte auszunehmen seien.
B.d Integral-Satze
B.d.a« Linien-Integrale
Fir ein skalares oder vektorielles Feld A(r) gilt
2
[ @rmam = ara - A, (@.51)
r
das heil3t
r2
f drgrad®(r) = @(rp) — ©(ry), (B.52)
ry
2
f (drgrad)a(r) = a(ro) —a(rs). (B.53)
r

B.d,8 Flachen-Integrale

Nach Stokes lasst sich ein Fldchenintegral Uber die Flache F der Form

f (df x V)A(r) = 9§ drA(r) (B.54)
F oF

in ein Linienintegral tiber den Rand dF umformen, wobei das Linienintegral im Rechtschraubensinn zur Rich-
tung von df zu fiihren ist (Korkenzieherregel). Insbesondere folgt

f df x gradd(r) = 95 dro(r), (B.55)
F 9F
f df - rota(r) = 95 dr - a(r). (B.56)
F aF

B.d.y Volumen-Integrale

Nach Gauss lésst sich ein Volumenintegral der Form

f d*rvA(r) = f dfA(r) (B.57)
\% v
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in ein Integral Uiber die Oberflache 9V umformen. Dabei weist df nach aufien. Insbesondere folgt

fdsr gradd(r) = dfa(r), (B.58)
\% Vv

fdsr diva(r) = f df - a(r), (B.59)
\% v

fdsr rota(r) df x a(r). (B.60)
\% %
B.d.5 Volumen-Integrale Uber Produkte

Setzt man fir @(r) oder a(r) in den Gleichungen (B.58-B.60) Produkte ein und verwendet die Gleichungen
(B.27-B.30), so erhalt man

fdsrd)(r)grad‘l‘(r)+fd3r‘I’(r)grach(r) = f dfo(r)¥(r), (B.61)
\% \% v
fd3rtl)(r)diva(r)+fd3ra(r)~ grad®d(r) = f df - a(r)a(r), (B.62)
\% \% Vv
fdsrcl)(r) rota(r)+fd‘"’r(grad(l)(r))xa(r) = f df x a(r)®(r), (B.63)
\% \Y Vv
fdsrb(r)- rota(r)—fdsra(r)~ rotb(r) = f df - (a(r) x b(r)). (B.64)
\Y \% Vv

Diese Gleichungen erlauben die Umformung eines Volumen-Integrals in ein anderes Volumen-Integral und ein
Oberflachen-Integral. Dies ist die Ubertragung der partiellen Integration von einer auf drei Dimensionen. In
vielen Féllen verschwindet das Oberflachenintegral im Limes eines unendlichen Volumens, so dass die Glei-
chungen (B.61-B.64) die Umformung eines Volumenintegrals in ein anderes erlauben.

Ersetzt man a(r) in (B.62) durch rota(r) oder b(r) in (B.64) durch grad ®(r), so folgt wegen (B.22) und (B.23)

j\;dsr grad ®(r) - rota(r) = j,;v df - (a(r) x grad ®(r)) = j{;v df - (@(r) rota(r)). (B.65)
Ahnlich erhilt man aus (B.63)
fvd3r grad ®(r) x grad\P(r) = fﬁv df x (grad P(r))®(r) = - fav df x (grad ©(r))¥(r). (B.66)
Ersetzt man a(r) in (B.59) durch ® grad ¥ — W grad @, so folgt der Greensche Satz

fd?’r((l)(r)A‘P(r) —¥(Nad(r)) = f df - (O(r) grad ¥(r) — ¥(r) grad ®(r)). (B.67)
\% ov

B.e Der LapLace-Operator von 1/r und Verwandtes

B.e.w Der LapLace-Operator von 1/r

Fiurr # 0 findet man A(1/r) = 0. Wertet man das Integral iber eine Kugel vom Radius R unter Verwendung
von (B.59) aus,

fA(%)d?’r - fdf- grad(%) - —frrd§2~ r% - (B.68)

mit dem Raumwinkelelement dQ2, so erhalt man —4x. Man schreibt daher

A(%) = —4ns3(r), (B.69)
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wobei Diracs Delta-"Funktion” 63(r) (eigentlich eine Distribution) die Eigenschaft

f A3 £ ()o3(r — ro) = {f(r") falls ro € V (B.70)

0 sonst .
hat. Aus
c 1

A =cA = —4mcs3(r—r')
Ir—r| Ir—r|

folgt mit (B.26,B.43,B.44)

dc~(r—r’)+rtc><(r r')

Ancs3(r — r') = —grad div —— + rot rot
( ) 9 Ir - r—/|3 Ir — r/|3

c
Ir—r| Ir—r|
Man bestimme die ¢-Funktions-Anteile in (B.45) bis (B.49). Welche Dimension hat 63(r)?

= gra (B.71)

B.e,s Darstellung eines Vektorfeldes als Summe eines rotationsfreien und eines divergenzfreien Feldes

Wir schreiben das Vektorfeld a(r) als

a(r) = fdsr’a(r’)ds(r— r') (B.72)
und erhalten aus (B.71), da a(r’) nicht von r abhangt,
3. a(r)-(r-r) f 3p7 o 2 X (r—r)
a(r) = fd r’ grad 7| T e dsr 7“’_ T (B.73)
was sich als
a(r) = —grad @(r) + rot A(r) (B.74)
mit
_ 1 () (r-r)
o(r) = yp fdr TTTE (B.75)
_ 1 (e x(r—r)
Alr) = 4nfd r P (B.76)

schreiben l&sst. Falls die Integrale (B.75) und (B.76) existieren, erhédlt man auf diese Weise eine Darstellung
von a(r) als Summe des rotationsfreien Feld — grad ®(r) und des divergenzfreien Feldes rot A(r). Mit (B.48)
folgt

divA(r) = 0. (B.77)
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C Kugelflachenfunktionen

C.a Eigenwert-Problem und Separation der Variablen

Gesucht sind die Eigenfunktionen Y

AY (0, ¢) = AY(6. ¢) (C.1)
mit
- i ﬁ sin gi + L 6_2
" sing 6o 90 sin20 092’
wobei die Operatoren (Multiplikationen mit Funktionen und Differentiationen) von rechts nach links angewen-
det werden (vergleiche 5.16). Man fiihrt dann den Separations-Ansatz ein

Q (C.2)

Y = g(cos O)h(¢). (C.3)
Mit q q q
- 9 _ 9 __ [1_2%
& =cosb, 0 sin edcose 1-¢ a (C.49)

folgt durch Einsetzen in die Eigenwertgleichung und Division durch h(¢)

d dg, 9 d*h(g) _
d—f((l—é“z)d—f)Jr 1_—52( a2 /h(#)) = 19(8). (C5)

Die Gleichung lasst sich nur erfiillen, wenn d?h(¢)/d¢?/h(¢) konstant ist. Da auRerdem h(¢ + 2m) = h(¢) sein
soll, folgt _
h(¢) = €™ mit ganzem m. (C.6)

Damit reduziert sich die Differentialgleichung fir g auf

@) _nrg(é) _

d
& @-g) =z =196). C7)

C.b  Zugeordnete LeGenbre-Funktionen

Beachtet man, dass (wenigstens flr positives m) der Faktor €™ von der analytischen Funktion (x + iy)™ =
r™(sin 6)™e™ herriihrt, so liegt es nahe, einen Faktor (sind)™ aus g herauszuziehen,

g(é) = GinO)"G(¢) = (1 - £)™*G(9), (C.8)
woraus dann fir G die Gleichung
—m(m+ 1)G(é) - 2(m+ 1)éG'(€) + (1 - £)G” = AG(é) (C.9)

folgt.
Fir die Funktion G kdnnen wir eine TavLor-Entwicklung ansetzen

GE) = ) ad’ G =) kad G =) kk-1ag (C.10)
k k

k

und finden durch Koeffizienten-Vergleich
[M(m+1) +2(m+ 1k + k(k — 1) + A]ax = (k + 2)(k + 1)ay, 2. (C.11)

Setzen wir
A=-I(1+1), (C.12)
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so lautet die Rekursionsformel
a2 (M+k+1+1)(m+k-1)

C.13

a (k+ )(k+2) (€.13)

Die Reihenentwicklung bricht bei einem endlichen k ab, wenn der Z&hler verschwindet, also insbesondere fiir
ganzes nicht negatives k = | — m. Diesen Fall wollen wir weiter untersuchen. Ohne ndhere Betrachtung sei

erwdhnt, dass in den anderen Féllen die Funktion Y ein nichtanalytisches Verhalten fiir cos 6 = +1 entwickelt.
Der fiihrende Term hat dann den Koeffizienten a,_,. Durch Anwendung der Rekursionsformel findet man

_ (-m(@-m-1)
A-m-2 = _W -m
(—m)(l —m- 1)l
 @-Dn2 -m (C.14)
_ (-m(-m-1)(-m-2)(-m-23)
A = @-D)@-3)2-4 Aom
(- m)(-m-1)(1 -m-2)(I —m-23)I(I - 1)
- Q- D@ —3)22-2)2 B-m. (C.19)
~ (I — m)!1(2l - 2K)!
A2 = (_)ka —m- 2K — KK (C.16)
Ublicherweise wahlt man )
m= m (C.17)
Dann folgt
(=)™ @ -2k I .
& = Z Zk: (I —m- 2K ki(I - |<)!(_)kfl * (C.18)
B (_)m I kdIergzl—Zk _ (_)m dl+m(§;2 _ l)l
T zk: (k)(_) dgvm T 2 dgm (C.19)
Man bezeichnet dann die Losungen g(¢) in der Form
m _ _ 2m/2ﬂ d|+m 2 _ 1yl
P =0-¢9) -1 (C.20)

2I|! détl+m

als zugeordnete Lecenpre-Funktionen. Bis auf Normierung ist Yim(6, ¢) durch P"(cos 6)é™ gegeben.
Die Differentialgleichung fiir g hangt nur von m? ab, aber nicht vom Vorzeichen von m. Wir vergleichen daher
P"und P;™. Es sei m > 0, dann folgt

di-m =M m d(& - 1) d-mk(e + 1)
-m (é‘:z - 1)| ( ) —
dfl o k dé_‘k dfl K
I-m
_ (I = mn B .
) ;k!('—m—k)!(l—k)!(m+ 1 &~ DD (C.21)
d|+m I-m l+m dl’THk(é‘; _ 1)| dlik(é‘:-f— 1)|
dgl P k+m d§ k dfl K
I-m

(I +myimn e
= 2 me R - mo Rk € D+ " (C22)

=

Der Vergleich zeigt
(I — m)!

(I + m)!

PM(E) = ()"P(€), (C.23)

das heif3t, bis auf die Normierung stimmen die beiden Losungen uberein.
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C.c Orthogonalitat und Normierung
Wir betrachten das Normierungs-Integral
21 . .
Nimrmy = f d¢f d cos P"(cos )e"™ P (cos H)e™?. (C.24)
0 -1
Die Integration tiber ¢ ergibt

+1
Nmm = 2%0mmw il P{n(f)P[n(f)df

G 1 +1
— 2w (G [ PT@RM@e
2a(l” + M!S |y
- T-mr 22'||2|IrIn (C.25)
mit 1 dl 2 | dl’ 2 I’
, + +m -1 -m -1
= (ym f ;;m ) d(;,_m ) ge. (C.26)
Durch partielle Integration findet man
, dl+m(§_-2 _ 1)I dl’—m—l(é_-z _ 1)I’ ,
Im = (- m[ , i c.27
) dé:l+m dfl -m-1 » 1 ( )

Der erste Faktor in eckigen Klammern enthélt mindestens —m, der zweite m+ 1 Nullstellen bei ¢ = +1. Die
eckige Klammer verschwindet demnach. Das heift I} ist unabhangig von mfiir -1 < m < I’. Fiir I’ > | folgt

Iy =1} =0, da der erste Faktor des Integranden von I} verschwindet. Fiir I’ < | folgt 1l = 1", = 0, da der
zweite Faktor des Integranden von III verschwindet. FurI = |” werten wir aus
+1 N2l (2 |
do(¢” - )
h=i=e) [ e - (©28)

Der erste Faktor im Integranden ist die Konstante (21)!

1= fl(l - &) de. (C.29)
-1

Das letztere Integral ergibt 22+1112/(2l + 1)! (man findet das, in dem man den Integranden (1 +&)'(1-¢&)' schreibt
und | mal partiell integriert, in dem man jeweils die Potenz von 1 — & differenziert und die von 1 + & integriert.
Das ergibt das Normierungsintegral

(+m! 2
Nimrny = 2 — . .
Imir ﬂ(l T 2T+ 1 IOmm (C.30)
Damit ergeben sich die orthonormierten Kugelflachenfunktionen
2+ -m! img
Yim(6, ¢) = an () P"(cos 6)e™. (C.31)

C.d Bemerkung zur Vollstandigkeit

Entwickeln wir eine in den drei kartesischen Koordinaten x,y, z in der Umgebung des Ursprungs analytische
Funktion f in eine TavLor-Reihe

()= D auody'Z = ) r"Mn(6.9). (C32)

ijk
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so sind die Beitrége proportional zu r" in denen mit i + j + k = n enthalten. Dies sind insgesamt (N + 1) + n +
(n=D+..=(M+2)(n+1)/2 Terme

=

n—-

0(6.6) = > Y an i) HOIGK (€33)

k=0 j=0

Andererseits konnen wir die Funktion f, auch durch die Funktionen Yim(6, ¢) = /=P™(cos )€™, darstellen,
da sich diese als (sing)™Me™ = ((x + iy)/r)™ multipliziert mit einem Polynom in cos# der Ordnung | — |m|
schreiben lassen. Dabei konnen die auftretenden Potenzen (cos6)'-M-2¢ = (z/r)-IM-2((x2 + y? + 2)/r?)k
geschrieben werden. Zusitzlich fiihren wir noch einen Faktor ((x? + y? + 22)/r?)™/2 gin. Dann erhalten wir
Beitrage fur | = n,n—2,n—-4, .... Da mjeweils von —I bis | lauft, ergibt das insgesamt (2n+ 1) + (2n—3) + (2n—
7) + ... = (n+ 2)(n+ 1)/2 linear unabhédngige (weil orthogonale) Beitrdge. Der Raum dieser Funktionen hat
daher die gleiche Dimension wie der der f,. Wir kdnnen daher jede Funktion f, durch eine Linearkombination
von Kugelflachenfunktionen ausdriicken.
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