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3 Elektrisches Feld, Potential, Energie des Feldes

3.a Statik

In der Statik behandelt man das zeitunabhéngige Problem. Das heif’t, die auftretenden GréRen hangen nur vom
Ortab, p = p(r),j = j(r), E = E(r), B = B(r). Dann zerfallen die Kontinuitétsgleichung (1.12) und die
MaxweLL-Gleichungen (1.13-1.16) in zwei Gruppen

divj(r)=0
rotB(r) = £j(r)  divE(r) = 4mp(r)
divB(r) =0 rotE(r) =0 (3.1)
Magnetostatik Elektrostatik

kma=gi(r)xB(r)  ka = p(r)E(r)

Die erste Gruppe von Gleichungen enthélt nur die magnetische Induktion B und die Stromdichte j. Sie
beschreibt die Magnetostatik. Die zweite Gruppe von Gleichungen enthalt nur das elektrische Feld E und
die Ladungsdichte p. Sie ist Grundlage der Elektrostatik. In der letzten Zeile sind noch die entsprechenden
Anteile der Kraftdichte k hinzugefugt.

3.b Elektrisches Feld und Potential

3.b.a Elektrisches Potential

Wir fiihren nun das elektrische Potential ®(r) ein. Hierzu betrachten wir das Wegintegral von E auf zwei
verschiedenen Wegen (1) und (2) vonrg nach r

rr dr-E(r) = fr dr - E(r) + 9§dr - E(r), 3.2)

@ @)

wobei das letztere Integral tiber den geschlossenen Weg von rq auf (1) nach r

und von dort in entgegengesetzter Richtung auf (2) nach rq zu erstrecken ist.Das 2 r
letztere Integral 18sst sich mit dem Stokesschen Satz (B.56) in das Integral (iber
die von (1) und (2) berandete Flache fdf - rot E(r) Uberfiihren, das wegen der

Maxwerrgleichung rot E(r) = 0 (3.1) verschwindet. , i
0

Daher ist das Integral (3.2) vom Weg unabhéngig und man definiert das elektrische Potential
I
o(r) = —f dr - E(r) + ©(ro). (3.3)
fo

Dabei sind ro und ®(ro) willkirlich, aber fest. ®(r) ist daher bis auf eine willkirliche additive Konstante
bestimmt. Wir haben auf Grund der Definition (3.3)

do(r) = —dr - E(r), E(r) = —grad @(r). (3.4
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3.bs Elektrischer Flussund Ladung
Aus divE(r) = 4mp(r), (3.1) folgt
fd3r divE(r) = 4nfd3rp(r) (3.5)
\% \%

und damit mit dem Gaussschen Satz (B.59)
f df - E(r) = 4nq(V), (3.6)
v
das heif3t der elektrische FIuR des Feldes E durch die Oberflache ist das 4r-fache der Ladung g im Volumen V.

Eine einfache Anwendung hat dies fur das elektrische Feld einer kugelsymmetrischen Ladungsverteilung o(r) =
o(r) mitr = |r|. Aus Symmetriegriinden weist das elektrische Feld in Normalenrichtung E = E(r)r/r

r r
Anr?E(r) = 4nf p(r')r'2dr'dQ = (47:)2[ p(r)r’dr’, (3.7)
0 0
so dass man fur das Feld A )
E(r) = r—f f o(r)r2dr’ (3.8)
0
erhilt.
Als Spezialfall betrachten wir jetzt noch eine Punktladung q im Ursprung. Dann gilt
4nr?E(r) = 4ng,  E(r) = r%’ E(r) = rr—sq. 3.9)

Das Potential hdngt aus Symmetriegriinden nur von r ab. Dann gilt

grad () = ;% - _E(r), (3.10)

woraus durch Integration

o(r) = g + const. (3.11)

folgt.

3.b.y Potential einer Ladungsverteilung

Wir gehen aus von Punktladungen g; an Orten r;. Das zugehorige Potential und die Feldstdrke erhdlt man aus
(3.11) und (3.10) durch Verschieben von r umr; zu

o) = 3o fim (3.12)

gi(r —ri)
= r=ri®

E(r) —grad®(r) = (3.13)

Wir gehen nun von den Punktladungen zu einer Ladungsdichte p(r) tiber. Wir filhren dabei den Ubergang
>iagif(ri) = Xi AVp(ri) f(ri) nach fd3r'p(r’)f(r’) durch, was

o(r) = fd3r’& (3.14)

Ir—rl
ergibt. Aus E = —grad @ und div E = 4mp folgt die Porsson-Gleichung
AD(r) = —4mp(r). (3.15)

Man unterscheide A = V - V und A =Delta. Wir machen auf (3.15) die Probe. Zuné&chst bilden wir

Vo (r) = f &3 p(r") r,'_—rr|3 - f dsap(r+a)% (3.16)

Ir
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und
AD(r) = fdsa(Vp(r +a))- % = fom dafdﬂaw = fan(p(r + 00€y) — p(r)) = —-4mp(r), (3.17)

wenn p im Unendlichen verschwindet. Dabei haben wir das dreidimensionale Integral tber a zerlegt in das
Integral tiber den Radius a und den Raumwinkel Q,, d%a = a?dadQ, (vergleiche Abschnitt 5).
Aus der Poisson-Gleichung folgt

AD(r) = fdsr’p(r’)A 1 —47p(r) = —4nfd3r’p(r')63(r -r) (3.18)

Ir—r|

und aus der Gleichheit der Integranden

A — = —4us’(r - 1'). (3.19)

3.c Couromskraft und Feldenergie
Auf die Ladung g; am Ort r; wirkt die Kraft

Ki = GEi(ri). (3.20)
Dabei ist E; das elektrische Feld ohne das von der Ladung g; selbst erzeugte. Damit folgt die Couroms-Kraft

oo gy
I<I _ql |ri—rj|3 .

j#i

(3.21)

Aus dieser Formel erkennt man auch die Definition der Ladungseinheit im Gaussschen MaRsystem: 1 dyn®/2
cm ist die Ladung, die auf eine gleiche Ladung in 1 cm Entfernung die Kraft 1 dyn austibt.

Die potentielle Energie ist
1 i 1
U= EZZ”.'_JH = gzqifbi(ﬂ)- (3.22)
ioge o i

Der Faktor 1/2 riihrt daher, dass jedes Paar von Ladungen in der Summe zweimal auftritt. So ist die Wechsel-
wirkungsenergie zwischen Ladung 1 und Ladung 2 sowohl ini = 1,j = 2 wie auchini = 2, j = 1 enthalten.
Daher ist durch 2 zu dividieren. Dabei ist in ®@; ebenfalls der von g; herriihrende Beitrag zum Potential nicht
enthalten. Die Kraft folgt daraus wie iblich zu

Ki=—grad, U. (3.23)

Im Kontinuum erhalt man unter Verwendung von (B.62)

U= %fd3rp(r)d)(r) = % fdsrdiv E(r)®(r) = % def CE(r)®(r) - % fd3rE(r)- grad d(r), (3.24)

wobei jetzt der Beitrag der Ladungsdichte zu ® am gleichen Ort nicht mehr auszunehmen ist, da er fur eine
kontinuierliche Verteilung vernachléssigbar ist. F schliele alle Ladungen ein und sei etwa eine Kugel vom
Radius R. Im Limes R — oo geht ® « 1/R, E « 1/R?, fF « 1/R — 0. Man erhilt dann die elektrostatische
Energie

U= %fd?’rEz(r): fdsr u(r) (3.25)

mit der Energiedichte
1l
u(r) = 8nE (r). (3.26)
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Klassischer ElektronenradiusAls Beispiel betrachten wir den "klassischen Elektronenradius” Ry: Man nimmt
an, die Ladung sei auf einer Kugelschale vom Radius Ry gleichmaRig verteilt. Die elektrische Feldenergie
stimme mit der Energie moc? iiberein, wobei my die Elektronenmasse ist.

1 00 2
= fRO (%) r2drdQ = % = moc? (3.27)

ergibt Ry = 1.4 - 10723 cm. Die Annahme einer homogenen Ladungsverteilung in der Kugel ergibt ein etwas

anderes Ergebnis.
Aus hochenergetischen Streuprozessen weill man allerdings, dass die Ausdehnung des Elektrons um mindestens

einen Faktor 100 kleiner sein muss, obige Annahme also unzutreffend ist.
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4 Elektrischer Dipol und Quadrupol

Gegeben sei eine Ladungsverteilung p(r’) innerhalb einer Kugel vom
Radius R um den Ursprung. AuRerhalb sei p(r’) = 0

4.a DasFeldfirr >R

Das Potential der Ladungsverteilung ist

o(r) = f a3 L) (r) 4.1)

Wir fiihren nun eine TavLor-Entwicklung nach r’, das heifit nach den drei Variabeln x;, x, und x; durch

(- r'V)' 1,
|r o Z =Z—(r V) +Z (r v)(r’ V) (4.2)
Als erstes miissen wir den Gradienten von 1/r berechnen
1 r r.,
VF =3 davf(r) = Ff (n), 4.3)
lose (B.39, B.42). Daraus folgt dann
;a1 r.r
(r V)F = —r—s. (44)
Als néchstes berechnen wir (B.47)
c-r 1 1 c 3(-nr
V=5 = grad(c )+ (c-r)grad (r_3):r_3_ (r5) (4.5)

unter Verwendung von (B.27) und Lésung von (B.37, B.39). Damit erhalten wir die TavLor-Entwicklung

1 1 r-r 3(r-r)?—r?r?
T T (4.6)

Wir formen zundchst noch 3(r - r")? — r?r’? um

’ ’ / l ’

3(I’ -r )2 -r?r? = X;X%(SXQXB - rzdw,ﬁ) = (XQX}} - §r Zéa,ﬁ)(SXaxﬁ - rzdw,ﬁ) (4-7)
wegen 6Qﬁ(3xaxﬁ 6Qﬁr2) = 3Xy Xy — %8, = 0. Hier und auch im Folgenden verwenden wir die Summations-
konvention: Uber alle Indices (von Komponenten), die zweimal in einem Produkt auftreten, wird summiert, in
(4.7) also Uiber a und 8.

Wir flihren nun die GréRen

q= fdsr’p(r') Ladung (4.8)
p= fd3r’r "o(r") Dipolmoment (4.9)
Qup = fd3r’( \Xg = §6aﬁr’2)p(r ) Komponenten des Quadrupolmoments (4.10)
ein und erhalten damit die Entwicklung fiir das Potential und die elektrische Feldstérke
o) = 3420, FH T o, (@.11)
E) = —gradoq) = &+ TPT o, @.12)
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4.b Transformationseigenschaften

Die Multipolmomente sind definiert beziiglich eines vorgegebenen Punktes, zum Beispiel des Ursprungs. Ver-
schiebt man den Bezugspunkt um a, das heiltr} =r’ — a, so findet man mit p1(r’) = p(r’)

[ = [@roe) =g (413)
[ty = [¢re -ape)=p-aa (4.14)

01

P1

Die Gesamtladung ist unabhéngig vom Bezugspunkt. Das Dipolmoment ist unabhéngig vom Bezugspunkt,
falls g = O (reiner Dipol), sonst hangt es vom Bezugspunkt ab. Ahnlich findet man, dass das Quadrupolmoment
unabhéngig vom Bezugspunkt ist, falls g = 0 und p = 0 (reiner Quadrupol).

Unter Drehung X} , = DqsX; ist g invariant (Skalar), wobei D eine Drehmatrix sei, also eine orthogonale
Transformation beschrelbe Der Dipol p transformiert sich wie ein Vektor

P1e = fdsr/Dﬂ,,BX[/}p(r,) = D(t,ﬁp,B (415)

und der Quadrupol Q wie ein Tensor zweiter Stufe

1
Quua = [ € (DD - 3004 p(r) (4.16)
Beachtet man, dass auf Grund der Orthogonalitdt von D
0ap = DayDgy = Day0y6Dgs, (4.17)

so folgt
Ql,tl,ﬁ = Da,y D,B,JQ)/,J, (418)

also das Transformationsgesetz fiir Tensoren zweiter Stufe.

4.c Dipol

Der Prototyp eines Dipols besteht aus einer Ladung g am Ort r o+ aund einer entgegengesetzten Ladung —gam
Ort ro. Das Dipolmoment betrdgt dann
p=da (4.19)

Als Ladungsverteilung ergibt sich dann
p(r) = q(*(r —ro—a) - 8°(r — o). (4.20)
Wir fiihren nun eine Tavrorentwicklung nach a durch
p(r) = qs3(r —ro) — qa- V&3 (r —ro) + g(a- V)253(r —ro) + ... — q83(r —ro), (4.21)

wobei sich der erste mit dem letzten Term weghebt. Wir fihren nun den Limes a — 0 durch, wobei wir das
Produkt ga = p festhalten. Dann bleibt als Ladungsverteilung eines Dipols p am Ort rg

p(r) = —p - V&%(r = o) (4.22)

und sein Potential

fd3r’|f(r)| :—p-fd3’| - ,lgrad '§3(" —ro)=p- fde‘r’grad’| 1 63(r ro)
fd3' e )_Lrlr;’), (4.23)

wobei die Gleichungen (B.61) verwendet und (B.50) gel6st wurden.

D(r)
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4.d Quadrupol

Der Quadrupol wird durch die zweiten Momente der Ladungsverteilung beschrieben.

4.d.a Symmetrien

Q ist ein symmetrischer Tensor
Qa,ﬁ = Qﬁ,w' (424)

Er l&sst sich daher dhnlich wie der Tragheitstensor durch eine orthogonale Transformation auf Diagonalform
bringen. Weiterhin folgt aus der Definition (4.10)

Qoo =0, (4.25)
das heilt die Spur des Quadrupol-Tensors verschwindet. Daher hat der Tensor nicht sechs, sondern nur fiinf
unabhéngige Komponenten.

4.d,8 Symmetrischer Quadrupol

Ein Spezialfall ist der symmetrische Quadrupol. Seine Ladungsverteilung hangt nur von z und dem Abstand
von der zAchse ab, p = p(z, /X2 + y2). Fir ihn gilt

Quy = Quz=Qyz=0, (4.26) -
weil p(X, Y, 2) = p(=X. ¥, 2) = p(X, -y, 2). Weiter ist r
1 1.
Qux=Qyy = _EQZZ = _§Q- (4.27) g

Die erste Gleichung folgt aus p(X, y, 2)=p(y, X, 2), die zweite daraus, dass die Spur von
Q verschwindet. Das letzte Gleichheitszeichen gibt die Definition von Q an.

Man findet 3 3 1
Q= 5 Qe = f d3r’(§z’2— 5r’z)p(r’) = f d3r'r"?Py(cos 6 )p(r’) (4.28)

mit dem Lecenpre-Polynom Py (¢) = 252 - % Auf die Legenore-Polynome werden wir im ndchsten Abschnitt
und im Anhang C noch zuriickkommen.

Als Beispiel betrachten wir noch den gestreckten Quadrupol mit zwei Ladungen g an den Orten +ae, und einer
Ladung —2q am Ursprung. Wir finden Q = 2ga2. Die einzelnen Ladungen tragen zum Quadrupolpotential

1.3x2—r2 1.32-r2 2.32-r2 QPy(cos6)
o(r) = -2 -2 3 :
") 3Q 2r5 3 s " 3Q 2r5 r3

(4.29)

bei.

4.e Energie, Kraft und Drehmoment auf einen Multipol im &uRReren Feld

Eine Ladungsverteilung p(r), die um den Ursprung lokalisiert sei, sei in einem duBeren elektrischen Potential
@4(r), das etwa von einer entfernten Ladungsverteilung p, erzeugt sei. Die Wechselwirkungsenergie betrégt
dann

U= fdsrp(r)d)a(r). (4.30)

Hier tritt kein Faktor 1/2 vor dem Integral auf, wie man es wegen (3.24) annehmen konnte, da zum Integral tiber
o(r)@4(r) noch ein zweiter Beitrag mit dem Integral Uber p4(r)®(r) hinzutritt, der noch einmal den gleichen
Beitrag liefert. Wir entwickeln nun das duRere Potential und erhalten fiir die Wechselwirkungsenergie

U

1
fd?‘rp(r) {(I)a(O) +rV®qr—0 + > %aXp V(,Vﬁd)aL:O + }

1 1
= qd)a(O) +p- V(Da|r:0 + E (Qa,ﬁ + 5(50{,‘; fdsrp(r)rz) V“Vﬁq)alrzo + ... (431)
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Der Beitrag proportional zum Integral iiber p(r)r? verschwindet, da V,V,®, = a®, = —4mpa(r) = 0, da sich
am Ursprung keine Ladungen befinden, die @, erzeugen. Damit bleibt fir das Wechselwirkungs-Potential

1
U = q(Da(O) - p . Ea(o) + EQQ’BVQV‘Bq)a + ...

(4.32)

Wir kdnnen daraus zum Beispiel die potentielle Energie zweier Dipole, pp im Ursprung und p, bei rq bestim-

men. Der Dipol p, erzeugt das Potential

pa'(f—ro)'

) = "

Die Wechselwirkungsenergie ergibt sich dann zu (vgl. B.47)

Pa-Po  3(Pa-ro)(Pb - ro)
i :

Ua,b =Po- V(Da|r:0 = r

5
0 Mo

Die Kraft auf einen Dipol im Ursprung ergibt sich zu

K = f 6 p(r)Ear) = f 6 p(r)(Ea(0) + X, VoEalr—0 + ) = GEa(0) + (p - grad)Ea(0) + ..

Das Drehmoment auf einen Dipol im Ursprung ergibt sich zu

M mech = fdsr’p(r’)r’ X Ea(r’) = p x Eq(0) + ...

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)
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5 Multipol-Entwicklung in Kugelkoordinaten

5.a Porsson-Gleichung in Kugelkoordinaten

Wir leiten zunadchst den Ausdruck fiir den
LapLace-Operator in Kugelkoordinaten

= rsingcos¢ (5.2)
= rsingsing (5.2)
Z = rcoséd (5.3)

her. Dabei beniitzen wir zunéchst nur, dass es
sich dabei um krummlinige Koordinaten handelt,
die sich unter rechtem Winkel schneiden, so dass
wir

dr = grerdr + gyeydo + gyesded (5.4)

schreiben kdnnen, wobei die e, & und e, eine
orthonormierte ortsabh@ngige Basis bilden. Man
findet leicht, dass

O =1 go=r, Qy=rsind. (5.5)
Das Volumenelement ist gegeben durch
d®r = g.drgydeg,de = rdr sin 6dedg = r2drdQ (5.6)

mit dem Raumwinkelelement
dQ = sin 6dode. (5.7)

5.a.a Der Gradient

Zur Berechnung des Gradienten betrachten wir das Differential einer Funktion ®(r)

b D, JO
d(r) = 5-dr+ Zode + 20 do, (5.8)

die mit (grad @) - dr Ubereinstimmen muss. Aus der Entwicklung des Vektorfeldes in seine Komponenten

grad ® = (grad @), & + (grad ®),e + (grad ®)4e, (5.9
und (5.4) folgt dann
dd(r) = (grad @), g.dr + (grad ®),g,d6 + (grad @),g,de, (5.10)
woraus wir
100 100 100
rad ), = ——, rad ®)g = — —, rad®);, = —— 5.11
(grad @), o o (grad @), 5 90 (grad @), % 9% (5.11)

fiir die Komponenten des Gradienten erhalten.
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5.ap DieDivergenz

Zur Berechnung der Divergenz verwenden wir den Gaussschen Satz (B.59). Wir integrieren die Divergenz von
A(r) Uber ein Volumen begrenzt durch die Koordinatenr,r + Ar, 6,0 + A9, ¢, ¢ + A¢. Wir erhalten

fd3rdivA = fgrgeg¢divAdrd9d¢

:fA.df fggdeg¢d¢A,|:+Ar+fgrdrg¢d¢A9|z+M+fgrdrgede,%mwﬁ

| [g (e + 35 (oA + 57 (grggAq))] drdeds (5.12)

Da die Identitat fur beliebig kleine Volumina zutrifft, missen die Integranden auf der rechten Seite der ersten
Zeile und auf der dritten Zeile Uibereinstimmen. Daraus folgt

. 1 4] 0 4]
dvA) = oo [5 (000oA ) + 55 (@867 + 55 (grgw)]- (5.13)

5.a.y Der LarLace-Operator
Durch Bildung von A® = div grad @ erhalten wir schlieRlich
1 0 (999 aq)) 4] (grg¢ 6(1)) 0 (grge 6(1))]
AD(r) = — — |+ = — |+ = —1|. 5.14
) 0r%9s [6r ( O or) 00\ 9o 00) 0P\ 9y 09 (.19

Diese Formel gilt noch generell fiir orthogonale krummlinige Koordinaten (wenn wir sie mit r, 8, ¢ bezeichnen).
Setzen wir nun die Werte fur g ein, so folgt fiir sphérische Koordinaten

192 1
AD = Fm(rq)) + r—ZAQ(D, (515)
1 0,. 00 1 6°0
Ao = ——=(SINO0—) + ————. 5.16
o sm969( 69) " sin?g 0¢? (5.16)

Der Operator aq wirkt nur auf die beiden Winkel 6 und ¢, aber nicht auf den Abstand r. Er wird auch LaprLace-
Operator auf der Kugel genannt.

5.b Kugelflachenfunktionen

Wie wir im Anhang C néher ausfiihren, gibt es einen vollstandigen Satz orthonormierter Funktionen Y m(6, ¢),
1=0,1,2,...m=—l,-I + 1, ...l, die der Gleichung

2aYim(®, ¢) = =I(1 + 1)Yim(6, ¢) (5.17)

geniigen. Diese heiBen Kugelflachenfunktionen. Vollstandigkeit heif3t: Ist f (6, ¢) auf der Kugel differenzierbar
und sind die Ableitungen beschrénkt, so lasst sich (0, ¢) darstellen als konvergente Summe

1(0.¢) = D fimYim(6, ). (5.18)
m
Daher fiihren wir jetzt die entsprechende Entwicklung fiir ®(r) und p(r) durch
o) = D) Yim(60), (5.19)
m
p(r) =

D A Yim(6. 9). (5.20)
I,m
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Die Kugelflachenfunktionen sind orthonormal, das heif3t, das Integral Giber den Raumwinkel ergibt
f dQY}' (6, #)Yirm (6, ¢) = f de sin6doY;' (6, §) Y. (6, #) = 611 Smm- (5.21)

Diese Orthogonalitétsbeziehung kénnen wir zur Berechnung der & und 4 verwenden

[ dosinaday;@.00) = Y ran(r) [ dosingdYi(6.0)¥(0.0)
I,mr

Bn(r). (5.22)

= Zﬁl’,m(r)(sl,l’(smm
i

Wir geben hier einige der Kugelfldchenfunktionen an

1
Yoo(:¢) = yy (5.23)
Yi0(6,0) = ﬁﬁcose (5.24)

Yl’i]_(g, (]5) = F ﬂ % sin 9€+i¢ (525)
3 [5(3 , 1

Y20(0,0) = = ( > cos- 6 2) (5.26)

15 . i
Yo:1(6,4) = F4f g Sin 6 cos get? (5.27)
Yo.2(0,¢) = % \ /% sin? get2¢. (5.28)

Allgemein ist

21+ 1 (1 —m)! i

Yim(6, ¢) = o E' - m;! P"(cos9)e™ (5.29)

mit den zugeordneten LeGenore-Funktionen

dl+m
dé:l+m

(_m

W(l - gm?

P() = -1 (5.30)
Generell ist Y|, das Produkt aus (sin 6)™e&™ und einem Polynom der Ordnung | — |m] in cos 6. Je nachdem, ob
| — |m| gerade oder ungerade ist, handelt es sich dabei um ein gerades oder ungerades Polynom in cos 6. Es gilt

die Symmetrie-Beziehung
Yi-m(®, ) = (2)™Y/n(6, 8)- (5.31)

5.c Radialgleichung und Multipol-Momente

Unter Verwendung der Entwicklung von @ und p nach den Kugelflichenfunktionen lautet die Poisson-
Gleichung nun

2
500 = Y 7 g0 - 000 (0. 0) = - Y Vim0, (532)
I,m

I,m
Durch Gleichsetzen der Koeffizienten von Y, m, erhalten wir die Radialgleichungen

Ofr(r) + %&)f,m(r) U r+2 D (1) = 41 (). (5.33)
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Die Ldsung der homogenen Gleichung lautet
Dy (1) = @t + s (5.34)

Fir die inhomogene Gleichung macht man nun wie tiblich den Ansatz (ich lasse im Moment die Indices | und
mweg.)

@ = a(r)r' + b(r)r'. (5.35)
Dann folgt )
o =a(nr +b/(rr't+la(r)r't - (I + 1)b(r)r'-2 (5.36)
Wir fordern nun wie iblich
ar+bmr't=0 (5.37)
und erhalten dann fiir die zweite Ableitung
O =la(r)r't — (1 + DE'(Nr "2 +1(1 = Dalr)r'2 + (1 + 1)(1 + 2)b(r)r -2, (5.38)

Setzen wir diese Ausdriicke in die Radialgleichung ein, so heben sich die Anteile, die a und b ohne Ableitung
enthalten, weg. Es bleibt

la' ('t — (1 + Db/ (r)r'-2 = —4np, (5.39)
Aus den Gleichungen (5.37) und (5.39) folgt dann durch Auflésen nach a’ und b’
day m(r) 4n -
TR e L G (5.40)
db|’m(r) _ 475 142 ~
ar = o 1r O1.m(r). (5.41)

Wir integrieren nun die Gleichungen

2|+1f dr'r 5 n(r) (5.42)

bm() = 4" f ar' 25, m(r). (5.43)

am(r)

Addieren wir eine Konstante zu am(r), so ist dies auch eine Losung der Porsson-Gleichung, da r'Y; (6, ¢)
homogene Ldsung der Poisson-Gleichung ist. Wir wiinschen aber eine Lésung, die fiir groRes r abféllt. Daher
wadhlen wir a n(c0) = 0. Addieren wir eine Konstante zu by m, So ist das eine Lésung firr # 0. Furr = 0
hingegen erhélt man eine Singularitét, die die Poisson-Gleichung nicht erfiillt. Daher muss man by m(0) = 0
setzen.

Wir kdnnen nun die Entwicklungs-Koeffizienten p| m, einsetzen und erhalten

aum(r) jﬁf’Lmewm (5.44)

2I +1
bl,m(r)

3.7 I| * YV ’
Y : 4
g [ e 8060 (5.45)
Wir kdnnen nun die Ausdriicke flr am und by m in (5.19) und (5.35) einsetzen. Die r- und r’-Abhéngigkeit
ergibt sich fiir r < r” aus dem a-Term zu r'/r'** und fiir r > r’ aus dem b-Term zu r’'/r'*1. Dies fasst man
zusammen, indem man mit r.. den grof3eren, mit r. den kleineren der beiden Radien r und r’ bezeichnet. Dann
folgt

0= 50 f&udwmm'maw> (5.46)

Istp(r’) =0 furr’ > R, dann folgt fur r>R

r|+1

2 Yi (6,
<1>(r)=%; Zlflql,m . ¢) (5.47)
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_ 4n 3,70\ Y ’
n= g | P86 (5.48)

Fur I = 0 erhalten wir das "Monopolmoment” Ladung, fur | = 1 haben wir die Komponenten des Dipol-
Moments, fiir | = 2 die Komponenten des Quadrupolmoments. Speziell fiir m = 0 hat man

‘ﬁEJE%%JE;aqzq (5.49)

mit den Multipolmomenten

JQoo =
o = \/Hfd3 '\/7r cos&p(r’) = fd?‘r'z’p(r )= p; (5.50)
Go = \/H f d3’\/7 20 o8l ~ Dplr') = f P2~ () = SQm (55)

5.d Punktladung am Ort r’, zylindersymmetrische Ladungsverteilung

Wir betrachten jetzt noch den Fall einer Punktladung g am Ort r’. Wir kénnen ausgehen von dem bekannten
Potential

q q
o) _ . 5.52
") Ir —r’| \r2 +12 = 2rr’ cos 52

Dabei ist ¢ der Winkel zwischen r und r’. Wir entwickeln nun nach r_/r.

q
o(r) = =q — Pi(cosy). (5.53)
r>\/1+([—§)2—2:—§cosw Zol |>l

Dabei bezeichnet man P, (£) als Lecenore-Polynome. Fir cosy = +1 sieht man sofort aus der Entwicklung von
1/(r> ¥ r.), dass Pi(1) = 1 und Pi(-1) = (=)' gilt.
Wir kénnen andererseits auch mit (5.46) arbeiten und finden

o0 | 4 |
(r) = q.Z o Zlv.,m(a, Ol 4. (5.54)
=0 > m=—

Durch Vergleich findet man das Additionstheorem fiir Kugelflachenfunktionen

Pi(cosy) = Z Yim(6: 8)Y (8. 4, (5.55)

wobei sich der Winkel ¢ zwischen r und r’ ausdriicken I&sst durch r - r” = rr’ cosy und unter Verwendung von
(5.1-5.3)
cosy = cosHcosd +sindsing cos(¢p — ¢’). (5.56)

Wir betrachten jetzt noch den Spezialfall 9’ = 0, das heit y = 6. Dann verschwinden alle Y, (¢, ¢) wegen der
Faktoren sin@ aulRer denen fiir m = 0 und das Additions-Theorem reduziert sich auf

PI(COSE) = 5 Yio(6)Yio(0) = PA(cos )PY(D). (557)

Aus der Darstellung (5.30) P°(§) 1/(2' ')d'(gz 1)'/d¢" folgt fiir £ = 1 und Zerlegen (¢2-1)' = (¢ +1)' (- 1)'
das Ergebnis P(1) = [(£ + 1) /2'T¢=1[d"(& - 1)!/dé'/11]e=1 = 1. Damit haben wir gefunden, dass

PY() = Pi(¢) (5.58)
gilt.
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Speziell fur zylindersymmetrische Verteilungen p(r), die also nur von r und 8, aber nicht von ¢ abhangen, gilt

dann P/(cos)
cos
<I>(r):z|: o (5.59)
mit den Momenten
Qo = fd3r’r"P|(cose’)p(r’). (5.60)

Alle Momente mit m # 0 verschwinden fiir die zylindersymmetrische Verteilung.

Aufgabe Berechnen Sie aus (5.1) bis (5.5) die Vektoren e;, & und e, und priifen Sie nach, dass diese ein
Orthonormalsystem bilden.

Aufgabe Berechnen Sie mit Hilfe des Satzes von Stokes (B.56) die Rotation in Kugelkoordinaten.

Aufgabe Berechnen Sie fiir Zylinderkoordinaten X = pcos ¢, y = psin¢ und z die metrischen Faktoren g,,, g,
und g, das Volumenelement und Gradient und Divergenz.
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6 ElektrischesFeld in Materie

6.a Polarisation und dielektrische Verschiebung

Die bisher aufgestellten Feldgleichungen gelten auch in Materie. Auf ein duBeres elektrisches Feld reagiert die
Materie im allgemeinen durch Polarisation. Die Elektronen verschieben sich gegeniiber den Kernen, wodurch
Dipole entstehen, oder bereits existierende Dipole von Molekiilen oder Molekilgruppen richten sich gegen die
thermische Bewegung aus. Ein elektrisches Feld bewirkt also die Verschiebung von Ladungen g; vom Ort r;
zum Ort ri + &, das heif8t Dipole p; = gia werden induziert. Man erhdlt die Ladungsverteilung der Polarisa-
tionsladungen (4.22)

pp(r) = - Z pi - grad83(r — ry). (6.1)
i
Fiihren wir eine Dipolmomentdichte P ein, die man als Polarisation bezeichnet,

P(r) = %, (6.2)

wobei Y p; die Summe der Dipolmomente in einem infinitesimalen Volumen AV ist, so folgt

op(r) = - fd3r’P(r’) - grad&3(r —r’) = —div (f d*r'P(r)s3(r - r’)) = —divP(r). (6.3)

Wir veranschaulichen diese Gleichung. Wir

gehen aus von einem Festkorper, in dem sich p unpolarisiert
(auf einer Skala groR gegen den Atomab- Plonen X

stand) die Ladungen der lonen und Elektro- Peietronen

nen kompensieren (oberste Figur).Legt man o

ein Feld E an, so verschieben sich die Elek- p polarisiert
tronen gegeniber den lonen (zweite Figur). X

Im Inneren hat man Ladungskompensa- — E py <0 a<0
tion. Nur am Rand bleiben Netto-Ladungen =

ubrig. Im dritten Bild ist die Polarisation P=p, a

P = pga aufgezeichnet, wobei diese am ﬂ e)'(

Rand stetig ausgeschmiert wurde.Im letzten

Bild ist die Ableitung —dP/dx aufgetragen. dpP

Man sieht, dass diese mit der des zweiten = —— L X

Bilds ibereinstimmt. dx —U

Damit setzt sich die Ladungsdichte o zusammen aus einer freibeweglichen Ladungsdichte ps und der
Polarisations-Ladungsdichte pp (erstere kann zum Beispiel die Ladungsdichte sein, die auf eine Kondensator-
platte aufgebracht wird)

p(r) = pr(r) + pp(r) = pr(r) — divP(r). (6.4)
Damit fuihrt man in der MaxwerLgleichung
div E(r) = 4mp(r) = 4mps(r) — 4ndiv P(r) (6.5)
die dielektrische Verschiebung D ein
D(r) = E(r) + 4xP(r), (6.6)
S0 dass
divD(r) = 4mps(r) (6.7)

gilt. Fur den Fluss der dielektrischen Verschiebung durch die Oberflache eines Volumens erhélt man dann die
freibewegliche Ladung g;(V) in diesem Volumen

f df - D(r) = dngg (V). (6.8)
ov
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Fur viele Substanzen sind bei nicht zu groRer Feldstérke P und E in guter N&herung proportional

P(r) = xeE(r)  xe elektrische Suszeptibilitét (6.9)
D(r) = €E(r) € (relative) Dielektrizitdtskonstante (6.10)
€ =1+ 4mye. (6.11)

xe und e sind Tensoren fiir anisotrope Materialien, sonst Skalare. Bei Ferroelektrika ist P bereits fiir E = Ovon 0
verschieden. Allerdings ist die Polarisationsladung meist durch Oberflachenladungen kompensiert. Doch wird
sie offensichtlich, wenn die Polarisation durch duRere Anderungen verandert wird, zum Beispiel durch Druck
beim Quarz (Piezoelektrizitat) oder Temperaturverdnderung.

Im Gaussschen System sind die Dimensionen von D, E und P {ibereinstimmend dyn/2 cm~1. Im SI-System wird
aber E in V/m, D und P in As/m? gemessen. Da das SI-System ein rationales MaRsystem ist, das Gausssche ein
irrationales, unterscheiden sich die Umrechnungsfaktor fiir D und P um 4x. Dementsprechend unterscheiden
sich auch die ye in beiden Systemen um einen Faktor 4;t. Dagegen sind die relativen Dielektrizitatskonstanten
€ identisch. Genaueres findet sich im Anhang A.

6.b Grenzflachen zwischen Dielektrika

Wir betrachten nun die Grenzflache zwischen zwei Dielektrika oder Dielektrikum und Vakuum. Aus der
Maxwerrgleichung rotE = O folgt, dass die Komponenten des elektrischen Feldes tangential zur Grenzfla-
che in beiden Dielektrika ibereinstimmen

Eit = Ear. (6.12)

Um dies zu sehen, muss man nur ein Linienintegral §dr - E(r), das parallel zur Grenzflache in einem Dielek-
trikum hin, im anderen zurtickfuihrt, ausfiihren und in das Flachenintegral fdf - rotE(r) = 0 uberfiihren. Man
sieht dann, dass das Linienintegral verschwindet. Sind die Integrationswege in den beiden Dielektrika infi-
nitesimal benachbart, so folgt, da das fir beliebige Wege qilt, dass E; in beiden Dielektrika Ubereinstimmen
muss.

Andererseits kdnnen wir ein ”"Gausssche Dose” einfiihren, deren Deckflache infinitesimal von der Grenzflache
entfernt in einem Dielektrikum und deren Grundflache ebenfalls infinitesimal von der Grenzflache im anderen
Dielektrikum verlauft. Sind auf der Grenzflache keine freibeweglichen Ladungen, so gilt fv d3r divD = 0, was

dazu fiihrt, dass man auf der Oberflache fdf - D = 0 hat. Riickt man die Oberflache nun an die Grenzflache
heran, so folgt die Stetigkeit der Normalkomponenten von D

Dl,n = DZ,n- (613) Dz
SchlieRt das elektrische Feld (in isotropen Dielektrika) mit der D,
Flachennormalen die Winkel @3 und a; ein, so gilt E 5
) ) E ap | B az
Eisina; = Ezsinaz (6.14) 5 5
Dicosa; = Dycosar (6.15) n n
tanay _ tan a’zl (616) 81 82
€1 €

Wir betrachten jetzt einen Hohlraum im Dielektrikum. Ist der Hohlraum sehr diinn in Richtung des Feldes (a)
und in beiden dazu senkrechten Richtungen vergleichsweise sehr ausgedehnt, dann stimmt die dielektrische
Verschiebung D im Hohlraum und im Dielektrikum tberein.
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Handelt es sich dabei um einen sehr langgestreck-
ten Hohlraum in Richtung des Feldes (b), so muss

der Abfall des Potentials in dieser langgestreckten —E
Richtung ubereinstimmen, so dass im Inneren und — D
im AuReren des Hohlraums das elektrische Feld E 1]
ibereinstimmt.Daneben treten vor allem an den Randern b €

auch Streufelder auf. Es ist fur Ellipsoide moglich, das
Feld im Innern eines Hohlraums exakt zu berechnen.
Siehe zum Beispiel im Buch von Becker und SAUTER.
Das Feld im Inneren des Ellipsoids ist homogen. Fir die
Kugel fiihren wir die Berechnung anschlieBend durch.

o)

6.c Dielektrische Kugel im homogenen elektrischen Feld

Wir betrachten eine dielektrische Kugel mit Radius R und Dielek-
trizitdtskonstante e, die in ein anderes Dielektrikum mit Dielek-

trizitatskonstante e; eingebettet ist. Im Dielektrikum 1 herrsche in sehr R
grofer Entfernung ein homogenes Feld g
E(r)=E1=Ei1&, r>R (6.17)
Daraus folgt das Potential
®O(r)=-E;-r =—-Ejrcosd r>R (6.18)
Da cos 6 das Legenbre-Polynom Py(cos 6) ist, fiihrt der Ansatz
@(r) = f(r)cosd (6.19)

zum Erfolg. Die Lésung der homogenen Poisson-Gleichung A(f(r) cos ) = 0 ist eine Linearkombination (5.34)
aus f(r) = r (homogenes Feld) und f(r) = 1/r? (Dipolfeld). Da am Ursprung kein makroskopischer Dipol sitzt,
kdnnen wir ansetzen

_ —E,r r<RrR
o(r) = cose~{ _Eyr+pir? r=R (6.20)
An der Grenzflache gilt ®(R + 0) = ®(R - 0), was identisch ist mit Eq; = E»; und auf
p
-EiR+ = -E2R (6.21)
fiihrt. Die Bedingung Dy, = D, filhrt mit D, = —€%2 auf
E]_(El + %)) = 62E2. (622)
Aus diesen beiden Gleichungen erhélt man
361
E, = E 2
2 € + 26]_ ! (6 3)
€ — € R3
= E;. 6.24
P € + 261 ! ( )
Speziell fir die dielektrische Kugel (e, = €) im Vakuum (e; = 1) folgt
3 e—1
E, = 2+6E1, p= 6+2R3E1. (6.25)



26 B Elektrostatik

Die Polarisation im Inneren der Kugel bewirkt eine Verdnderung des mittleren elektrischen Felds um

1-¢€ 4r
5 Fie=-—2P. (6.26)

Fir eine Hohlkugel (e2 = 1) im Dielektrikum (e1 = €) erhdlt man dagegen

Ex-Ei1=

3e
E, = Es. 6.27
25 T42e (6.27)

6.d Dielektrizitatskonstante nach Crausius und MossorTt

Craustus und Mossorrr leiten die Dielektrizitdtskonstante aus der Polarisierbarkeit & der Molekiile (Atome) wie
folgt her: Im Feld E¢ ist das mittlere Dipolmoment

P = aEes. (6.28)
Bei einer Dichte der Dipole (Atome) n ergibt sich die Polarisation
P = np = naEey. (6.29)

Wir missen daher das effektive Feld E¢¢ bestimmen, das auf den Dipol wirkt.
Dazu schneiden wir eine Kugel vom Radius R aus der Materie um den Dipol heraus. Diese Dipole erzeugen,
wie wir am Beispiel der dielektrischen Kugel im Vakuum aus (6.26) sehen, ein mittleres Feld

— 4

Ep=Ey—E; = —?”P. (6.30)
Dieses Feld fehlt nach dem Herausschneiden der Kugel. Dafir ist das schnell verédnderliche Feld der einzelnen
Dipole innerhalb der Kugel zu addieren (mit Ausnahme des Dipols, an dessen Stelle das Feld bestimmt werden
soll)

— —pir? +3(p.r)rI

Eqt=E-Ep+ ) ——— 6.31
o p Z = (6.31)
Die Summe hédngt von der Anordnung der Dipole (Kristallstruktur) ab. Falls die Dipole auf einem kubischen
Gitter sitzen, verschwindet die Summe, denn die Beitrdge aus

Zeapﬁz Gasl? + 3”‘”“"’ (6.32)

heben sich fiir @ # 8 weg, wenn man die Beitrdge jeweils fur x, und —x, zusammenfasst, die fiir @ = 3, wenn
man die drei Beitrdge, die man durch zyklisches Permutieren der drei Komponenten erhélt, zusammenfasst.
Damit bleibt fur ein kubisches Gitter

4 4
XoE = P = nafer = na(E + 5P) = na(l + = xoE, (6.33)

woraus die Beziehung von Crausius (1850) und Mossorti (1879)

Na 0der4nn _e-1
1- 3 ¢ T vz

Xe = (6.34)

folgt.
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7 Elektrizitat auf Letern

7.a Elektrische Leiter

Innerhalb eines Leiters ist das elektrische Feld E = 0, da ein von Null verschiedenes Feld sofort die Ladungen
verschieben wiirde. Das Potential ist daher in jedem Leiter konstant. Fir den Leiter #i gilt daher ®(r) = ©;.
Aulerhalb der Leiter ist der Potentialverlauf durch die Poisson-Gleichung gegeben

AD(r) = —4mp(r) oder div (e(r) grad @(r)) = —4mps(r). (7.2)

7.a.« Randbedingungen an der Leiteroberflache

An der Leiteroberfliche hat man ein konstantes Potential (auch auf der Seite des Dielektrikums). Daher
verschwinden die Komponenten von E tangential zur Oberflache

Ei(r) =0, (7.2)
n

Auf der Leiteroberflache befinden sich in der Regel Influenzladungen. Wir beze-
ichnen die Oberflachenladungsdichte mit o-(r). Leiter
Bei Integration Uber ein Stiick der Oberflache folgt dann

fdf -Ea(r) = 4nq = 4nfdf0'(r). (7.3)
Daher gilt fur die Feldstérke E, an der Oberfldche im AuRRenraum

[
Ea(r) = 4no(r)n, _66_n = 4qo(r). (7.4)

Im allgemeinen wird sich die Ladungsdichte o- an der Oberfldche zusammensetzen aus der freibeweglichen o
auf der Leiteroberflache und der Polarisationsladungsdichte o-p auf dem Dielektrikum o-(r) = o4(r) + op(r) mit

Da(r) = 4mos(r)n, (7.5)

woraus dann mit D = €E 1
ot = e(ot + op), 0'P=(E_1)0'f (7.6)

folgt.

7.aB Kraftauf Leiter (im Vakuum)

Zunéchst kdnnte man vermuten, die Kraft sei gegeben durch fdeao-(r). Dies ist aber falsch. Denn genau so
kdnnte man argumentieren, man miisse das Feld im Leiter E; = O einsetzen. Die Wahrheit liegt in der Mitte.
Dies erkennt man, wenn man davon ausgeht, dass die Ladung nicht exakt auf der Oberflache sitzt, sondern tiber
eine Schichtdicke | verschmiert ist. Nehmen wir an innerhalb einer Schicht der Dicke a befindet sich die Ladung
s(@)o(r)df mit s(0) = 0 und (1) = 1, dann wirkt in der Tiefe a die Feldstérke E;(r — an) = (1 — s(a))Eq(r), da
der Bruchteil s(a) bereits abgeschirmt ist. Mit p(r — an) = s'(a)o(r) folgt dann

|
K= | dfd —an)E(r — = | df Eal das'(a)(1 - . 7.7
[ atdap(r —amE —an) = [ dfor)EA) [ das(@)t - sa) )

Das Integral Uiber a ergibt (s(a) — sz(a)/2)|{) = 1/2, so dass wir schliefflich die Kraft

K = %fdfo-(r)Ea(r) (7.8)

erhalten.
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7.b Kapazitaten

Wir betrachten jetzt mehrere Leiter eingebettet in das VVakuum oder in Dielektrika. AuBerhalb der Leiter seien
keine freibeweglichen Ladungsdichten, p; = 0. Die elektrischen Potentiale ®; der Leiter #i seien vorgegeben.
Gesucht sind die freibeweglichen Ladungen g; auf den Leitern. Da die MaxweLL-Gleichungen linear sind (und
wir annehmen, dass lineare Beziehungen D = €E bestehen), kdnnen wir das Potential als Superposition von
Ldsungen P; schreiben

D) = " o). (7.9)
i
Dabei ist W; die Losung, die auf dem Leiter #i den Wert 1, auf den anderen den Wert 0 annimmt
Yi(r) =6i; r e Leiterj. (7.10)
Die Ladung auf dem Leiter #i ist dann gegeben durch

1

a0
= fe 22
i ) 97 n

g = a= zj:Ci’j(Dj (7.11)

mit den Kapazitatskoeffizienten
Gi=-+ [ are i (7.12)
N T fFi “on |, '

a

Im Gaussschen MaRsystem hat die Kapazitét die Dimension Ladung/Spannung = L&nge. Die Umrechnung in
das SI-System geschieht mit dem Faktor 4mep, S0 dass 1 cm = 1/9 - 107 As/V = 10/9 pF (Picofarad).
Die elektrostatische Energie ergibt sich aus

du = Z(Didqi = Z ®,C; ;dD;, (7.13)
i 0
das heif3t
(%Jj = Z Ci.jDi. (7.14)
6;?;(1)] =G = % =Cjj (7.15)
U= %%:Ci,iq)iq)j = % >, @id (7.16)

Als Beispiel betrachten wir den Kugelkondensator. Zwei konzentrische
leitende Kugeln mit Radien ry, r, wobei r; < ry, seien mit den Ladun-

gen g und g, belegt. Der Auflenraum sei Vakuum. Zwischen den &
beiden Kugeln sei ein Dielektrikum mit Dielektrizitdtskonstante €. Im
Aulenraum gilt dann

o(r) = w [>T (7.17) r
Im Raum zwischen den beiden Kugeln hat man einen Abfall des Po-
tentials der Form q1/(er). Da das Potential bei r = r; stetig sein muss,
folgt

o= S Br® oy, (7.18)

er €l 5)

In der kleineren Kugel ist das Potential konstant.
o= _ S Hr® (7.19)

€rq €l I
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Daraus errechnen sich dann die Ladungen als Funktion der Potentiale ®; = ®(r;)

erqr

h = ) (7.20)
Ih—1r1

g = €fre ((I)Z - (I)l) + oMy, (721)
fa—n

aus denen man die Kapazitétskoeffizienten unmittelbar ablesen kann. Falls das System neutral ist q = g1 = —Qp,
kann man g durch die Potentialdifferenz ausdriicken

q=C(d1 - Dp) (7.22)
und bezeichnet C als die Kapazitat. Fiir den Kugelkondensator finden wir @, = 0 und @1 = (2 - 1), woraus

r
die Kapazitat '
_ €rqro

i — (7.23)

folgt.

Fir eine einzelne Kugel kdnnen wir r, gegen oo gehen lassen und finden C = er;.

Den Plattenkondensator mit Plattenabstand d erhalten wir, indem wir r, = r; + d setzen und dann grof3es ry

betrachten. Wir finden , ,
c- (ri+rid)e  A4nrie

T =g (i+ d )- (7.24)

4 4mrq

was fir groRe r1 gegen & mit der Fliche F geht. Daher erhélt man fiir den Plattenkonden-

4nd
sator
eF

= Znd

Eine andere Uberlegung ist die Folgende: Die Ladung q erzeugt einen Fluss DF = 4nq.
Daher ist die Potentialdifferenz zwischen den beiden Platten ® = %d = “SLF"q, woraus C =
a/¢ = fTFd folgt. Man beachte, dass wir hier mit g die freibewegliche Ladung bezeichnet

haben.

(7.25)

7.c Influenzladungen

Halten wir die Potentiale der Leiter auf 0, ®; = 0 und haben wir eine freibewegliche Ladung g’ am Ort r’, so
beschreiben wir das Potential
o(r) = G(r,r)d (7.26)

mit der Greenschen Funktion G. Offensichtlich gentigt diese der Gleichung
V(e(r)VG(r,r")) = —4ns3(r —r’) (7.27)

fuir r auBerhalb der Leiter. Fur r auf den Leiteroberflachen ist G(r,r”) = 0. Fir eine Ladungsverteilung ps(r’)
aulerhalb der Leiter gilt dann nach dem Superpositionsprinzip

o(r) = fdsr'G(r,r’)pf(r') + Z(I)i\}‘i(r), (7.28)

wobei wir jetzt angenommen haben, dass die Leiter auf den Potentialen @; liegen.
Wir zeigen nun, dass die Greensche Funktion symmetrisch ist, G(r,r’) = G(r’,r). Zum Beweis gehen wir aus
vom Integral Uber die Leiteroberflachen

fdf” AG(r”, Ne(r")V'G(r”,r"y — e(r)[V'G(r"”,r)]G(r",r")} =0, (7.29)

da G auf den Leiteroberflachen verschwindet. Das Flachenelement df”” weise in die Leiter. Wir erstrecken das
Integral auch tiber eine Kugel vom Radius R, die alle Leiter einschlieft. Wegen G ~ 1/Rund VG ~ 1/R?
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verschwindet das Oberflachenintegral fiir R — co. Die Anwendung des Gaussschen Satzes liefert

fd3r”{G(r”, NV’ Te(r)V'G(r”,r")] - V' [e(r")V'G(r”, n)]G(r",r")} (7.30)
= —4n fdsr”{G(r”, NS —r') = 83" —1)G(r”,r’)) (7.31)
= —4x(G(r',r) - G(r,r")) = 0. (7.32)

Wir betrachten nun einige Beispiele:

7.c.a Leiterfreier Raum

Im leiterfreien Raum mit konstanter Dielektrizitatskonstante e gilt

1
G(r,r') = . 7.33
)= o (7.33)
7.c3 Leitende Ebene
Fur eine leitende Ebene z = 0 (e = 1) I6st man das Problem durch eine Spiegel- '
ladung. Befindet sich die gegebene Ladung g am Ort r’ = (X,¥/,Z), so denke q
man sich eine zweite Ladung —q" am Ort r” = (X,y,-Z). Diese kompensiert
gerade das Potential an der Leiteroberfldche. Es folgt _—
L — L1 fiir signz= signz °
N = =TT e
G(r.r) { 0 fur signz= —signz. (7.34) q

Als néchstes betrachten wir die Kraft, die auf die Ladung g’ wirkt. Das Potential ist ®(r) = G(r,r’)q’. Dabei ist
der Anteil g'/|r — r’| das Potential von g’ selbst, das auf g’ keine Kraft ausiibt. Der zweite Beitrag —q’/|r —r”’|
riihrt dagegen von den Influenz-Ladungen auf der Metallebene her und bewirkt die Kraft

_q/ _ q/ZeZ
Ir—r”| 472

K =-q grad signZ. (7.35)

Weiter bestimmen wir die Influenz-Ladung auf der Platte. Bei z = 0 haben wir 4xsignZe,o(r) = E(r) =

o 55 — o = Daraus ergibt sich die Oberflachenladungsdichte

q 74
- _a .36
o) 21 \J(x= X2+ (y-y)2 + 223 (7.36)

Mit df = md(x? + y?) folgt dann

fdfo—(r)z—q";' f; doC+y+2%) _ (7.37)

(@ +y2 + 22)312

Die Kraft auf die Platte errechnet sich zu

1 _ q?Z|zZ| doC+y?+7%)  q?e
K= > fde(r)o-(r) = e Ty iz - 472 signZ. (7.38)
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7.cy LetendeKugel

Wir betrachten eine Ladung g am Ort r” in Gegenwart einer leitenden
Kugel mit Radius R und Mittelpunkt im Ursprung. Es gibt dann einen
Vektor r”, so dass das Verhéltnis der Abstédnde von allen Punkten R
der Kugeloberflache von r” und r”” konstant ist. ES sei

a?:=(R-r")? R+r"?-2R-t” (7.39)
b2:=(R-r)?> = R+r?-2R-r (7.40)

Diese Konstanz des Verhaltnisses der Abstande ist erfiillt firr’ || r”” und

RZ + r//2 r”

Rarrs T (7.41)
Dann gilt
R2
R=rr" r”= Fzr’ (7.42)
2 ” R2 72
a_L_Z_L (7.43)

@ r r/2 RZ

Man findet damit ein konstantes Potential auf der Kugel mit der Ladung g’ am Ort r’ und der Ladung q” =

—q'R/r" am Ort r”
R/t o . - ,
G(r,r’) = { ‘f*lf’l B \rj:ff| fir sign(r - R) = sign (" - R),

7.44
0 sonst. ( )

Mit diesem G verschwindet das Potential auf der Kugel. Fiir r’ > Rtrégt sie die Ladung q” und fiir r’ < R die
Ladung —q’. Daher muss man flr eine neutrale Kugel zum Potential ® noch den Beitrag hinzufiigen, der von
einer gleichméaRig auf der Kugel verteilten Ladung —q”" beziehungsweise g’ herriihrt.
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8 Energie, Krafteund Spannungen im Dielektrikum

8.a Elektrostatische Energie
Bei Verschiebung der Ladungsdichten 6p = dps + dpp wird die elektrostatische Energie

oU = f Bropsd + f d*rppd (8.1)

zugefilhrt. Gleichzeitig sind in der Materie zusétzliche innere Potentiale ®; vorhanden, so dass die Polarisation
im Gleichgewicht ist, das heif3t

6U = f d3répr®@ + f d3rspp(@ + ;). (8.2)

Diese Potentiale miissen so beschaffen sein, dass U = 0 fiir eine Variation der Polarisation gilt, damit die
Polarisationen im Gleichgewicht sind
O+ @ =0. (8.3)

Diese Uberlegungen gelten bei adiabatisch gefiihrten Prozessen und unter der Bedingung, dass keine mechani-
sche Energie zugefiihrt wird. Die Materie muss sich also in einem kraftefreien Zustand (Gleichgewicht k = 0)
befinden oder sie muss festgehalten werden. Damit folgt mit (B.62)

1 1 1
- 3 — 3¢ di - _ 3rsD - — 3E.
oU = fd rops @ = yp fd r divéD © yp fd réD - grad @ yp fd rE - oD, (8.4)

ghnlich zum materiefreien Fall (3.25). Damit gilt fiir die Energiedichte bei fester Massendichte p, (wir nehmen
hier an, dass auBBer dem elektrischen Feld nur die Massendichte die Energiedichte festlegt; tatsdchlich wird im
Allgemeinen der Verzerrungszustand wesentlich sein)

1
Falls D = €E, so folgt
u—u<p)+if(p)E-dE-u(p)+i<p)E2—u<p)+—D2 (8.6)
= Uo(Pm an €Om = Uo(Pm an m = UolPm 83‘[6(pm)’ .

da die Dielektrizitatskonstante im Allgemeinen von der Massendichte abhéngt.

8.b Kiraftdichte im isotropen Dielektrikum

Wir kdnnen die Kraftdichte in einem Dielektrikum bestimmen, indem wir die Massen und freibeweglichen
Ladungen von r nach r + §s(r) verschieben und die Energiednderung 6U bestimmen. Die dem System dabei
zugefilhrte Energie ist

oU = f d®r ka(r) - 6S(r), (8.7)

wobei k, die von auBen angreifende Kraftdichte ist. Im Gleichgewicht ist die entgegenwirkende innere elek-
trische und mechanische Kraftdichte k

k(r) = —ka(r), (8.8)
so dass
oU = — f d3r k(r) - 6(r) (8.9)
gelten muss. Wir bringen nun U auf diese Form
U = f (M 5o+ U son). u=uD.pm). (8.10)
aD dpmlo
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Wegen du/dD = E/(4x) formen wir den ersten Term wie im vorhergehenden Abschnitt um in

oU = fd3r (cD(r)épf(r)+ :TU

] 5pm) . (8.11)

Aus der Kontinuitdtsgleichung dp/at = — div] leiten wir nun den Zusammenhang zwischen ép und §sher. Man
muss die Gleichung nur mit 6t multiplizieren und beriicksichtigen, dass j6t = pvét = pdsgilt. Mit (dp/at)dt = 6p
erhalten wir

op = —div (pd9). (8.12)

Es folgt dann

U = - f & ((D(r) div (pr69) + 2 div (pmas))
(9pm
= fdsr (grad O(r)pos(r) + (grad :—u)pm(l’)) - 05(r), (8.13)
'Pm
wobei beim Ubergang zur letzten Zeile der Gausssche Satz (B.62) verwendet wurde. Daraus folgt

ou
() = OE) ~ o) arad ). (8.14)

'Pm

Der erste Beitrag ist die CouLoms-Kraft auf die freien Ladungstrdger. Den zweiten Beitrag formen wir noch
um. Wir setzen (8.6) u = Up(om) + D?/(8me(om)). Dann ist

ou dup 1 _,d(l/e) dup 1 _, de
u _ Gl | o e Y~ 8.15
dpm dom 8m dom dom 8m  dom (8.15)

Der erste Term kann geschrieben werden
—pm grad % = —grad (pm% - uo) = —grad Po(om), (8.16)
dom dom

wobei wir verwenden, dass (dug/dom)gradpm = gradug. Hierbei ist Py der hydrostatische Druck der
Flussigkeit ohne elektrisches Feld

Kohydro = —grad Po(om(r)). (8.17)
Die auf das Volumen V wirkende hydrostatische Kraft kann dann umgeformt werden in ein Oberfldchenintegral
Ko=- f d3r grad Po(om(r)) = —f df Po(om(r)). (8.18)
\% ov
Dies ist eine Kraft, die auf die Oberflache 8V mit dem Druck Pg wirkt. Es bleibt noch der elektrostriktive Anteil
1 de 1 de 1

il E2—|= — E%pom— | - —E? 1

gfm grad ( dpm) . grad ( Om dpm) 8 grade, (8.19)

wobei (de/dpm) grad pm = grad e verwendet wurde. Insgesamt ergibt sich dann die Kraftdichte zu

B 1 _, de 1_,
k(r) = ps(r)E(r) + grad (—Po(pm) + SnE pmdpm) - SnE grade. (8.20)
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Anwendungen:
Dielektrische Flussigkeit zwischen zwei senkrechten Kondensator platten.

Um welche Hohe h steht die Flissigkeit zwischen den Kondensatorplatten hoher als im feldfreien Raum?
Wir fiihren dazu das Integral tiber einen geschlossenen Weg zwischen den Kondensatorplatten nach oben und
auBerhalb nach unten

9§k dr = SE grad (—P0+ %E :p‘;) dr — si E2grade - dr = %EZ(e— 1). (8.21)
Dabei verschwindet das Integral des Gradienten (iber den geschlossenen i

Weg, wihrend das Integral iiber E? grad e nur etwas an den beiden Punk- O

ten ergibt, an denen der Integrationsweg durch die Flussigkeitsoberflache 1 :
tritt. Zusétzlich zu diesen Kréften kommt noch die Gravitationskraft. Beide
mussen sich die Waage halten

k + kgra\/ = O, (8'22)

also

woraus sich die Hohe ,
he EXe=D (8.24)
81pmg
ergibt.
Dielektrische Flussigkeit zwischen zwei waagrechten K ondensator platten

Wie groB ist die Steighthe einer dielektrischen
Flussigkeit zwischen zwei horizontalen Konden-
satorplatten? Das Problem ldsst sich &hnlich 16-
sen wie zwischen zwei senkrechten Kondensator- !
platten.Allerdings ist es zweckmassig, die Umfor- N
mung

L2 crade = D7 grad (-
_SnE grade = 8nD grad(e) (8.25)

zu verwenden.
Hydrostatischer Druckunterschied an einer Grenzflache

Durch Integration durch die Grenzfliche vom Dielektrikum zur
Luft erhdlt man 1 a Luft

e i° Dieéktrikum

fk dr_fgrad( P0+—me2 de) dr — 8 E?grade-dr + — fDﬁgrad( )-dr. (8.26)

Daraus folgt der hydrostatische Druckunterschled auf beiden Seiten der Grenzflache

1 d 1
Poi(om) — Poa= = [pm=—E? = (e - )E? + (= - 1)D (827)
8n dom €
Druckverlauf im praktisch inkompressiblen Dielektrikum
Aus 1 q
k + Kgrav = — grad (Po(om)) + pm grad (= E2-=—) — pmgrad (g2) = 0. (8.28)
8t dom

erhdlt man fir annghernd konstantes pn,

1 _, de
Po = pm(aE dp_m — g2) + const. (8.29)
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8.c MaxweLLscher Spannungstensor

Wir wollen nun die Kraftdichte k als Divergenz eines Tensors darstellen,
koz = VﬁTa,ﬁ'

Hat man eine derartige Darstellung, so ist die auf ein Volumen V wirkende Kraft gegeben durch

K:fd3rk(r)=fd3reaVﬁTQﬁ=f dfs(e,Tap).
\Y oV

35

(8.30)

(8.31)

Die auf das Volumen wirkende Kraft wird also dargestellt durch eine auf die Oberfldche wirkende Kraft. Wére
sie isotrop T,z = —Pd, g, SO wiirden wir von einem Druck sprechen, der auf die Oberflache einwirkt. Im hier
vorliegenden allgemeineren Fall spricht man von einem Spannungstensor T, da der Druck anisotrop sein kann

und Scherspannungen auftreten kénnen.
Zur Berechnung von T gehen wir aus von

ou
o= 1By =¥ ) (832)
Pm
Wir formen um 1 1
piEa = 1-EaVDs = 5~ (Vs(EaDs) - (V4Ex)Dy) (8.33)
und verwenden VzE, = V,Eg wegen rotE = 0. Damit folgt
1 ou 1
= Vg(—E.Dp) — pmVeo | =— | — —DsV,.Es. 8.34
ke = V(5 —EeDp) = pm (6pm) 27 0 VaEs (8.34)
Nun ist aber 5 L 5 L
u u
v, |u-pm— - —D-E| = —oV,— — —D;V,Es, 8.35
U-pm dom 4 ) Pm dpm _ 4n B B ( )
da du/0Dg = Eg/(4x). Damit folgt der Ausdruck flir den Spannungstensor
1 ou 1
Top = —E,D - pm=— — —D-E]. .
B An aYp + 60{,,8 (U Pm 6pm An ) (8 36)
Speziell mit u = ug(om) + D?/(8me(om)), (8.6) folgt
1 1 1 de
Tos = —E,D -P - —D-E+ —E%mn—|. 37
ap = g Ealp + 50#( o(om) o + . Pmdpm) (8.37)
Im Vakuum ergibt sich der MaxweLLsche Spannungstensor zu
1 Sap o
Top=-—E.Es— —FE~. 8.38
P an 7 8 (8.38)
Als Beispiel betrachten wir die elektrostatische Kraft auf ein
ebenes Stiick Metall der Flache F. Wir haben auszuwerten E
] Vakuum
I
1
0 Metall
K —fdf( Top) = iE(En)—inEZ FoLeze (8.39)
- N 8n B ) :

8n

Dies ist in Ubereinstimmung mit dem Ergebnis aus (7.8).
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