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In diesem Kapitel behandeln wir die Magnetostatik ausgehend von den Gleichungen, die fiir zeitunabhéngige
Strome am Anfang des Abschnittes (3.a) hergeleitet wurden.

9 Magnetische Induktion und Vektorpotential

9.a AwmpERegesetz

Aus
rotB(r) = 4%] (r) (9.2)
folgt
fdf - rotB(r) = 4%5 fdf -j(r), 9.2)
was mit Hilfe des Stokesschen Satzes (B.56)
Sgdr B(r) = —I (9.3)

geschrieben werden kann. Das Linienintegral der magnetischen Induktion B {iber eine

geschlossene Kurve ergibt das 4st/c fache des Stromes | durch die Kurve. Dies ist das Au-
peEreSche Gesetz.Dabei gilt die Korkenzieher-Regel: Der Strom ist in die Richtung zu messen, Q
in die sich der Korkenzieher bei Drehung in die Richtung des Linienintegrals bewegt. I B

9.b Magnetischer Fluss

Als magnetischen Fluss ¥™ durch eine gerichtete Flache F bezeichnet man das Integral

= f df - B(r). (9.4)
F

Der magnetische Fluss hangt nur von der Berandung oF der Flache ab. Zum Beweis bilden wir die Differenz
des Flusses durch zwei Fldchen F1 und F, mit der gleichen Berandung und erhalten

-9 = df - B(r) - df B(r) = fdf B(r) = fd3r divB(r) = (9.5)
F1
mit Hilfe des Gaussschen Satzes (B.59) und divB(r) = 0.Dabei seien F; und F; in
die gleiche Richtung (zum Beispiel nach oben) orientiert. Die geschlossene Flache - Fl
F setzt sich aus F; und F, zusammen, wobei F» jetzt in der umgekehrten Richtung b
orientiert sei.Dann hat F eine bestimmte Orientierung (zum Beispiel nach auflen) und E

schlieRt das Volumen V ein.
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9.c Feld einer Stromverteilung
Aus rot rotB(r) = (4x/c)rotj(r) folgt wegen (B.26)
rot rot B(r) = grad divB(r) — AB(r) (9.6)
und divB(r) =0
4 .
AB(r) = < rotj(r) 9.7)

mit der Ldsung

B(r)=%fd3’| 1 rotJ(r)———fd3 v’ r|) jr) == f ’lr’_rlng(r) (9.8)

wobei wir beim zweiten Gleichheitszeichen (B.63) verwendet haben.
Der letzte Ausdruck wird als das Gesetz von Bror und Savart be-
zeichnet.Ist die Ausdehnung eines Drahtes senkrecht zur Stromrich-
tung vernachlassigbar klein (Stromfaden), so kann man d3’j(r’) =
df’dl’j(r")e = Idr’ approximieren und erhélt

| r'—r
B(r)=- | ——— xdr’
") cf|r—r'|3>< '

Als Beispiel betrachten wir die Induktion in der Mittelachse eines Kreisstromes
r=2ze, r’' =(Rcos¢,Rsing,Z) dr’ =(-Rsing,Rcos¢,0)dy  (9.10)
(r' —r)xdr’ = (R(z—Z)cos¢,R(z— Z)sing,R%)d¢  (9.11)

(9.9)

27l R%e,
B(0,0,2) = R+ Z-2))" (9.12)

Davon ausgehend berechnen wir das Feld in der Mittelachse einer Spule. Sie habe N Windungen und reiche
von Z = —|l/2 bisZ = +1/2. Wir erhalten dann
"2 NdZ  2mI R 27N 3-2 3+2
B0.09= [ SR T 2R | § 2 NGRS
-1/2 c(Re+(z-2)?) c \/RZ (5 —22 \/Rz +(+2°

Ist die Spule lang, R < I, dann kann man fiir hinreichend groRe Entfernung
vom Spulenende das R? im Nenner vernachlissigen und erhalt fiir das Innere
der Spule

4xIN
cl

An den Spulenenden ist das Feld auf die Hélfte des Wertes im Inneren abge-
fallen. Aus dem Ampereschen Gesetz folgt bei Integration langs des in der
Figur angegebenen Weges

B = e, (9.14)

9§dr B= —IN (9.15)

Daher gilt im Innern ndherungsweise der in (9.14) bestimmte Wert, wéhrend
auBerhalb die magnetische Induktion klein dagegen ist.

9.d Vektorpotential

Wir formen den Ausdruck fiir die magnetische Induktion um

B(r)=-= fds r’ V’ — | Xj(r) = fd3 rv——— ><J(r ) = rotA(r) (9.16)
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mit
A(r) = %fd?" 1) 9.17)

Ir=r

Man bezeichnet A als das Vektorpotential. Man betrachte den analogen Zusammenhang zwischen Ladungs-
dichte p und dem elektrischen Potential @ in der Elektrostatik (3.14). Wir zeigen noch, dass A divergenzfrei

ist
de/( = r|) i )""f (V'n—lr/l)'j(r/)

= _fd3'|r V]( ) =0. (9.18)

c

divA(r)

Bei dem dritten Gleichheitszeichen haben wir partiell integriert (B.62). Am Schluss haben wir divj(r) = 0
verwendet.

9.e Kraft zwischen zwei Stromkreisen

Wir betrachten noch die Kraft zwischen zwei Stromkreisen. Die Kraft, die der Stromkreis (1) auf den Stromkreis
(2) austibt, ist

Ko = 2 [ rinxBi0 = & [ i (v

= —fde‘rd3 jl(l’) ]2([‘) ———fd3rd3’

unter Verwendung von (B.14). Da wegen (B.62)

=) xia)

—) O (919)

3 3
fd r(v |r - | ja(r) = fd (9.20)
und divj(r) = 0, folgt schliellich fur die Kraft
1 343/ (; AN
Kz= > fd A (1) 1200))V 9.21)

Die auf den ersten Stromkreis wirkende Kraft erhdlt man durch Austauschen von 1 und 2. Gleichzeitig kann
man r und r’ austauschen. Man sieht dann, dass

Ky=-K, (9.22)
gilt.

Aufgabe Berechne die Kraft zwischen zwei von Strémen I und |, durchlaufenen Dréhten, die ber die Lénge |
parallel im Abstand r (r < I) laufen. Hieraus bestimmten Konrrausca und Weger die Lichtgeschwindigkeit.
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10 Ringstrome als magnetische Dipole

10.a Lokalisierte Stromverteilung und magnetischer Dipol

Wir betrachten eine Stromverteilung, die aullerhalb einer Kugel vom Radius R verschwindet (j(r’) = O fur
r’ > R) und fragen nach der magnetischen Induktion B(r) fir r > R. Wir kdnnen dann das Vektorpotential A(r)
(9.17) ahnlich wie das elektrische Potential ®(r) in Abschnitt (4) entwickeln

AQr) = %fdsrr& _ ifdsr'j(r')Jr %fd3r’x;j(r')+... (10.1)

Ir=r/|  cr

Da durch die Kugeloberflache kein Strom flief3t, folgt

0:fdf-g(r)j(r):fdsrdiv(g(r)j(r))zfdsrgradg(r)~j(r)+fd3rg(r)divj(r), (10.2)

wobei die Integrale liber die Oberflache beziehungsweise das Volumen der Kugel erstreckt werden. Aus der
Kontinuitdtsgleichung (1.12,3.1) folgt also

fd3r gradg(r) -j(r) = 0. (10.3)
Dies verwenden wir, um die Integrale in der Entwicklung (10.1) zu vereinfachen. Mit g(r) = x, folgt
f d3rj.(r) = 0. (10.4)

Damit fallt der erste Term der Entwicklung weg. Es gibt keinen mit 1/r abfallenden Beitrag im Vektorpotential
fiir die Magnetostatik, das heifit keinen magnetischen Monopol. Mit g(r) = x, X3 folgt

[ rlxaiat) + 21.0) 0. (10.5)
Damit kdnnen wir umformen
. 1 . . 1 . .
fdsrxajﬁ =5 fd3r(xajﬁ — Xgja) + > fdsr(xajﬁ + Xg]a)- (10.6)

Das zweite Integral verschwindet, wie wir gerade gesehen haben. Das erste dndert sein Vorzeichen bei Aus-
tausch der Indices a und 8. Man fiihrt ein

1 . .
fdsrxa/]ﬁ = E fdsr(x(tjﬁ - Xﬁ]a) = CeqpyMy (107)
und bezeichnet den sich daraus ergebenden Vektor
m=— fd3r’(r’ xj(r") (10.8)
T2 . '
als das magnetische Dipolmoment. Damit folgt dann
Xo
Ag(r) = o3 Gy My + . (10.9)
A = X7 (10.10)
r
Mit B(r) = rot A(r) folgt
3r(m-r)—mr?
B(r)y=s—5— (10.11)

r5
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Dies ist das Feld eines magnetischen Dipols. Es hat die gleiche Form wie das elektrische Feld des elektrischen
Dipols (4.12)

_ p-ry_3r(p-r)-pr?
E(r) = —grad(r—g) == (10.12)
aber es besteht ein Unterschied am Ort des Dipols. An-
schaulich entnimmt man das der nebenstehenden Figur.
Man berechne den 63(r)-Beitrag zu den beiden Dipolmo-
menten. Vergleiche (B.71).
B E
10.b  Magnetisches Dipolmoment eines Ringstroms
Fir das Dipolmoment eines Stromes auf einer geschlossenen Kurve erhadlt man
I I
= — = —f 10.1
m 2Cfrxdr <f (10.13)
zum Beispiel
| |
= — - =-f, 10.14
m = 5z [ Gdy-yi0 = o, (10.19
Dabei ist f, die Projektion der vom Leiter eingeschlossenen Flache auf die von den
beiden anderen Achsen aufgespannte Ebene 7 o
1 %r
df = Er xdr. (10.15)
Fallsj = 3 qivio>(r — r;), dann folgt fiir das magnetische Moment aus (10.8)
_ 1 sy = a4
m= %Zq.r.xv. = i ml., (10.16)

wobei my fiir die Masse und |; fir den Drehimpuls steht. Haben wir es mit einer Sorte Ladungstrédger zu tun,
dann gilt

q
m=——I. 10.17
2me (10-17)
Dies gilt fir Orbitalstrome. Fir Spins hat man dagegen
q
= — 10.1
m=-—-gs (10.18)

wobei s der Drehimpuls des Spins ist. Fir Elektronen ist der gyromagnetische Faktor g = 2.0023 und die
Komponenten des Spins s nehmen die Werte +7/2 an. Da der Bahndrehimpuls quantenmechanisch ganzzahlige
Vielfache von # annimmt, fiihrt man als Einheit des magnetischen Moments des Elektrons das Boursche Mag-

neton ein, up = za= = 0.927 - 1072 dyn"/? cm?,

10.c Kraft und Drehmoment auf einen Dipol im aufl3eren magnetischen Feld

10.c.a Kraft

Eine duRere magnetische Induktion B, tibt auf einen Ringstrom die Lorentz-Kraft

RN 1 i)~ 2980 [ ey .. -2
K_Cfd rj(r) xBy(r) = CBa(O)xfd rj(r) caxax drx, jg(r)es—... = 6Xﬂ><eﬁeaﬁ,ymy (10.19)
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aus. Wir formen mye, 5,6 = m,e, X €, = m x €, um und finden

6Ba 6Ba 6Ba
K=--—2 =(m-—)e, - (e,- —)m. 10.20
%, - (mxe,)=(m 6Xa)ea (e aXa)m (10.20)
Der letzte Term verschwindet wegen div B = 0. Fir den ersten Term der rechten Seite erhalten wir (m- g—ij)e(, =

ny‘?ﬁBg € = ny’aB—xj'e(, = (mV)B,, wobei wir rot B; = 0in der Gegend des Dipols verwendet haben. Daher bleibt

K = (mgrad)B, (10.21)

als Kraft auf den magnetischen Dipol ausgedriickt durch den \Vektorgradienten (B.18). Dies ist in Analogie zu
(4.35), wo wir als Kraft auf den elektrischen Dipol (p grad )E, erhielten.

10.c3 Drehmoment

Das mechanische Drenmoment auf den magnetischen Dipol ergibt sich zu
1 3 . 1 3 L1 3 .
M mech = p ad’rr x (j x By) = _EBa asr(r-j) + p d*r(Ba- r)j. (10.22)
Das erste Integral verschwindet, was man mit (10.3) und g = r?/2 leicht sieht. Das zweite Integral ergibt

1 :
Mineen = ~€sBao f d®rXe g = Bao€seas,M, = M x By (10.23)

Analog war das Drehnmoment auf einen elektrischen Dipol p x Ej, (4.36).
Aus dem Kraftgesetz schlieit man auf die Energie eines magnetischen Dipols im duf3eren Feldes zu

U=-m-Ba (10.24)

Das ist korrekt fuir permanente magnetische Dipole. Aber das genaue Zustandekommen dieses Ausdrucks wird
erst bei Behandlung des Induktionsgesetzes klar (Abschnitt 13).
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11 Magnetismus in Materie. Feld einer Spule

11.a Magnetismus in Materie

Ahnlich wie wir die Polarisationsladungen in der Elektrostatik von den freibeweglichen Ladungen sepa-
riert haben, zerlegen wir die Stromdichte in eine freibewegliche Ladungsstromdichte js und in die Mag-
netisierungsstromdichte j v, die etwa von Orbitalstromen der Elektronen herriihrt

J(r) = je(r) +jm(r). (11.2)

Wir fiihren dazu die Magnetisierung als magnetische Dipoldichte ein

2 m
M==— 11.2
Y (11.2)
und fiihren wieder den Grenziibergang zum Kontinuum durch
Zmif(ri) - fd?‘r’M(r')f(r'). (11.3)
i
Dann erhalten wir fiir das Vektorpotential unter Verwendung von (10.10)
1 it(r") f 3 M) x(r—r)
Afr) == S L f— 7 114
) cfdr|r—r’|+ d°r DT (11.4)
Das zweite Integral lasst sich umformen in
1 1
3.7 ’ ’ _ 3,7 ’ ’
fdrM(r)XV|r—r'|_fdr|r—r’|V x M(r’), (11.5)
S0 dass man 1 1
A(r) = Efd%'m(jf(r') +crot’M(r’)) (11.6)
erhalt. Es liegt nahe,
jm(r") =crot’M(r’) (11.7)
als Magnetisierungsstromdichte zu interpretieren. Damit folgt dann fir die magnetische Induktion
4m.
rotB(r) = ?Jf(r) + 4 rotM(r). (11.8)
Man flihrt nun die magnetische Feldstérke
H(r) := B(r) — 4xM(r) (11.9)
ein, fur die dann die Maxwerrgleichung
4.
rotH(r) = %‘Jf(r) (11.10)

gilt. An der anderen Maxwerrgleichung div B(r) = 0 &ndert sich dadurch nichts.
Fir para- und diamagnetische Substanzen ist fuir nicht zu groRe Feldstérken

M=xmH, B=pH, p=1+4mym, (11.11)

wobei ym als magnetische Suszeptibilitat und y als relative Permeabilitdt bezeichnet werden. Im Supraleiter
erster Art ist B = 0 (vollstdndiger Diamagnetismus). Die magnetische Induktion wird dort durch
Oberflachenstrome vollstandig aus dem Material verdréngt.

Als Randbedingungen folgt analog zur Argumentation fiir die dielektrische Verschiebung und die elektrische
Feldstédrke die Stetigkeit der Normalkomponente B, und bei Abwesenheit von Leitungsstrémen die Stetigkeit
der Tangentialkomponenten H;.

Im Gaussschen MaRsystem werden M und H genau so wie B in dyn/? cm~* gemessen, wihrend im SI-System
B in Vs/m?, H und M in A/m gemessen werden. Dabei bestehen fiir H und M Umrechnungsfaktoren, die sich
durch einen Faktor 4z unterscheiden. Genaueres siehe Anhang A.
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11.b Feld einer Spule

Das Feld einer Spule Iangs ihrer Achse haben wir in (9.13) bestimmt. Wir wollen nun generell das Feld einer
zylindrischen Spule bestimmen. Dabei wollen wir zunédchst ein elektrisches Analogon einfilhren. Das Feld
zweier Ladungen g und —q an den Orten r, und ry ist dquivalent zum Feld einer Linie elektrischer Dipole
dp = qdr’ vonr’ =ry bisr’ = r,. In der Tat finden wir fir das Potential

Z(r-r)-dp _ (Tqr—r)-dr’ g (2dr-r)? g q

D(r) = — = —_— = = - 11.12
) no Ir=rpP no Ir=rp 2y, Ir=t'Br—ral Ir—ry (1L.12)
und damit das Feld
r—ro r—rq
E(r) = - . 11.13
) q(lr—rzl3 Ir—r1|3) (1L.13)
Das magnetische Analogon besteht nun darin, sich eine lange diinne Spule aus magnetischen Dipolen
dl f NI f
dm = aEdr = Tdr (1114)

zusammengesetzt zu denken. Beriicksichtigen wir, dass das Feld des elektrischen und des magnetischen Dipols
die gleiche Form haben (10.11, 10.12) ausser am Ort des Dipols, so folgt, in dem wir g durch g, = NI f/(Ic)
ersetzen, die magnetische Induktion

(11.15)

B(r) = q r—ro r—rl).

M=o =P

Das Feld hat also eine Form, die man durch zwei magnetische Monopole der Polstarke gm und —qm beschreiben
kann. Allerdings ist am Ort der Dipole das Feld im magnetischen Fall ein anderes. Dort, das heif3t im Inneren
der Spule, muss ndmlich wegen der Divergenzfreiheit des Feldes bzw. um das Amperesche Gesetz zu erfiillen
ein zusétzliches Feld B = 4xNI /(Ic) zuriickflieRen.

Etwas genauer bekommt man das mit folgender Uberlegung: Wir stellen die Stromdichte in Analogie zu (11.7)
als Rotationen einer fiktiven Magnetisierung j; = crotM¢(r) dar. Fir ein zylindrische Spule (der Querschnitt
muss nicht kreisformig zu sein) parallel zur z-Achse setzt man einfach M; = Nle,/(cl) im Inneren der Spule,
aulerhalb M; = 0. Dann folgt aus

rotB = 4%Ejf(r) = 4mrot M¢ (11.16)
die Induktion B in der Form
B(r) = 4nM¢(r) — grad ¥(r). (11.17)
Die Funktion W bestimmt sich aus
divB = 4ndivM¢ — aA¥ =0 (11.18)
zu div et
W(r) = - f d3r’l|\iirf,(|r). (11.19)

Im vorliegenden Fall einer zylindrischen Spule ergibt die Divergenz einen Beitrag 6(z — z1)NI/(cl) an der
Grundflache und einen Beitrag —6(z — z2)NI /(cl) an der Deckflache der Spule, da die Normalkomponente von
B auf diesen Flachen um NI /(cl) springt, so dass

NI d2r’ d?r’
W) = = - 11.2
) cl (ﬁz Ir —r’| j;l Ir — r’|) ( 0)

bleibt, wobei F, die Deckfldche und F; die Grundfldche ist. Man erhdlt also daraus eine magnetische Induktion,
als ob auf der Deckflache und der Grundflache der Spule eine magnetische Ladung der Flachenladungsdichte
+NI/(cl) vorhanden wére. Dieser Beitrag fiihrt zu einem Sprung in der Induktion an Deck- und Grundfléche,
die aber durch den zusétzlichen Beitrag 4xM+ in der Spule kompensiert wird. Die gesamte Polstérke ergibt sich
als Deck- (Grund-)flache mal Flachenladungsdichte zu +qn,. Man bezeichnet P(r) als magnetisches Potential.
Wegen des zusétzlichen Beitrags 4nM«(r) in (11.17) ist es im Gegensatz zu den Potentialen ®(r) und A(r) nur
von bedingtem Nutzen. Wir werden es im Weiteren nicht verwenden.
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Aufgabe Man berechne Magnetfeld und magnetische Induktion furr den Fall, dass die Spule mit einem Kern der
Permeabilitét x gefullt ist.

Aufgabe Man zeige, dass die z-Komponente der magnetischen Induktion proportional zur Differenz des
Raumwinkels ist, unter dem vom jeweiligen Ort die (durchsichtig gedachte) Windungsflache von auRen und
von innen erscheint.
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