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12 Farapavsches Induktionsgesetz

Die Kraft auf Ladungstréger ist q(E + v x B/c). Dabei ist es fiir die Ladungstrager einerlei, ob die Kraft vom
elektrischen oder vom magnetischen Feld herriihrt. Sie spiren also in einem zeitlich verdnderlichen Magnetfeld
eine effektive Feldstarke

: \Y
E( = E 4+ o xB (12.1)

mit rotE = —B/c. Die langs einer Leiterschleife induzierte Spannung betrégt daher

Vind _ 9§E Sdr+ 56(% x B) - dr. (12.2)

Das erste Integral ergibt einen Beitrag auf Grund der Magnetfeldverdnderung. Fir eine raumfeste Leiterschleife
und veranderliches B folgt (da v || dr)

m
v/(nd) —9§E dr_frotE df_—— @ df = -1 a¥ : (12.3)
c dt Schleife fest

Das zweite Integral in (12.2) bringt einen Beitrag auf Grund der Bewegung der Leiterschleife. Um eine Leit-
erschleife zu untersuchen, die sich bewegt (und verbiegt), verwenden wir eine Parameterdarstellung der Leiter-
schleife r = r(t, p) mit dem korperfesten Parameter p. Fir festes t gilt dann dr = (dr/dp)dp und

or or

mit einem A = dp/dt, das von der Bewegung der Ladungen auf dem Leiter abhéngt. Es folgt dann

dt b (> dr——— or o dedt——— df - B, (12.5)
95(0 ot 6p

da s >< 2t dpdt gerade das Flachenelement ist, das in der Zeit dt vom Leiterelement dp tberstrichen wird. Wir
fmden da er

1 d\Pm
95( x B)-dr Cla (12.6) tedt
Die gesamte induzierte Spannung setzt sich aus der Anderung des Magnet- dr

flusses durch Anderung der magnetischen Induktion (12.3) und der Anderung t
der Leiterschleife (12.6) zusammen or q
N.ap
. 1dym ap
vind - _ZZ 12.7
et (12.7)

ist also durch die totale Anderung des magnetischen Flusses durch die Leiterschleife gegeben. Es ist fiir einen
Generator gleichgltig, ob das erzeugende magnetische Feld rotiert oder die Spule, in der die Spannung induziert
wird.
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Das Betatron (nicht relativistisch) Die Elektronen bewegen sich auf

einer Kreisbahn und werden auf dieser durch die Lorentz-Kraft, die vom v
Fuhrungsfeld Br ausgeht, gehalten. Dann miissen sich Zentrifugal-Kraft und By
Lorentz-Kraft kompensieren

— =g-Bf — mv=—Br. (12.8)

Beschleunigt werden die Elektronen durch die Induktion

d . e dl & , dB
dt(mv) = ~&E = 2nr dt ¢ def = e Vat (12.9)

Dabei ist B die mittlere magnetische Induktion innerhalb des Kreises. Man hat also

=2 == 12.1
mv = = S Br, (12.10)

woraus die Wineroesche Bedingung By = B/2 folgt.
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13 Induktivitaten und Stromkreise

13.a Induktivitaten

Der magnetische Fluss durch eine Spule beziehungsweise den Stromkreis #j ist gegeben durch

\Pr]n = fdfj : B(I’j) = fdfj : I'O'[A(I’j) = 9§drj : A(I’j). (13.1)
Mehrere Stromkreise erzeugen das Vektorpotential
% drk
A(r) = — ) 13.2
(M ;C i (13.2)
Daher lasst sich der magnetische Fluss ausdriicken durch
1‘Pm = > L 13.3
W= g il (13.3)
mit L dr- - d
r;-dr
L],k = — ! k (134)

c? Irj —rl’

Es gilt daher L, = Ly ;. Ist j # k, so spricht man von Gegeninduktivitéten, bei j = k von Selbstinduktivitéten.
Bei der Berechnung der Selbstinduktivitéten nach (13.4) tritt eine logarithmische Divergenz auf, wenn man die
Stromverteilung tber den Querschnitt nicht beriicksichtigt. Bei einem Drahtradius ro muss man r; — ry <
ro/(2e%4) ausschlieRen (vgl. Becker-Sauter), falls der Strom gleichmaRig tiber den kreisférmigen Querschnitt
verteilt ist.

Die Dimension der Induktivititen ergibt sich zu s?>/cm. Die Umrechnung in das SI-System ist gegeben durch
1s?/cm 29 - 101Vs/A = 9- 1011 H (Henry).

Sind die Bereiche des wesentlichen magnetischen Flusses mit einem Material der Permeabilitét u ausgefillt, so
folgt aus rotH = 4smtj¢ /¢ der Zusammenhang rot (B/u) = 4mjs/c, so dass

LY = uliR. (13.5)

gilt. Man erhélt also hohe Induktivitdten durch Kerne hoher Permeabilitit x ~ 103...10% im Joch.

Induktivitat einer langen Spule Ist ein geschlossenes magnetisches Joch der Lange | und des Querschnitts f
mit N Drahtwindungen umwickelt, die ein Strom | durchfliesst, so folgt aus dem Awmpereschen Gesetz HI =
47l N/c und daraus die magnetische Induktion B = 4stl Nu/(cl). Der magnetische Fluss lasst sich dann Bf =
cLoNI mit Lo = 4muf /c?l schreiben. Fiir N Windungen ist der magnetische Fluss mit N zu multiplizieren, was
auf die Selbstinduktion L = LoN? fiihrt. Fiir die Gegeninduktivitat zwischen zwei Schleifen mit Ny und N,
Windungen ergibt sich dann L, = LoN;N,. Es gilt dann also generell

Aruf
L = LoNiN;, Lo= Cfl .

(13.6)

13.b Stromkreis-Elemente

Wir wollen nun Stromkreise betrachten, die folgende Elemente enthalten: Spannungsquellen, Onmsche
Widerstande, Induktivitaten und Kapazitaten. Wahrend wir Induktivitdten und Kapazitéaten bereits eingefiihrt
haben, ist noch kurz etwas zu den beiden anderen Elementen zu sagen:

Spannungsquellen Eine Spannungsquelle habe eine Spannung oder elektromotorische Kraft V@ (t). Sie fiihrt
dem System die Leistung V@1 zu. Ein Beispiel stellt eine Batterie dar, die chemische Energie in elektro-
magnetische umwandelt. Auch die Spannungen V@™ der Induktivititen z&hlt man zu den elektromotorischen
Kréften.
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Onmsche Widerstande Fir viele Materialien ist bei nicht zu groRen elektrischen Feldstdrken die Stromdichte
der Feldstérke proportional. Der Proportionalitatskoeffizient o- hei3t Leitfahigkeit

j=cE. (13.7)

Fir einen Draht der L&nge | und des Querschnitts f folgt
| = jf =cfE = o-liV(R). (13.8)

Dabei ist V(R der Onmsche Spannungsabfall ldngs des Leiters. Man hat also das Gesetz

|
VR =R, R=— (13.9)
of

mit dem Onmschen Widerstand R. Im Gaussschen MaRsystem wird die Leitfahigkeit o in 1/s und der Widerstand
Rin s/cm gemessen. Die Umrechnung in das SI-System erfolgt durch c=1230Q. In einem Onmschen Widerstand
wird pro Zeiteinheit V®1 an elektromagnetischer Energie in Wi4rme umgewandelt.

13.c Kircurorrsche Regeln
1. Kircunorrsche Regel (Knotenpunktsgesetz fur die Strome)

Das erste Kircunorrsche Gesetz besagt, dass an jedem Knoten, an dem mehrere Leiter enden, | |
die Summe der einlaufenden Strome gleich der der auslaufenden ist 1 2

he
Z leinlaufend = Z lauslaufend: (13.10)

/ N
Diese Regel stellt also die makroskopische Form von divj = 0 dar. Im nebenstehenden Fall I3 4
beinhaltet sie 11 + I, = I3+ 4.
2. Kircanorrsche Regel (Maschengesetz fur die Spannungen)
Diese Regel besagt, dass langs eines Maschenumlaufs die Summe der elek- L V@
tromotorischen Kréafte gleich der Gibrigen Spannungsabfalle ist
(VO vImD) = 37 (VR 4 V), (13.11)
wobei
Vi — _qiLy/dt, VO =g/, dv©dt = 1/C. (13.12) c R

Diese Regel ist also das Farabaysche Induktionsgesetz in makroskopischer Form.

13.d Energie von Induktivitaten

Um die Energie von Induktivitdten zu bestimmen, betrachten wir Stromkreise mit eingeprégten Spannungen,
onmschen Widerstdnden und induktiven Kopplungen

VO v = Ryl (13.13)

Die zeitliche Anderung der elektromagnetischen Energie des Systems ergibt sich dann zu

Uen= Y 1V = 3 RiIZ+ Lineen = = > VI + Lineey (13.14)
j j j
mit 1 q
(ind)___'mz__ .
Vi = = (zk: Likl)- (13.15)

Dabei ist Linech die an dem System verrichtete mechanische Leistung.
Wir betrachten nun mehrere Félle:
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13.d.a Konstante Induktivitaten

Wir halten die Stromkreise fest, dann gilt L, = const, Lmecn = 0. Dann folgt
Uen = Z Ll (13.16)
ik
woraus sich die Energie der Induktivitdten zu
1
Uem = 5 %; iLjxlk (13.17)
ergibt.

13.d,8 Gegeneinander bewegte Stromkreise

Wir bewegen nun die Stromkreise gegeneinander. Dann folgt

. 4 1
Uem+Z|<v¥'“d) Z(| Lisdic+ 5 1Ll - Z(I Lislk + 1L jxlk)

ik

-= Zl L]klk 6U€m . (1318)

I—mech

Die mechanische Arbeit, die zu verrichten ist, wird also nicht durch die Veranderung der elektromagnetischen
Energie Uy, bei konstanten Stromen | gegeben, sondern durch ihr Negatives.

13.d.y Konstante magnetische Flisse

Falls wir keine eingepréagten Spannungen Vj(e) = 0 haben und keine Widersténde R; = 0, dann gilt nach (13.13)
V() = 0, woraus folgt, dass die magne tischen Fliisse ¥ unverandert bleiben. Die Induktion st also bestrebt,
die Magnetfliisse aufrecht zu erhalten (Beispiel supraleitende Ringstréme). Driicken wir Uy, durch die Fliisse
aus,

1 _
5 D L, (13.19)
.k

so folgt mit der Matrix-Identitat L~ = —L-*LL~! (die Identitat erhalt man durch Ableiten von LL™ = 1 und

Auflosen nach L1
(9Uem

Z| Liklk = Lmech. (13.20)

pm

Die mechanische Leistung ist daher die zeitliche Ableitung der elektromagnetischen Energie bei konstanten
magnetischen Fliissen.

13.d.6 Kraft zwischen zwei Stromkreisen

Nach diesen Betrachtungen kommen wir auf die Kraft zwischen zwei Stromkreisen zuriick. Wir hatten im
Abschnitt (9.e) die Kraft des Stromkreises 1 auf den Stromkreis 2 zu (9.21)

- & [ e o (13.21)
berechnet. Gehen wir nun zu zwei Stromfaden tber
r=ry+a r=n (13.22)

d*r'ja(r) - draly,  d¥rja(r) - draly, (13.23)
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so folgt

_ b f (dry - drz)V2+ = 111,Val12(a). (13.24)

rq|

Daher ist _
Lmech = —Kz-a = ~l1lzL12 (13.25)

in Ubereinstimmung mit (13.18).

13.d.e Energie eines magnetischen Dipols im duReren Magnetfeld

Wir kdnnen andererseits die Wechselwirkungsenergie eines magnetischen Dipols erzeugt durch eine
Stromdichte j in einem duBeren Feld B, erzeugt durch eine Stromverteilung j jetzt schreiben als

U = 0—12fdsrdsr’(j(r).ja(r/))|r_1r,| = éf&ri(r).fds / Ja(rr)/l derJ(r) Aq(r)

1 . 1 .
2 [ a0+ x VoAb + ) = 3 [ sy
= Ea,,B,yrnyV(tAaﬁ =m- B, (1326)

Dies ist jetzt der korrekte Ausdruck fiir die Wechselwirkungsenergie eines magnetischen Dipols m in einer
auleren magnetischen Induktion B,.

13.d.¢ Permanente magnetische Momente

Permanente magnetische Momente kann man als Stromkreise mit sehr groBer Selbstinduktivitét L ; und kon-
stantem Fluss ‘I"l“ auffassen. Zur weiteren Berechnung 16sen wir (13.3) nach | j auf

P Ljxlk
= —1 — § > 13.27
bl Lij (1327

Bei Verschiebung der magnetischen Momente verdndern sich die Gegeninduktivitdten und man erhlt

Ij=- L ZL]k|k+ZLJk|k (13.28)
8

k#]j k# j

Falls die Selbstinduktivitdten L;; sehr grofRl gegen die Gegeninduktivitéten sind, andern sich die Strome nur
wenig und die zweite Summe ist vernachlassigbar. Dann erhélt man fur den Selbst-Induktions-Beitrag aus der

Energie

d (1 . .

dt( L,,|2) Lijhily==1; > il (13.29)
k#]

Daher erhalt man durch eine Anderung von L den Beitrag 'L,-,kl il direkt aus der Wechselwirkung zwischen den
Stromen I und Ik, die einen Beitrag der Form (13.26) zu Uen liefern, und zwei Beitrdge mit dem umgekehrten
Vorzelchen aus s LJ ,I2 und % 5Lkl 2. Dies erklart den Unterschied zwischen (10.24) und (13.26).



