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14 Vollstandige MaxweLL-Gleichungen

14.a Widerspruchsfreiheit der MaxweLL-Gleichungen

Im Abschnitt (1) haben wir die vier MaxweLL-Gleichungen (1.13-1.16)

rotB(r,t) — % = %j(r, t) (14.1)
divE(r,t) = d4mp(r,t) (14.2)
rotE(r,t) + % =0 (14.3)
divB(r,t) = 0 (14.4)

angegeben. Es sind dies acht Komponentengleichungen fiir die insgesamt sechs Komponenten B, und E,. Die
Gleichungen kdnnen daher nicht unabhé@ngig voneinander sein. In der Tat bilden wir die Divergenz der ersten
Gleichung und vergleichen mit der zweiten Gleichung, so finden wir

1 T 4w
—~divE = —divj= ——¢ 145
S div  divi g (14.5)

woraus wir sehen, dass in diesen beiden Gleichungen die Kontinuitétsgleichung (1.12) enthalten ist, und diese
auch nur erfullt werden kdnnen, wenn die Ladung erhalten ist. Zum anderen folgt daraus aber auch

%(div E — 4np) = 0. (14.6)

Wenn also zu einer Zeit die Gleichung (14.2) und zu allen Zeiten die Kontinuitits-Gleichung erfiillt sind, so
garantiert (14.1) dafiir, dass (14.2) zu allen Zeiten erfllt ist.
Ahnlich folgt aus der Divergenz von (14.3)

%(div B) = 0. (14.7)

Wenn also (14.4) zu einer Zeit erfullt ist, so ist sie auf Grund von (14.3) zu allen Zeiten erfillt.

Die Gleichungen (14.1) und (14.3) erlauben die Berechnung von B und E, falls j zu allen Zeiten gegeben ist
und B und E zu einer Zeit ty gegeben sind und zu dieser Zeit (14.2) und (14.4) erfullt sind. p ergibt sich dann
aus der Kontinuitatsgleichung.

Der einzige Beitrag, den wir bisher nicht betrachtet haben, ist der Beitrag proportional zu E in (14.1). Er wurde
von MaxweLL gefunden. Er hat E/(4r) als Verschiebungsstrom bezeichnet, da (14.1) in der Form

1

yi E) (14.8)

4 .
rotB = —
C(J+

geschrieben werden kann. Mit der Einfiihrung dieses Terms wurde das Gleichungssystem (14.1-14.4) wider-
spruchsfrei. Gleichzeitig erlaubt dieses System dann die Beschreibung elektromagnetischer Wellen.
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54 E MaxweLL-Gleichungen

14.b  MaxweLL-Gleichungen fir freibewegliche Ladungen und Strome

Die Ladungsdichte und die Stromdichte werden zerlegt (vgl. Abschnitt 6.a und 11)
p = pttpp (14.9)
J = Ji+ip+im. (14.10)

Dabei waren p; und j; die freibeweglichen Anteile, wahrend pp und das hier eingefiihrte jp die Polarisations-
Anteile sind. Wir hatten fiir das elektrische Dipolmoment im Volumen AV ausgedriickt durch die Dipolmomente
pi, die wieder durch Ladungspaare +q; im Abstand a; dargestellt werden

PAV= Zp =) ga (14.11)

PAV= TP =) gk (14.12)

mit jp = P (in ruhender Materie). Dazu kommt dann noch die in Abschnitt 11 eingefiihrte Mag-
netisierungsstromdichte

jm = crotM. (14.13)

Fur diese Ladungs- und Stromdichten gilt

dps Sl

E+d|VJf =0 (14.14)

%+divjp = 0 (14.15)
diviu = O. (14.16)

Durch Einsetzen dieser Ladungs- und Stromdichten in (14.1) ergibt sich

1. 4;.. -
rotB - _E = ?n(Jf+P+0r0tM), (14.17)
WOoraus
ot (B — 4xM) — - (E + 4nP) = 25 (14.18)
cot =<k '

folgt. Fuhren wir wieder wie in (11.9) und (6.6) das magnetische Feld H = B — 4xM und die dielektrische
Verschiebung D = E + 4xtP ein, so wird (11.10) erweitert zu

1. 4x.
H-=D=—j. 141
rotH - = N (14.19)
Entsprechend folgt aus (14.2) wie in (6.7)
divD = 4mps. (14.20)

Die MaxwerL-Gleichungen (14.3) und (14.4) bleiben unverdndert. Man bezeichnet die Gleichungen
(14.19,14.20) auch als die MaxweLL-Gleichungen in Materie.
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15 Energie- und Impuls-Bilanz

15.a Energie

Wir betrachten ein Volumen eines Systems mit freibeweglichen Ladungen und festgehaltener Materie. Auf die
freibeweglichen Ladungen wirkt die Kraftdichte k = p;(E + v x B/c). Bewegen wir die Ladungen mit der
Geschwindigkeit v, so mussen wir dem System gegen diese Kraftdichte die Leistung — fd3rk-v =- fd3rjf -E
zufiihren. Wir formen nun mittels (14.19), (B.30) und (14.3) um

(o 1 . c c 1 .
—jf-E = ——E-1rotH+ —E-D=—div(ExH)- —H:-rotE+ —E-D
Jr in " in 2 GV EXH) - = " in

c . 1 . .
22 AVEXH)+ —(H-B+E D). (15.1)

Diese Beitrage interpretiert man folgendermafen: In ruhender Materie stellt der zweite Beitrag die zeitliche
Anderung der Energiedichte u(om, D, B) dar mit

ou 1 1
du=—d —E-dD+-—H-dB. 15.2
! 0pm Pm+ 4n " 4n ( )
Wir gehen der Einfachheit halber davon aus, dass die Energie der Materie von ihrer Massendichte pr,, aber nicht
vom vollsténdigen Verzerrungszustand abhangt. Wir hatten schon friiher gesehen, dass du/dD = E/(4) gilt.
Ahnlich kann man aus dem Induktionsgesetz zeigen, dass du/0B = H/(4n) fur starre Materie gilt. Hier die
Herleitung in Kurzform

| 1 1 1
—ZVI.('nd)étlj:EZIj(S‘P’j“:EZijdfj-éB(r):EZijdr-éA(r)
J J J

i

6Uem

%fd?‘rjf(r)-éA(r): ﬁfdsr rot H(r) - SA(r) = %fd?‘rH(ry rot SA(r)

_ 1 3
= fd rH(r) - 6B(r). (15.3)
Da die Materie festgehalten wird, tragt du/dpmom nichts bei. Wir setzen daher fur die Energie des Volumens V
U = [ dron).00).B0) (15.4)
\%
und fulhren den Poyntivg-Vektor c
S=—ExH (15.5)
4n
ein. Es gilt dann
- f d3rji - E = U(V) + f d®rdivs = U(V) + f df - S(r). (15.6)
\Y \Y ov

Die dem Volumen V zugefiihrte Energie wird zum Teil im Volumen gespeichert (U), zum anderen Teil aber
durch die Oberfldche des Systems transportiert. Dieser Energietransport ist durch die Energiestromdichte S
gegeben. Ahnlich wie durch eine Flache pro Zeiteinheit die Ladung fdf - Js transportiert wird, wird (in ruhen-
der Materie) die Energie fdf - S transportiert. Der Poynting-Vektor gibt daher die elektromagnetische Energie-
stromdichte an.

Wir bemerken, dass fir D = €E, B = uH die Energiedichte

u=wom) + %(D -E+B-H) (15.7)

folgt.
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Beispiel: Stromdurchflossener gerader Leiter

Wir betrachten einen vom Strom | durchflossenen geraden Draht in Richtung

der zAchse. Auf Grund des Ampereschen Gesetzes gilt bei Integration auf y
einem konzentrischen Kreis mit Radius r um den Leiter H
4 21
9§H-dr:—“|, H= e, (15.8)
c cr
X
Léngs des Leiters bestehe auf Grund des onmschen Widerstandes ein Span-
nungsabfall V(®)| verkniipft mit einem elektrischen Feld parallel zum Draht,
E = Epe,. Daraus folgt der Poynting-Vektor
c | Eger
S —ExH= -9 15.9
dn % 2mr ( )
mit einem Energiefluss
fs -df = —1Eql = -1v® (15.10)

durch den Zylindermantel des Drahtes Uiber die Lange | nach auRRen. Mit anderen Worten, es flielt in den Draht
die ommsche Leistung I'V®. Diese wird im Draht in Wirme umgewandelt.

15.b Impuls-Bilanz

Wir fiihren die Impuls-Bilanz nur fiir das Vakuum mit Ladungsdichten p und Stromdichten j durch. Wir wollen
das System in Ruhe halten. Dann missen wir gegen die Kraftdichte k = pE + j x B/c eine Gegenkraftdichte —k
wirken lassen, so dass einem Volumen V pro Zeiteinheit der Impuls — ﬁ/ d3r k zugefiihrt wird. Wir formen nun
wieder mit (14.1) und (14.3) um

1. 1_ 1 1.
—k——pE—EJXB——EEc“VE'FEBX rOtB+REXB. (1511)
Mit (14.3) und (14.4)
ExB = (ExB)—ExB=(ExB)+CcExX rotE (15.12)
BdivB = 0 (15.13)
folgt
-k = i(E x B) + i(E X rotE — EdivE + B x rotB — BdivB). (15.14)
4mc 4z
Nun ist 1
Ec X (VX E) — EC(VE) = V(E - E¢) - E(VE¢) — E¢(V - E) = EVE2 - (VE)E. (15.15)

Wir haben hier GroRen, auf die der V-Operator nicht wirkt, mit einem Index . gekennzeichnet. Im letzten Term
des obigen Ausdrucks wirkt der V-Operator tatsdchlich auf beide Faktoren E. Damit kdnnen wir schreiben

d
K = =05 = VTapeo, (15.16)
mit
- Lless (15.17)
gs - 4T[C ] .
Top = i(EaEﬁ + B,By) - (S“—ﬁ(EZ + B?). (15.18)
’ i 8n

Dabei wird gs als die Strahlungsimpulsdichte bezeichnet, und T,z sind die Komponenten des Spannungsten-
sors, dessen elektrostatischen Anteil wir bereits in der Elektrostatik (8.38) kennengelernt haben. Mit diesen

GroRen gilt dann
Efde‘r gs(r)z—fdsrk+f €aTapdfs. (15.19)
dt Jy Vi N
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Dies ist die Impuls-Bilanz fiir das Volumen V. Die linke Seite stellt die zeitliche Anderung des Impulses im
Volumen V dar, die rechte Seite den zugefiihrten Impuls. Er besteht aus zwei Anteilen: Der erste ist der Impuls,
den wir hinzufiigen, indem wir gegen die elektromagnetische Kraftdichte k eine Gegenkraft wirken lassen. Der
zweite Anteil wirkt in Form von Spannungen an der Oberflache. Man kann ihn auch als Fluss des Impulses
betrachten. Der Spannungstensor stellt bis auf das Vorzeichen eine Impulsflussdichte dar. Er tréagt zwei Indices.
Einer (@) bezieht sich auf die Komponente des Impulses, der andere (8) auf die Richtung des Flusses.

Wir haben hier nur den elektromagnetischen Impuls im Vakuum behandelt, wéhrend wir die elektromagnetische
Energie auch in Materie untersucht haben. Warum ist es schwieriger, den Impuls in Materie zu behandeln?
In beiden Fallen haben wir das System in Ruhe untersucht. Halt man die Materie fest, so tragen die dabei
aufgewendeten Kréfte nicht zur Energie-Bilanz bei. Schliellich ist die Leistung als Kraft mal Geschwindigkeit
gegeben. Da die Geschwindigkeit der Materie gleich Null ist, tragt die auf die Materie wirkende Kraft nicht zur
Energie-Bilanz bei. Anders ist es bei der Impuls-Bilanz. Da tragen alle Kréfte bei. Man kénnte daran denken,
von einem kréaftefreien Zustand auszugehen. Dann tritt allerdings das Problem auf, dass bei Verschiebung der
freibeweglichen Ladungen tberall in der Materie Kréafte auftreten kdnnen, die wir erst kennen miissten. Daher
kdnnen wir hier die Energie-Bilanz in Materie behandeln, hatten aber mit der Impuls-Bilanz Probleme.

In der Literatur gibt es widerspriichliche Aussagen: Minkowskr hat 1908 fiir den elektromagnetischen Impuls
in Materie D x B/(4wc) angegeben. Man findet dies auch im Lehrbuch von Sommerrerp (allerdings mit Ein-
schrankungen). Andererseits gibt Asranam 1910 E x H/(4mc) an. Man findet dies auch im Lehrbuch von
Lanpau und LirscHirz.

Tatsdchlich sind zwei Dinge zu beachten, die hdufig nicht beriicksichtigt werden:

1) Die Wechselwirkung zwischen elektromagnetischem Feld und Materie muss beriicksichtigt werden. Die
Materie kann nicht als starr angenommen werden.

2) Man muss genau definieren, was man unter dem elektromagnetischen Impuls versteht, da man sonst alles in
den unbekannten Rest mechanischen Impuls schieben kann, also keine Aussage gemacht hat. Ohne Herleitung
sei nur angegeben, dass man ein System modellieren kann, dem man entnimmt: Im lokalen Ruhesystem der
Materie ist die Impulsdichte E x H/(4nc) = S/c?. Allerdings kann man zeigen, dass es in homogener Materie
eine weitere ErhaltungsgroRe auf Grund dieser Homogenitét gibt, die im lokalen Ruhesystem den Wert D x
B/(4xc) annimmt. Vollzieht man SomMerreLDS Argument nach, so stellt man in der Tat fest, daR3 es sich nur fir
eine ortsunabhéngige Dielektrizitatskonstante e durchfiihren ldsst.

Beispiel: Zylinderkondensator im Magnetfeld

Wir betrachten einen Zylinderkondensator der Lange | mit AufRenradius r;
und Innenradius r, mit einer Ladung g auBen und —q innen. Zwischen den
beiden Zylindern sei Vakuum. Parallel zur Achse sei ein Magnetfeld By.
Dann haben wir in Zylinderkoordinaten

2q

E=-—
Ir

1 29B I %

er, B =Bpe,, gS=RC P €s. (15.20)

Daraus errechnet sich ein Drehimpuls L in z-Richtung

2By qBo
_ 2 _ 2 _4dbPo,2> 2
L, = fdzd r(r x gs), = fdzd Mgy = 20 (13 (15.21)

Wenn wir den Kondensator nun entladen, dann muss der Entladungsstrom durch das Magnetfeld flieRen. Dabei
wirkt die Lorentz-Kraft, die dem System ein mechanisches Drehmoment M yech gibt

Mmech = fdsr rx (%j X B) = (I—:fr x (drx B) = (I—:f((r- B)dr — (r - dr)B), (15.22)
woraus sich N -
0 0
Mmechz = s »fr‘l rdr = E(r% - r§) (15.23)
und damit der mechanische Drehimpuls
L= o213 (15.24)

2c
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errechnet. Durch die Entladung wurde also der elektromagnetische Drehimpuls (15.21) in mechanischen (15.24)
umgewandelt. Anstatt den Kondensator zu entladen, kann man auch das Magnetfeld abschalten. Dabei wird
eine elektrische Feldstdrke

) 1 . 1 . ) 1 .
gD . dr = —= fB cdf = —=ar?B,, EM = _—rBge 15.25
95 c cn 0 2c 0~ ( )

induziert, die auf die Ladungen ein Drehmoment

qry x EM(ry) — gro x EMd(ry) (15.26)

M mech

1 . 1 .
Mmechz = Qra(=7:r1Bo) — ara(~5r2Bo) (15.27)
ausiibt, so dass der Kondensator die mechanische Drehimpulskomponente

_9Bo

L= 222 -13) (15.28)

erhélt. In beiden Féllen wird also der elektromagnetische Drehimpuls in den gleichen mechanischen Drehimpuls
umgewandelt.



