G Elektrodynamische Potentiale

©2003 Franz Wegner Universitét Heidelberg

20 Elektrodynamische Potentiale, Eichtransfor mationen

In der Elektrostatik haben wir bereits das elektrische Potential @ kennengelernt, in der Magnetostatik das Vek-
torpotential A. Beide kdnnen auch fur die zeitabhéngigen Probleme eingefiihrt werden und erlauben auch dann
die Bestimmung von B und E.

20.a Potentiale

Die dritte und vierte MaxweLL-Gleichung sind homogen, das heif3t, sie enthalten die Ladungen und Stréme nicht
explizit. Sie erlauben, die Felder B und E durch Potentiale auszudriicken. Aus div B = 0 folgt

B(r,t) = rotA(r,t). (20.1)

Beweis: Wegen divB = 0 gilt AB = —rot rot B (B.26), woraus dann dhnlich wie in (9.16) und (9.17)

B(r) = % fd3r’(rot’rot’B(r’))|r —lr = oot fd3 , oUB() (20.2)

Ir—r’|

bei der Einfiihrung des Vektorpotentials in der Magnetostatik folgt. Ein elementarer Beweis folgt als
Ubungsaufgabe.
Aus rotE + B/c = 0 folgt dann

1.

rot(E+ -A) =0, 20.3

(E+<A) (20.3)

so dass das Argument unter der Rotation als Gradient geschrieben werden kann. Konventionell setzt man dafir
—grad @, so dass die Darstellung

1.
E= _EA — grad® (20.4)
folgt. Der zweite Term ist aus der Elektrostatik bekannt. In der Zeitableitung von A steckt das Induktionsgesetz.

Man sieht umgekehrt, dass die Darstellung der Felder E und B durch die Potentiale in (20.4) und (20.1) die
beiden homogenen MaxweLL-Gleichungen erfulit.

20.b  Eichtransformationen
Die Potentiale A und @ sind nicht eindeutig durch die Felder B und E bestimmt. Wir kdnnen A durch

A'(r,t) = A(r,t) + grad A(r, t) (20.5)
ersetzen, ohne B zu &ndern
B = rotA = rotA’, (20.6)
da rot grad A = 0. Dann folgt
E= —%A’ — grad (® — %A). (20.7)
Ersetzen wir gleichzeitig @ durch
1.
Q'(r,t) = O(r,t) - EA(r,t), (20.8)

so bleiben E und B unveréndert. Man bezeichnet die Transformation (20.5) und (20.8) von A und @ als Eich-
transformation.
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76 G Elektrodynamische Potentiale

Die Willkir in der Eichung erlaubt es, Einschrankungen an die Potentiale ® und A zu fordern. Die folgenden
beiden Eichungen werden hdufig verwendet

1.
Lorenz-Eichung divA + E(I) =0, (20.9)
Couroms-Eichung divA =0. (20.10)

Hat man Potentiale ®” und A’, die die gewiinschte Eichung nicht erfiillen, so erhdlt man Potentiale @ und A
durch geeignete Wahl von A

Lorenz-Eichung  divA’ + %q’y = DA, (20.11)

Couroms-Eichung divA’ = AA, (20.12)
wobei X
190

=A- S 20.13

HEAT e ot? ( )

der o’ ALemserT-Operator ist. Die Lorenz-Eichung geht auf den dédnischen Physiker Ludvig V. Lorenz (1867)
zuriick im Gegensatz zur Lorentz-Transformation (Abschnitt 23), die dem hollandischen Physiker Hendrik A.
LorenTz zuzuschreiben ist.

Einsetzen der Ausdriicke (20.4) und (20.1) fur E und B in die erste MaxweLL-Gleichung ergibt

1. 1 - 4n
trotA+ A+ =grad® = —j 20.14
rot ro +C2 +Cgra Cj, ( )
das heif3t 1 4
. : .
—-OA + grad(dlvA + E(I)) =< (20.15)

wéhrend die zweite MaxweLL-Gleichung dann
1. .
—AD — p divA = 4mp (20.16)

lautet.
Daraus folgt fur die beiden Eichungen

: DA=-2j
Lorenz-Eichung { D(I)=—4Cnp (20.17)
. DA=—2%1j + Lgrad ®
Courome-Eichung { A(I)=—4cnp. c (20.18)

Aufgabe Zeige, dass ein Vektorfeld B(r), das divB = 0 geniigt, als rot A(r) dargestellt werden kann. Hierzu
setze man A(r) = 0 und driicke Ay(r) durch Ay(x,y, 0) und By, &hnlich Ax(r) durch Ax(x,y, 0) und By aus. Dies
setze man in B, = (rotA); ein und zeige unter Verwendung von divB = 0, dass man passende Komponenten
von A bei r = (x,Y, 0) finden kann.
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21 Dieelektromagnetischen Potentiale einer allgemeinen Ladungs- und
Stromverteilung

21.a Berechnung der Potentiale

In der Lorenz-Eichung hatten wir (20.17)

od(r,t) = —4mp(r,t), (21.1)
oA(r,t) = —4%[] (r,t) (21.2)
mit dem p’ ALemBerT-Operator
O=A- £ 6—2 (21.3)
ST 2ot '
und der Eichbedingung
divA + %(D =0. (21.4)
Wir filhren beziiglich der Zeit die Fourier-Transformierte ein
o(r,t) = f dwd(r, w)e ', (21.5)
analog fiir A, p, j. Dann folgt
w? - : )
od(r,t) = fda)(A + g)cb(r,w)e"“’t = fda)(—4n,6(r,w))e"‘“‘, (21.6)

woraus durch Vergleich der Integranden

2
(a+ %)(D(r,w) = —4mp(r, w) 21.7)
folgt. Wir fiihren dazu die Greensche Funktion G ein, das heif3t, die Lésung der linearen Differentialgleichung
werde geschrieben als
O(r, w) = f dr'G(r, ', w)p(r’, w). (21.8)
Setzen wir diesen Ansatz in die Differentialgleichung (21.7) ein, so folgt
2

(A + %)G(r, ', w) = —4n83(r —r’). (21.9)

Da keine Richtung ausgezeichnet ist und die Gleichung invariant gegen Verschiebungen der Vektoren r und r’
um einen gleichen konstanten Vektor ist, ist anzunehmen, dass die Lésung G nur vom Abstand zwischen r und
r’ und zusatzlich natiirlich von dem Parameter « abhéngt

G=9d(aw), a=Ir-r’|. (21.10)
Damit folgt
w? 1d’(ag) w? N
(o + g)g(a, w) = 2 4@ + ?g =0fura=0. (21.11)

Dabei verwenden wir den LapLace-Operator in der Form (5.15), wobei Aqg = 0, da g nicht von der Richtung
von a =r —r’, sondern nur vom Betrag a abhéngt. Dies ergibt die Schwingungsgleichung fiir ag, hat also die
Losung

1, . 4
G=g@aw)= 5(cle'”a/C + CoeR0), (21.12)
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Fur kleinen Abstand divergiert die Lésung wie (¢ + ¢2)/a. Um die §-Funktion in (21.9) als Inhomogenitat mit
dem richtigen Vorfaktor zu erhalten, muss ¢; + ¢z = 1 sein. Wir setzen nun der Reihe nach ein

f dwd(r, w)e !
f dw f dr’e UG(r, 1, w)p(r’, w)
fdwfdsr/lr _]-r/l(C:Leiw‘r_r/l/c'l'Cze_iw‘r_r/‘/c)e_iwtﬁ(r/,(1))

1 Ir —r’| Ir—r’|
3,7 g ’
fd r T I”|(Clp(r ,t c )+ Coo(r’, t+ c )). (21.13)

o(r,t)

Beim Ubergang von der zweiten auf die dritte Zeile haben wir G eingesetzt. AnschlieRend fiihren wir die w-
Integration aus, vergleiche (21.5). Allerdings ist w im Exponenten in (21.13) nicht mit t, sondern mit t = ="1
multipliziert. Die Losung in der letzten Zeile enthélt einen Beitrag zu @ zur Zeit t, der von p zu friherer Zeit
(mit Faktor c;) und einen, der von p zu spéaterer Zeit (mit Faktor c;) abhéngt. Man bezeichnet die L6sung, die
nur den ersten Beitrag (c; = 1, ¢, = 0) enthdlt, als die retardierte Losung und die, die nur den zweiten Beitrag
(c1 =0, ¢z = 1) enthdlt, als die avancierte Losung.

Ir—r’i

Dy o(r, 1) = f o —1 o tE ). (21.14)

=

Physikalisch ist in der Regel die retardierte Losung (oberes Vorzeichen), da man davon ausgeht, dass das Poten-
tial durch die Ladungsverteilung, aber nicht die Ladungsverteilung durch das Potential entsteht. Analog erhalt
man die retardierte und avancierte Losung fur das Vektorpotential

Ir—r'|

_ 1 3.7 1 V-
Arar,t) = c fd r T _r,|1(r JtF ). (21.15)
21.b Eichbedingung
Es bleibt noch zu zeigen, dass die Bedingung fiir die Lorenz-Eichung (20.9) erfullt ist

<i>+cdivA=fd3r'|r_—1r,|(p+ divj)+fd3r'Vﬁj. (21.16)

Die Argumente von p und j sind wie obenr’ undt’ =t +|r — r’|/c. Im zweiten Integral kann man V durch -V’
ersetzen und dann partiell integrieren. Das fiihrt auf

@ +cdivA = fd%’ﬁ(m(quj). (21.17)
Da (V+ V) (t,r,r’) = Oist, folgt unter Verwendung der Kontinuitdtsgleichung
o, U r,r)+(V+ V)i’ t'(,r,r)) = % + Vi@’ )l =0, (21.18)

so dass die Eichbedingung (20.9) erfiillt ist, da der Integrand in (21.17) wegen der Kontinuitétsgleichung ver-
schwindet.
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22 Ausstrahlung harmonischer Schwingungen

In diesem Abschnitt untersuchen wir schwingende Ladungen und Strome als Strahlungsquellen.

22.a Strahlungsfeld

Wir betrachten harmonische Schwingungen, das heiRt, die Zeitabhangigkeit von p und j ist proportional zu e 't

pr.t) = R(po(r)e™) (22.1)
j.) = R(jolr)e™), (22.2)
analog fiir @, A, B, E. Es folgt
o, ) =R f d3r’|r _1r,|po(r')efiw“*'f*f"/@. (22.3)
Mit k = w/c folgt
1 I
Do(r) = f d3r’mpo(r’)e'k‘r’”, (22.4)
analog
1 3.7 1 H NaiKlr=r’|
Ao(r) = p d°r mjo(r e . (22.5)

22.a. Nahzone (Statische Zone)

In der Nahzone, das heif3t fiir kir —r’| < 27, was gleichbedeutend ist mit [r —r’| << A, wobei A die Wellenlange
der elektromagnetischen Welle ist, kann e"~"I durch 1 gendhert werden. Damit werden die Potentiale ®o,
(22.4) und A, (22.5) zu den Potentialen der Elektro- und Magnetostatik (3.14) und (9.17).

22.a8 Fernzone (Strahlungszone)

Fir grofRe Entfernungen entwickelt man im Exponenten

.r’ 72 2
et rr iy (22.6)

| — _ R _ ./ — —
r—r’l=r4/1 2r2 +r2_r n-r' +0(—), n_r

Dies ist gerechtfertigt fir r > kR?, wobei R eine Abschitzung fiir die Ausdehnung der Ladungs- bzw.
Stromverteilung ist, r’ < R fir p(r’) # 0 bzw. j(r’) # 0. Im Nenner approximieren wir [r —r’| ~ r, was
fur r > Rgutist. Dann folgt

eikr 1
Ao(r) = —-g(kn) + O(5) (22.7)
mit der Fourier-Transformierten der Stromverteilung
g(kn) = f d3rjo(r’)e k", (22.8)
Hieraus folgt das Magnetfeld
ikr 1 ) ikr 1
Bo(r) = rotAo(r) = I okn) + 0() = |kec—rn xg+0(). (22.9)
Das elektrische Feld erhalten wir aus
rotB = %E  rotBo = —'?“’E0 (22.10)
zu . 1
Eo = 1k r0tBo = N x Bo + O(). (22.11)
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Eo, Bo und n bilden ein Orthogonalsystem. Eq und Bg sind betragsméRig gleich und fallen wie 1/r ab. Der
Poynting-Vektor liefert im zeitlichen Mittel

S = f Stydt, T= 2— (22.12)
S = —%E X RB = —%(E* X Bo)
* c *
= —%R((n x Bj) x Bo) = —%R(n +Bo)Bg + 5-N(B - Bo). (22.13)

Der erste Term nach dem letzten Gleichheitszeichen verschwindet, da Bg L n. Es bleibt daher
S(r) = n(B* Bo) = |n x g(kn)l? + O( ). (22.14)

Die im Mittel abgestrahlte Leistung ist dann

k2
S gs f In x g(kn)|2dQ, (22.15)
wobei Uiber den Raumwinkel Q, von n integriert wird.

22.b Elektrische Dipolstrahlung (Herrzscher Dipol)

Erstreckt sich die Ladungs- und Stromverteilung nur tber einen im Vergleich zur Wellenlénge A kleinen Bereich
R, so ist es sinnvoll, e zu entwickeln

okn) = g — ikg® + ., ¢ = f o). g = f &' (n - rjo(r’) (22.16)

Diese Entwicklung reicht aus, um das Strahlungsfeld in der Fernzone zu untersuchen. Ist man daran interessiert,
auch Nah- und Ubergangszone zu betrachten, so muss man

eik|r—r’\ eikr elkr

s ik )(n ')y +0(r'?) (22.17)
in dem Ausdruck fiir Ag entwickeln, was
Ao(r) = g<°> + (—ik + ) g<1> (22.18)
ergibt.
Wir betrachten zun4chst den Beitrag von g©@. Wir verwenden, dass
div’j(r') = —p(r’) = iwp(r’) — div’jo(r’) = iwpo(r’). (22.19)
Dann folgt aus
f &3 div’(f(r)jo(r’)) =0 (22.20)
die Beziehung
fdsr’grad’f(r’) JJo(r) = —iwfdsr’f(r’)po(r’). (22.21)
Mit f(r") = x/, folgt dann
© = f &' joo(r) = —iw f A’ X po(r’) = —iwpPo.. (22.22)

das heiBt, g© lasst sich durch die Amplitude des elektrischen Dipolmoments ausdriicken

g9 = —iwpo. (22.23)
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Man bezeichnet daher diesen Anteil als elektrische Dipolstrahlung. Es folgt

eikr
Ao(r) = ~ik——po. (22.24)
daraus
2 i .
Bo(r) = (kT + :—E)e'krn X Po (22.25)
kz ikr 1 ik ikr
Eo(r) = —Te n x (n x po) + (Sn(n - Po) — po)(r—3 - r_Z)e . (22.26)

Der erste Term ist der fiihrende in der Fernzone (1/r < k), der zweite fiihrt in der Nahzone (1/r > k). Aus dem
Ausdruck fiir die Fernzone erhilt man als zeitgemittelten Poynting-Vektor

ck*n 2 ck¥pol*n

c p
S 8nr? ol = 8mr2

sin?, (22.27)

Im zweiten Ausdruck wird angenommen, dass Realteil und Imaginérteil von pg in die gleiche
Richtung weisen. Dann ist 8 der Winkel zwischen po und n. Die abgestrahlte Leistung ist
dann

_ ck?|pol?
=

Die Leistung nimmt also mit der vierten Potenz der Frequenz (w = ck) zu (RAYLEIGH-
Streuung).  Als Beispiel kann man zwei Kondensatorkugeln im Abstand | mit I(t) =
R(lge7'“Y) betrachten. Dann ist

Us (22.28)

©) 3,01 gor ilol . (Kllg)?
971=1 | djo(r) =1 | dllo| =1loll, po=—, Us=-—"F— (22.29)
w 3c
Diese Leistungsabgabe bedingt einen Strahlungswiderstand Rg
: 1 2 2 2~ 2
Us = §Rs|o’ Rs = 3_c(k|) £20Q - (kI) (22.30)

zusétzlich zum Onmschen Widerstand. Man beachte %2309, vergleiche (A.4).

22.c Magnetische Dipolstrahlung und elektrische Quadrupolstrahlung

Wir betrachten nun den zweiten Term in (22.16)
((ll) = fdsr/X};Jo,a(r’)

n H Y n ! 7 3 Y
Y [ &r0gion - Xion) + ¥ [ 1040+ X,jos) (22.31)

Der erste Term ergibt das magnetische Dipolmoment (10.7)
N3Ces.2y Moy = —C(N X M),y (22.32)

Der zweite Term ldsst sich durch das elektrische Quadrupolmoment (4.10) ausdriicken. Mit f = %x;xk ergibt er
sich mit (22.21) zu

M n,B ’ ’ H nﬁ 1 1 ’
—iw f &' X, Xs00(r") = —Iw?(Qoﬂﬁ+§5aﬁ f d3r'r"%po(r")). (22.33)

Damit haben wir .
i
g = —enxmg - ?wQO,(,,ﬁnﬁe(, + const. n. (22.34)

Wir beobachten, dass der dritte Term proportional n keinen Beitrag zu Bg (22.9) und Eg (22.11) liefert.
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22.ca Magnetische Dipolstrahlung
Der erste Beitrag in (22.34) gibt die magnetische Dipolstrahlung. Wir finden

Ao(r) = (k- %)%krn X Mo (22.35)
ikr H .
Bo(r) = —kzeTn X (N x mMg) + (3n(n -mg) — mo)(ri3 - :—Ig)e'kr (22.36)
2 i .
Eo(r) = —kT - :—E)(n X Mg)e'". (22.37)

Als Beispiel betrachten wir einen Kreisstrom, der eine Fldche f einschlief3t,

2¢2
oK' = Ko (22.38) {>

3 3c ’

mo = lof/c, Us=

was einem Strahlungswiderstand
Rs = %k“fZEZOQ (K3£)? (22.39)
entspricht.

22.c Elektrische Quadrupolstrahlung

Wir betrachten noch den zweiten Term aus (22.34) in der Fernzone. Dieser liefert

Loy K
g = —-ikg"’ = —TQO,Qﬁnﬁea. (22.40)
Als Spezialfall untersuchen wir den symmetrischen Quadrupol (4.27), Qoxx = Qoyy = —%QO, Qozz = %Qo,
wahrend die AuBerdiagonal-Elemente verschwinden. Dann ist
1
Qo = =3 Qo + Qo0a30s3 (22.41)
woraus
2 k2
g = —TCQOngeg + TCQOn, N3 = COS 6 (22.42)
eikr
By = —ik3?Qon X €30S 0 (22.43)
eikr
Eo = ik3?Qon x (N X €3) cos 6 (22.44)
= ckén L, .,
= 22.4
S 32nr2|QOl sin“@cos @ ( 5)
: cké
= — 22.4
Us 50 |Qol (22.46)

folgt. Auf der Zeichnung ist die Intensitdt der Quadrupol-Strahlung in Abh&ngigkeit vom Winkel 6 radial
skizziert.



