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Vor bemerkungen

Ich gehe davon aus, dass der Student bereits etwas mit der klassischen Elektrodynamik aus einer einfiihrenden
Vorlesung vertraut ist. Daher setze ich die vollstandigen Gleichungen an den Anfang und fiihre von diesen
ausgehend die jeweiligen Spezialisierungen ein.

In dieser Ausarbeitung verwende ich das Gausssche MaRsystem und nicht das SI-System. Der Zusammenhang
und die Motivation wird im ndchsten Abschnitt und in Anhang A angegeben.

Im Anhang B sind Formeln zur Vektoralgebra und Vektoranalysis angegeben. Der Leser /Die Leserin sei je-
doch gewarnt, dass er/sie an einigen Stellen (B.11, B.15, B.34-B.50 und Aufgabe nach B.71) die Ergebnisse
selbst einzutragen hat. Er/Sie ist also aufgefordert, die Rechnungen selbst durchzufiihnren oder zumindest die
Ergebnisse, die in dem Skriptum erarbeitet werden, dort einzutragen.

1 Grundgleichungen der Elektrodynamik

Die Elektrodynamik befasst sich mit elektrischen und magnetischen Feldern, ihrer Erzeugung durch Ladungen
und Strome, ihrer Ausbreitung (elektromagnetische Wellen), ihrer Riickwirkung auf die Materie (Kréfte).

l.a Ladungen und Strome

laa Ladungsdichte
Die Ladungsdichte p(r) ist die Ladung Aqg pro Volumenelement AV

_ i Ad _dg
P0= 15 = v =

Damit ergibt sich die Ladung g im Volumen V zu
q= f d3ro(r). (1.2)
\%
Besteht die Ladungsverteilung aus Punktladungen g; an den Orten rj, so ist die Ladungsdichte durch die Summe
p(r) = D ais’(ri ). (1.3)
i
gegeben, wobei die Diracsche Delta-Funktion (eigentlich Delta-Distribution) die Eigenschaft

3 3 _ | f(ro) fallsroeV
fvd rf(r)s (r—ro)—{ 0 fallsrg gV (1.4)

hat.
Ahnlich definiert man die Flachenladungsdichte o-(r) an Grenz- oder Oberfldchen als Ladung pro Fliche

o(r) = j—:ﬂ (1.5)

ghnlich auch die Linienladungsdichte.
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lap Stromund Stromdichte

Der Strom | ist die Ladung dq, die pro Zeiteinheit dt durch eine Flache F flieft,
dg
= —. 1.
pm (1.6)

Es sei nun v(r,t) die mittlere Geschwindigkeit der Ladungstréger, n die (auf
die L&nge 1 normierte) Flachennormale. Dann ist vdt der Weg, den die Ladun- n
gen in der Zeit dt zurlicklegen. Multipliziert mit n ergibt sich die Schicht-

dicke v - ndt, die die in der Zeit dt durch die Flache geflossenen Ladungen v
bilden.Multipliziert mit dem Flachenelement df ergibt sich das Volumen der
Ladung, die durch df geflossen ist. Weitere Multiplikation mit der Ladungs-
dichte p ergibt die Ladung dq, die in der Zeit dt durch die Flache df tritt
dg = fvdt- ndfp @7
F
| =dg/dt = fv(r,t)p(r,t) -n(r)df = fj(r,t) - df (1.8)
F F
mit der Stromdichte j = pv und dem gerichteten Flachenelement df = ndf.
l.ay Ladungserhaltungund Kontinuitatsgleichung
Die Ladung g in einem festen Volumen V
a® = [ ey 19)
\%
andert sich pro Zeiteinheit um
da(t) _ f 3 0p(r. 1)
Ty d°r s (1.10)

Da die Ladung erhalten ist, kann sie sich nur durch einen Strom durch die Oberflache gV des Volumens dndern.
Wir bezeichnen mit | den nach auRen flieRenden Strom. Dann ist

%=—|(t)=—favj(r,t)-df=—fvd3rdivj(r,t), (L.12)

wobei wir vom Gaussschen Satz (B.59) Gebrauch machten. Da die Beziehungen (1.10) und (1.11) fir jedes
Volumen und auch jedes Volumenelement gilt, folgt die Gleichheit der Integranden in den beiden Volumeninte-
gralen
op(r,1)
ot
Diese Gleichung bezeichnet man als Kontinuitdtsgleichung. Sie driickt in differentieller Form die Erhaltung der
Ladung aus.

+ divj(r,t) = 0. (1.12)

1.b  MaxweLrL-Gleichungen

Die elektrischen Ladungen und Strome erzeugen das elektrische Feld E(r,t) und die magnetische Induktion
B(r,t). Diese Beziehung wird durch die vier MaxweLL-Gleichungen beschrieben

rotB(r,t)—aigt’t) = 4?nj(r,t) (1.13)
dVE(r.Y) = 4mp(r,t) (1.14)
rotE(r,t)+6Eigt’t) -0 (1.15)
divB(r.) = O. (1.16)
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Diese MaxweLL-Gleichungen werden bisweilen als MaxweLL-Gleichungen im Vakuum bezeichnet. Sie gelten
jedoch auch in Materie. Die Ladungsdichte und die Stromdichte enthalten alle Beitrdge, also freibewegliche
und Polarisations-Ladungsdichten und freibewegliche, Polarisations- und Magnetisierungs-stromdichten.
Vielfach verlangt man als Randbedingung noch, dass das elektrische und das magnetische Feld im Unendlichen
verschwinden.

1.c CouLoms- und Lorentz-Kraft

Das elektrische Feld E und die magnetische Induktion B {iben auf eine Ladung g am Ort r, die sich mit der
Geschwindigkeit v bewegt, die Kraft

K = qE(r) + q% x B(r) (117)

aus.

Dabei sind E und B die Beitrédge, die nicht von g selbst herriihren. Die von q selbst erzeugten Felder bewirken
die Reaktionskraft, die wir jedoch im Weiteren nicht betrachten.

Der erste Beitrag in (1.17) ist die Couroms-Kraft, der zweite die Lorentz-Kraft. Dabei ist c= 299 792 458
m/s. Wir werden spéter sehen, dass diese Konstante die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum ist. (Man hat sie zu
obigem Wert definiert und damit den Umrechnungsfaktor zwischen Zeit und L&nge festgelegt.) Die Kraft, die
auf ein kleines Volumen AV wirkt, I&sst sich schreiben als

AK
k(r)

k(r)AV (1.18)

o(F)E(r) + %j (r) x B(r). (1.19)

Man bezeichnet k als die Kraftdichte. Die auf das Volumen V wirkende elektromagnetische Kraft ergibt sich
dann zu

_ 3
K = fv d3rk(r). (1.20)
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2 Dimensionen und Einheiten

2.a Gausssches Mal3system

In dieser Vorlesung verwenden wir das Gausssche Mal3system. Wir betrachten nun die Dimensionen der auftre-
tenden GroRen. Aus der Kontinuitétsgleichung (1.12) und den Maxwerrgleichungen (1.13) bis (1.16) folgt

)/l = [l/[4 21)
[BI/[xI = [E]/([c]lt]) = [11/[c] 22)
[EV/IXI = [Bl/([cIltD = [o]- 23)
Daraus folgt
(i1 = [plxI/1 24)
[E] = I[ollx] (2.5)
[B] = [pllcllt] = [ollX1%/([c]Lt]), (26)
sowie
[c] = [XI/[t @7)
(Bl = [pllx]. (2.8)

Daraus sieht man, dass c tatsdchlich die Dimension einer Geschwindigkeit hat. Um die weiteren GroR3en in ihrer
Dimension festzulegen, miissen wir noch den Ausdruck (1.19) fiir die Kraftdichte k verwenden

[K] = [oI[E] = [oIIX]. (2.9)
Daraus folgt dann
[b)* = [KI/[x] = dyncm™ (2.10)
[p] = dyn"?cm™? (2.11)
[E]=[B] = dynY?cm™ (2.12)
[i1 = dyn¥2cm™ts? (2.13)
[q] = [pIX)° = dyn*?cm (2.14)
[11 = [jl[X]?=dyn*2cms™. (2.15)

2.b  Andere Einheitensysteme

Fir jede GroRe kann die Einheit in jedem System unabhéngig definiert werden. Gliicklicherweise macht man
davon nicht vollstandigen Gebrauch.

Neben dem Gaussschen Malisystem werden noch eine Reihe weiterer cgs-Systeme sowie das SI-System (inter-
nationales MaRsystem, Giorai-System) verwendet. Letzteres ist das gesetzliche Mal3system in vielen Landern
(z.B. in USA seit 1894, in Deutschland seit 1898) und wird in der Technik angewandt.

Wiéhrend das Gausssche MaRsystem alle elektromagnetischen GréRRen in cm, g und s ausdriickt, verwendet das
Grorai-System neben den mechanischen Einheiten m, kg und s noch zwei weitere Einheiten A (Ampere) und V
(Volt), allerdings nicht unabhéngig voneinander, vielmehr gilt fur die Einheit der Energie

1kgm?s2=1J=1Ws=1AVs. (2.16)

Die Umrechnung einiger gebrduchlicher MaRsysteme ineinander kann durch drei Umrechnungsfaktoren eo, 1o
und ¢ beschrieben werden. Dabei kdnnen ey und uo (im SI-System als Dielektrizitdtskonstante und Perme-
abilitdtskonstante des Vakuums bekannt) und die Verkettungskonstante

Y = CVeéopo (2.17)
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dimensionsbehaftet sein, wahrend y ein dimensionsloser Zahlenfaktor ist. Man unterscheidet zwischen ratio-
nalen Mafsystemen (¢ = 4mx) und nicht rationalen MaRsystemen (i = 1). Die Umrechnungsfaktoren einiger
gebrduchlicher MaRsysteme sind

MaRsystem € 1o vy oy
Gauss 1 1 c 1
Elektrostatisch (esu) 1 c? 1 1
Elektromagnetisch (emu) c? 1 1 1
HEAVISIDE-LORENTZ 1 1 cC 4n
Giora (SI) (CPuo)t % X—r% 1 4n

Die bisher eingefiihrten Grofien driicken sich durch die Grofen der anderen Malisysteme (mit einem Stern
versehen) folgendermafen aus

E=yeE" 1dynY2cm™123.10%/m (2.18)
B = +y/uB*  1dynY?cm12107*vs/m? (2.19)
1
q= g°  1dynY2cm=210-%/3As, dhnlich p, o, 1, j. (2.20)
Ve

Ein Umrechnungsbeispiel: Die Couroms-Lorentz-Kraft Iasst sich schreiben

— 1 — q* * \/J *\ * 1
K_q(E+Cv><B)_ %(\/weoE +C\/ﬂ_0v><B)_q(E +C =

Die Elementarladung e ist in dem von uns verwendeten Gaussschen MaRsystem 4.803 - 102° dyn'/? cm und
im SI-System 1.602 - 10~2° As. Das Elektron tragt die Ladung —eq, das Proton ey, ein Kern der Kernladungszahl
Z die Ladung Zeg, Quarks die Ladungen +eq/3 oder +2e¢/3.

Weitere Angaben werden jeweils bei der Einflihrung weiterer Grofien gegeben und sind im Anhang A zusam-
mengefasst.

VxBY) = q'(E" + Tvx BY). (2.21)
y

2.c  Motivation flir Gausssche Einheiten

Im SI-System sind das elektrische Feld E und die dielektrische Verschiebung D wie auch die magnetische
Induktion B und das Magnetfeld H mit unterschiedlichen Dimensionen behaftet. Hierdurch wird leicht der
irreflihrende Eindruck erweckt, es handele sich um unabhéngige Felder. Auf einem mikroskopischen Niveau
hat man es nur mit zwei Feldern, E und B zu tun, (1.13-1.16) (Lorentz 1892).

Tatsachlich wird der zweite Satz Felder nur dadurch eingefiihrt, dass man Polarisations- und Magnetisierungsan-
teile der Ladungen und Strome in Materie aus den totalen Ladungen und Strémen herauszieht und zu den
Feldern addiert (Abschnitt 6 und 11).

Dieser enge Zusammenhang kommt besser in einem cgs-System zum Ausdruck, in dem E und D gleiche Di-
mension haben wie auch B und H.

Leider gehort das Gausssche MaRsystem zu den irrationalen, wéhrend das SI-System ein rationales ist, so dass
bei Umrechnungen auch immer Faktoren 4zt auftreten. Ich hétte ein rationales MaR-System wie das von Heavi-
sipE Und LorenTz vorgezogen. Leider wird aber in gdngigen Lehrbiichern nur das SI-System und das Gausssche
verwendet. Ich mochte die Studierenden nicht mit einem MaRsystem konfrontieren, mit dem praktisch kein
Lehrbuch arbeitet.
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3 Elektrisches Feld, Potential, Energie des Feldes

3.a Statik

In der Statik behandelt man das zeitunabhéngige Problem. Das heif’t, die auftretenden GréRen hangen nur vom
Ortab, p = p(r),j = j(r), E = E(r), B = B(r). Dann zerfallen die Kontinuitétsgleichung (1.12) und die
MaxweLL-Gleichungen (1.13-1.16) in zwei Gruppen

divj(r)=0
rotB(r) = £j(r)  divE(r) = 4mp(r)
divB(r) =0 rotE(r) =0 (3.1)
Magnetostatik Elektrostatik

kma=gi(r)xB(r)  ka = p(r)E(r)

Die erste Gruppe von Gleichungen enthélt nur die magnetische Induktion B und die Stromdichte j. Sie
beschreibt die Magnetostatik. Die zweite Gruppe von Gleichungen enthalt nur das elektrische Feld E und
die Ladungsdichte p. Sie ist Grundlage der Elektrostatik. In der letzten Zeile sind noch die entsprechenden
Anteile der Kraftdichte k hinzugefugt.

3.b Elektrisches Feld und Potential

3.b.a Elektrisches Potential

Wir fiihren nun das elektrische Potential ®(r) ein. Hierzu betrachten wir das Wegintegral von E auf zwei
verschiedenen Wegen (1) und (2) vonrg nach r

rr dr-E(r) = fr dr - E(r) + 9§dr - E(r), 3.2)

@ @)

wobei das letztere Integral tiber den geschlossenen Weg von rq auf (1) nach r

und von dort in entgegengesetzter Richtung auf (2) nach rq zu erstrecken ist.Das 2 r
letztere Integral 18sst sich mit dem Stokesschen Satz (B.56) in das Integral (iber
die von (1) und (2) berandete Flache fdf - rot E(r) Uberfiihren, das wegen der

Maxwerrgleichung rot E(r) = 0 (3.1) verschwindet. , i
0

Daher ist das Integral (3.2) vom Weg unabhéngig und man definiert das elektrische Potential
I
o(r) = —f dr - E(r) + ©(ro). (3.3)
fo

Dabei sind ro und ®(ro) willkirlich, aber fest. ®(r) ist daher bis auf eine willkirliche additive Konstante
bestimmt. Wir haben auf Grund der Definition (3.3)

do(r) = —dr - E(r), E(r) = —grad @(r). (3.4
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3.bs Elektrischer Flussund Ladung
Aus divE(r) = 4mp(r), (3.1) folgt
fd3r divE(r) = 4nfd3rp(r) (3.5)
\% \%

und damit mit dem Gaussschen Satz (B.59)
f df - E(r) = 4nq(V), (3.6)
v

das heif3t der elektrische FIuR des Feldes E durch die Oberflache ist das 4r-fache der Ladung g im Volumen V.
Eine einfache Anwendung hat dies fur das elektrische Feld einer kugelsymmetrischen Ladungsverteilung o(r) =
o(r) mitr = |r|. Aus Symmetriegriinden weist das elektrische Feld in Normalenrichtung E = E(r)r/r

I I
Anr?E(r) = 4nf p(r)r2drdQ = (47:)2[ p(r)r?dr’, (3.7)
0 0
so dass man fiir das Feld A )
E(r) = r—f f o(r')r2dr’ (3.8)
0

erhilt.
Als Spezialfall betrachten wir jetzt noch eine Punktladung g im Ursprung. Dann gilt

Amr2E(r) = 4nq,  E(r) = =, E(r):rr—sq. 3.9)

Das Potential hangt aus Symmetriegriinden nur von r ab. Dann gilt

r dd)(r)

grad @(r) = i

= —E(r), (3.10)

woraus durch Integration

o(r) = % + const. (3.11)

folgt.

3.b.y Potential einer Ladungsverteilung

Wir gehen aus von Punktladungen g; an Orten r;. Das zugehorige Potential und die Feldstdrke erhdlt man aus
(3.11) und (3.10) durch Verschieben von r umr; zu

o) = 3o ?ir‘l (3.12)

—grad o(r) = Z Gt =ri). (3.13)

E(r) |r T |3

Wir gehen nun von den Punktladungen zu einer Ladungsdichte p(r) tiber. Wir filhren dabei den Ubergang
> aif(ri) = Xi AVp(ri) f(ri) nach fd3r'p(r’)f(r’) durch, was

o(r) = fd3 p L) ) (3.14)

ergibt. Aus E = —grad @ und div E = 4mp folgt die Porsson-Gleichung
AD(r) = —4mp(r). (3.15)

Man unterscheide A = V - V und A =Delta. Wir machen auf (3.15) die Probe. Zuné&chst bilden wir

VO(r) = fd3 ’

=fd3ap(r+a)% (3.16)
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und
AD(r) = fdsa(Vp(r +a))- a% = fom dafdﬂaw = fan(p(r + 00€y) — p(r)) = —-4mp(r), (3.17)

wenn p im Unendlichen verschwindet. Dabei haben wir das dreidimensionale Integral Gber a zerlegt in das
Integral tiber den Radius a und den Raumwinkel Q,, d3a = a?dadQ, (vergleiche Abschnitt 5).
Aus der Poisson-Gleichung folgt

AD(r) = fdsr’p(r’)A r —4gip(r) = —4nfd3r’p(r')63(r -r) (3.18)

Ir—r|

und aus der Gleichheit der Integranden

A — = —4us’(r - 1'). (3.19)

3.c Couromskraft und Feldenergie
Auf die Ladung g; am Ort r; wirkt die Kraft

Ki = giEi(ri). (3.20)
Dabei ist E; das elektrische Feld ohne das von der Ladung g; selbst erzeugte. Damit folgt die Couroms-Kraft

oo gjli—ry)
I<I _ql |ri—rj|3 .

j#i

(3.21)

Aus dieser Formel erkennt man auch die Definition der Ladungseinheit im Gaussschen MaRsystem: 1 dyn®/2
cm ist die Ladung, die auf eine gleiche Ladung in 1 cm Entfernung die Kraft 1 dyn austibt.

Die potentielle Energie ist
1 agq; 1
U= EZZ”.'_JH = gzqifbi(ﬂ)- (3.22)
ioge o i

Der Faktor 1/2 riihrt daher, dass jedes Paar von Ladungen in der Summe zweimal auftritt. So ist die Wechsel-
wirkungsenergie zwischen Ladung 1 und Ladung 2 sowohl ini = 1, j = 2 wie auchini = 2, j = 1 enthalten.
Daher ist durch 2 zu dividieren. Dabei ist in ®@; ebenfalls der von g; herriihrende Beitrag zum Potential nicht
enthalten. Die Kraft folgt daraus wie iblich zu

Ki=—grad, U. (3.23)

Im Kontinuum erhalt man unter Verwendung von (B.62)

U= %fd3rp(r)d)(r) = % fd3r divE(r)®(r) = % def CE(r)®(r) - % fd3rE(r)- grad d(r), (3.24)

wobei jetzt der Beitrag der Ladungsdichte zu ® am gleichen Ort nicht mehr auszunehmen ist, da er fur eine
kontinuierliche Verteilung vernachléssigbar ist. F schliele alle Ladungen ein und sei etwa eine Kugel vom
Radius R. Im Limes R — oo geht ® « 1/R, E o 1/R?, fF « 1/R — 0. Man erhilt dann die elektrostatische
Energie

U= ifd?‘rEz(r):fd?‘ru(r) (3.25)
8xn
mit der Energiedichte
_1lp
u(r) = 8nE (r). (3.26)
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Klassischer ElektronenradiusAls Beispiel betrachten wir den "klassischen Elektronenradius” Ro: Man nimmt
an, die Ladung sei auf einer Kugelschale vom Radius R gleichmaRig verteilt. Die elektrische Feldenergie
stimme mit der Energie moc? iiberein, wobei mq die Elektronenmasse ist.

2

1 [™(e0\? > _ &% _ >
@f% (ﬁ) redrdQ = Re = MmoC (3.27)

ergibt Rp = 1.4 - 1072 cm. Die Annahme einer homogenen Ladungsverteilung in der Kugel ergibt ein etwas

anderes Ergebnis.
Aus hochenergetischen Streuprozessen weill man allerdings, dass die Ausdehnung des Elektrons um mindestens

einen Faktor 100 kleiner sein muss, obige Annahme also unzutreffend ist.
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4 Elektrischer Dipol und Quadrupol

Gegeben sei eine Ladungsverteilung p(r’) innerhalb einer Kugel vom
Radius R um den Ursprung. AuRerhalb sei p(r’) = 0

4.a DasFeldfirr >R

Das Potential der Ladungsverteilung ist

o(r) = f &3 (r) 4.1)

Wir fiihren nun eine TavLor-Entwicklung nach r’, das heifit nach den drei Variabeln x, x5, und x3 durch

(- r'V)' 1
|r o Z _ —(r V) + 2 (r v)(r’ V) (4.2)
Als erstes miissen wir den Gradienten von 1/r berechnen
1 r r.,
VF = davf(r) = Ff (n), 4.3)
lose (B.39, B.42). Daraus folgt dann
1 r-r
V)= = ———. 4.4
(V) = -— (4.9)
Als néchstes berechnen wir (B.47)
c-r 1 1 c 3(-nr
V=5 = orad(c )+ (c-r)grad (r_3):r_3_ (r5) (4.5)

unter Verwendung von (B.27) und Lésung von (B.37, B.39). Damit erhalten wir die TavLor-Entwicklung

1 1 r-r 3(r-r)?—r?r?
T T (4.6)

Wir formen zundchst noch 3(r - r")? — r?r’ um

1

§r/25¢z,ﬁ’)(3xwxﬁ - rzdw,ﬁ) (4-7)
wegen 6Qﬁ(3>_<_axﬁ - 6Qﬁr2) = 3XyXq — %84, = 0. Hier und auch im Folgenden verwenden wir die Summations-
konvention: Uber alle Indices (von Komponenten), die zweimal in einem Produkt auftreten, wird summiert, in
(4.7) also Uiber a und 3.

Wir flihren nun die GréRen

3(r - 1) = r?r'? = X, X;(3XaXg — Z605) = (X, X} —

q= fdsr’p(r') Ladung (4.8)
p= fd3r’r’p(r’) Dipolmoment (4.9)
Qup = fd3r (X X5 = —6aﬁr’2)p(r’) Komponenten des Quadrupolmoments (4.10)

ein und erhalten damit die Entwicklung fiir das Potential und die elektrische Feldstérke

: 9 p-r 3x(,xﬁ r 6”;
2
E(r) = —gradCD(r)_—r M“)(F) (4.12)
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4.b Transformationseigenschaften

Die Multipolmomente sind definiert beziiglich eines vorgegebenen Punktes, zum Beispiel des Ursprungs. Ver-
schiebt man den Bezugspunkt um a, das heiltr} =r’ — a, so findet man mit p1(r’) = p(r’)

[ = [eroe =g (413)
[ty = [Ere-ape)=p-a (4.14)

d1

P1

Die Gesamtladung ist unabhéngig vom Bezugspunkt. Das Dipolmoment ist unabhéngig vom Bezugspunkt,
falls q = O (reiner Dipol), sonst hangt es vom Bezugspunkt ab. Ahnlich findet man, dass das Quadrupolmoment
unabhéngig vom Bezugspunkt ist, falls g = 0 und p = 0 (reiner Quadrupol).

Unter Drehung X} , = DqsXj ist q invariant (Skalar), wobei D eine Drehmatrix sei, also eine orthogonale
Transformation beschrelbe Der Dipol p transformiert sich wie ein Vektor

Pre = fdsr/ Dﬂ,ﬁX[/}p(r,) = D(t,ﬁp,B (415)

und der Quadrupol Q wie ein Tensor zweiter Stufe

1
Quus = [ & (DD - 30,4 2p(0) (4.16)
Beachtet man, dass auf Grund der Orthogonalitat von D
0ap = DayDgy = Day0y6Dgs, (4.17)

so folgt
Ql,tl,ﬁ = Da,y D,B,JQ)/,J, (418)

also das Transformationsgesetz fiir Tensoren zweiter Stufe.

4.c Dipol

Der Prototyp eines Dipols besteht aus einer Ladung g am Ort r o+ aund einer entgegengesetzten Ladung —g am
Ort ro. Das Dipolmoment betrdgt dann
p=qa (4.19)

Als Ladungsverteilung ergibt sich dann
p(r) = a(8*(r —ro—a) - 5°(r — o). (4.20)
Wir fiihren nun eine Tavrorentwicklung nach a durch
p(r) = q83(r —ro) —qa- V&3 (r —ro) + g(a- V)253(r —ro) + ... —qd3(r —ro), (4.21)

wobei sich der erste mit dem letzten Term weghebt. Wir fihren nun den Limes a — 0 durch, wobei wir das
Produkt ga = p festhalten. Dann bleibt als Ladungsverteilung eines Dipols p am Ort rg

p(r) = —p - V&%(r = o) (4.22)

und sein Potential

fd3r’|f(r)| =—p-fd3 ’| = ,lgrad '§3(" —ro)=p- fde‘r’grad’| )
fd3' e )_Lrlr;’), (4.23)

wobei die Gleichungen (B.61) verwendet und (B.50) gel6st wurden.

D(r)
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4.d Quadrupol

Der Quadrupol wird durch die zweiten Momente der Ladungsverteilung beschrieben.

4.d.a Symmetrien

Q ist ein symmetrischer Tensor
Qa,ﬁ = Qﬁ,w' (424)

Er l&sst sich daher dhnlich wie der Tragheitstensor durch eine orthogonale Transformation auf Diagonalform
bringen. Weiterhin folgt aus der Definition (4.10)

Qoo =0, (4.25)
das heilt die Spur des Quadrupol-Tensors verschwindet. Daher hat der Tensor nicht sechs, sondern nur fiinf
unabhéngige Komponenten.

4.d,8 Symmetrischer Quadrupol

Ein Spezialfall ist der symmetrische Quadrupol. Seine Ladungsverteilung hangt nur von z und dem Abstand
von der z-Achse ab, p = p(z, v/x2 + y2). Fir ihn gilt

Qxy = Qxz=Qyz=0, (4.26) -
weil p(X,Y,2) = p(=X, Y, 2) = p(X, =Y, z). Weiter ist r
1 1.
Qxx =Qyy = _EQZZ = _§Q- (4.27) g

Die erste Gleichung folgt aus p(x, y, 2)=p(y, X, 2), die zweite daraus, dass die Spur von
Q verschwindet. Das letzte Gleichheitszeichen gibt die Definition von Q an.

Man findet 3 3 1
Q= 5Qzz = f d3r’(§z’2— 5r’z)p(r’) = f d3r'r?Py(cos6)p(r’) (4.28)

mit dem Lecenpre-Polynom Py (¢) = 252 - % Auf die Legenore-Polynome werden wir im ndchsten Abschnitt
und im Anhang C noch zuriickkommen.

Als Beispiel betrachten wir noch den gestreckten Quadrupol mit zwei Ladungen g an den Orten +ae, und einer
Ladung —2q am Ursprung. Wir finden Q = 2qa2. Die einzelnen Ladungen tragen zum Quadrupolpotential

1.3x2—r2 1.3y2-r2 2.32-r2 QPy(cos6)
o(r) = -2 -2 3 :
") 3Q 2r5 3 T 3Q 2r5 r3

(4.29)

bei.

4.e Energie, Kraft und Drehmoment auf einen Multipol im &uRReren Feld

Eine Ladungsverteilung p(r), die um den Ursprung lokalisiert sei, sei in einem duBeren elektrischen Potential
@4(r), das etwa von einer entfernten Ladungsverteilung p, erzeugt sei. Die Wechselwirkungsenergie betrégt
dann

U= fdsrp(r)d)a(r). (4.30)

Hier tritt kein Faktor 1/2 vor dem Integral auf, wie man es wegen (3.24) annehmen konnte, da zum Integral tiber
o(r)@4(r) noch ein zweiter Beitrag mit dem Integral Uber p4(r)®(r) hinzutritt, der noch einmal den gleichen
Beitrag liefert. Wir entwickeln nun das duRere Potential und erhalten fiir die Wechselwirkungsenergie

U

1
fdsrp(r) {(I)a(O) +IrVdyr—o + EX(,Xﬁ V“Vﬁq)aL:O + }

1 1
= qd)a(O) +p- V(Da|r:0 + E (Qa,ﬁ + 5(50{,‘; fdsrp(r)rz) V“Vﬁq)alrzo + ... (431)
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Der Beitrag proportional zum Integral iiber p(r)r? verschwindet, da V,V,®, = a®, = —4mpa(r) = 0, da sich
am Ursprung keine Ladungen befinden, die @, erzeugen. Damit bleibt fir das Wechselwirkungs-Potential

1
U = q(Da(O) - p . Ea(o) + EQQ’BVQVﬁq)a + ...

(4.32)

Wir kdnnen daraus zum Beispiel die potentielle Energie zweier Dipole, pp im Ursprung und p, bei rq bestim-

men. Der Dipol p, erzeugt das Potential

pa'(f—ro)'

) = "

Die Wechselwirkungsenergie ergibt sich dann zu (vgl. B.47)

Pa-Po  3(Pa-ro)(Pb - ro)
i :

Ua,b =Po- V(Da|r:0 = -

5
0 o

Die Kraft auf einen Dipol im Ursprung ergibt sich zu

K = f 63rp(r)Ear) = f 03p(r)(Ea(0) + X VoEalr—o + .) = GE&(0) + (p - grad)Ea(0) + ..

Das Drehmoment auf einen Dipol im Ursprung ergibt sich zu

M mech = fdsr’p(r’)r’ X Ea(r’) = p x Eq(0) + ...

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)
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5 Multipol-Entwicklung in Kugelkoordinaten

5.a Porsson-Gleichung in Kugelkoordinaten

Wir leiten zunadchst den Ausdruck fiir den
LapLace-Operator in Kugelkoordinaten

= rsingcos¢ (5.2)
y = rsingsing (5.2)
Z = rcosd (5.3)

her. Dabei beniitzen wir zunéchst nur, dass es
sich dabei um krummlinige Koordinaten handelt,
die sich unter rechtem Winkel schneiden, so dass
wir

dr = gredr + gyeydo + ggesde (5.4)

schreiben kdnnen, wobei die e, & und e, eine
orthonormierte ortsabh@ngige Basis bilden. Man
findet leicht, dass

=1 go=r, gp=rsind. (5.5)
Das Volumenelement ist gegeben durch
d3r = g,drgedeg,de = r’dr sin 6dadg = r2drdQ (5.6)

mit dem Raumwinkelelement
dQ = sin 6dode. (5.7)

5.a.a Der Gradient

Zur Berechnung des Gradienten betrachten wir das Differential einer Funktion ®(r)

E L )
d(r) = 5 dr+ Sode + 20 do, (5.8)

die mit (grad @) - dr Ubereinstimmen muss. Aus der Entwicklung des Vektorfeldes in seine Komponenten

grad ® = (grad @), & + (grad ®),e + (grad ®)4e, (5.9
und (5.4) folgt dann
dd(r) = (grad @),g,dr + (grad ®),g,d6 + (grad @),9,de, (5.10)
woraus wir
100 100 100
rad ), = ——, rad ®)g = — —, rad®);, = —— 5.11
(grad @), o or (grad @), 0 90 (grad @), 0 9% (5.11)

fiir die Komponenten des Gradienten erhalten.
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5.ap DieDivergenz

Zur Berechnung der Divergenz verwenden wir den Gaussschen Satz (B.59). Wir integrieren die Divergenz von
A(r) Uber ein Volumen begrenzt durch die Koordinatenr, r + Ar, 6,0 + A9, ¢, ¢ + Ag. Wir erhalten

fd3rdivA = fgrgeg¢divAdrd9d¢
:fA.df fggdeg¢d¢Ar|:+Ar+fgrdrg¢d¢Ag|z+M+fgrdrged9A¢|z+A¢

f [% (909sA ) + %(gr%Aa) + % (grggA¢)] drdgde (5.12)

Da die Identitat fur beliebig kleine Volumina zutrifft, missen die Integranden auf der rechten Seite der ersten
Zeile und auf der dritten Zeile Uibereinstimmen. Daraus folgt

. 1 0 0 0
divA(r) = — | = A+ — Ag)+ — As)l- 5.13
(r) 09000 [ar (9090Ar) 5 (9r90A) 99 (9rgs ¢)} (5.13)
5.a.y Der LarLace-Operator
Durch Bildung von A® = div grad @ erhalten wir schlieRlich
1 d (909 aq)) 4] (grg¢ 6(1)) 0 (grge 6(1))]

AD(r) = — — |+ = — |+ = —1|. 5.14
) 0r9¢9s [6r( g ar) 00\ gy 00) 0P\ 9y 09 (.19

Diese Formel gilt noch generell fiir orthogonale krummlinige Koordinaten (wenn wir sie mit r, 8, ¢ bezeichnen).
Setzen wir nun die Werte fir g ein, so folgt fiir sphérische Koordinaten

192 1
AD = Fm(rq)) + EAQ(D, (515)
1 0,. 00 1 6°0
Ao = ——=(SINO0—) + ————. 5.16
o sm969( 69) " sin?g 0¢? (5.16)

Der Operator aq wirkt nur auf die beiden Winkel 6 und ¢, aber nicht auf den Abstand r. Er wird auch LaprLace-
Operator auf der Kugel genannt.

5.b Kugelflachenfunktionen

Wie wir im Anhang C néaher ausfiihren, gibt es einen vollstandigen Satz orthonormierter Funktionen Y (6, ¢),
1=0,1,2,...m=—I,-1+1, .., die der Gleichung

AaYim(8, ¢) = =I(I + 1)Yim(6, 4) (5.17)

geniigen. Diese heiBen Kugelflachenfunktionen. Vollstandigkeit heif3t: Ist f (6, ¢) auf der Kugel differenzierbar
und sind die Ableitungen beschrénkt, so lasst sich (0, ¢) darstellen als konvergente Summe

£0.9) = > fim¥im(©, 9). (5.18)
m
Daher fiihren wir jetzt die entsprechende Entwicklung fiir ®(r) und p(r) durch
o) = Bim(r)Vim(6. ), (5.19)
m
p(r) =

D An()Yim(6. 9). (5.20)
I,m
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Die Kugelflachenfunktionen sind orthonormal, das heif3t, das Integral Giber den Raumwinkel ergibt
f dQY;' (6, #)Yr m (6, ¢) = f de sin6daY,' (6, §)Yr.m (6, #) = 611 Smm- (5.21)

Diese Orthogonalitétsbeziehung kénnen wir zur Berechnung der & und 4 verwenden

f dg sinadeY,’ (6, #)o(r) Z o (r) f de sin 0deY/' (6, #)Yr (6, #)
I,y
= prmO8vomm = pum(r). (5.22)
I,

Wir geben hier einige der Kugelfldchenfunktionen an

1
Yool:¢) = yy (5.23)
Yi0(6,0) = ﬁﬁcose (5.24)

Y1:106,0) = ¢‘\/%Sin9eii¢ (5.25)

5(3 , 1
Yo0(0,0) = I (5 cos“ 0 — 5) (5.26)

15 N
Yo:1(6.0) = F g Sin 6 cos fe*'? (5.27)

1 /15 . ;
Yo.0(0,¢) = 2 —i sin? ge*??, (5.28)
Allgemein ist

20+ 1 (1—-m)! ;

Yi.m(6, ¢) = i E|+m;'P,’“(cose)e'm¢ (5.29)

mit den zugeordneten LeGenore-Funktionen

m (_ m 2\m/2 d|+m 2 |

P = W(l &) W(f -1). (5.30)
Generell ist Y, das Produkt aus (sin 6)™e'™ und einem Polynom der Ordnung | — [m| in cos 6. Je nachdem, ob
| — |m| gerade oder ungerade ist, handelt es sich dabei um ein gerades oder ungerades Polynom in cos 6. Es gilt

die Symmetrie-Beziehung
Yi-m(0, 8) = (=)™Y1n (6, ). (5.31)

5.c Radialgleichung und Multipol-Momente

Unter Verwendung der Entwicklung von @ und p nach den Kugelflichenfunktionen lautet die Poisson-
Gleichung nun

2
500 = 3 7 g @) - 0000 Y00, 0) = -7 3 Vim0, (532)
I,m I,m

Durch Gleichsetzen der Koeffizienten von Y, m, erhalten wir die Radialgleichungen

D611 = i), (539

9 2 - ’
Diim(r) + ~ D () =

m
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Die Ldsung der homogenen Gleichung lautet
(1) = Ayt + byt (5.34)

Fir die inhomogene Gleichung macht man nun wie tiblich den Ansatz (ich lasse im Moment die Indices | und
m weg.)

@ = a(n)r' +b(r)r'. (5.35)
Dann folgt )
o =a'(nr +b'(Nr' T+ lanr' ™t - (1 + 1)b(r)r 2. (5.36)
Wir fordern nun wie iblich
anr+b'(nr'-t=0 (5.37)
und erhalten dann fiir die zweite Ableitung
O =la’'(Nr't — (1 + D/ (Nr "2+ 1(1 - Da(r)r'2 + (1 + 1)(1 + 2)b(r)r'-3. (5.38)

Setzen wir diese Ausdriicke in die Radialgleichung ein, so heben sich die Anteile, die a und b ohne Ableitung
enthalten, weg. Es bleibt

la’ (Nt — (1 + Db’ (r =2 = —4np, (5.39)
Aus den Gleichungen (5.37) und (5.39) folgt dann durch Auflésen nach a’ und b’
day m(r) 4 R
ar = et Al (5.40)
dby m(r 4T ioa
'J:( ) _ ST 1r' 25 m(r). (5.41)
Wir integrieren nun die Gleichungen
— 11-1 ~
) = g [ AT ) (5.42)
_ An /|+2"
bim(r) = 2I+lj(; dr’'r m(r). (5.43)

Addieren wir eine Konstante zu a;m(r), so ist dies auch eine Losung der Poisson-Gleichung, da r'Y| (6, ¢)
homogene Ldsung der Poisson-Gleichung ist. Wir wiinschen aber eine Lésung, die fiir groRes r abféllt. Daher
wadhlen wir ajm(c0) = 0. Addieren wir eine Konstante zu b m, so ist das eine Lésung furr # 0. Furr = 0
hingegen erhélt man eine Singularitét, die die Poisson-Gleichung nicht erfiillt. Daher muss man b, m(0) = 0
setzen.

Wir kdnnen nun die Entwicklungs-Koeffizienten p| m, einsetzen und erhalten

arm(r)

seg [ @) (5.44)

bl,m(r)

3,7/l v
Y 4
el B R R ) (5.45)
Wir kdnnen nun die Ausdriicke flr ajm und by m in (5.19) und (5.35) einsetzen. Die r- und r’-Abhéngigkeit
ergibt sich fiir r < r’ aus dem a-Term zu r'/r'™** und fiir r > r’ aus dem b-Term zu r’'/r'*1. Dies fasst man
zusammen, indem man mit r.. den groferen, mit r. den kleineren der beiden Radien r und r’ bezeichnet. Dann
folgt

o(r) = 2H1 f&,dmmm'wmw) (546)

Istp(r’) = 0 firr’ > R, dann folgt fur r>R

r|+1

2 Y (6,
<1>(r)=%; ZI_J:lQI,m . ¢) (5.47)
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— 4n 37 o\ * Y ’
m= ,/mfd rrY (@, ¢")o(r’). (5.48)

Fur I = 0 erhalten wir das "Monopolmoment” Ladung, fur | = 1 haben wir die Komponenten des Dipol-
Moments, fiir | = 2 die Komponenten des Quadrupolmoments. Speziell fir m = 0 hat man

Van f d®r’ \/Ip(r’) =q (5.49)

mit den Multipolmomenten

Joo =
Quo = \/Hfd3 \/7r cos& p(r’) = fd?‘r Zp(r') = p; (5.50)
Qo = \/H [ e \/7 o080 - o) = [ G220 = 30m (65D

5.d Punktladung am Ort r’, zylindersymmetrische Ladungsverteilung

Wir betrachten jetzt noch den Fall einer Punktladung g am Ort r’. Wir kénnen ausgehen von dem bekannten
Potential

q q
O(r) = = . 5.52
) Ir=r'l \r2+r2-2rr" cosy (552

Dabei ist ¢ der Winkel zwischen r und r’. Wir entwickeln nun nach r_/r.

q
o(r) = = — Pi(cosy). (5.53)
r>\/1+([—§)2—2:—§cosw Zol |>l

Dabei bezeichnet man P, (£) als Lecenore-Polynome. Fir cosy = +1 sieht man sofort aus der Entwicklung von
1/(r> ¥ r.), dass P;(1) = 1 und Pi(-1) = (=)' gilt.
Wir kénnen andererseits auch mit (5.46) arbeiten und finden

o0 | 4 |
(r) = q.Z o Z. Yim(6, )Y, (@ 9. (5.54)
=0 '> m=—

Durch Vergleich findet man das Additionstheorem fiir Kugelflachenfunktionen

Pi(cosy) = Z Yim(6, 8)Yi (8. 8), (5.55)

wobei sich der Winkel ¢ zwischen r und r’ ausdriicken I&sst durch r - r” = rr’ cosy und unter Verwendung von
(5.1-5.3)
cosy = cosHcosd +sindsing cos(¢p — ¢’). (5.56)

Wir betrachten jetzt noch den Spezialfall 9’ = 0, das heit = 6. Dann verschwinden alle Y| (¢, ¢) wegen der
Faktoren sin@ aulRer denen fiir m = 0 und das Additions-Theorem reduziert sich auf

Pi(cosh) = 4 T 0(0)Y10(0) = PY(cos 6)PP(L). (5.57)

Aus der Darstellung (5.30) P°(§) 1/(2'I')d'(§2 1)'/d¢" folgt fiir £ = 1 und Zerlegen (¢2-1)' = (¢ +1)' (- 1)'
das Ergebnis P(1) = [(£ + 1) /2'N¢=1[d"(& - 1)!/dé'/1N]e=1 = 1. Damit haben wir gefunden, dass

PP(&) = Pi(¢) (5.58)
gilt.
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Speziell fur zylindersymmetrische Verteilungen p(r), die also nur von r und 8, aber nicht von ¢ abhangen, gilt

dann P\(cos )
cos
q>(r)=z|: 'r,ﬂ Gio (5.59)
mit den Momenten
Qo = fd3r’r"P|(cose’)p(r’). (5.60)

Alle Momente mit m # 0 verschwinden fiir die zylindersymmetrische Verteilung.

Aufgabe Berechnen Sie aus (5.1) bis (5.5) die Vektoren e;, & und e, und priifen Sie nach, dass diese ein
Orthonormalsystem bilden.

Aufgabe Berechnen Sie mit Hilfe des Satzes von Stokes (B.56) die Rotation in Kugelkoordinaten.

Aufgabe Berechnen Sie fiir Zylinderkoordinaten x = pcos¢, y = psin¢ und z die metrischen Faktoren g, g,
und gz, das Volumenelement und Gradient und Divergenz.
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6 ElektrischesFeld in Materie

6.a Polarisation und dielektrische Verschiebung

Die bisher aufgestellten Feldgleichungen gelten auch in Materie. Auf ein duBeres elektrisches Feld reagiert die
Materie im allgemeinen durch Polarisation. Die Elektronen verschieben sich gegeniiber den Kernen, wodurch
Dipole entstehen, oder bereits existierende Dipole von Molekiilen oder Molekilgruppen richten sich gegen die
thermische Bewegung aus. Ein elektrisches Feld bewirkt also die Verschiebung von Ladungen g; vom Ort r;
zum Ort ri + &, das heif8t Dipole p; = gia werden induziert. Man erhdlt die Ladungsverteilung der Polarisa-
tionsladungen (4.22)

pp(r) = - Z pi - grad83(r — ry). (6.1)
i
Fiihren wir eine Dipolmomentdichte P ein, die man als Polarisation bezeichnet,

P(r) = %, (6.2)

wobei Y p; die Summe der Dipolmomente in einem infinitesimalen Volumen AV ist, so folgt

op(r) = - fd3r’P(r’) - grad&3(r —r’) = —div (f d*r'P(r)s3(r - r’)) = —divP(r). (6.3)

Wir veranschaulichen diese Gleichung. Wir

gehen aus von einem Festkorper, in dem sich p unpolarisiert
(auf einer Skala groR gegen den Atomab- Plonen X

stand) die Ladungen der lonen und Elektro- Peietronen

nen kompensieren (oberste Figur).Legt man o

ein Feld E an, so verschieben sich die Elek- p polarisiert
tronen gegeniber den lonen (zweite Figur). X

Im Inneren hat man Ladungskompensa- — E py <0 a<0
tion. Nur am Rand bleiben Netto-Ladungen =

ubrig. Im dritten Bild ist die Polarisation P=p, a

P = pga aufgezeichnet, wobei diese am ﬂ e)'(

Rand stetig ausgeschmiert wurde.Im letzten

Bild ist die Ableitung —dP/dx aufgetragen. dpP

Man sieht, dass diese mit der des zweiten = —— L X

Bilds ibereinstimmt. dx —U

Damit setzt sich die Ladungsdichte o zusammen aus einer freibeweglichen Ladungsdichte ps und der
Polarisations-Ladungsdichte pp (erstere kann zum Beispiel die Ladungsdichte sein, die auf eine Kondensator-
platte aufgebracht wird)

p(r) = pr(r) + pp(r) = pr(r) — divP(r). (6.4)
Damit fuihrt man in der MaxwerLgleichung
div E(r) = 4mp(r) = 4mps(r) — 4ndiv P(r) (6.5)
die dielektrische Verschiebung D ein
D(r) = E(r) + 4xP(r), (6.6)
S0 dass
divD(r) = 4mps(r) (6.7)

gilt. Fur den Fluss der dielektrischen Verschiebung durch die Oberflache eines Volumens erhélt man dann die
freibewegliche Ladung gs(V) in diesem Volumen

f df - D(r) = dmgy (V). (6.8)
ov
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Fur viele Substanzen sind bei nicht zu groRer Feldstérke P und E in guter N&herung proportional

P(r) = xeE(r)  xe elektrische Suszeptibilitét (6.9)
D(r) = €E(r) € (relative) Dielektrizitdtskonstante (6.10)
€ =1+ 4mye. (6.11)

xe und e sind Tensoren fiir anisotrope Materialien, sonst Skalare. Bei Ferroelektrika ist P bereits fiir E = Ovon 0
verschieden. Allerdings ist die Polarisationsladung meist durch Oberflachenladungen kompensiert. Doch wird
sie offensichtlich, wenn die Polarisation durch duRere Anderungen verandert wird, zum Beispiel durch Druck
beim Quarz (Piezoelektrizitat) oder Temperaturverdnderung.

Im Gaussschen System sind die Dimensionen von D, E und P {ibereinstimmend dyn/2 cm~1. Im SI-System wird
aber E in V/m, D und P in As/m? gemessen. Da das SI-System ein rationales MaRsystem ist, das Gausssche ein
irrationales, unterscheiden sich die Umrechnungsfaktor fiir D und P um 4x. Dementsprechend unterscheiden
sich auch die ye in beiden Systemen um einen Faktor 4;t. Dagegen sind die relativen Dielektrizitatskonstanten
€ identisch. Genaueres findet sich im Anhang A.

6.b Grenzflachen zwischen Dielektrika

Wir betrachten nun die Grenzflache zwischen zwei Dielektrika oder Dielektrikum und Vakuum. Aus der
Maxwerrgleichung rotE = O folgt, dass die Komponenten des elektrischen Feldes tangential zur Grenzfla-
che in beiden Dielektrika ibereinstimmen

Eit = Ear. (6.12)

Um dies zu sehen, muss man nur ein Linienintegral §dr - E(r), das parallel zur Grenzflache in einem Dielek-
trikum hin, im anderen zurtickfuihrt, ausfiihren und in das Flachenintegral fdf - rotE(r) = 0 uberfiihren. Man
sieht dann, dass das Linienintegral verschwindet. Sind die Integrationswege in den beiden Dielektrika infi-
nitesimal benachbart, so folgt, da das fir beliebige Wege qilt, dass E; in beiden Dielektrika Ubereinstimmen
muss.

Andererseits kdnnen wir ein ”"Gausssche Dose” einfiihren, deren Deckflache infinitesimal von der Grenzflache
entfernt in einem Dielektrikum und deren Grundflache ebenfalls infinitesimal von der Grenzflache im anderen
Dielektrikum verlauft. Sind auf der Grenzflache keine freibeweglichen Ladungen, so gilt fv d3rdivD = 0, was

dazu fiihrt, dass man auf der Oberflache fdf - D = 0 hat. Riickt man die Oberflache nun an die Grenzflache
heran, so folgt die Stetigkeit der Normalkomponenten von D

Dl,n = DZ,n- (613) Dz
SchlieRt das elektrische Feld (in isotropen Dielektrika) mit der D,
Flachennormalen die Winkel @3 und a; ein, so gilt E 5
) ) E ap | B az
Eisinay = Ejzsinaz (6.14) 5 5
Dicosa; = Dycosay (6.15) n n
tanay _ tan a’zl (616) 81 82
€1 €

Wir betrachten jetzt einen Hohlraum im Dielektrikum. Ist der Hohlraum sehr diinn in Richtung des Feldes (a)
und in beiden dazu senkrechten Richtungen vergleichsweise sehr ausgedehnt, dann stimmt die dielektrische
Verschiebung D im Hohlraum und im Dielektrikum tberein.
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Handelt es sich dabei um einen sehr langgestreck-

ten Hohlraum in Richtung des Feldes (b), so muss

der Abfall des Potentials in dieser langgestreckten

Richtung ubereinstimmen, so dass im Inneren und

im AuBeren des Hohlraums das elektrische Feld E ]
ibereinstimmt.Daneben treten vor allem an den Randern b €
auch Streufelder auf. Es ist fur Ellipsoide moglich, das
Feld im Innern eines Hohlraums exakt zu berechnen.
Siehe zum Beispiel im Buch von Becker und SAUTER.
Das Feld im Inneren des Ellipsoids ist homogen. Fir die
Kugel fiihren wir die Berechnung anschlieBend durch.

o)

6.c Dielektrische Kugel im homogenen elektrischen Feld

Wir betrachten eine dielektrische Kugel mit Radius R und Dielek-

trizitdtskonstante e, die in ein anderes Dielektrikum mit Dielek-

trizitatskonstante e; eingebettet ist. Im Dielektrikum 1 herrsche in sehr R
grofer Entfernung ein homogenes Feld €

E(r)=E1=Eje, r>R. (6.17)
Daraus folgt das Potential
®O(r)=-E;-r = —-Ejrcosd r>R. (6.18)
Da cos 6 das Legenbre-Polynom P1(cos 6) ist, fiihrt der Ansatz
@(r) = f(r)cosd (6.19)
zum Erfolg. Die Lésung der homogenen Poisson-Gleichung A(f(r) cos ) = 0 ist eine Linearkombination (5.34)

aus f(r) = r (homogenes Feld) und f(r) = 1/r? (Dipolfeld). Da am Ursprung kein makroskopischer Dipol sitzt,
kdnnen wir ansetzen

_ —Eor r<R
®(r) = cosg - { _Eyr+p/r2 r=R (6.20)
An der Grenzfldche gilt (R + 0) = ®(R — 0), was identisch ist mit E;; = E»; und auf
p
—-EiR+ R% = -E2R (6.21)
fiihrt. Die Bedingung Dy, = Dy, filhrt mit D, = —€%2 auf
2
a(E1+ R—g) - &F,. (6.22)
Aus diesen beiden Gleichungen erhélt man
361
E, = E 2
2 € + 26]_ ! (6 3)
€ — € 3
= ——=R°E;. 6.24
P € + 261 ! ( )
Speziell fir die dielektrische Kugel (e, = €) im Vakuum (e; = 1) folgt
Ere — Ey. p="lroE, (6.25)

2+€ €e+2
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Die Polarisation im Inneren der Kugel bewirkt eine Verdnderung des mittleren elektrischen Felds um

1-¢€ 4r
5 Eie=——2P. (6.26)

Fir eine Hohlkugel (e2 = 1) im Dielektrikum (e1 = €) erhdlt man dagegen

Ex-Ei1=

3e
E,= Ey. 6.27
27 Ty2et (6.27)

6.d Dielektrizitatskonstante nach Crausius und MossorTt

Craustus und Mossorrr leiten die Dielektrizitdtskonstante aus der Polarisierbarkeit & der Molekiile (Atome) wie
folgt her: Im Feld E¢ ist das mittlere Dipolmoment

P = aEes. (6.28)
Bei einer Dichte der Dipole (Atome) n ergibt sich die Polarisation
P =np = naEg;. (6.29)

Wir missen daher das effektive Feld E¢¢ bestimmen, das auf den Dipol wirkt.
Dazu schneiden wir eine Kugel vom Radius R aus der Materie um den Dipol heraus. Diese Dipole erzeugen,
wie wir am Beispiel der dielektrischen Kugel im Vakuum aus (6.26) sehen, ein mittleres Feld

— 4

Ep=Ey—E; = —?”P. (6.30)
Dieses Feld fehlt nach dem Herausschneiden der Kugel. Dafir ist das schnell verédnderliche Feld der einzelnen
Dipole innerhalb der Kugel zu addieren (mit Ausnahme des Dipols, an dessen Stelle das Feld bestimmt werden
soll)

— —pir? +3(p.r)rI

Eqt=E-Ep+ ) ———— 6.31
o p Z r5 (6.31)
Die Summe hédngt von der Anordnung der Dipole (Kristallstruktur) ab. Falls die Dipole auf einem kubischen
Gitter sitzen, verschwindet die Summe, denn die Beitrdge aus

Zeapﬁz "‘*r + iy (6.32)

heben sich fiir @ # 8 weg, wenn man die Beitrdge jeweils fur x, und —x, zusammenfasst, die fiir @ = 3, wenn
man die drei Beitrdge, die man durch zyklisches Permutieren der drei Komponenten erhélt, zusammenfasst.
Damit bleibt fur ein kubisches Gitter

4 4
XoE = P = NaEer = na(E + 5P) = na(l + T xo)E, (6.33)

woraus die Beziehung von Crausius (1850) und Mossorti (1879)

na 0der4nn _e-1
1- 3 ¢ T ev2

Xe = (6.34)

folgt.



7 Elektrizit'at auf Leitern 27

7 Elektrizitat auf Letern

7.a Elektrische Leiter

Innerhalb eines Leiters ist das elektrische Feld E = 0, da ein von Null verschiedenes Feld sofort die Ladungen
verschieben wiirde. Das Potential ist daher in jedem Leiter konstant. Fir den Leiter #i gilt daher ®(r) = ©;.
Aulerhalb der Leiter ist der Potentialverlauf durch die Poisson-Gleichung gegeben

AD(r) = —4mp(r) oder div (e(r) grad @(r)) = —4mps(r). (7.2)

7.a.« Randbedingungen an der Leiteroberflache

An der Leiteroberfliche hat man ein konstantes Potential (auch auf der Seite des Dielektrikums). Daher
verschwinden die Komponenten von E tangential zur Oberflache

Ei(r) =0, (7.2)
n

Auf der Leiteroberflache befinden sich in der Regel Influenzladungen. Wir beze-
ichnen die Oberflachenladungsdichte mit o-(r). Leiter
Bei Integration Uber ein Stiick der Oberflache folgt dann

fdf -Ea(r) = 4nq = 4nfdf0'(r). (7.3)
Daher gilt fur die Feldstérke E, an der Oberfldche im AuRRenraum

[
Ea(r) = 4no(r)n, _66_n = 4qo(r). (7.4)

Im allgemeinen wird sich die Ladungsdichte o- an der Oberfldche zusammensetzen aus der freibeweglichen o
auf der Leiteroberflache und der Polarisationsladungsdichte o-p auf dem Dielektrikum o-(r) = o4(r) + op(r) mit

Da(r) = 4mos(r)n, (7.5)

woraus dann mit D = €E 1
ot = e(ot + op), 0'P=(E_1)0'f (7.6)

folgt.

7.aB Kraftauf Leiter (im Vakuum)

Zunéchst kdnnte man vermuten, die Kraft sei gegeben durch fdeao-(r). Dies ist aber falsch. Denn genau so
kdnnte man argumentieren, man miisse das Feld im Leiter E; = O einsetzen. Die Wahrheit liegt in der Mitte.
Dies erkennt man, wenn man davon ausgeht, dass die Ladung nicht exakt auf der Oberflache sitzt, sondern tiber
eine Schichtdicke | verschmiert ist. Nehmen wir an innerhalb einer Schicht der Dicke a befindet sich die Ladung
s(@)o(r)df mit s(0) = 0 und s(l) = 1, dann wirkt in der Tiefe a die Feldstérke E;(r — an) = (1 — s(a))Ea(r), da
der Bruchteil s(a) bereits abgeschirmt ist. Mit p(r — an) = s’(a)o(r) folgt dann

|
K= fdf dap(r —an)E(r —an) = fdfo-(r)Ea(r)f das’(a)(1 - s(a)). 7.7)
0
Das Integral Uiber a ergibt (s(a) — sz(a)/2)|{) = 1/2, so dass wir schliefflich die Kraft

K = %fdfo-(r)Ea(r) (7.8)

erhalten.
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7.b Kapazitaten

Wir betrachten jetzt mehrere Leiter eingebettet in das VVakuum oder in Dielektrika. AuBerhalb der Leiter seien
keine freibeweglichen Ladungsdichten, p; = 0. Die elektrischen Potentiale ®; der Leiter #i seien vorgegeben.
Gesucht sind die freibeweglichen Ladungen q; auf den Leitern. Da die MaxweLL-Gleichungen linear sind (und
wir annehmen, dass lineare Beziehungen D = €E bestehen), kdnnen wir das Potential als Superposition von
Ldsungen P; schreiben

D) = " o). (7.9)
i
Dabei ist W; die Losung, die auf dem Leiter #i den Wert 1, auf den anderen den Wert 0 annimmt
Yi(r) =6i; r e Leiterj. (7.10)
Die Ladung auf dem Leiter #i ist dann gegeben durch

1

a0
= fe 22
i Je 9"

gi = a= zj:Ci’j(Dj (7.11)

mit den Kapazitatskoeffizienten
izt [ are 2 (7.12)
N T fFi “on | '

a

Im Gaussschen MaRsystem hat die Kapazitét die Dimension Ladung/Spannung = L&nge. Die Umrechnung in
das SI-System geschieht mit dem Faktor 4mep, S0 dass 1 cm = 1/9 - 107 As/V = 10/9 pF (Picofarad).
Die elektrostatische Energie ergibt sich aus

du = Z(Didqi = Z ®,C; ;dD;, (7.13)
i 0
das heif3t
(%Jj = Zci,jcbi, (7.14)
6;?;(1)] =Ci = % =Cji (7.15)
U= %%:Ci,iq)iq)j = % >, @il (7.16)

Als Beispiel betrachten wir den Kugelkondensator. Zwei konzentrische
leitende Kugeln mit Radien ry, rp, wobei r; < ry, seien mit den Ladun-

gen gy und g belegt. Der Auflenraum sei Vakuum. Zwischen den &
beiden Kugeln sei ein Dielektrikum mit Dielektrizitdtskonstante €. Im
Aulenraum gilt dann

o(r) = qlquz F>r (7.17) r
Im Raum zwischen den beiden Kugeln hat man einen Abfall des Po-
tentials der Form qy/(er). Da das Potential bei r = r; stetig sein muss,
folgt

or=2_G Bth oy, (7.18)

er ers I

In der kleineren Kugel ist das Potential konstant.
or=-_S Jmre (7.19)

erp ery )



7 Elektrizit'at auf Leitern 29

Daraus errechnen sich dann die Ladungen als Funktion der Potentiale ®; = ®(r;)

€rqr

01 = ) (7.20)
h—rs

g2 = €nre ((I)Z — (I)l) + rzq)z, (721)
—rs

aus denen man die Kapazitétskoeffizienten unmittelbar ablesen kann. Falls das System neutral ist g = q1 = -0,
kann man q durch die Potentialdifferenz ausdriicken

q=C(d1- D) (7.22)

und bezeichnet C als die Kapazitat. Fir den Kugelkondensator finden wir @, = 0 und @1 = (2 - 1), woraus

r
die Kapazitat '
_ e€riro

B —rg

(7.23)

folgt.

Fir eine einzelne Kugel kdnnen wir r, gegen oo gehen lassen und finden C = er;.

Den Plattenkondensator mit Plattenabstand d erhalten wir, indem wir r, = r; + d setzen und dann grof3es ry

betrachten. Wir finden ) ,
- (ri+nd)e A4nrie

T =g (i+ d )- (7.24)

4 4mrg

was fir groRe ry gegen & mit der Fliche F geht. Daher erhélt man fiir den Plattenkonden-

4nd
sator
eF

= Ind

Eine andere Uberlegung ist die Folgende: Die Ladung q erzeugt einen Fluss DF = 4nq.
Daher ist die Potentialdifferenz zwischen den beiden Platten ® = %d = “SLF"q, woraus C =
q/¢ = fTFd folgt. Man beachte, dass wir hier mit q die freibewegliche Ladung bezeichnet

haben.

(7.25)

7.c Influenzladungen

Halten wir die Potentiale der Leiter auf 0, ®; = 0 und haben wir eine freibewegliche Ladung g’ am Ort r’, so
beschreiben wir das Potential
o(r) =G(r,r')q’ (7.26)

mit der Greenschen Funktion G. Offensichtlich gentigt diese der Gleichung
V(e(r)VG(r,r")) = —4ns3(r —r’) (7.27)

fuir r auBerhalb der Leiter. Fur r auf den Leiteroberflachen ist G(r,r”) = 0. Fir eine Ladungsverteilung ps(r’)
aulerhalb der Leiter gilt dann nach dem Superpositionsprinzip

o(r) = fdsr'G(r,r’)pf(r') + Z(I)i\}‘i(r), (7.28)

wobei wir jetzt angenommen haben, dass die Leiter auf den Potentialen @; liegen.
Wir zeigen nun, dass die Greensche Funktion symmetrisch ist, G(r,r’) = G(r’,r). Zum Beweis gehen wir aus
vom Integral Uber die Leiteroberflachen

fdf” AG(r”, Ne(r)V'G(r”,r")y —e(r)[V'G(r”,r)]G(r",r")} =0, (7.29)

da G auf den Leiteroberflachen verschwindet. Das Flachenelement df”” weise in die Leiter. Wir erstrecken das
Integral auch tiber eine Kugel vom Radius R, die alle Leiter einschlieft. Wegen G ~ 1/R und VG ~ 1/R?
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verschwindet das Oberflachenintegral fiir R — co. Die Anwendung des Gaussschen Satzes liefert

fd3r”{G(r”, NV Te(r)V'G(r”,r")] - V' [e(r")V'G(”, NG, r")} (7.30)
= —4n fdsr”{G(r”, NS —r') =83 —r)G(r”,r’)} (7.31)
= —4x(G(r',r) - G(r,r")) =0. (7.32)

Wir betrachten nun einige Beispiele:

7.c.a Leiterfreier Raum

Im leiterfreien Raum mit konstanter Dielektrizitatskonstante e gilt

1
G(r,r’) = . 7.33
)= o (7.33)
7.c3 Leitende Ebene
Fur eine leitende Ebene z = 0 (e = 1) 16st man das Problem durch eine Spiegel- '
ladung. Befindet sich die gegebene Ladung g’ am Ort r’ = (X’,y’,Z’), so denke q
man sich eine zweite Ladung —q’ am Ort r” = (X',y’,-2"). Diese kompensiert
gerade das Potential an der Leiteroberfldche. Es folgt _—
(1) = =~ fursignz = signz/ (7.34) o
T 0 fir signz = —signz’. ' <

Als néchstes betrachten wir die Kraft, die auf die Ladung q’ wirkt. Das Potential ist ®(r) = G(r,r’)q’. Dabei ist
der Anteil g’/|r — r’| das Potential von q’ selbst, das auf g’ keine Kraft ausiibt. Der zweite Beitrag —q’/|r —r”’|
riihrt dagegen von den Influenz-Ladungen auf der Metallebene her und bewirkt die Kraft

_q/ ~ _q/ZGZ
Ir—r”| 472

K =-q'grad signz’. (7.35)

Weiter bestimmen wir die Influenz-Ladung auf der Platte. Bei z = 0 haben wir 4xsignz’e,o(r) = E(r) =

o' 55 — O - Daraus ergibt sich die Oberflachenladungsdichte

q |Z’|

olr) = " 2n VX=X + (y—y)2+ 228

(7.36)

Mit df = md(x? + y?) folgt dann

r157 00 2 2 72
fdfo—(r):—q'zz'fZz doC+y +27) o (7.37)

(2 +y2 + 22)312

Die Kraft auf die Platte errechnet sich zu

1 A4 dx®+y*+7%) g% .
K= > fde(r)o-(r) = e Y277~ 122 signz’. (7.38)




7 Elektrizit'at auf Leitern 31

7.cy LetendeKugel

Wir betrachten eine Ladung g’ am Ort r” in Gegenwart einer leitenden
Kugel mit Radius R und Mittelpunkt im Ursprung. Es gibt dann einen
Vektor r”, so dass das Verhéltnis der Abstédnde von allen Punkten R
der Kugeloberflache von r” und r”” konstant ist. ES sei

a®:=(R-r")* = R*+r”?-2R.r" (7.39)
b>:=(R-r1')> = R*+r?-2R-r’ (7.40)

Diese Konstanz des Verhaltnisses der Abstande ist erfiillt firr’ || r”” und

RZ + r//2 r

—— = —. 7.41
RZ + r/2 r ( )
Dann gilt
1?7 14 RZ ’
RZ=rr" r” = el (7.42)
aZ r R2 r//2
TR (7.43)

F r r/2 RZ

Man findet damit ein konstantes Potential auf der Kugel mit der Ladung g’ am Ort r” und der Ladung q” =
—g’'R/r’ am Ort r”

1 R/’ . o ,

G(r.r) = { - B fir sign(r - R) = sign (1’ —R),

7.44
0 sonst. ( )

Mit diesem G verschwindet das Potential auf der Kugel. Fiir r’ > R tréagt sie die Ladung q” und fiir r’ < R die
Ladung —q’. Daher muss man flr eine neutrale Kugel zum Potential ® noch den Beitrag hinzufiigen, der von
einer gleichméaRig auf der Kugel verteilten Ladung —q”" beziehungsweise g’ herriihrt.
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8 Energie, Krafteund Spannungen im Dielektrikum

8.a Elektrostatische Energie
Bei Verschiebung der Ladungsdichten 6p = dps + dpp wird die elektrostatische Energie

oU = f Bropsd + f d*réppd (8.1)

zugefilhrt. Gleichzeitig sind in der Materie zusétzliche innere Potentiale ®; vorhanden, so dass die Polarisation
im Gleichgewicht ist, das heif3t

oU = f drépr @ + f d3répp(® + ;). (8.2)

Diese Potentiale miissen so beschaffen sein, dass U = 0 fiir eine Variation der Polarisation gilt, damit die
Polarisationen im Gleichgewicht sind
O+ @ =0. (8.3)

Diese Uberlegungen gelten bei adiabatisch gefiihrten Prozessen und unter der Bedingung, dass keine mechani-
sche Energie zugefiihrt wird. Die Materie muss sich also in einem kraftefreien Zustand (Gleichgewicht k = 0)
befinden oder sie muss festgehalten werden. Damit folgt mit (B.62)

1 1 1
- 3 — 3¢ di - _ 3rsD - — 3rE .
oU = fd ropr @ = yp fd rdivéD @ yp fd réD - grad @ yp fd rE - ¢D, (8.4)

ghnlich zum materiefreien Fall (3.25). Damit gilt fiir die Energiedichte bei fester Massendichte p, (wir nehmen
hier an, dass auBBer dem elektrischen Feld nur die Massendichte die Energiedichte festlegt; tatsdchlich wird im
Allgemeinen der Verzerrungszustand wesentlich sein)

1
Falls D = €E, so folgt
u—u<p)+if(p)E-dE-u(p)+i<p)E2—u<p)+—D2 (8.6)
= Uo(Pm an €Om = Uo(Pm an m = UolPm 83‘[6(pm)’ .

da die Dielektrizitatskonstante im Allgemeinen von der Massendichte abhéngt.

8.b Kiraftdichte im isotropen Dielektrikum

Wir kdnnen die Kraftdichte in einem Dielektrikum bestimmen, indem wir die Massen und freibeweglichen
Ladungen von r nach r + §s(r) verschieben und die Energiednderung 6U bestimmen. Die dem System dabei
zugefilhrte Energie ist

oU = f d®r ka(r) - 6S(r), (8.7)

wobei k, die von auBen angreifende Kraftdichte ist. Im Gleichgewicht ist die entgegenwirkende innere elek-
trische und mechanische Kraftdichte k

k(r) = —ka(r), (8.8)
so dass
6U = —fd3r K(r) - 65(r) (8.9)
gelten muss. Wir bringen nun U auf diese Form
ou ou
oU = fd3r(6—D 6D + e D(Spm), u = u(D, pm). (8.10)
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Wegen du/dD = E/(4x) formen wir den ersten Term wie im vorhergehenden Abschnitt um in

oU = fdsr (cD(r)épf(r)+ 667”

] 5pm) . (8.11)

Aus der Kontinuitdtsgleichung dp/at = — div] leiten wir nun den Zusammenhang zwischen ép und §sher. Man
muss die Gleichung nur mit 6t multiplizieren und beriicksichtigen, dass j 6t = pvét = pdsgilt. Mit (dp/at)dt = 6p
erhalten wir

op = —div (pd9). (8.12)

Es folgt dann

U = - f & ((D(r) div (pr69) + 2 div (pmas))
(9pm
= fdsr ( grad ©(r)ps(r) + (grad :—u)pm(l’)) - 05(r), (8.13)
'Pm
wobei beim Ubergang zur letzten Zeile der Gausssche Satz (B.62) verwendet wurde. Daraus folgt

ou
() = OE) = po(r) arad ). (8.14)

'Pm

Der erste Beitrag ist die CouLoms-Kraft auf die freien Ladungstrdger. Den zweiten Beitrag formen wir noch
um. Wir setzen (8.6) u = Ug(om) + D?/(8me(om)). Dann ist

ou dup 1 _,d(l/e) dup 1 _, de
u _ Qo o -0 T p2€ 8.15
dpm dom 8m dom dom 8m  dom (8.15)

Der erste Term kann geschrieben werden
—pm grad % = —grad (pm% - uo) = —grad Po(om), (8.16)
dom dom

wobei wir verwenden, dass (dug/dom)gradpm = gradug. Hierbei ist Py der hydrostatische Druck der
Flussigkeit ohne elektrisches Feld

Kohydro = —grad Po(om(r)). (8.17)
Die auf das Volumen V wirkende hydrostatische Kraft kann dann umgeformt werden in ein Oberfldchenintegral
Ko=- f d3r grad Po(om(r)) = —f df Po(om(r)). (8.18)
\% ov
Dies ist eine Kraft, die auf die Oberflache 8V mit dem Druck Pg wirkt. Es bleibt noch der elektrostriktive Anteil
1 de 1 de 1

il E2—|= — E2pm— | - —E? 1

gfm grad ( dpm) . grad ( Om dpm) 8 grade, (8.19)

wobei (de/dpm) grad pm = grad e verwendet wurde. Insgesamt ergibt sich dann die Kraftdichte zu

B 1 _, de 1_,
k(r) = ps(r)E(r) + grad (—Po(pm) + SnE pmdpm) - SnE grade. (8.20)
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Anwendungen:
Dielektrische Flussigkeit zwischen zwei senkrechten Kondensator platten.

Um welche Héhe h steht die Flissigkeit zwischen den Kondensatorplatten hoher als im feldfreien Raum?
Wir fiihren dazu das Integral tiber einen geschlossenen Weg zwischen den Kondensatorplatten nach oben und
auBerhalb nach unten

9§k dr = SE grad (—P0+ %E :p‘;) dr — si E2grade - dr = %EZ(e— 1). (8.21)
Dabei verschwindet das Integral des Gradienten (iber den geschlossenen i

Weg, wihrend das Integral tiber E2 grad e nur etwas an den beiden Punk- O

ten ergibt, an denen der Integrationsweg durch die Flussigkeitsoberflache 1 :
tritt. Zusétzlich zu diesen Kréften kommt noch die Gravitationskraft. Beide
mussen sich die Waage halten

k + kgra\/ = O, (8'22)

also

E2(e-1)
h=——— 8.24
8omg (8.24)

woraus sich die Hohe

ergibt.
Dielektrische Flussigkeit zwischen zwei waagrechten K ondensator platten

Wie groB ist die Steighthe einer dielektrischen
Flussigkeit zwischen zwei horizontalen Konden-
satorplatten? Das Problem ldsst sich &hnlich 16-
sen wie zwischen zwei senkrechten Kondensator- !
platten.Allerdings ist es zweckmassig, die Umfor- N
mung

L2 orade = L D?grad (-
_SnE grade = 8nD grad(e) (8.25)

zu verwenden.
Hydrostatischer Druckunterschied an einer Grenzflache

Durch Integration durch die Grenzfliche vom Dielektrikum zur
Luft erhdlt man 1 a Luft

e i° Dieéktrikum

fk dr_fgrad( P0+—me2 de) dr — 8 E2grade-dr + — fDﬁgrad( )-dr. (8.26)

Daraus folgt der hydrostatische Druckunterschled auf beiden Seiten der Grenzflache

1 d 1
Poi(om) — Poa= = [pm=—E2 = (e - ))E? + (= - 1) (827)
8n dom €
Druckverlauf im praktisch inkompressiblen Dielektrikum
Aus 1 q
k + Kgrav = — grad (Po(om)) + pm grad (= E2-=—) — pmgrad (g2) = 0. (8.28)
8t dom

erhdlt man fir annghernd konstantes pn,

1 _, de
Po = pm(aE dp_m — gz) + const. (8.29)
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8.c MaxweLLscher Spannungstensor

Wir wollen nun die Kraftdichte k als Divergenz eines Tensors darstellen,
Ko = VgTop.

Hat man eine derartige Darstellung, so ist die auf ein Volumen V wirkende Kraft gegeben durch

K:fd3rk(r)=fd3reaVﬁTQﬁ=f dfs(e,Tap).
\Y oV
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(8.30)

(8.31)

Die auf das Volumen wirkende Kraft wird also dargestellt durch eine auf die Oberfldche wirkende Kraft. Wére
sie isotrop T,z = —Pdq g, SO wiirden wir von einem Druck sprechen, der auf die Oberflache einwirkt. Im hier
vorliegenden allgemeineren Fall spricht man von einem Spannungstensor T, da der Druck anisotrop sein kann

und Scherspannungen auftreten kénnen.
Zur Berechnung von T gehen wir aus von

Ko = prEo — pmVa (ﬂ) (8.32)
0pm
Wir formen um 1 1
piEa = 1-EaVDs = 5~ (Vs(EaDs) - (V4Ex)Dy) (8.33)
und verwenden VzE, = V,Eg wegen rotE = 0. Damit folgt
1 ou 1
ke = Vg(—EwDg) — pmVe | =— | — — D3V, Eg. 8.34
#(7-EaDp) —pm (6pm) 17 DpVaEs (8.34)
Nun ist aber 5 L 5 L
u u
v, |(u-pm— - =D -E| = —omV,— — —DzV,Eg, 8.35
U-—pm dom 4 ) Pm dpm _ 4n B B ( )
da du/0Dg = Eg/(4x). Damit folgt der Ausdruck flir den Spannungstensor
1 ou 1
Top = —E.D - pm=— — —D-E]. .
B An aYp + 60{,,8 (U Pm 6pm An ) (8 36)
Speziell mit u = ug(om) + D?/(8me(om)), (8.6) folgt
1 1 1 de
Tos = —E,D -P - —D-E+ —E%mn—|. 37
ap = g-Eapt 50#( o(om) o * 8 Pmdpm) (8.37)
Im Vakuum ergibt sich der MaxweLLsche Spannungstensor zu
1 Sap 2
Tep=-—E.Es— —FE~. 8.38
P an 7 8 (8.38)
Als Beispiel betrachten wir die elektrostatische Kraft auf ein
ebenes Stiick Metall der Flache F. Wir haben auszuwerten E
] Vakuum
I
1
0 Metall
K —fdf( Top) = iE(En)—inEZ FoLezge (8.39)
- B lap) =\ 37 8n "~ 8n ‘ '

Dies ist in Ubereinstimmung mit dem Ergebnis aus (7.8).
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In diesem Kapitel behandeln wir die Magnetostatik ausgehend von den Gleichungen, die fiir zeitunabhéngige
Strome am Anfang des Abschnittes (3.a) hergeleitet wurden.

9 Magnetische Induktion und Vektor potential

9.a AwmpERegesetz

Aus
rotB(r) = 4%] (r) (9.2)
folgt
fdf - rotB(r) = 4?75 fdf -j(r), 9.2)
was mit Hilfe des Stokesschen Satzes (B.56)
Sgdr B(r) = —I (9.3)

geschrieben werden kann. Das Linienintegral der magnetischen Induktion B {iber eine

geschlossene Kurve ergibt das 4st/c fache des Stromes | durch die Kurve. Dies ist das Am-
peEreSche Gesetz.Dabei gilt die Korkenzieher-Regel: Der Strom ist in die Richtung zu messen, Q
in die sich der Korkenzieher bei Drehung in die Richtung des Linienintegrals bewegt. I B

9.b Magnetischer Fluss

Als magnetischen Fluss ¥™ durch eine gerichtete Flache F bezeichnet man das Integral

= f df - B(r). (9.4)
F

Der magnetische Fluss hangt nur von der Berandung oF der Flache ab. Zum Beweis bilden wir die Differenz
des Flusses durch zwei Fldchen F1 und F, mit der gleichen Berandung und erhalten

-9 = df - B(r) - df B(r) = fdf B(r) = fd3r divB(r) = (9.5)
F1
mit Hilfe des Gaussschen Satzes (B.59) und divB(r) = 0.Dabei seien F; und F; in
die gleiche Richtung (zum Beispiel nach oben) orientiert. Die geschlossene Flache - Fl
F setzt sich aus F; und F, zusammen, wobei F» jetzt in der umgekehrten Richtung b
orientiert sei.Dann hat F eine bestimmte Orientierung (zum Beispiel nach auflen) und E

schlieRt das Volumen V ein.

37
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9.c Feld einer Stromverteilung
Aus rot rotB(r) = (4x/c) rotj(r) folgt wegen (B.26)
rot rot B(r) = grad divB(r) — AB(r) (9.6)
und divB(r) =0
4 .
AB(r) = s rotj(r) 9.7)

mit der Ldsung

1 o1 ) 3 I =T
B(r):Efd3| rotJ(r)_——fd3 v r|) j()—f = r|3><](r) (9.8)

wobei wir beim zweiten Gleichheitszeichen (B.63) verwendet haben.
Der letzte Ausdruck wird als das Gesetz von Bror und Savart be-
zeichnet.Ist die Ausdehnung eines Drahtes senkrecht zur Stromrich-
tung vernachlassigbar klein (Stromfaden), so kann man d3r’j(r’) =
df’dl’j(r")e = Idr’ approximieren und erhélt

| r'—r
B(r)=- | ——— xdr’
") cf|r—r'|3>< '

Als Beispiel betrachten wir die Induktion in der Mittelachse eines Kreisstromes
r=ze, r’'=(Rcos¢,Rsing,z’) dr’=(-Rsing,Rcos¢,0)dp  (9.10)
(r'—r)xdr’ = (R@z—-2')cos¢,R(z — 7)sin¢,R)d¢  (9.11)

(9.9)

2nIR?%e,
B(0,0,2) = AN Y (9.12)

Davon ausgehend berechnen wir das Feld in der Mittelachse einer Spule. Sie habe N Windungen und reiche
vonz' = —l/2bisz’ = +1/2. Wir erhalten dann
H2Ndz  2nIR? 27IN 51 5+2
B(0,0,2) = f ?Z R2 - ef 232 nl € = + 2 . (9.13)
-1/2 cRe+(z-7)7) c \/RZ + (5 -2 \/Rz + (L +2)°

Ist die Spule lang, R < |, dann kann man fiir hinreichend groRe Entfernung
vom Spulenende das R? im Nenner vernachlissigen und erhalt fiir das Innere
der Spule

4xIN
cl

An den Spulenenden ist das Feld auf die Hélfte des Wertes im Inneren abge-
fallen. Aus dem Ampereschen Gesetz folgt bei Integration langs des in der
Figur angegebenen Weges

B = e, (9.14)

9§dr B= —IN (9.15)

Daher gilt im Innern ndherungsweise der in (9.14) bestimmte Wert, wéhrend
auBerhalb die magnetische Induktion klein dagegen ist.

9.d Vektorpotential

Wir formen den Ausdruck fiir die magnetische Induktion um

B(r)=-= fds r’ V’ — | Xj(r) = fd3 rv—— ><J(r ) = rotA(r) (9.16)
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™ A(r) = }fd?" 1) 9.17)
- .

Ir=r

Man bezeichnet A als das Vektorpotential. Man betrachte den analogen Zusammenhang zwischen Ladungs-
dichte p und dem elektrischen Potential @ in der Elektrostatik (3.14). Wir zeigen noch, dass A divergenzfrei

ist
de/( = r|) i )""f (V'n—lr/l)'j(r/)

= _fd3'|r V]( ) =0. (9.18)

c

divA(r)

Bei dem dritten Gleichheitszeichen haben wir partiell integriert (B.62). Am Schluss haben wir divj(r) = 0
verwendet.

9.e Kraft zwischen zwei Stromkreisen

Wir betrachten noch die Kraft zwischen zwei Stromkreisen. Die Kraft, die der Stromkreis (1) auf den Stromkreis
(2) austibt, ist

Ko = 2 [ a8 = & [ i (v

= —fde‘rd3 jl(l’) ]2([‘) ———fd3rd3

unter Verwendung von (B.14). Da wegen (B.62)

=) xia)

) O (©19)

3 3
fd (v = r| a(r) = fd (9.20)
und divj(r) = 0, folgt schliellich fur die Kraft
1 33/ (i AN
Ko= > fd rd®r(jo(r )~]2(I’))V|r (9.21)

Die auf den ersten Stromkreis wirkende Kraft erhdlt man durch Austauschen von 1 und 2. Gleichzeitig kann
man r und r’ austauschen. Man sieht dann, dass

Ky=-K, (9.22)
gilt.

Aufgabe Berechne die Kraft zwischen zwei von Stromen 11 und I, durchlaufenen Dréhten, die Uber die Lénge |
parallel im Abstand r (r < 1) laufen. Hieraus bestimmten Konrrausca und Weger die Lichtgeschwindigkeit.
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10 Ringstrome als magnetische Dipole

10.a Lokalisierte Stromverteilung und magnetischer Dipol

Wir betrachten eine Stromverteilung, die aullerhalb einer Kugel vom Radius R verschwindet (j(r’) = O fur
r’ > R) und fragen nach der magnetischen Induktion B(r) fir r > R. Wir kdnnen dann das Vektorpotential A(r)
(9.17) ahnlich wie das elektrische Potential ®(r) in Abschnitt (4) entwickeln

A(r) = %fd%'& - ifd3r'j(r')+ %fd3r’x;j(r')+... (10.1)

r=r/|  cr

Da durch die Kugeloberflache kein Strom flief3t, folgt

0:fdf-g(r)j(r):fdsrdiv(g(r)j(r))zfdsrgradg(r)~j(r)+fd3rg(r)divj(r), (10.2)

wobei die Integrale liber die Oberflache beziehungsweise das Volumen der Kugel erstreckt werden. Aus der
Kontinuitdtsgleichung (1.12,3.1) folgt also

fdsr gradg(r)-j(r) = 0. (10.3)
Dies verwenden wir, um die Integrale in der Entwicklung (10.1) zu vereinfachen. Mit g(r) = x,, folgt
f d3rj.(r) = 0. (10.4)

Damit fallt der erste Term der Entwicklung weg. Es gibt keinen mit 1/r abfallenden Beitrag im Vektorpotential
fiir die Magnetostatik, das heifit keinen magnetischen Monopol. Mit g(r) = x. Xz folgt

f d®r(Xa jo(r) + Xgja(r)) = 0. (10.5)
Damit kénnen wir umformen
[rata= [ @rtuis- s+ 5 [ Ertdssxi), (106)

Das zweite Integral verschwindet, wie wir gerade gesehen haben. Das erste dndert sein Vorzeichen bei Aus-
tausch der Indices a und 8. Man fiihrt ein

[ et =5 [ drtaa - a0 = censm, (10.7)

und bezeichnet den sich daraus ergebenden Vektor

_ 1 3p7 (! St
m_ZCfdr(r xj(r") (10.8)
als das magnetische Dipolmoment. Damit folgt dann
Xa
Ag(r) = o3 CeayMy + . (10.9)
A = X (10.10)
r
Mit B(r) = rot A(r) folgt
3r(m-r)—mr?
B(r)y=s—5—— (10.11)

r5
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Dies ist das Feld eines magnetischen Dipols. Es hat die gleiche Form wie das elektrische Feld des elektrischen
Dipols (4.12)

_ p-ry_3r(p-r)—pr?
E(r) = —grad(F) == (10.12)
aber es besteht ein Unterschied am Ort des Dipols. An-
schaulich entnimmt man das der nebenstehenden Figur.
Man berechne den 63(r)-Beitrag zu den beiden Dipolmo-
menten. Vergleiche (B.71).
B E
10.b  Magnetisches Dipolmoment eines Ringstroms
Fir das Dipolmoment eines Stromes auf einer geschlossenen Kurve erhadlt man
I I
= — = —f 10.1
m 2Cfrxdr <f (10.13)
zum Beispiel
| |
m, = % f(xdy —ydx) = Efz' (10.14)
Dabei ist f, die Projektion der vom Leiter eingeschlossenen Flache auf die von den
beiden anderen Achsen aufgespannte Ebene 7 o
1 %r
df = Er xdr. (10.15)
Fallsj = 3 qivio>(r — r;), dann folgt fiir das magnetische Moment aus (10.8)
_ 1 sy = q
m= % Zq.r. XV = i 2mic|" (10.16)

wobei m; fiir die Masse und |; fir den Drehimpuls steht. Haben wir es mit einer Sorte Ladungstrédger zu tun,
dann gilt

q
=—1. 10.17
m 2mc (10-17)
Dies gilt fir Orbitalstrome. Fir Spins hat man dagegen
q
= — 10.1
m chg& (10.18)

wobei s der Drehimpuls des Spins ist. Fir Elektronen ist der gyromagnetische Faktor g = 2.0023 und die
Komponenten des Spins s nehmen die Werte +7/2 an. Da der Bahndrehimpuls quantenmechanisch ganzzahlige
Vielfache von # annimmt, fiihrt man als Einheit des magnetischen Moments des Elektrons das Boursche Mag-

neton ein, up = za= = 0.927 - 1072 dyn"/? cm?,

10.c Kraft und Drehmoment auf einen Dipol im aufl3eren magnetischen Feld

10.c.a Kraft
Eine duRere magnetische Induktion B, tibt auf einen Ringstrom die Lorentz-Kraft

_ 1 (i) = -2 )~ ¢ 5o
K = Cfd rj(r)xBa(r) = CBa(O)de () C 0%,

xfdsrxajﬁ(r)eﬁ—... = —gfaxeﬁeaﬁ,ymy (10.19)
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aus. Wir formen m, ¢, 5,6 = m,e, X €, = m x &, um und finden

_ 0B, ~ 0B, 0B,
K= 6Xa><(m><ea)—(m 6Xa)ea (& x.

)m. (10.20)

Der letzte Term verschwindet wegen div B = 0. Fir den ersten Term der rechten Seite erhalten wir (m- g—ia‘)e(, =

my%ea =m, "aBXi" e, = (MV)B,, wobei wir rot B, = 0in der Gegend des Dipols verwendet haben. Daher bleibt

K = (mgrad)B, (10.21)

als Kraft auf den magnetischen Dipol ausgedriickt durch den \Vektorgradienten (B.18). Dies ist in Analogie zu
(4.35), wo wir als Kraft auf den elektrischen Dipol (p grad )E, erhielten.

10.c3 Drehmoment

Das mechanische Drenmoment auf den magnetischen Dipol ergibt sich zu
1 3 . 1 3 L1 3 .
M mech = < d’rr x (j x Ba) = _EBa asr(r-j) + < d°r(Ba- r)j. (10.22)
Das erste Integral verschwindet, was man mit (10.3) und g = r?/2 leicht sieht. Das zweite Integral ergibt
1 .
Mineen = ~€sBao f d3rXajp = Bao€seas,My = M x By (10.23)

Analog war das Drehnmoment auf einen elektrischen Dipol p x Ej, (4.36).
Aus dem Kraftgesetz schlieit man auf die Energie eines magnetischen Dipols im duf3eren Feldes zu

U=-m-Ba (10.24)

Das ist korrekt fuir permanente magnetische Dipole. Aber das genaue Zustandekommen dieses Ausdrucks wird
erst bei Behandlung des Induktionsgesetzes klar (Abschnitt 13).
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11 Magnetismusin Materie. Feld einer Spule

11.a Magnetismus in Materie

Ahnlich wie wir die Polarisationsladungen in der Elektrostatik von den freibeweglichen Ladungen sepa-
riert haben, zerlegen wir die Stromdichte in eine freibewegliche Ladungsstromdichte js und in die Mag-
netisierungsstromdichte j v, die etwa von Orbitalstromen der Elektronen herriihrt

J(r) = je(r) +jm(r). (11.2)

Wir fiihren dazu die Magnetisierung als magnetische Dipoldichte ein

2 m
M=2=— 11.2
i, (11.2)
und fiihren wieder den Grenziibergang zum Kontinuum durch
Zmif(ri) - fd?‘r’M(r')f(r'). (11.3)
i
Dann erhalten wir fiir das Vektorpotential unter Verwendung von (10.10)
1 it(r") f 3, M) x(r—r’)
Afr) == Sy 2 f— 7 114
) cfdr|r—r’|+ d°r DT (11.4)
Das zweite Integral lasst sich umformen in
1 1
3,7 ’ ’ _ 3,7 ’ ’
fdrM(r)XV|r—r'|_fdr|r—r’|v x M(r’), (11.5)
S0 dass man 1 1
A(r) = Efd%'m(jf(r') +crot’M(r’)) (11.6)
erhalt. Es liegt nahe,
jm(r") =crot’M(r’) (11.7)
als Magnetisierungsstromdichte zu interpretieren. Damit folgt dann fir die magnetische Induktion
4m.
rotB(r) = ?Jf(r) + 4 rotM(r). (11.8)
Man flihrt nun die magnetische Feldstérke
H(r) := B(r) — 4xM(r) (11.9)
ein, fur die dann die Maxwerrgleichung
4.
rotH(r) = ?"Jf(r) (11.10)

gilt. An der anderen Maxwerrgleichung div B(r) = 0 &ndert sich dadurch nichts.
Fir para- und diamagnetische Substanzen ist fuir nicht zu groRe Feldstérken

M=xmH, B=pH, p=1+4mym, (11.11)

wobei ym als magnetische Suszeptibilitat und y als relative Permeabilitdt bezeichnet werden. Im Supraleiter
erster Art ist B = 0 (vollstdndiger Diamagnetismus). Die magnetische Induktion wird dort durch
Oberflachenstrome vollstandig aus dem Material verdréngt.

Als Randbedingungen folgt analog zur Argumentation fiir die dielektrische Verschiebung und die elektrische
Feldstédrke die Stetigkeit der Normalkomponente B, und bei Abwesenheit von Leitungsstrémen die Stetigkeit
der Tangentialkomponenten H;.

Im Gaussschen MaRsystem werden M und H genau so wie B in dyn/? cm~* gemessen, wihrend im SI-System
B in Vs/m?, H und M in A/m gemessen werden. Dabei bestehen fiir H und M Umrechnungsfaktoren, die sich
durch einen Faktor 4z unterscheiden. Genaueres siehe Anhang A.
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11.b Feld einer Spule

Das Feld einer Spule Iangs ihrer Achse haben wir in (9.13) bestimmt. Wir wollen nun generell das Feld einer
zylindrischen Spule bestimmen. Dabei wollen wir zunédchst ein elektrisches Analogon einfilhren. Das Feld
zweier Ladungen q und —q an den Orten r, und ry ist dquivalent zum Feld einer Linie elektrischer Dipole
dp = qdr’ vonr’ =ry bisr’ = r,. In der Tat finden wir fir das Potential

Z(r-r)-dp _ (T2qr—r)-dr’ g (2dr-r)? q q

D(r) = — = —_— = = - 11.12
) no Ir=rpP no Ir=rp 2y, Ir=t'Br—ral Ir—ry (1L.12)
und damit das Feld
r—ro r—rq
E(r) = - . 11.13
) OI(Ir =1 - r1|3) (1L.13)
Das magnetische Analogon besteht nun darin, sich eine lange diinne Spule aus magnetischen Dipolen
dl f NIf
= ——dr = — 11.14
dm i Cdr ic dr ( )

zusammengesetzt zu denken. Beriicksichtigen wir, dass das Feld des elektrischen und des magnetischen Dipols
die gleiche Form haben (10.11, 10.12) ausser am Ort des Dipols, so folgt, in dem wir q durch g, = N1f/(Ic)
ersetzen, die magnetische Induktion

(11.15)

B(r) = q r—ro r—rl).

Tr=raB =P

Das Feld hat also eine Form, die man durch zwei magnetische Monopole der Polstarke gm und —qm beschreiben
kann. Allerdings ist am Ort der Dipole das Feld im magnetischen Fall ein anderes. Dort, das heif3t im Inneren
der Spule, muss ndmlich wegen der Divergenzfreiheit des Feldes bzw. um das Amperesche Gesetz zu erfiillen
ein zusétzliches Feld B = 4xN1/(Ic) zuriickflieRen.

Etwas genauer bekommt man das mit folgender Uberlegung: Wir stellen die Stromdichte in Analogie zu (11.7)
als Rotationen einer fiktiven Magnetisierung j; = crotM¢(r) dar. Fir ein zylindrische Spule (der Querschnitt
muss nicht kreisformig zu sein) parallel zur z-Achse setzt man einfach M; = Nle,/(cl) im Inneren der Spule,
aulerhalb M; = 0. Dann folgt aus

rotB = 4%Ejf(r) = 4mrot M¢ (11.16)
die Induktion B in der Form
B(r) = 4nM¢(r) — grad ¥(r). (11.17)
Die Funktion W bestimmt sich aus
divB = 4ndivM¢ — aA¥ =0 (11.18)
zu div et
W(r) = - f d3r’l|\iirf,(|r). (11.19)

Im vorliegenden Fall einer zylindrischen Spule ergibt die Divergenz einen Beitrag 6(z — z1)N1/(cl) an der
Grundflache und einen Beitrag —6(z — z2)N1/(cl) an der Deckflache der Spule, da die Normalkomponente von
B auf diesen Flachen um N1/(cl) springt, so dass

NI d2r d?r
() = 2 - 11.2
) cl (ﬁz Ir —r’| j;l Ir — r’|) ( 0)

bleibt, wobei F, die Deckfldche und F; die Grundfldche ist. Man erhdlt also daraus eine magnetische Induktion,
als ob auf der Deckflache und der Grundflache der Spule eine magnetische Ladung der Flachenladungsdichte
+N1/(cl) vorhanden wére. Dieser Beitrag fiihrt zu einem Sprung in der Induktion an Deck- und Grundfléche,
die aber durch den zusétzlichen Beitrag 4xM+ in der Spule kompensiert wird. Die gesamte Polstérke ergibt sich
als Deck- (Grund-)flaiche mal Flachenladungsdichte zu +q,,. Man bezeichnet P(r) als magnetisches Potential.
Wegen des zusétzlichen Beitrags 4nM«(r) in (11.17) ist es im Gegensatz zu den Potentialen ®(r) und A(r) nur
von bedingtem Nutzen. Wir werden es im Weiteren nicht verwenden.




11 Magnetismusin Materie. Feld einer Spule 45

Aufgabe Man berechne Magnetfeld und magnetische Induktion furr den Fall, dass die Spule mit einem Kern der
Permeabilitét x gefullt ist.

Aufgabe Man zeige, dass die z-Komponente der magnetischen Induktion proportional zur Differenz des
Raumwinkels ist, unter dem vom jeweiligen Ort die (durchsichtig gedachte) Windungsflache von auRen und
von innen erscheint.
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12 Farapaysches | nduktionsgesetz

Die Kraft auf Ladungstréger ist q(E + v x B/c). Dabei ist es fiir die Ladungstrager einerlei, ob die Kraft vom
elektrischen oder vom magnetischen Feld herriihrt. Sie spiren also in einem zeitlich verdnderlichen Magnetfeld
eine effektive Feldstarke

: \Y
E( - E 4+ o xB (12.1)

mit rotE = —B/c. Die langs einer Leiterschleife induzierte Spannung betrégt daher

v ind) _ 9§E Jdr + 56(% x B) - dr. (12.2)

Das erste Integral ergibt einen Beitrag auf Grund der Magnetfeldverdnderung. Fir eine raumfeste Leiterschleife
und verénderliches B folgt (da v || dr)

m
v (nd) —9§E dr = f rotE - df = —= @ df = -+ a¥ : (12.3)
¢ odt Schleife fest

Das zweite Integral in (12.2) bringt einen Beitrag auf Grund der Bewegung der Leiterschleife. Um eine Leit-
erschleife zu untersuchen, die sich bewegt (und verbiegt), verwenden wir eine Parameterdarstellung der Leiter-
schleife r = r(t, p) mit dem korperfesten Parameter p. Fur festes t gilt dann dr = (dr /dp)dp und

or or

mit einem A = dp/dt, das von der Bewegung der Ladungen auf dem Leiter abhéngt. Es folgt dann

dt b (> dr——— o o dedt——— df - B, (12.5)
9§(c ot 6p

da s >< 2t dp dt gerade das Flachenelement ist, das in der Zeit dt vom Leiterelement dp tberstrichen wird. Wir
fmden da er

1 d\Pm
95( xB)-dr = -= Cla (12.6) tedt
Die gesamte induzierte Spannung setzt sich aus der Anderung des Magnet- dr

flusses durch Anderung der magnetischen Induktion (12.3) und der Anderung t
der Leiterschleife (12.6) zusammen or q
N.ap
. 1dym ap
vind - _ZZ 12.7
et (12.7)

ist also durch die totale Anderung des magnetischen Flusses durch die Leiterschleife gegeben. Es ist fiir einen
Generator gleichgltig, ob das erzeugende magnetische Feld rotiert oder die Spule, in der die Spannung induziert
wird.
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Das Betatron (nicht relativistisch) Die Elektronen bewegen sich auf

einer Kreisbahn und werden auf dieser durch die Lorentz-Kraft, die vom v
Fuhrungsfeld B; ausgeht, gehalten. Dann miissen sich Zentrifugal-Kraft und By
Lorentz-Kraft kompensieren
mv2 v €0
—=¢0-Bf — mv=—Bsr. (12.8)
r c c

Beschleunigt werden die Elektronen durch die Induktion

d, . g dl e , dB
dt(mv) = ~8E = 2sr dt ¢ def = 2arc’ Tt (12.9)

Dabei ist B die mittlere magnetische Induktion innerhalb des Kreises. Man hat also

€o T €0
mv = —B- = —B;r, 12.10
> B = oB ( )

woraus die Wineroesche Bedingung B; = B/2 folgt.
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13 Induktivitaten und Stromkreise

13.a Induktivitaten

Der magnetische Fluss durch eine Spule beziehungsweise den Stromkreis #j ist gegeben durch

\Pr]n = fdfj : B(I’j) = fdfj : I'O'[A(I’j) = 9§drj : A(I’j). (13.1)
Mehrere Stromkreise erzeugen das Vektorpotential
Iy drk
A(r) = — ) 13.2
Q) ;C T (13.2)
Daher lasst sich der magnetische Fluss ausdriicken durch
1‘Pm = > Ll 13.3
W= g ik (13.3)
mit L dr - d
ri-dr
L],k = — ! k (134)

c2 Irj—rul’

Es gilt daher L, = Ly . Ist j # k, so spricht man von Gegeninduktivitéten, bei j = k von Selbstinduktivitéten.
Bei der Berechnung der Selbstinduktivitéten nach (13.4) tritt eine logarithmische Divergenz auf, wenn man die
Stromverteilung tber den Querschnitt nicht beriicksichtigt. Bei einem Drahtradius ro muss man |r; — ryj <
ro/(2e%4) ausschlieRen (vgl. Becker-Sauter), falls der Strom gleichmaRig tiber den kreisférmigen Querschnitt
verteilt ist.

Die Dimension der Induktivititen ergibt sich zu s?>/cm. Die Umrechnung in das SI-System ist gegeben durch
1s?/cm 29 - 101Vs/A = 9- 1011 H (Henry).

Sind die Bereiche des wesentlichen magnetischen Flusses mit einem Material der Permeabilitét u ausgefillt, so
folgt aus rotH = 4sij¢/c der Zusammenhang rot (B/u) = 4mj¢/c, so dass

LY = ulR. (13.5)

gilt. Man erhélt also hohe Induktivitdten durch Kerne hoher Permeabilitit x ~ 103...10% im Joch.

Induktivitat einer langen Spule Ist ein geschlossenes magnetisches Joch der Lange | und des Querschnitts f
mit N Drahtwindungen umwickelt, die ein Strom | durchfliesst, so folgt aus dem Awmpereschen Gesetz HI =
4xtIN/c und daraus die magnetische Induktion B = 4stINgu/(cl). Der magnetische Fluss lasst sich dann Bf =
cLoN I mit Lo = 4muf /c?l schreiben. Fiir N Windungen ist der magnetische Fluss mit N zu multiplizieren, was
auf die Selbstinduktion L = LoN? fiihrt. Fiir die Gegeninduktivitat zwischen zwei Schleifen mit Ny und N,
Windungen ergibt sich dann L; » = LoN;N». Es gilt dann also generell

Aruf
L = LoNiNj, Lo= Cé‘l.

(13.6)

13.b Stromkreis-Elemente

Wir wollen nun Stromkreise betrachten, die folgende Elemente enthalten: Spannungsquellen, Onmsche
Widerstande, Induktivitaten und Kapazitaten. Wahrend wir Induktivitdten und Kapazitéaten bereits eingefiihrt
haben, ist noch kurz etwas zu den beiden anderen Elementen zu sagen:

Spannungsquellen Eine Spannungsquelle habe eine Spannung oder elektromotorische Kraft V@ (t). Sie fiihrt
dem System die Leistung V@I zu. Ein Beispiel stellt eine Batterie dar, die chemische Energie in elektro-
magnetische umwandelt. Auch die Spannungen V@ der Induktivititen z&hlt man zu den elektromotorischen
Kréften.
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Onmsche Wider stande Fiir viele Materialien ist bei nicht zu groRen elektrischen Feldstdrken die Stromdichte
der Feldstérke proportional. Der Proportionalitatskoeffizient o- hei3t Leitfahigkeit

j=0cE. (13.7)

Fir einen Draht der L&nge | und des Querschnitts f folgt
| = jf =cfE = a{v@). (13.8)

Dabei ist V(R der Onmsche Spannungsabfall ldngs des Leiters. Man hat also das Gesetz

|
VR =RI, R=— (13.9)
of

mit dem Onmschen Widerstand R. Im Gaussschen MaRsystem wird die Leitfahigkeit o in 1/s und der Widerstand
R in s/cm gemessen. Die Umrechnung in das SI-System erfolgt durch c=1230Q. In einem Onmschen Widerstand
wird pro Zeiteinheit V®1 an elektromagnetischer Energie in Wi4rme umgewandelt.

13.c Kircurorrsche Regeln
1. Krcanorrsche Regel (Knotenpunktsgesetz fir die Strome)

Das erste Kircunorrsche Gesetz besagt, dass an jedem Knoten, an dem mehrere Leiter enden, | |
die Summe der einlaufenden Strome gleich der der auslaufenden ist 1 2

he
Z leinlaufend = Z lauslaufend- (13.10)

/ N
Diese Regel stellt also die makroskopische Form von divj = 0 dar. Im nebenstehenden Fall I3 4
beinhaltet sie I, + I, = I3 + l4.
2. Kircanorrsche Regel (Maschengesetz fur die Spannungen)
Diese Regel besagt, dass langs eines Maschenumlaufs die Summe der elek- L V@
tromotorischen Kréafte gleich der Gibrigen Spannungsabfalle ist
D (VO Vi) = 3 (VR 4 V), (13.11)
wobei
Vi — _qiLiy/dt, VO =q/c, dv©dt = 1/C. (13.12) c R

Diese Regel ist also das Farabaysche Induktionsgesetz in makroskopischer Form.

13.d Energie von Induktivitaten

Um die Energie von Induktivitdten zu bestimmen, betrachten wir Stromkreise mit eingeprégten Spannungen,
onmschen Widerstdnden und induktiven Kopplungen

VO v = gl (13.13)

Die zeitliche Anderung der elektromagnetischen Energie des Systems ergibt sich dann zu

Uen= > VO = 3 Rij1Z+ Lineen = = > VI + Lineey (13.14)
j j j
mit 1 q
(ind)___'mz__ .
Vi = dt(zk: Likl)- (13.15)

Dabei ist Linech die an dem System verrichtete mechanische Leistung.
Wir betrachten nun mehrere Félle:
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13.d.a Konstante Induktivitaten

Wir halten die Stromkreise fest, dann gilt L, = const, Lmecn = 0. Dann folgt
Uen = Z Lkl (13.16)
ik
woraus sich die Energie der Induktivitdten zu
1
Uem = 5 %; Lk (13.17)
ergibt.

13.d,8 Gegeneinander bewegte Stromkreise

Wir bewegen nun die Stromkreise gegeneinander. Dann folgt

. : . 1 . . .
Lmech = Uem + Z |jV]-(md) = Z(Iij’klk + Eljl—j,klk) - Z(Iij’klk + Ijl—j,klk)
j ik j-k
1 . oU
= 52 Nilie=- =7 - (13.18)
jk

Die mechanische Arbeit, die zu verrichten ist, wird also nicht durch die Veranderung der elektromagnetischen
Energie Uy, bei konstanten Stromen | gegeben, sondern durch ihr Negatives.

13.d.y Konstante magnetische Flisse

Falls wir keine eingepréagten Spannungen Vj(e) = 0 haben und keine Widersténde R; = 0, dann gilt nach (13.13)

V() = 0, woraus folgt, dass die magne tischen Fliisse ¥ unverandert bleiben. Die Induktion st also bestrebt,
die Magnetfliisse aufrecht zu erhalten (Beispiel supraleitende Ringstréme). Driicken wir Uy, durch die Fliisse
aus,

1
Uem = 55 Z WL PR, (13.19)
.k

so folgt mit der Matrix-Identitat L~ = —~L-*LL"* (die Identitat erhalt man durch Ableiten von LL™* = 1 und
Auflosen nach L™1)
OUem
ot

1 )
w3 D 1Lkl = Lineon. (13.20)
jk

Die mechanische Leistung ist daher die zeitliche Ableitung der elektromagnetischen Energie bei konstanten

magnetischen Fliissen.

13.d.6 Kraft zwischen zwei Stromkreisen

Nach diesen Betrachtungen kommen wir auf die Kraft zwischen zwei Stromkreisen zuriick. Wir hatten im
Abschnitt (9.e) die Kraft des Stromkreises 1 auf den Stromkreis 2 zu (9.21)

1 3yA3,/(; AN 1
Ka= o3 [ @) OV, (13.21)
berechnet. Gehen wir nun zu zwei Stromfaden tber
r=ro+a r'=rq (13.22)

d*rju(r) = draly,  d3ria(r) — draly, (13.23)
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so folgt
=Lz f (drs - dro)Vor———— = hilzValaa(a) (13.24)

Daher ist _
Lmech = —Kz-a=-l1lzLs> (13.25)

in Ubereinstimmung mit (13.18).

13.d.e Energie eines magnetischen Dipolsim &uf3eren Magnetfeld

Wir kdnnen andererseits die Wechselwirkungsenergie eines magnetischen Dipols erzeugt durch eine
Stromdichte j in einem duBeren Feld B, erzeugt durch eine Stromverteilung j ; jetzt schreiben als

U = S [ i) = 5 [ [erd o2 fann A
= E fdsl'j (f) : (Aa(o) + X(tV(tAa|r:0 + ) = E fd MXo jﬁV(tAa.ﬁ
= Ea,ﬁ,ymyvaAaﬁ =m- B, (1326)

Dies ist jetzt der korrekte Ausdruck fiir die Wechselwirkungsenergie eines magnetischen Dipols m in einer
auleren magnetischen Induktion B,.
13.d.. Permanente magnetische Momente

Permanente magnetische Momente kann man als Stromkreise mit sehr groBer Selbstinduktivitét L ; und kon-
stantem Fluss ‘I"l“ auffassen. Zur weiteren Berechnung 16sen wir (13.3) nach I auf

w Lkl
lj= b - (13.27)

ij = _i( > Lot L) (13.28)

Falls die Selbstinduktivitdten L;; sehr grofRl gegen die Gegeninduktivitéten sind, andern sich die Strome nur
wenig und die zweite Summe ist vernachlassigbar. Dann erhélt man fur den Selbst-Induktions-Beitrag aus der
Energie

d/1 . .
dt( L,,|2) Lijlily = =1 > il (13.29)
k#]

Daher erhalt man durch eine Anderung von L den Beitrag Il_j,klj I direkt aus der Wechselwirkung zwischen den
Stromen I und Ik, die einen Beitrag der Form (13.26) zu Uen liefern, und zwei Beitrdge mit dem umgekehrten
Vorzelchen aus s LJ i I2 und 3 kal2 Dies erklart den Unterschied zwischen (10.24) und (13.26).
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14 Vollstandige M axweLL-Gleichungen

14.a Widerspruchsfreiheit der MaxweLL-Gleichungen

Im Abschnitt (1) haben wir die vier MaxweLL-Gleichungen (1.13-1.16)

rotB(r,t) — %@rtt) = %j (r,t) (14.1)
divE(r,t) = 4mp(r,t) (14.2)
rotE(r,t) + %{;0 = 0 (14.3)
divB(r,t) = 0 (14.4)

angegeben. Es sind dies acht Komponentengleichungen fiir die insgesamt sechs Komponenten B, und E,,. Die
Gleichungen kdnnen daher nicht unabhé@ngig voneinander sein. In der Tat bilden wir die Divergenz der ersten
Gleichung und vergleichen mit der zweiten Gleichung, so finden wir

1 T 4w
—~divE = —divj = ——¢ 145
S dv b P (14.5)

woraus wir sehen, dass in diesen beiden Gleichungen die Kontinuitétsgleichung (1.12) enthalten ist, und diese
auch nur erfullt werden kdnnen, wenn die Ladung erhalten ist. Zum anderen folgt daraus aber auch

%(div E — 4np) = 0. (14.6)

Wenn also zu einer Zeit die Gleichung (14.2) und zu allen Zeiten die Kontinuitits-Gleichung erfiillt sind, so
garantiert (14.1) dafiir, dass (14.2) zu allen Zeiten erfllt ist.
Ahnlich folgt aus der Divergenz von (14.3)

%(div B) = 0. (14.7)

Wenn also (14.4) zu einer Zeit erfullt ist, so ist sie auf Grund von (14.3) zu allen Zeiten erfillt.

Die Gleichungen (14.1) und (14.3) erlauben die Berechnung von B und E, falls j zu allen Zeiten gegeben ist
und B und E zu einer Zeit ty gegeben sind und zu dieser Zeit (14.2) und (14.4) erfullt sind. p ergibt sich dann
aus der Kontinuitatsgleichung.

Der einzige Beitrag, den wir bisher nicht betrachtet haben, ist der Beitrag proportional zu E in (14.1). Er wurde
von MaxweLL gefunden. Er hat E/(4r) als Verschiebungsstrom bezeichnet, da (14.1) in der Form

1

~6) (14.8)

rotB = 4%0 +

geschrieben werden kann. Mit der Einfiihrung dieses Terms wurde das Gleichungssystem (14.1-14.4) wider-
spruchsfrei. Gleichzeitig erlaubt dieses System dann die Beschreibung elektromagnetischer Wellen.
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14.b  MaxweLL-Gleichungen fir freibewegliche Ladungen und Strome

Die Ladungsdichte und die Stromdichte werden zerlegt (vgl. Abschnitt 6.a und 11)
p = pttpp (14.9)
i = ji+ip+im. (14.10)

Dabei waren p; und j; die freibeweglichen Anteile, wahrend pp und das hier eingefiihrte jp die Polarisations-
Anteile sind. Wir hatten fiir das elektrische Dipolmoment im Volumen AV ausgedriickt durch die Dipolmomente
pi, die wieder durch Ladungspaare +q; im Abstand & dargestellt werden

PAV= Zp =) ga (14.11)

PAV = TP =) g (14.12)

mit jp = P (in ruhender Materie). Dazu kommt dann noch die in Abschnitt 11 eingefiihrte Mag-
netisierungsstromdichte

jm =crotM. (14.13)

Fur diese Ladungs- und Stromdichten gilt

dps . _

E+d|v1f =0 (14.14)

%+divjp = 0 (14.15)
diviy = O. (14.16)

Durch Einsetzen dieser Ladungs- und Stromdichten in (14.1) ergibt sich

1. 4n, .
rotB—EE=§@f+P+crotM), (14.17)
WOoraus
ot (B — 4xM) — - (E + 4nP) = 25 (14.18)
cot el '

folgt. Fuhren wir wieder wie in (11.9) und (6.6) das magnetische Feld H = B — 4xM und die dielektrische
Verschiebung D = E + 4xtP ein, so wird (11.10) erweitert zu

1. 4m,
H-=D=—j. 141
rotH — = i (14.19)
Entsprechend folgt aus (14.2) wie in (6.7)
divD = 4mps. (14.20)

Die MaxwerL-Gleichungen (14.3) und (14.4) bleiben unverdndert. Man bezeichnet die Gleichungen
(14.19,14.20) auch als die MaxweLL-Gleichungen in Materie.
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15 Energie- und Impuls-Bilanz

15.a Energie

Wir betrachten ein Volumen eines Systems mit freibeweglichen Ladungen und festgehaltener Materie. Auf die
freibeweglichen Ladungen wirkt die Kraftdichte k = p;(E + v x B/c). Bewegen wir die Ladungen mit der
Geschwindigkeit v, so missen wir dem System gegen diese Kraftdichte die Leistung — fd3rk V= - fd3rjf -E
zufiihren. Wir formen nun mittels (14.19), (B.30) und (14.3) um

c 1 . c c 1 .
-jt{-E = ——E-1rotH+ —E-D=—div(ExH)- —H:-rotE+ —E-D
I in " in 2 GV EXH) - = " in

c . 1 . .
2o AVEXH)+ —(H - B+E D). (15.1)

Diese Beitrage interpretiert man folgendermafen: In ruhender Materie stellt der zweite Beitrag die zeitliche
Anderung der Energiedichte u(om, D, B) dar mit

ou 1 1
du=—d —E-dD+ —H - dB. 15.2
! 0pm Pm+ 4n " 4n ( )
Wir gehen der Einfachheit halber davon aus, dass die Energie der Materie von ihrer Massendichte pr,, aber nicht
vom vollsténdigen Verzerrungszustand abhangt. Wir hatten schon friher gesehen, dass du/dD = E/(4m) gilt.
Ahnlich kann man aus dem Induktionsgesetz zeigen, dass du/0B = H/(4n) fur starre Materie gilt. Hier die
Herleitung in Kurzform

_Zvj(md)étlj=EZIj6\PT:EZIjJ‘df1.6B(r):Ezlifdr'éA(r)
i i ,

i

6Uem

%fd?‘rjf(r)-éA(r): %fdsrrotH(r)-éA(r)z %fd?‘rH(ry rot SA(r)

_ 1 3
= fd rH(r) - 6B(r). (15.3)
Da die Materie festgehalten wird, tragt du/dpmom nichts bei. Wir setzen daher fur die Energie des Volumens V
V) = [ druon).00).80) (15.4)
\%
und flhren den Poynrting-Vektor c
S=—ExH (15.5)
4n
ein. Es gilt dann
—fo|3rjf CE=U(V) +fd3rdivS: Uu(v) +f df - S(r). (15.6)
\% \% ov

Die dem Volumen V zugefiihrte Energie wird zum Teil im Volumen gespeichert (U), zum anderen Teil aber
durch die Oberfldche des Systems transportiert. Dieser Energietransport ist durch die Energiestromdichte S
gegeben. Ahnlich wie durch eine Flache pro Zeiteinheit die Ladung fdf - j transportiert wird, wird (in ruhen-
der Materie) die Energie fdf - Stransportiert. Der Poynting-Vektor gibt daher die elektromagnetische Energie-
stromdichte an.

Wir bemerken, dass fir D = €E, B = uH die Energiedichte

u:uo(pm)+%(D-E+B-H) (15.7)

folgt.
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Beispiel: Stromdurchflossener gerader Leiter

Wir betrachten einen vom Strom | durchflossenen geraden Draht in Richtung

der z-Achse. Auf Grund des Ampereschen Gesetzes gilt bei Integration auf y
einem konzentrischen Kreis mit Radius r um den Leiter H
4 21
9§H.dr=_“|, H= e, (15.8)
c cr
X
Léngs des Leiters bestehe auf Grund des onmschen Widerstandes ein Span-
nungsabfall V®)| verkniipft mit einem elektrischen Feld parallel zum Draht,
E = Epe,. Daraus folgt der Poynting-Vektor
c |Eoer
S=—ExH=- 15.9
- 2ar (15.9)
mit einem Energiefluss
fs- df = —I1Eql = —IV® (15.10)

durch den Zylindermantel des Drahtes Uiber die Lange | nach auRRen. Mit anderen Worten, es fliel3t in den Draht
die ommsche Leistung IV®. Diese wird im Draht in Wirme umgewandelt.

15.b Impuls-Bilanz

Wir fiihren die Impuls-Bilanz nur fiir das Vakuum mit Ladungsdichten p und Stromdichten j durch. Wir wollen
das System in Ruhe halten. Dann missen wir gegen die Kraftdichte k = pE + j x B/c eine Gegenkraftdichte —k
wirken lassen, so dass einem Volumen V pro Zeiteinheit der Impuls — ﬁ/ d3r k zugefiihrt wird. Wir formen nun
wieder mit (14.1) und (14.3) um

1 1_ . 1 1.
—k——pE—EJXB——EEc“VE'FEBX rOtB+4—nCEXB. (1511)
Mit (14.3) und (14.4)
ExB = (ExB)—ExB=(ExB)+CcExX rotE (15.12)
BdivB = 0 (15.13)
folgt
-k = i(E x B) + i(E X rotE — EdivE + B x rotB — BdivB). (15.14)
4mc 4z
Nun ist 1
Ec X (VX E) — EC(VE) = V(E - E¢) - E(VE¢) — E¢(V - E) = EVE2 - (VE)E. (15.15)

Wir haben hier GroRen, auf die der V-Operator nicht wirkt, mit einem Index . gekennzeichnet. Im letzten Term
des obigen Ausdrucks wirkt der V-Operator tatsdchlich auf beide Faktoren E. Damit kdnnen wir schreiben

d
—k = i V5T o€ (15.16)
mit
- Lless (15.17)
gs - 43_[0 ] .
Top = i(EaEﬁ + BoBp) - (S“—ﬁ(EZ + B?). (15.18)
’ i 8n

Dabei wird gs als die Strahlungsimpulsdichte bezeichnet, und T,z sind die Komponenten des Spannungsten-
sors, dessen elektrostatischen Anteil wir bereits in der Elektrostatik (8.38) kennengelernt haben. Mit diesen

GroRen gilt dann
Efde‘rgs(r)z—fde‘rk+f € Tapdfs. (15.19)
dt Jy v v
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Dies ist die Impuls-Bilanz fiir das Volumen V. Die linke Seite stellt die zeitliche Anderung des Impulses im
Volumen V dar, die rechte Seite den zugefiihrten Impuls. Er besteht aus zwei Anteilen: Der erste ist der Impuls,
den wir hinzufiigen, indem wir gegen die elektromagnetische Kraftdichte k eine Gegenkraft wirken lassen. Der
zweite Anteil wirkt in Form von Spannungen an der Oberflache. Man kann ihn auch als Fluss des Impulses
betrachten. Der Spannungstensor stellt bis auf das Vorzeichen eine Impulsflussdichte dar. Er tréagt zwei Indices.
Einer (@) bezieht sich auf die Komponente des Impulses, der andere (8) auf die Richtung des Flusses.

Wir haben hier nur den elektromagnetischen Impuls im Vakuum behandelt, wéhrend wir die elektromagnetische
Energie auch in Materie untersucht haben. Warum ist es schwieriger, den Impuls in Materie zu behandeln?
In beiden Fallen haben wir das System in Ruhe untersucht. Halt man die Materie fest, so tragen die dabei
aufgewendeten Kréfte nicht zur Energie-Bilanz bei. Schliellich ist die Leistung als Kraft mal Geschwindigkeit
gegeben. Da die Geschwindigkeit der Materie gleich Null ist, tragt die auf die Materie wirkende Kraft nicht zur
Energie-Bilanz bei. Anders ist es bei der Impuls-Bilanz. Da tragen alle Kréfte bei. Man kénnte daran denken,
von einem kréaftefreien Zustand auszugehen. Dann tritt allerdings das Problem auf, dass bei Verschiebung der
freibeweglichen Ladungen tberall in der Materie Kréafte auftreten kdnnen, die wir erst kennen miissten. Daher
kdnnen wir hier die Energie-Bilanz in Materie behandeln, hatten aber mit der Impuls-Bilanz Probleme.

In der Literatur gibt es widerspriichliche Aussagen: Minkowskr hat 1908 fiir den elektromagnetischen Impuls
in Materie D x B/(4wc) angegeben. Man findet dies auch im Lehrbuch von Sommerrerp (allerdings mit Ein-
schrankungen). Andererseits gibt Asranam 1910 E x H/(4xc) an. Man findet dies auch im Lehrbuch von
Lanpau und LirscHirz.

Tatsdchlich sind zwei Dinge zu beachten, die hdufig nicht beriicksichtigt werden:

1) Die Wechselwirkung zwischen elektromagnetischem Feld und Materie muss beriicksichtigt werden. Die
Materie kann nicht als starr angenommen werden.

2) Man muss genau definieren, was man unter dem elektromagnetischen Impuls versteht, da man sonst alles in
den unbekannten Rest mechanischen Impuls schieben kann, also keine Aussage gemacht hat. Ohne Herleitung
sei nur angegeben, dass man ein System modellieren kann, dem man entnimmt: Im lokalen Ruhesystem der
Materie ist die Impulsdichte E x H/(4nc) = S/c¢?. Allerdings kann man zeigen, dass es in homogener Materie
eine weitere ErhaltungsgroRe auf Grund dieser Homogenitét gibt, die im lokalen Ruhesystem den Wert D x
B/(4xc) annimmt. Vollzieht man SomMerreLDS Argument nach, so stellt man in der Tat fest, daR es sich nur fir
eine ortsunabhéngige Dielektrizitatskonstante e durchfiihren ldsst.

Beispiel: Zylinderkondensator im Magnetfeld

Wir betrachten einen Zylinderkondensator der Lange | mit AufRenradius ry

und Innenradius r, mit einer Ladung g auBen und —q innen. Zwischen den

beiden Zylindern sei Vakuum. Parallel zur Achse sei ein Magnetfeld Bo.

Dann haben wir in Zylinderkoordinaten
29

E = —Fer, B = Boe, Os =

1 2qBo I
e (15.20) %

Daraus errechnet sich ein Drehimpuls L in z-Richtung

20Bo  QqBo
_ 2 _ 2 _4bo, 2 2
L, = f dzd?r(r x gs); = fdzd s = 20 (1) (15.21)

Wenn wir den Kondensator nun entladen, dann muss der Entladungsstrom durch das Magnetfeld flieRen. Dabei
wirkt die Lorentz-Kraft, die dem System ein mechanisches Drehmoment M yech gibt

M mech = fdsrr X (%j X B) = %fr x (dr x B) = éf((r -B)dr — (r - dr)B), (15.22)
woraus sich S B
0 0
Mmechz = S »fr‘l rdr = E(r% - r§) (15.23)
und damit der mechanische Drehimpuls
L, = qBO(ri -r) (15.24)

2c
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errechnet. Durch die Entladung wurde also der elektromagnetische Drehimpuls (15.21) in mechanischen (15.24)
umgewandelt. Anstatt den Kondensator zu entladen, kann man auch das Magnetfeld abschalten. Dabei wird
eine elektrische Feldstdrke

4 1 (- 1 .. , 1 .
EMD . dr = —= fB -df = —=mr?By, EM =_—rB 15.25
gg c CTE 0 % 06y ( )

induziert, die auf die Ladungen ein Drehmoment

M mech qra X E(ry) —gra x E(ry) (15.26)
1 . 1 .
Mmechz = Ara(=7-T1Bo) — Qra(~5-r2Bo) (15.27)

ausiibt, so dass der Kondensator die mechanische Drehimpulskomponente

_0Bo

L= 2202 -13) (15.28)

erhélt. In beiden Féllen wird also der elektromagnetische Drehimpuls in den gleichen mechanischen Drehimpuls
umgewandelt.
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16 Elektromagnetische Wellen im Vakuum und in homogenen
isotropen | solatoren

16.a Wellengleichung

Wir betrachten elektromagnetische Wellen in einem homogenen isotropen Isolator einschlielich dem Vakuum.
Das heifit, wir verlangen, dass die Dielektrizitdtskonstante e und die Permeabilitdt u orts- und zeitunabhéngig
sind. Wir verlangen weiterhin, dass keine freien Stréme und Ladungen auftreten ps = 0, j¢ = 0. Das Material
ist also ein Isolator. Damit lauten dann die vier MaxweLL-Gleichungen, ausgedriickt durch E und H mit Hilfe
vonD = eE und B = uH

divE =0, divH =0, (16.1)
rotH = SE, rotE = —’%H. (16.2)
Daraus folgt
rot rotH = g rotE = —Z—?H (16.3)
Mit
rot rotH =V x (VxH)=-aH+ V(V-H) (16.4)

folgt unter Beriicksichtigung von (16.1) fiir H und analog fiir E

AH = EH (16.5)
1 .
c

¢ = . (16.7)
Veu

Die Gleichungen (16.5) und (16.6) heilen Wellengleichungen.

16.b Ebene Wellen

Wir suchen nun partikuldre Losungen der Wellengleichungen und beginnen mit Losungen, die nur von z und t
abhédngen, E = E(z,t), H = H(z,t). Fir die z-Komponenten folgt dann

O0E;

: E
(rotH), = 0 = SEZ N % - 0. (16.9)

In der z-Richtung ist mit diesem Ansatz also nur ein statisches homogenes Feld, das heif3t ein konstantes Feld
E, moglich. Entsprechendes gilt auch fur H,. Wir sehen hieraus bereits, dass elektromagnetische Wellen
Transversal-Wellen sind.
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Fur die x- und die y-Komponenten folgt
€. - € - 1 .
(VxH)x= (Ex = ~ViHy = Ex > ~Vi(yjiHy) = —(VeEy) (16.10)
: : 1 .
(VXE)y = ~EHy = ViEx = ~LHy o Vi(VeEy = - Z (V). (16.11)

Ey ist mit Hy verkniipft, analog Ey mit —Hy. Wir kdnnen die beiden Gleichungen (16.10) und (16.11) zusam-
menfassen zu

0 0
i (VeExx ViaHy) = 76— (Ve £ VaHy). (16.12)
Die Losung dieser Gleichung und der entsprechenden fiir Ey mit —H, ist
VeEx £ vuHy = 2f.(z F c't), (16.13)
VeE, F VuHy = 2g.(z ¥ ¢'t), (16.14)

mit beliebigen (differenzierbaren) Funktionen f. und g., woraus dann

VeEx = f.(z-ct)+f (z+cC't) (16.15)
VuHy = f.@z-ct)-f(z+c't) (16.16)
VeEy, = g.(z-c't)+g-(z+c't) (16.17)
VuHx = —-g:@z-ct)+9-(z+C't) (16.18)

folgt. Es handelt sich also um die Uberlagerung von Wellen beliebiger Form, die nach oben (f,, g.) und nach
unten (f_, g_) mit der Geschwindigkeit ¢’ laufen. ¢’ = ¢/ +/eu ist also die Ausbreitungsgeschwindigkeit der
elektromagnetischen Wellen (des Lichtes) in dem jeweiligen Medium. Insbesondere finden wir, dass c¢ die
Vakuum-Lichtgeschwindigkeit ist.

Wir berechnen noch die Energiedichte
i(eE2+yH2) = i(f2+g2 + 2+ ¢?) (16.19)
8n V% A A

und die Energiestromdichte in Form des Poy~ting-Vektors

u=

c
4n

wobei wir ein homogenes Feld in z-Richtung nicht beriicksichtigt haben. Durch Vergleich der Ausdriicke
fur u und S jeweils nur fiir die nach oben oder unten laufenden Anteile sieht man, dass die Energie mit der
Geschwindigkeit der Welle +c’e, transportiert wird, da S = +c’e;u. Wir bemerken noch, dass die Welle, fiir die
Ey = Ound Hy = 0, das heilt g. = 0, linear polarisiert in x-Richtung heif3t. Fiir die Angabe der Polarisation-
srichtung ist immer die Richtung des Vektors E maBgeblich.

S= “ExH-= %(ff+gf —f2_¢?), (16.20)
JT

16.c  Uberlagerung ebener periodischer Wellen

Allgemein kann man die elektrische Feldstérke als Fourier-Integral ansetzen
E(r.1) = f dPkdwEo(k, w)eitkr ), (16.21)
analog fiir H. Damit driicken wir die Felder als Uberlagerung ebener periodischer Wellen aus.

16.c.a Einschub Uber Fourier-Reihen und Integrale

Die Fourier-Reihe einer Funktion mit Periode L, f(x + L) = f(x), lautet

f(x) =@ Z fe2mim/L (16.22)
N=—oc0
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f, sind die Fourier-Koeftizienten von f. Die Darstellung ist moglich fur quadrat-integrable Funktionen, mit
einer endlichen Anzahl von Unstetigkeits-Stellen. € ist eine geeignete Konstante. Die Riicktransformation, das
heif3t die Berechnung der Fourier-Koeffizienten gewinnt man aus

L/2 i
dxe= 2L £ (x) = ELf,, (16.23)
-L/2
wie man durch Einsetzen in (16.22) und Vertauschen von Summation und Integration leicht sehen kann. Die
Fourier-Transformation firr eine von —co bis +co definierte nicht notwendig periodische Funktion f(x) gewinnt
man, indem man den Grenziibergang L — oo durchfiihrt und

2 2
k= 0 g fo(k), G=Ak= (16.24)
L L
definiert. Dann geht ndmlich (16.22) in
f(x) = ZAkfo(k)eikx - f dk fo(k)e™> (16.25)
Uber und die Riick-Transformation (16.23) in
f dxf(x)e ™ = 2mfo(k). (16.26)
Damit kdnnen wir zum Beispiel die Riicktransformation von (16.21) zu
1 3 —i(k-r—wt
Eo(k, w) = o f drdte 'k TOE(r, 1) (16.27)

angeben.

16.c8 Zurick zu den M axweLL-Gleichungen

Die Darstellung durch die Fourier-Transformierte hat den Vorteil, dass die Gleichungen einfacher werden.
Durch Anwendung der Operationen V und 9/t auf die Exponentialfunktion

velkr-ot) _ ikei(k'rf‘”t), %ei(k-r—wt) = —jelkr-ot) (16.28)

in den MaxweLL-Gleichungen folgt fur die Fourier-Komponenten

V-E=0 — ik-Eo(k,w)=0 (16.29)
V-H=0 — ik-Ho(k,w)=0 (16.30)
VxH = EE ik x Ho(k, w) = —igwEo(k,(u) (16.31)
VXE = —‘E‘H - ik x Eo(k, w) = i’E‘wHo(k,w). (16.32)

Der Vorteil dieser Darstellung besteht darin, dafl immer nur Fourier-Komponenten mit gleichem k und w
miteinander verknipft sind. Fir k = 0 folgt w = 0, wobei Eg, Hg beliebig sein kdnnen. Dies sind die statischen
homogenen Felder. Fiir k # 0 folgt aus (16.29) und (16.30), dass

Eo(k,w) L k, Ho(k,w) L k. (16.33)
Aus den beiden anderen Gleichungen (16.31) und (16.32) folgt
k x (k X Eo(k, w)) = %wk x Ho(k, w) = —i—‘z‘szo(k,w). (16.34)

Daraus folgt
k(k - Eo(k, w)) — k®Eq(k, w) = —é(quo(k,(u), (16.35)
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analog fir Ho. Wegen (16.29) verschwindet der erste Term auf der linken Seite von (16.35). Es gibt also
nicht verschwindende Lésungen, wenn die Beziehung w = +c’k erfillt ist. Dies ist die Dispersionsrelation fir
elektromagnetische Wellen, das hei3t der Zusammenhang zwischen Frequenz und Wellenvektor fiir elektromag-
netische Wellen. Unter Beriicksichtigung dieser Bedingung kdnnen wir schreiben

Eo(k, w) = %5((0 — ¢'K)Ex(K) + %5((0 + C'K)Ex(K). (16.36)

und damit L )
E(r,t) = f d3k(§El(k)ei<k'f°’k0+ EEz(k)ei<k'f+6’k‘>). (16.37)

Da die elektrische Feldstarke reell sein muss, muss sie mit ihrem Konjugiert-komplexen tibereinstimmen
* 3 1 * —i(k-r—c’kt) 1 * —i(k-r+c’kt)
E*(r,t) = d>k §E1(k)e + EEZ(k)e
1 i , 1 i ,
= f d3k(§Ej(—k)e'(k'”° K 4 EEZ(—k)e'(k"’c k‘>). (16.38)

Durch Koeffizienten-Vergleich folgt
E5(K) = E1(—K). (16.39)

Damit haben wir dann

1 itor—cky . 1 iorec
E(r. 1) f dsk(EEl(k)e'("'r‘c W+ SE (ke "0)

fdsk (% El(k)ei(k~r—c’kt) + %Ei(k)ei(k'rc/kt))

= R f GE (K)eltr e H0) (16.40)
Fiir Hp folgt dann aus (16.32)
c € . K L K
Ho(k, w) = —k x Eo(K, ) = [~ [6(w — ¢’K)== x E1(K) — 6(w + C'K) = x E(K) (16.41)
Uw u 2k 2k
und damit fur H .
H(r.1) = R( f d®k \ﬁ X Ea(k)e'®r—oH0), (16.42)
u

Tragt nur eine Fourier-Komponente bei, E;(k) = 63(k — ko)E1o (Idealisierung), so spricht man von einer
monochromatischen Welle,

E(r,t) = R(Epee'kor=Ckd)y (16.43)

k e
H(r,t) = \/E%(k—(?xa,oe'(ko*-ckoﬂ). (16.44)

Von linear polarisierten Wellen (Licht) spricht man, wenn E;1o = e1E1 mit einem reellen Einheitsvektor e;,
von zirkular polarisierten, wenn E1o = (€1 ¥ ie)E10/ V2 mit reellen Einheitsvektoren e; und e,, wobei e,
e und Ko eine orthogonale Rechtsbasis bilden. Fiir das obere Vorzeichen ist die Welle rechts-, fur das untere
links-polarisiert.

16.c.y Zeitmittelwerteund Zeitintegrale

Die Energiedichte und der Poynting-Vektor sind Grofen, die bilinear in den Feldern sind. Hat man etwa
monochromatische Wellen, wie in (16.43) und (16.44), so oszillieren diese GréRen. Man ist aber oft am Mittel-
wert dieser Grofen interessiert. Haben wir also zwei Grofien

a=R(ae™), b=R(boe™), (16.45)
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S0 ist
1 : 1 1 :
ab = Zaoboe’z'“’t + Z(aobES + agho) + Zagbgez"”‘. (16.46)

Der erste und der letzte Term oszillieren (wir nehmen w # 0 an). Sie heben sich im Zeitmittel weg, so dass im
Zeitmittel bleibt

Man beachte, dass ap und by im allgemeinen komplex sind, und das Zeitmittel wesentlich von der relativen
Phase beider GroRen und nicht nur von den Betrdgen |ag| und |bg| abhéngt.
Sind a und b durch Fourier-Integrale gegeben,

a(t) = R( f dwap(w)e ) (16.48)

und analog fiir b(t), so werden h&ufig die Zeitintegrale tber diese Groflen und deren Produkte endlich sein.
Hierzu mussen wir das Zeitintegral f_‘z dte~'t bestimmen. Dieses Integral ist nicht wohl definiert. Tatséchlich
soll es aber mit einer in w stetigen Funktion multipliziert werden, so dass es auch genugt, herauszubekommen,
wie sich das Zeit-Integral Uber dieses Frequenz-Integral verhdlt. Hierzu gehen wir auf die Notation unseres
Einschubs mit x und k zuriick und stellen fest, dass

L/2 )
dxe= 2L = | 5g ), (16.49)
-L/2
also
n, L/2 )
dxe2Hm/b — | (16.50)
n=n.v-L/2

falls n_ < 0 und n, > 0 sind, sonst verschwindet die Summe. Jetzt fihren wir wieder den Limes L — oo durch
und erhalten

K, L/2 _ K, oo _
Z Akf dxe ™ = AKL — dk dxe ™ = 27, (16.51)
c -L/2 k. —co

falls k_ negativ und k., positiv sind, sonst ist es Null. Daraus folgt
f dxe ™ = 275(K). (16.52)

Mit diesem Ergebnis finden wir

T

f ) dta(®b(t) = 5 f ) do(ao(w) + aj(—w))(bo(-w) + bi(w)). (16.53)

Treten nur positive Frequenzen w unter dem Integral auf, so erhdlt man

I ) dta(t)b(t) = g fo ) dow(ao(w)by(w) + aj(w)bo(w)) = AR fo ) dwag(w)bo(w)). (16.54)
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17 Elektromagnetische Wellen in homogenen Leitern

17.a Transversal-Schwingungen bei niedrigen Frequenzen

Wir untersuchen Transversal-Schwingungen in einem homogenen Leiter. Dabei setzen wir 4 = 1. Aus

jt=0E (17.1)
folgt
(OtB — Lek = 2. (17.2)
c c
Bei periodischen Feldern der Kreisfrequenz w,
E = Eg(r)e™', B =Bg(r)e™, (17.3)
entsprechend auch fiir p; und j;, folgt dann
i 4
rot Bo + ('?‘”e - ?’“(J—)E0 0. (17.4)
Dies konnen wir auch schreiben
(0tBo + L e(w)Bo = 0, e(w) = e — 2. (17.5)
c iw
Aus der Kontinuitétsgleichung
of + divjy =0 (17.6)
folgt
—iwpro+ divjfo=0 (17.7)
und damit 4 4
divDo = 4710 = - divjro = —Z divEo. (17.8)
lw lw
Damit gilt
e(w)divEg =0 (17.9)

wegen divDg = ediv Eg. Wir kdnnen daher unsere bisherigen Ergebnisse von Isolatoren auf Leiter tibertragen,
indem wir e durch e(w) ersetzen. So finden wir

2

w
k? = e(w)?. (17.10)
Da e(w) komplex ist, ist fir reelles w der Wellenvektor k komplex. Wir setzen
Ve@) =n+ik, k= %(n +iK) (17.12)
und erhalten mit
eikZ — eiwnz/c—wkz/c (1712)
eine geddmpfte Welle. Fir die Felder ergibt sich dann
E = %(Eoeiw(nz/c_t))e_wkz/c, (1713)
B = R(Ve(w)e, x Ege/Cc-V)g-wxz/c, (17.14)

Die Amplitude féllt auf der Strecke d = = auf 1/e ab (Eindringtiefe). Fir kleine Frequenzen kann man approx-

imieren
Ano . [2n0 [ 270 c
1’6(1) ~ —_ = 1+| _—, N=kx-= _—, d: . 1715
(@) lw ( ) w w V2row ( )

Fir Kupfer hat man o = 5.8 - 107 s72, fiir w = 27 - 50 s~* folgt d = 9 mm. Man spricht vom Skin-Effekt. Der
Wechselstrom féllt im Leiter nach innen exponentiell ab, wobei der Abfall fiir hthere Frequenzen rapider ist.
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17.b  Transversal-Schwingungen bei hohen Frequenzen

Tatséchlich hdngen e und o von w ab. Wir wollen das Frequenz-Verhalten der Leitfahigkeit modellméRig
betrachten und gehen von der Bewegungsgleichung eines Ladungstrdgers (zum Beispiel eines Elektrons im
Metall) aus,

mof' = eoE — 2f, (17.16)
T

wobei mg und ep Masse und Ladung des Ladungstrégers seien. Der letzte Term ist ein Reibungsterm, der die
StoRe mit anderen Teilchen pauschal beschreibt. Dabei ist v die Relaxationszeit, die angibt, wie rasch die
Bewegung ohne elektrisches Feld abklingt. Mit js = pff = ngeof, wobei ng die Dichte der freibeweglichen
Ladungstréager ist, folgt dann

Mo djt Mo .
— — =¢goE - . 17.17
Noeg Ot 0 noTEOJf ( )

Im stationdren Fall 9j;/dt = 0 folgt die statische Leitfahigkeit oo = n‘;;e‘z’, so dass wir
Ojt .
— =o0oE - 17.1
T&t ooE — j; (17.18)

schreiben kénnen. Mit der Zeitabhingigkeit o« =7 folgt dann

(1 - iu)T)j f0o = O'oEo, (1719)
was aufgeldst wird zu
jto = o(w)Eo (17.20)
ow) = —22 (17.21)
1-iwr
4J'IZO'0
= €—+——. 17.22
€(w) € iw(l - iwr) ( )
Fir hohe Frequenzen, wt > 1 folgt daraus
4o 475“08% (/.)|23
e(w) =€- 2 S Mow? = E(l - E) (17.23)
mit der Plasmafrequenz
4mnge?
wp = i (17.24)
€Mg

n=0, x=le(—5-1) (17.25)

mit einem exponentiellen Abfall der Welle. Firr w > wp dagegen wird e positiv,

2

n=/e(1- %) k=0. (17.26)

Fiir diese hohen Frequenzen ist der Leiter durchsichtig. Fiir Kupfer hat man 1/ = 3.7- 103571, ¢ = 5.8 - 107
s~ und wp = 1.6 - 10® s~2. Fiir sichtbares Licht hat man den Frequenz-Bereich w = 2.4..5.2 - 10% 571, so dass
Kupfer im sichtbaren Bereich undurchsichtig ist. In Elektrolyten ist jedoch die Ladungstrégerdichte niedriger,
die Masse der Ladungstrdger hoher, so dass die Plasmafrequenz niedriger ist. Daher sind Elektrolyte in der
Regel durchsichtig.
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17.c Longitudinale = Plasma-Schwingungen

Fir w = wp ist e(w) = 0. Dann erlaubt (17.9) longitudinale elektrische Wellen
E = Egge'ez ) B =0. (17.27)

Diese gehen mit longitudinalen Schwingungen der Ladungstrdger einher, die man erhélt, wenn man den Rei-
bungsterm in (17.17) vernachlassigt.
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18 Reflexion und Brechung an einer ebenen Grenzfl ache

18.a Problemstellung und Ausbreitungsrichtung

Wir betrachten eine einlaufende ebene Welle o« eike™¢% fijr x < 0,

ke = (K, 0,k,), die auf die Grenzflache x = 0 auftrifft. Fiir x < 0 habe € Hy & H,
man die Dielektrizitatskonstante e; und die Permeabilitét uq, fir x > 0 Z
hab_e man e, und up. An der Grenzflache x = 0 variiert die Welle wie
o €'tV Fir die reflektierte und die gebrochene Welle hat man das r d
gleiche Verhalten an der Grenzflache, das heift sie stimmen alle in kz,
ky und w Uberein und unterscheiden sich nur in ky. Aus al\ as X
ag
uiw? Nw?
kp= B = ni= vem (18.1) g
folgt
n2w?
k2 =k2+k?= t—z k, = (K, 0, k) (18.2)
n2w?
ks =k2+K" = i—z kg = (K”,0,ky). (18.3)

Dabei sind n;, die Brechzahlen der beiden Medien. Die x-Komponente des Wellenvektors der reflektierten
Welle k; ist gerade das Negative der einlaufenden Welle. Daher stimmt der Einfallswinkel a3 mit dem Reflex-
ionswinkel Uberein. Falls k’ reell ist, muss man k”” > 0 wahlen, damit die Welle auslauft und nicht einlduft.
Falls k” imagindr ist, muss man 3k’ > 0 wéhlen, damit die Welle im Material 2 exponentiell abklingt und nicht
anwdchst. Fir reelles k”” hat man

kz = k]_ sin (A= kz sin 2. (184)

Daraus folgt mit (18.1) das SnerLiussche Brechungsgesetz
nysinai = nasina,. (18.5)
Falls sich sin az > 1 ergibt, entspricht das einem imagindren k’. Wir bemerken schlieRlich noch

k" kicosa; tanas

- = = . 18.
k”  kocosa, tanay (18.6)

18.b Grenzbedingungen, Amplituden

Wir missen nun zwei Polarisationen unterscheiden. Diese werden auf die Einfallsebene bezogen. Diese ist die
von der Richtung des einfallenden Strahls und von der Normalen auf die Grenzflache aufgespannte Ebene (in
unseren Koordinaten die x-z-Ebene). Die Polarisation 1 liegt senkrecht zur Einfallsebene, das heif’t E ist in
y-Richtung polarisiert. Die Polarisation 2 liegt in der Einfallsebene, H liegt in y-Richtung. Man erhélt dann
folgende Polarisationen und Stetigkeitsbedingungen

Polarisation 1 Polarisation 2
E L Einfallsebene | in Einfallsebene
H in Einfallsebene | L Einfallsebene
E; El,y = E2,y El,z = EZ,Z (18-7)
Dn = EEn ElEl,x = €2E2,X (188)
Hy Hl,z = H2,z Hl,y = H2,y (18-9)
Bn = /JHn ,UlHl,x = ﬂZHZ,x (18-10)
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Fir die Polarisation 1 hat man daher fiir die elektrische Feldstarke

ik'x —-ik'x
_ ailkz—ot) o (Eeel +‘ E.e ) x<0
E(r,t)=¢e e { Eqex <> 0 (18.11)
anzusetzen. Aus den MaxweLL-Gleichungen erhélt man daraus die magnetische Feldstérke
-
rOtE = —‘E‘H - %H, (18.12)
c c OEy cky
H, = C(rotE),=_2725y_ e 18.13
HPx Iw(ro )x lw 0z w ( )
¢ By _ iprwnC [ (B —Ee) x<0
2 = o~ % & K k' x> 0. (18.14)

Die Randbedingungen ergeben sich aus der Stetigkeit von Ey, die mit der Stetigkeit von xHy identisch ist, und
aus der Stetigkeit von H,

k/ k//
Ee+E =Eg, —(Ee—-E;)=—Eq, (18.15)
H1 H2
woraus die Amplituden
/J2k, —/J]_k” 2/12'(’
— — " F, Ey=——"—"_F 18.16
r #Zk’ +,Ulk" e d quk, +,U1k” e ( )

folgen.
\on der Polarisation 1 gelangt man zur Polarisation 2 durch die Transformation

E—->H, H-o-E eou (18.17)
Daher erhdlt man fur die Amplituden

62k' - Elk" 262|(/
H=———He Hi=———He 18.18
r ek + ek’ [ d ek + ek’ e ( )

18.c Diskussion fUr uy = up

Wir diskutieren nun die Ergebnisse fiir u; = u», da fir viele Materialien die Permeabilitat praktisch gleich 1 ist.

18.c.a Isolator, |sinay| < 1: Brechung

Wir bestimmen nun die Amplitude der reflektierten Welle aus der der einfallenden Welle. Der Reflexionskoe-
flizient R, das heif3t der Anteil der Strahlungsleistung, die reflektiert wird, ergibt sich zu

Ery

R=(g) - (E_;)Z’ (18.19)

da der zeitgemittelte Povynting-Vektor S = cE x H/(4mx) fur Vektoren E und H, die orthogonal auf einander
stehen, sich betragsméaRig zu

— C c c’
= Z|E|-|H| = —€E? = —yH? 18.20
IS 8n| |- |H 8 8t ( )
ergibt. Fur die Polarisation 1 ergibt sich mit (18.6)
k' —k” tana, —tan ay sin(az — a1)
E = = E = — . 1821
"TK+k” T tanaz+tanay - sin(az +ai1) © ( )
Fur die Polarisation 2 folgt
_ngk -nfk”  sinestanar —sinfaptanay | tan(er — ap) (18.22)

e — . . e — e.
n2k’ + 2k’ sin? @y tan a, + sin? e tan ay tan(ay + a2)
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Man erkennt, dass bei der Polarisation 2 die Reflexion verschwindet, wenn a1 + a» = 90°, woraus dann wegen
sinaz = cosay und (18.5) tanay = ny/n;y folgt. Dies ist der Brewstersche Winkel.  Bei Einfall von Licht
unter diesem Winkel wird nur Licht der Polarisation 1 reflektiert. Dies kann zur Erzeugung linear polarisierten
Lichtes verwendet werden. Im Limes « gegen Null, das heif3t bei senkrechtem Auffall des Lichtes ergibt sich
fuir beide Polarisationen (die in diesem Limes nicht mehr zu unterscheiden sind)

N> —N1\2
R = - 18.2
(n2+n1)’ a=0 (18.23)

18.c,8 Isolator, |sinay| > 1: Totalrefexion

In diesem Fall ist k” imagindr. Die Welle dringt nur noch exponentiell abklingend in das zweite Material ein.
Jeweils den ersten Ausdriicken in (18.21) und (18.22) entnimmt man, da der Z&hler des Bruchs das konjugiert
Komplexe des Nenners ist, dass

|Eil = |Eel, [H=[Hel. R=1, (18-24)

Man hat also Totalreflexion.

18.c.y Metallische Refexion, a =0

Im Falle der metallischen Reflexion setzen wir n; = 1 (Vakuum oder Luft) und n, = n + ik (17.11). Dann folgt
fir den Reflexionskoeffizient fir & = 0 aus (18.23)

2 2.2
(n-1)+« 4n

= Zl—— . 12
(n+1)? +«? (n+1)? +«? (18.25)

Fir we < 2mo folgt dann aus (17.5) und (17.15)

_'n+i/<—1
Tin+ik+1

2 2 2
Nekr |22, Ral-Zxl- 4|22 (18.26)
w n o

ein Ergebnis, das nach Hagen und Rusens benannt ist.

18.c.5 Oberflachenwellen am Leiter

Wir wollen nun noch Wellen betrachten, die sich an der Grenzflache von Leiter und Vakuum entlang bewegen.
Wir setzen also e; = 1 und e; = €(w) aus (17.5). Wir bendtigen dann auf jeder Seite der Grenzflache genau eine
Welle. Das erreichen wir, wenn wir die Lésung aufsuchen, bei der keine Welle reflektiert wird. Das heif3t, wir
nehmen formal die Welle mit Polarisation 2, bei der H; in (18.18) verschwindet, also

e(w)k’ =k’ (18.27)
gilt. Zusammen mit (18.2) und (18.3)
2 2
2 2 _ w 2 "2 _ E(w)(‘)
ks + k<= ox kS + K" = 2 (18.28)
findet man die Ldsung
w €(w) kz
i K = K’ = e(w)ks. 18.2
Z C 1 + E((,())’ W’ E(UJ) V4 ( 8 9)
Mit der N&herung (17.15) erhélt man fiir nicht zu groRRe Frequenzen
w iw
k, = E(l + %) (18.30)
(1 - i)w??
kK = ——— (18.31)
2cV2no
iy, ,1/2 4/
K" = M. (18.32)

Fur kleine Frequenzen, w < o, ist daher der exponentielle Abfall in Ausbreitungsrichtung (k;) am langsamsten,
in das Vakuum hinein etwas schneller (k’) und im Metall am schnellsten (k”).
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19 Hohlleiter

Es gibt verschiedene Arten von Wellenleitern. Diese kdnnen zum Beispiel aus zwei Leitern bestehen, die
entweder nebeneinander herlaufen (zwei Dréhte) oder koaxiale Leiter sind. Man kann aber auch elektromag-
netische Wellen in einem dielektrischen Wellenleiter (Lichtleiter) oder in einem Hohlleiter fihren.
In allen Féllen wollen wir davon ausgehen, dass Translationsinvarianz in z-Richtung besteht, so dass die Materi-
algroRen e, y und o nur Funktionen von x und y sind. Dann kann man die elektromagnetischen Felder ansetzen
zu

E = Eg(x,y)e'®@ ) B = By(x, y)e'z V. (19.1)

Es bleiben nun die Funktionen Eg, B und w(kz) zu bestimmen.

19.a Hohlleiter

Wir wollen das Programm flir einen Hohlleiter durchflihren, das heift fiir einen Metallzylinder (nicht notwendig
mit kreisformigem Querschnitt). Wir beginnen mit den Randbedingungen, wobei wir die metallische Oberflache
als idealen Leiter annehmen, - = co. Dann gilt an der Oberfldche

E =0, (19.2)

da eine tangentiale Komponente eine unendlich groRe Stromdichte an der Oberflache bewirken wiirde. Weiter
folgt aus rotE = —B/c

ikBn, = (rotE), = (rotEy) - & k= w/c, (19.3)
woraus
Bn=0 (19.4)
folgt.
Im Inneren des Hohlleiters gilt
1. . .
(rot E)y = —E By - IkZEO,X - VXEO,Z = IkBo’y (195)
1. . .
(I'Ot B)X = EEX - VyBo’Z - IkZBo’y e —IkEo’X. (196)
Unter Verwendung von
k2 =k®-k2 (19.7)
lassen sich die Transversalkomponenten durch die Longitudinalkomponenten ausdriicken
k?Eox = ik;VxEoz+ ikVyBo, (19.8)
k?Boy = ikVxEoz+ ik, VyBo,. (19.9)

Ahnliche Gleichungen gelten fiir Eoy und Box. Zur Bestimmung der Longitudinalkomponenten verwenden wir

die Wellengleichung
2

(a-= atz)(Eo,zei"‘ZZ*“")) =0, (19.10)
Wworaus

(V5 + Vg +kD)Easx.y) =0 (19.11)
und analog

(VZ+V§ +k3)Bosx.y) =0 (19.12)

folgt. Man kann zeigen, dass damit fur k, # 0 auch die Ubrigen MaxweLL-Gleichungen erfllt sind. Es gilt
ndmlich

k2 div E=ik,

k2 (rotB - E/c),=ik
k2 div B=ik,

k2 (rotE + B/c),=—ik

} (V2 + V2 + K2)Eg e/t (19.13)

} (V2 + V2 +K2)Bg ek, (19.14)



19 Hohlleiter 71

Es genlgt daher, die Wellengleichungen zu erfiillen. Wir bemerken weiter, dass Eo, und Bg, von einander
unabhéngig sind. Man unterscheidet dementsprechend TE-Moden (transversal elektrisch) mit Eq, = 0 und
TM-Moden (transversal magnetisch) mit Bo, = 0.

Wir kommen nun nochmals auf die Randbedingungen zuriick. Die Komponenten senkrecht zu der Ausbrei-
tungsrichtung z lassen sich

k?(exEox + &FEqy) = ik,gradEq, — ike, x grad Bo, (19.15)
k®(exBox + &Boy) = ik,gradBo, + ike, x gradEg; (19.16)
schreiben. Fihren wir auf der Oberflache des Hohlleiters zu dem Normalenvektor e, und dem Vektor e, noch
einen dritten Einheitsvektor e; = €, x €, ein, dann wird die Tangentialebene an die Oberflache durch e, und

e aufgespannt. e. liegt dabei in der xy-Ebene. Da auch e, in der xy-Ebene liegt, kdnnen wir auf n- and
c-Komponenten transformieren

exEo,x + eyEo,y = ech,c + enEo,n. (1917)

Damit lassen sich dann (19.15, 19.16) in der Form
ki (enEon + €Eoc) = ikAendnEoz+ €dcEoz) — ik(€:0nBoz — €:0¢Bo2), (19.18)
ki (enBon+€Boc) = iky(€:0nBoz+ €0cBoy) + ik(€c0nEoz — €:0cE0 ) (19.19)

schreiben. Auf der Oberflache muss gemdR (19.2, 19.4)

EO,Z = EO,c = BO,n =0 (19.20)

gelten. Aus (19.18, 19.19) folgt
k’Eoc = ik 0¢Eoz — ikdnBoy (19.21)
k’Bon = ik0nBoz + ikdcEoz. (19.22)

Da Eq; = 0 auf der Oberflache, gilt auch d.Eq, = 0 auf der Oberfliche. Offensichtlich hat man als zweite
Bedingung 9,Boz = 0.
Damit ist das folgende Eigenwert-Problem zu ldsen

TM-Mode: (V4 + V5 +ki)Eo, =0, Eq =0 auf der Oberflache, (19.23)
TE-Mode: (V4 + Vi +k2)Boz =0, (gradBoz)n = 0auf der Oberflache . (19.24)

w=C+/kZ+K2. (19.25)

TEM-Moden Wir haben den Fall k; = 0 bisher nicht diskutiert. Wir wollen dies nicht in allen Details tun.
Man kann zeigen, dass fiir diese Moden beide Longitudinal-Komponenten verschwinden, Eq, = Bo, = 0. Man
spricht daher von TEM-Moden. Fir diese folgt mit k, = £k aus (19.5) und analog durch eine Drehung von E
und B um 90° um die z-Achse Eqx — Eoy, Boy — —Box

Es folgt das Dispersionsgesetz

Boy = +Eox, Box = FEoy. (19.26)
Aus (rotE), = 0 folgt dann, dass man Eq durch den Gradienten eines Potentials darstellen kann
Eo = —grad @(x,y), (19.27)
das wegen div Eg = 0 die Potentialgleichung erfllt
(VZ+V9D(x,y) = 0. (19.28)

Es ist also die homogene LapLace-Gleichung in zwei Dimensionen zu losen. Wegen Eo; = 0 muss auf der
Leiteroberfliche das Potential konstant sein. Daher erhdlt man eine nicht-triviale Ldsung nur in mehrfach
zusammenhéngenden Gebieten, also nicht im Innern eines kreisformigen oder rechteckigen Querschnitts, aber
auBerhalb, oder in Koaxialkabeln, oder im AufRenraum zweier Drahte.
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19.b Losung fur rechteckigen Querschnitt

Wir bestimmen die Wellen im Hohlleiter fiir einen rechteckigen Querschnitt mit Seitenlangen a und b. Fiir die
TM-Wellen machen wir den Produkt-Ansatz

Eoz(x.y) = f(x)g(y) (19.29)
Einsetzen in (19.11) gibt
f7g+ fg” +k>fg=0 (19.30)
oder ¢ .,
9
-+ r = k2, (19.31)
woraus folgt, dass f”/f und g” /g konstant sind. Da Eq, am Rand verschwinden muss, folgt
B . NAX, . mmy > (Numy2 M2
Eoz(X,y) = Eg sm(T)sm(T , ki= (T) + (T) , n=1m>1 (19.32)
Fur die TE-Welle erhdlt man mit dem entsprechendenen Ansatz
Box.Y) = f(X)a(y) (19.33)
und der Randbedingung ( grad Bo ;) = 0 die Losungen
_ N7t maty 2 (Nm\2  Mmy2
Boo(x.¥) = Bocos(—=) cos(—=). ki = (?) + (T) , n>0, m>0, n+m>1. (19.34)

19.c Wellenpakete

Vielfach hat man es nicht mit monochromatischen Wellen, sondern mit Wellenpaketen zu tun, die aus
Fourierkomponenten mit k; ~ ko bestehen

E = Eo(x.Y) f dk,fo(lky)ei k-t (19.35)

wobei fo(kz) bei k; = kzo ein Maximum hat und fir andere k-Werte rasch abféllt. Dann entwickeln wir w(kz)
um kLO

w(kz) = w(kLO) + Vgr(kz - kz,O) + ... (19.36)
_ dw(ky)
Vogr = dk, ko=kso ’ (19.37)

In linearer N&herung dieser Entwicklung folgt dann

E = Eg(x, y)e'®ozeled f(z vy t),  f(z - vgt) = f dk, fo(k)e'te ko) EVart) (19.38)
Der Vorfaktor enthélt die Phase ¢ = kz0z — w(kz0)t. Das Paket oszilliert also mit der Phasengeschwindigkeit
32' w(Kz0)
V, h = — = . (1939)
PR atly — keo

Die Ortsabhéngigkeit der Amplitude steckt dagegen in der Funktion f(z — vgt). Das Wellenpaket bewegt sich
also mit der Gruppengeschwindigkeit (auch Signalgeschwindigkeit) vg, (19.37).

Fur die Wellen des Hohlleiters finden wir aus (19.25)
JKE + K2,

Vph = O, (19.40)
20

_ o Ko (19.41)

VK + kS,
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Die Phasengeschwindigkeit ist gréBRer als die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit ¢, die Gruppen- oder Signalge-
schwindigkeit aber kleiner als die Lichtgeschwindigkeit. Geht man in der Entwicklung (19.36) tiber den linearen
Term hinaus, so findet man, dass die Wellenpakete auseinanderflieRen.

Aufgabe Bestimme w(k) fiir Transversal-Schwingungen in einem Leiter oberhalb der Plasmafrequenz (Ab-
schnitt 17.b) fir e = 1 und die daraus resultierende Phasen- und Gruppengeschwindigkeit.
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20 Elektrodynamische Potentiale, Eichtransfor mationen

In der Elektrostatik haben wir bereits das elektrische Potential @ kennengelernt, in der Magnetostatik das Vek-
torpotential A. Beide kdnnen auch fur die zeitabhéngigen Probleme eingefiihrt werden und erlauben auch dann
die Bestimmung von B und E.

20.a Potentiale

Die dritte und vierte MaxweLL-Gleichung sind homogen, das heif3t, sie enthalten die Ladungen und Stréme nicht
explizit. Sie erlauben, die Felder B und E durch Potentiale auszudriicken. Aus div B = 0 folgt

B(r,t) = rotA(r,t). (20.1)

Beweis: Wegen divB = 0 gilt AB = —rot rot B (B.26), woraus dann dhnlich wie in (9.16) und (9.17)

B(r) = % fd3r’(rot’ rot’B(r’))|r —lr = oot fd3 r TotB(r’) (20.2)

Ir—r’|

bei der Einfiihrung des Vektorpotentials in der Magnetostatik folgt. Ein elementarer Beweis folgt als
Ubungsaufgabe.
Aus rotE + B/c = 0 folgt dann

1.

rot(E+ -A) =0, 20.3

(E+2A) (20.3)

so dass das Argument unter der Rotation als Gradient geschrieben werden kann. Konventionell setzt man dafir
—grad @, so dass die Darstellung

1.
E= _EA — grad® (20.4)
folgt. Der zweite Term ist aus der Elektrostatik bekannt. In der Zeitableitung von A steckt das Induktionsgesetz.

Man sieht umgekehrt, dass die Darstellung der Felder E und B durch die Potentiale in (20.4) und (20.1) die
beiden homogenen MaxweLL-Gleichungen erfulit.

20.b Eichtransformationen
Die Potentiale A und @ sind nicht eindeutig durch die Felder B und E bestimmt. Wir kdnnen A durch

A'(r,t) = A(r,t) + grad A(r, t) (20.5)
ersetzen, ohne B zu &ndern
B = rotA = rotA’, (20.6)
da rot grad A = 0. Dann folgt
E= —%A’ — grad (® — %A). (20.7)
Ersetzen wir gleichzeitig @ durch
1.
Q'(r,t) = O(r,t) - EA(r,t), (20.8)

so bleiben E und B unveréndert. Man bezeichnet die Transformation (20.5) und (20.8) von A und @ als Eich-
transformation.

75
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Die Willkir in der Eichung erlaubt es, Einschrankungen an die Potentiale ® und A zu fordern. Die folgenden
beiden Eichungen werden hdufig verwendet

1.
Lorenz-Eichung divA + E(I) =0, (20.9)
Couroms-Eichung divA =0. (20.10)

Hat man Potentiale ®” und A’, die die gewiinschte Eichung nicht erfiillen, so erhdlt man Potentiale @ und A
durch geeignete Wahl von A

Lorenz-Eichung  divA’ + %q’y = DA, (20.11)

Couroms-Eichung divA’ = AA, (20.12)
wobei X
190

=A- S 20.13

HEAT e ot? ( )

der o’ ALemserT-Operator ist. Die Lorenz-Eichung geht auf den dédnischen Physiker Ludvig V. Lorenz (1867)
zuriick im Gegensatz zur Lorentz-Transformation (Abschnitt 23), die dem hollandischen Physiker Hendrik A.
LorenTz zuzuschreiben ist.

Einsetzen der Ausdriicke (20.4) und (20.1) fur E und B in die erste MaxweLL-Gleichung ergibt

1. 1 - 4n
trotA+ A+ =grad® = —j 20.14
rot ro +C2 +Cgra CJ, ( )
das heif3t 1 4
~0A + grad (divA + Z0) = %‘j, (20.15)

wéhrend die zweite MaxweLL-Gleichung dann
1. .
—AD — < divA = 4mp (20.16)

lautet.
Daraus folgt fur die beiden Eichungen

: DA=-2j
Lorenz-Eichung { D(I)=—4Cnp (20.17)
. DA=—2%1j + Lgrad ®
Courome-Eichung { A(I)=—4cnp. c (20.18)

Aufgabe Zeige, dass ein Vektorfeld B(r), das divB = 0 geniigt, als rot A(r) dargestellt werden kann. Hierzu
setze man Az(r) = 0 und driicke Ay(r) durch Ay(x,y, 0) und By, &hnlich A(r) durch Ax(x,y, 0) und By aus. Dies
setze man in B; = (rotA); ein und zeige unter Verwendung von divB = 0, dass man passende Komponenten
von A beir = (x,Y, 0) finden kann.
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21 Dieelektromagnetischen Potentiale einer allgemeinen Ladungs- und
Stromverteilung

21.a Berechnung der Potentiale

In der Lorenz-Eichung hatten wir (20.17)

ad(r,t) = —4mp(r,t), (21.1)
oA(r,t) = —4%[] (r,t) (21.2)
mit dem p’ ALemBerT-Operator
O=A- 1 6—2 (21.3)
T '
und der Eichbedingung
divA + %(D =0. (21.4)
Wir filhren beziiglich der Zeit die Fourier-Transformierte ein
o(r,t) = f dwd(r, w)e ', (21.5)
analog fiir A, p, j. Dann folgt
w? - : )
od(r,t) = fda)(A + ?)CD(r,w)e"“’t = fda)(—4n,6(r,w))e"‘“‘, (21.6)

woraus durch Vergleich der Integranden

2
(a+ %)(D(r,w) = —4mp(r, w) 21.7)
folgt. Wir fiihren dazu die Greensche Funktion G ein, das heif3t, die Lésung der linearen Differentialgleichung
werde geschrieben als
O(r, w) = f derG(r, ', w)p(r’, w). (21.8)
Setzen wir diesen Ansatz in die Differentialgleichung (21.7) ein, so folgt
2

(A + %)G(r, ', w) = —4n83(r —r’). (21.9)

Da keine Richtung ausgezeichnet ist und die Gleichung invariant gegen Verschiebungen der Vektoren r und r’
um einen gleichen konstanten Vektor ist, ist anzunehmen, dass die Lésung G nur vom Abstand zwischen r und
r’ und zusatzlich natiirlich von dem Parameter « abhéngt

G=g(aw), a=Ir-r’|. (21.10)
Damit folgt
w? 1d%(ag) w? N
(o + ?)g(a, w) = 2 da2 + ?g =0fura=0. (21.11)

Dabei verwenden wir den LapLace-Operator in der Form (5.15), wobei Aqg = 0, da g nicht von der Richtung
von a =r —r’, sondern nur vom Betrag a abhéngt. Dies ergibt die Schwingungsgleichung fiir ag, hat also die
Losung

1 ) )
G=g(aw)= a(cle'wafc + CoeR/0), (21.12)
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Fir kleinen Abstand divergiert die Lésung wie (c1 + ¢2)/a. Um die §-Funktion in (21.9) als Inhomogenitat mit
dem richtigen Vorfaktor zu erhalten, muss ¢; + ¢z = 1 sein. Wir setzen nun der Reihe nach ein

f dwd(r, w)e !

f dw f dreUG(r, 1, w)p(r’, w)
fdwfds rr—— C elw\r r|/c+C e—lw\r r\/c) —th'\(r a))

1 Ir—r’| Ir=r’|
3,/ A ,
fd r— I”|(Clp(r ,t S )+ Cop(r’,t+ S )), (21.13)

r

@(r,t)

Beim Ubergang von der zweiten auf die dritte Zeile haben wir G eingesetzt. AnschlieRend fiihren wir die w-
Integration aus, vergleiche (21.5). Allerdings ist w im Exponenten in (21.13) nicht mit t, sondern mit t = ="1
multipliziert. Die Losung in der letzten Zeile enthélt einen Beitrag zu @ zur Zeit t, der von p zu friherer Zeit
(mit Faktor c1) und einen, der von p zu spéaterer Zeit (mit Faktor c,) abhéngt. Man bezeichnet die L6sung, die
nur den ersten Beitrag (c; = 1, ¢, = 0) enthdlt, als die retardierte Losung und die, die nur den zweiten Beitrag
(c1 =0, ¢ = 1) enthdlt, als die avancierte Losung.

Ir—r’i

(Dra(r t) fds p(r tF ) (2114)
Physikalisch ist in der Regel die retardierte Losung (oberes Vorzeichen), da man davon ausgeht, dass das Poten-
tial durch die Ladungsverteilung, aber nicht die Ladungsverteilung durch das Potential entsteht. Analog erhalt
man die retardierte und avancierte Losung fur das Vektorpotential

_ } 3, 1 el b o— |r - r,|
Arar,t) = c fd r T _r,|1(r JgAF c ). (21.15)
21.b Eichbedingung

Es bleibt noch zu zeigen, dass die Bedingung fiir die Lorenz-Eichung (20.9) erfullt ist

o —j. (21.16)

Die Argumente von p und j sind wie obenr’ undt’ =t +|r — r’|/c. Im zweiten Integral kann man V durch -V’
ersetzen und dann partiell integrieren. Das fiihrt auf

@ + cdivA = fds (p+ d|VJ)+fd3 rv——

O +cdivA = fd3 (p+(V+V)j) (21.17)
Da (V+ V) (t,r,r’) = Oist, folgt unter Verwendung der Kontinuitdtsgleichung
o(r’ 'tr,r")+(V+ V)i, t'r,r)) = % +V'j(r',t)ly =0, (21.18)

so dass die Eichbedingung (20.9) erfiillt ist, da der Integrand in (21.17) wegen der Kontinuitétsgleichung ver-
schwindet.
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22 Ausstrahlung harmonischer Schwingungen

In diesem Abschnitt untersuchen wir schwingende Ladungen und Strome als Strahlungsquellen.

22.a Strahlungsfeld

Wir betrachten harmonische Schwingungen, das heiRt, die Zeitabhangigkeit von p und j ist proportional zu e 't

prt) = R(po(r)e™) (22.1)
j.t) = R(jolr)e™), (22.2)
analog fiir @, A, B, E. Es folgt
o(r,t) =R f dr’ Sla(tr=ri/o), (22.3)
Mit k = w/c folgt
@) = [ & palr et (22.4)
analog
Ao = ¢ [ ol )e (22.5)

22.a. Nahzone (Statische Zone)

In der Nahzone, das heif3t fiir kir —r’| < 27, was gleichbedeutend ist mit [r —r’| << A, wobei A die Wellenlange
der elektromagnetischen Welle ist, kann e"~"I durch 1 gendhert werden. Damit werden die Potentiale ®o,
(22.4) und A, (22.5) zu den Potentialen der Elektro- und Magnetostatik (3.14) und (9.17).

22.a8 Fernzone (Strahlungszone)

Fir grofRe Entfernungen entwickelt man im Exponenten

r-re 2 r r
r—r'l=r4/1-2 +—==r-n-r+0(—=), n=-. 22.6
r—r| ot () . (22.6)

Dies ist gerechtfertigt fir r > kR2?, wobei R eine Abschitzung fiir die Ausdehnung der Ladungs- bzw.
Stromverteilung ist, r’ < R fuir p(r’) # 0 bzw. j(r’) # 0. Im Nenner approximieren wir [r —r’| ~ r, was
fur r > R gut ist. Dann folgt

eikr 1
Ao(r) = —-g(kn) + O(5) (22.7)
mit der Fourier-Transformierten der Stromverteilung
g(kn) = f d3r'jo(r’)e k", (22.8)
Hieraus folgt das Magnetfeld
ikr 1 ) ikr 1
Bo(r) = rotAo(r) = I o) + 0() = |kec—rn xg+0(). (22.9)
Das elektrische Feld erhalten wir aus
rotB = %E  rotBo = —'?“’E0 (22.10)

Zu

Eo = % fotBo = —n x Bg + O(r—lz). (22.11)
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Eo, Bo und n bilden ein Orthogonalsystem. Eq und Bg sind betragsméRig gleich und fallen wie 1/r ab. Der
Poynting-Vektor liefert im zeitlichen Mittel

f S(t)dt, T—2— (22.12)

—%E X KRB = —%(E* x Bo)

S

0]
[

* C *
= —%R((n x Bj) x Bo) = —%R(n +Bo)Bg + 5—N(B - Bo). (22.13)
Der erste Term nach dem letzten Gleichheitszeichen verschwindet, da Bg L n. Es bleibt daher
— k
S(r) = n(B* Bo) = g—5In a(kn)l® + O(= ) (22.14)

Die im Mittel abgestrahlte Leistung ist dann

k2
S= g f In x g(kn)|2dQn, (22.15)
wobei Uiber den Raumwinkel Q, von n integriert wird.

22.b Elektrische Dipolstrahlung (Herrzscher Dipol)

Erstreckt sich die Ladungs- und Stromverteilung nur tber einen im Vergleich zur Wellenlénge A kleinen Bereich
R, so ist es sinnvoll, e zu entwickeln

gkn) = g — ikg® + ., ¢O = f Brior). g = f & (- rjolr’) (22.16)

Diese Entwicklung reicht aus, um das Strahlungsfeld in der Fernzone zu untersuchen. Ist man daran interessiert,
auch Nah- und Ubergangszone zu betrachten, so muss man

eik|r—r’\ eikr elkr

s —(=ik+ )(n 'y +0(r?) (22.17)
in dem Ausdruck fiir Ag entwickeln, was
Ao(r) = g<°> + (—ik + ) g<1> (22.18)
ergibt.
Wir betrachten zun4chst den Beitrag von g©@. Wir verwenden, dass
div’j(r') = —p(r’) = iwp(r’) — div’jo(r’) = iwpo(r’). (22.19)
Dann folgt aus
f & div’(f(r)jo(r’)) =0 (22.20)
die Beziehung
fdsr’grad’f(r’) JJo(r) = —iwfdsr’f(r’)po(r’). (22.21)
Mit f(r") = x/, folgt dann
O~ [riou) = =i [ E1x,p0() = -ipos. (2222)

das heiBt, g© lasst sich durch die Amplitude des elektrischen Dipolmoments ausdriicken

g9 = —iwpo. (22.23)
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Man bezeichnet daher diesen Anteil als elektrische Dipolstrahlung. Es folgt

ikr

Ao(r) = ~ik™—po, (22.29)
daraus
2 i .
Bo(r) = (kT + :_E)e'kr” X Po (22.25)
kz ikr 1 ik ikr
Eo(r) = —Te n x (n x po) + (Sn(n - Po) — po)(ﬁ - r_Z)e . (22.26)

Der erste Term ist der fiihrende in der Fernzone (1/r < k), der zweite fiihrt in der Nahzone (1/r > k). Aus dem
Ausdruck fiir die Fernzone erhilt man als zeitgemittelten Poynting-Vektor

_ck?n 2 ck¥|pol®n
"~ 8mr2 Pol™ = 8nr?

0]

sin?, (22.27)

Im zweiten Ausdruck wird angenommen, dass Realteil und Imaginérteil von pg in die gleiche
Richtung weisen. Dann ist 8 der Winkel zwischen po und n. Die abgestrahlte Leistung ist

dann o 12

. C

Us = %. (22.28)
Die Leistung nimmt also mit der vierten Potenz der Frequenz (w = ck) zu (RAYLEIGH-
Streuung). Als Beispiel kann man zwei Kondensatorkugeln im Abstand | mit I(t) =

R (loe~) betrachten. Dann ist

© 3.ri o ilol . _ (Kllp)®
g7 =1 [ djo(r") =1 [ dllo] = [loll, po=-—, Us=-—— (22.29)
w 3c
Diese Leistungsabgabe bedingt einen Strahlungswiderstand R
: 1 2 2 2~ 2
Us = 5Rs|o’ Rs = g(kl) =20Q - (k1) (22.30)

zusétzlich zum Onmschen Widerstand. Man beachte %2309, vergleiche (A.4).

22.c Magnetische Dipolstrahlung und elektrische Quadrupolstrahlung

Wir betrachten nun den zweiten Term in (22.16)
W= fd?‘r’xgjo,a(r’)

% d3r/(x/ H — X % d3 VA 7 2231
> sloa = XoJop) + r(XzJoa + X5 Jog)- (22.31)

Der erste Term ergibt das magnetische Dipolmoment (10.7)
NpCEsayMoy = —C(N X Mo)y. (22.32)

Der zweite Term ldsst sich durch das elektrische Quadrupolmoment (4.10) ausdriicken. Mit f = %x;xk ergibt er
sich mit (22.21) zu

M n:B vy ’ ’ H nﬁ 1 1% ’
—iw f &' X, Xg00(r) = —W?(Qoﬂﬁ + 500 f dr'rZpo(r”)). (22.33)

Damit haben wir .
i
g = —cnxmg - %Qoy(wnﬁe@ + const. n. (22.34)

Wir beobachten, dass der dritte Term proportional n keinen Beitrag zu Bg (22.9) und Eg (22.11) liefert.
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22.ca Magnetische Dipolstrahlung
Der erste Beitrag in (22.34) gibt die magnetische Dipolstrahlung. Wir finden

Ao(r) = (k- %)irkrn X Mo (22.35)
ikr H .

Bo(r) = —kzeTn X (N x mMg) + (3n(n -mg) — mo)(ri3 - Ir—E)e"‘r (22.36)

Eo(r) = (—k?2 - I'r—';)(n X Mg)e'". (22.37)

Als Beispiel betrachten wir einen Kreisstrom, der eine Fldche f einschlief3t,

ck*m3 k4132 :Q
- (22.38)

m0=|0f/C, US= 3 3C ’

was einem Strahlungswiderstand
Rs = %k“fZEZOQ (k2f)? (22.39)

entspricht.

22.c Elektrische Quadrupolstrahlung

Wir betrachten noch den zweiten Term aus (22.34) in der Fernzone. Dieser liefert

Loy K
g=-1kg™ = ——-QoasNpee- (22.40)
Als Spezialfall untersuchen wir den symmetrischen Quadrupol (4.27), Qoxx = Qoyy = —%QO, Qozz = %Qo,
wahrend die AuBerdiagonal-Elemente verschwinden. Dann ist
1
Qoap = _§Q06a,,8 + Q064,308.3, (22.41)
woraus
c k2c
g = —TQongeg + TQOn’ N3 = cos 6 (22.42)
eikr
By = —ik3?Qon X €30S 0 (22.43)
eikr
Eo = ik3?Q0n x (N X €3) cos 6 (22.44)
— ckén L, .,
= 22.4
S 32nr2|Q0l sin“@cos @ ( 5)
. ck8
Us = Qol® (22.46)

60

folgt. Auf der Zeichnung ist die Intensitdt der Quadrupol-Strahlung in Abh&ngigkeit vom Winkel 6 radial
skizziert.
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23 Lorentz-Transformation

23.a Gavuwer- und Lorentz-Transformation

Die Gleichungen der Newtonschen Mechanik sind invariant gegen die Gaviei-Transformation (GALLEr-
Invarianz)
X'=x, y=y, Z/=z-vt, t'=t (23.1)

Wir werden im Folgenden sehen, dass die MaxweLL-Gleichungen bei geeigneter Transformation von Feldern,
Strémen und Ladungen invariant sind gegen lineare Transformationen der Koordinaten X, y, z und t, die die
Lichtgeschwindigkeit invariant lassen (Lorentz-Invarianz). Eine derartige Transformation lautet

_ t— 2
X=X y=y, 7= 2t t = ¢ (23.2)

9
V2 V2
Ji-% 1-%

Betrachten wir zwei Ladungen q und —q, die sich fir t < 0 am gleichen Ort befinden und auch firt > At
am gleichen Ort sind, sich aber im Intervall 0 < t < At gegeneinander bewegen, wobei sie sich zur Zeit 0
am Ort rg trennen und zur Zeit At am Ort ry wieder zusammen kommen. Diese erzeugen nach (21.14) und
(21.15) ein Feld, das sich von diesen beiden Ladungen mit Lichtgeschwindigkeit ausbreitet und am Ort r nur
fiir Zeiten t von Null verschieden ist, fiir diet > [r —rg|/cund t < At + |r —r1|/c gilt und zwar unabhéngig vom
Inertialsystem, in dem wir uns befinden. (Wir miissen dabei nur voraussetzen, dass sich die Ladungen nicht mit
Uberlicht-Geschwindigkeit bewegen.) Wahlen wir insbesondere At infinitesimal, so kommt der Lichtblitz zur
Zeitt = |r —ro|/c an, bewegt sich also mit Lichtgeschwindigkeit. Da die Lorentz-Transformation nicht mit den
Gesetzen der Newronschen Mechanik vertrdglich ist und die Gaer-Transformation nicht mit den MaxweLL-
Gleichungen (das Licht misste sich in einem bewegten Inertial-System mit einer von der Richtung abhéngigen
Geschwindigkeit ausbreiten), entsteht die Frage, welche der drei Moglichkeiten in der Natur erfillt ist:

(i) es gibt ein ausgezeichnetes Inertialsystem fur die Elektrodynamik, fiir das die MaxwerL-Gleichungen nur
gelten (Ather-Hypothese),

(ii) die Newron-Mechanik ist abzuéndern,

(iii) die MaxweLL-Gleichungen sind abzuéndern.

Die Entscheidung kann nur experimentell getroffen werden. Ein

wesentlicher Versuch zur Widerlegung von (i) ist der MicHELsON- sz
Morrey-Versuch: Ein Lichtstrahl trifft auf einen halbdurchldssigen
Spiegel Spy, wird durch diesen geteilt, an zwei Spiegeln Sp; und Sp» Sp

im Abstand | reflektiert und an dem halbdurchléssigen Spiegel wieder h
zusammengefiihrt. Man beobachtet die Interferenz der beiden Licht- ‘
strahlen bei B. Bewegt sich die Apparatur mit der Geschwindigkeit v L ‘ Spl

in Richtung Spiegel Sp;, so betrdgt die Laufzeit t; zwischen dem halb-
durchlassigen Spiegel und dem Spiegel Sp; und zuriick

| I 2lc 2l v2
= = ==+ +..). 23.
i C—V+c+v c2—v2 c( +Cz+ ) (23.3) 787
Fir die Laufzeit t, zum Spiegel Sp, ergibt sich
2l 2l v2
t2 = 702 — V2 = E(l + E + ), (234)

83
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da sich die Lichtgeschwindigkeit ¢ in die beiden Komponenten v und vc2 — v2 zerlegt. Damit bleibt ein Gan-
gunterschied
Iv?

= (23.5)

t1-th=

der durch Verschiebung der Interferenzen messbar wére, wenn zum Beispiel v die Geschwindigkeit der Erde
gegeniiber der Sonne ist. Diese Verschiebung wurde nicht beobachtet. Man kann einwenden, dass das daran
liegt, dass der Ather von der Erde mitgefiihrt wird. Es gibt jedoch viele weitere Versuche, die fiir die Lorentz-
Invarianz sprechen, das heif3t der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit im Vakuum unabhédngig vom Inertialsys-
tem. Daflr spricht vor allem, dass die Konsequenzen fiir die Mechanik bei Versuchen mit Teilchen nahe der
Lichtgeschwindigkeit, insbesondere bei Elementarteilchen bestens bestétigt werden.

Entwicklung der Relativitatstheorie

Um die Geschwindigkeit der Erde gegen den postulierten Ather zu bestimmen fiihrten MicreLson und MorLEY
ihr Experiment erstmals 1887 mit negativem Ergebnis durch: Keine Bewegung gegen den Ather konnte fest-
gestellt werden. Zur Erkldrung postulierten Firzcerarp (1889) und Lorentz (1892), dass sich alle Gegenstéande
in Richtung der Bewegung gegen den Ather verkiirzen. (vgl. Lorenxtz-Kontraktion, Unterabschnitt 23.b.83).

Im Folgenden werden wir die Idee der vierdimensionalen Raum-Zeit entwickeln, innerhalb deren man Trans-
formationen vornehmen kann dhnlich den orthogonalen Transformationen im dreidimensionalen Raum, an die
wir bereits gewohnt sind. Allerdings handelt es sich dabei nicht um einen Eukuibischen Raum, d. h. einen
Raum mit definiter Metrik, vielmehr haben Raum und Zeit unterschiedliche Metrik (siehe metrischer Tensor
g, Gleichung 23.10). Man nennt diesen Raum auch Minkowski-Raum. Wir verwenden dabei die moderne von
Mmvkowskr 1908 eingefiihrte vierdimensionale Notation.

Ausgehend von den Grundideen der speziellen Relativitétstheorie

Die Naturgesetze und Ergebnisse der Experimente in einem Inertialsystem sind unabhé&ngig von der Bewegung
des Systems als Ganzem.

Die Lichtgeschwindigkeit ist in jedem Inertialsystem die Gleiche und unabhéngig von der Geschwindigkeit der
Quelle.

werden wir in den folgenden Abschnitten die Lorentz-invariante Formulierung der MaxweLL-Gleichungen und
der relativistischen Mechanik einftihren.

23.b Lorentz-Transformation

Wir fiihren die Notation
=y, xX’=z (23.6)

oder kurz
(x*) = (ct,r) (23.7)

ein und bezeichnen diese als die kontravarianten Komponenten des Vektors. Weiter fuhrt man
(%) = (ct, —r). (23.8)

ein, die als die kovarianten Komponenten des Vektors bezeichnet werden. Dann kdnnen wir auch

X =0"%, Xy =gwX’ (23.9)
schreiben (Summationskonvention) mit
1 0 0 O
@=@={g 3 % o (23.10)
0 0 0 -1

Man bezeichnet g als den metrischen Tensor. Generell gilt fiir das Herauf- und Herunter-Ziehen von Indices
C-#..=¢g"C--, -, C..H..zgwc..v.. (23.]_]_)

Wir vereinbaren: Indices , 4, u, v laufen von 0 bis 3, Indices a, 3, v, ... von 1 bis 3. Man beobachtet, dass nach
(23.11)9,” = g9~ =6,”, ¢, = ¢“Qv = 6", mit dem Kronecker-Delta ist.
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Wird ein Lichtblitz zur Zeitt = 0 bei r = 0 erzeugt, so wird seine Wellenfront durch
s?=ct?-r2=x'%x,=0 (23.12)

beschrieben. Wir bezeichnen das durch die Koordinaten x* beschriebene System mit S. Wir postulieren nun
mit Enstem: In jedem Inertialsystem breitet sich das Licht im Vakuum mit der gleichen Geschwindigkeit ¢ aus.
(Prinzip von der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit) Dann gilt fiir den Lichtblitz im gleichférmig bewegten
System S’ (dessen Ursprung fiir t = t" = 0 mit dem von S Uibereinstimmt)

s = x¥x/, = 0. (23.13)

Unter der Annahme eines homogenen Raum-Zeit-Kontinuums muss die Transformation zwischen x’ und x
linear sein

XH = A X, (23.14)
und es muss gelten s> = fs? mit einer Konstanten f. Verlangen wir, dass der Raum isotrop ist und kein
Inertialsystem ausgezeichnet ist, so folgt f = 1. Die Bedingung s’? = s? impliziert

12 _ Yyt A YA Ky 2 _ gV K
§° = XX, = ALX'A X = 87 = X6, X, (23.15)
was flr beliebiges x erfillt ist, wenn
AN =6 (23.16)
erflllt ist. Die Umkehrtransformation von (23.14) folgt aus
XC=6,"%" = ASANX = ASXE (23.17)

Aus (23.16) folgt speziell fiir v = k = 0 die Beziehung (A%)? - ¥, (A®%)2 = 1. Man beachte, dass A" = +A°,
AL = —A. Daher ist |A%| > 1. Man unterscheidet zwischen Transformationen mit positivem und negativem
A%, da es keinen kontinuierlichen Ubergang zwischen diesen beiden Klassen gibt. Die Bedingung A% > 0 sagt
aus, dass A% = %h/ > 0, das heif3t eine in S’ ruhende Uhr l1duft von S aus gesehen in der gleichen Zeitrichtung,
wie die in S synchronisierten Uhren (und nicht riickwarts).

SchlieRlich lasst sich noch eine Aussage tiber det(A”,) machen. Aus (23.16) folgt

AR g g =6~ (23.18)
Unter Verwendung des Determinanten-Multiplikationssatzes folgt
det(A*,)? det(g,.,) det(g™) = 1. (23.19)
Da det(g,.) = det(g”) = —1 folgt
det(A”,) = £1. (23.20)
Betrachten wir nur Rechts-Basis-Systeme, so ist det(A”,) = +1. Transformationen, die
A% >0, det(A) =1 (23.21)

erflllen, heilen eigentliche Lorentz-Transformationen.
Gl. (23.21) hat die Konsequenz, dass das vierdimensionale Raumzeitvolumen invariant ist

dt’dr’ = ld“x’ = E—G(X/O’ X", X2, X%)
c c O(x9, x1,x2, x3)
Legen wir die z- und die z’-Achse in Richtung der Relativgeschwindigkeit v der sich gegeneinander bewegenden

Inertialsysteme und setzen wir zusétzlich x’ = x, y’ =y, so folgt die spezielle Transformation (23.2). Die
zugehdrige Matrix A lautet

d*x = % det(A*,)d*x = %d“x = dtd°r. (23.22)

y 00 By
0 10 O
Hy _
A=l 5 o0 1 o (23.23)
By 0 0 vy
mit 1
Y= L B== (23.24)
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23.b.a Zeitdilatation

Wir betrachten nun eine in S’ ruhende Uhr im System S. Aus

, vz
folgt dann
JNCI (23.26)
0 - 6t/ o =7 .

Die in S’ ruhende Uhr geht von S aus betrachtet langsamer

1 v2
At = —At = /1 - _zAt' (23.27)
r Y C

Dieses Phdanomen bezeichnet man als Zeitdilatation.

or’
At = —
ot

23.b,8 Langenkontraktion

Aus
Z =y(@z-vt) (23.28)
folgt
o7’
3 = | = 23.29
A%y oz |t Y ( )
und damit
0z 1 [ v
A= —| A7 = =A7 = |1 - =AZ. 23.30
07 |y vy c? ( )

Ein Malstab, der in S’ ruht und in der Richtung der Relativ-Bewegung ausgedehnt ist, erscheint also in S
verkiirzt. Man bezeichnet das als Langenkontraktion. Dagegen bleiben die Entfernungen senkrecht zur Bewe-
gungsrichtung unverdndert: AX’ = Ax, Ay’ = Ay.

Diese Verkiirzung bewirkt, dass in (23.3) die Lange | durch 1 {/1 — ‘c’—i zu ersetzen ist. Dann stimmen die beiden
Laufzeiten des Lichts unabhangig von der Geschwindigkeit v Uiberein, t; = t,.
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24 Viererskalareund Vierervektoren

. . . 0—

24.a Abstand und Eigenzeit als Viererskalare x"=ct
. o . . i

Elpe G_rbBe, die invariant gegen Lorentz-Transformationen ist, Zukunft @)é

heiflt Viererskalar. 6&'

Beispiel: Gegeben seien zwei Raum-Zeit-Punkte (Ereignisse) (x*), \'>°

("%). Die GroRe raumartiger

2= (¢ - B)(X — ) (241)  Abstand

ist ein Viererskalar. Sie hat in jedem Inertialsystem den gleichen

Wert. Speziell fur X = 0 (Ursprung) ist s? = x¥X,,. Vergangenheit
I

24.a.c Raumartiger Abstand s? <0

Wenn s? < 0, dann gibt es Inertialsysteme, in denen beide Ereignisse gleichzeitig stattfinden x© = 0. Sei etwa
(x*) = (ct,0,0,2). Dann erhélt man aus (23.2)

t = , 7 = (242)

mit v = tc?/z

=0, 7= Z(l =74/1- +22 - 22 = + V-2, (24.3)

Man bezeichnet daher zwei solche Ereignisse als raumartig zu einander gelegen.

24.a Zeitartiger Abstand s? > 0

In diesem Fall existiert ein Inertialsystem, in dem beide Ereignisse am gleichen Ort stattfinden (x” = 0). In der
Transformation (23.2) wéhlen wir v = z/t. Dann folgt

(-5 [ vz 2z S
t = M =tq/1- — = sign(t)y/t?— = = sign()=, 2’ =0. (24.4)
1 V2 C c C
-¢
Ein Ereignis ist friiher als das andere, das heift, das Vorzeichen von t” stimmt mit dem von t Giberein.
Eigenzeit r

Unter der Eigenzeit  versteht man die Zeit, die im jeweiligen Ruhesystem verstreicht. Bewegt sich ein Punkt
mit der Geschwindigkeit v(t), so gilt fiir seine Eigenzeit

dT = ? = 1- C—dt, (245)

B t2 / V2(t)

Die Eigenzeit ist unabhéngig vom Inertialsystem, also ein Viererskalar.

also
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24.a.y Lichtartiger Abstand s?> = 0

Wenn ein Lichtblitz direkt von einem Ereignis zu einem anderen lduft, dann ist deren Abstand s = 0. Die in
einem Inertialsystem gemessene Zeit kann je nach Inertialsystem beliebig lang oder kurz sein, jedoch kann sich
die Reihenfolge der Ereignisse (bei einer eigentlichen Lorentz-Transformation) nicht umkehren.

Ein weiterer Viererskalar ist die Ladung.

24.b  Weltgeschwindigkeit als Vierervektor

Transformiert sich eine vierkomponentige GroRe (A“) beim Ubergang von einem Inertialsystem zum anderen
wie die Raum-Zeit-Koordinaten (x*), so bilden sie einen Vierervektor

A = AF A (24.7)
Ein Beispiel ist die Weltgeschwindigkeit
dx*  dx* dt dx®  dt
= — = — — = H i 0 = — =C— =_C. 24
P R AL A (248)

Die Weltgeschwindigkeit (u#) = (cy, vy) ist ein Vierer-Vektor. Da 7 invariant gegen Lorentz-Transformationen
ist, transformiert sie sich wie (x*). Dagegen ist (c, v) kein Vierer-Vektor. Es ist

wu, = (2 - vA)y? = 2 (24.9)
Allgemein ist das Skalar-Produkt zweier Vierer-Vektoren (A*) und (B*) ein Viererskalar
AMB;, = A,A ‘A"B, = 5;A"B, = AB,. (24.10)

Wir zeigen das folgende Lemma: Ist (&) ein beliebiger Vierervektor (oder hat man einen vollstdndigen Satz
Vierervektoren) und ist a“b,, ein Viererskalar, dann ist auch (b*) ein Vierervektor. Beweis:

a'b, = b, = A" a'b]. (24.11)

Da dies fur alle () oder einen vollstandigen Satz gilt, gilt auch b, = A b;. Dies ist aber die Transformations-
formel (23.17) furr Vierervektoren.

Additions-Theorem fir Geschwindigkeiten

Das Inertialsystem S’ bewege sich gegeniiber S mit der Geschwindigkeit v in z-Richtung. In S’ bewege sich
ein Punkt mit der Geschwindigkeit w’ ebenfalls in z-Richtung. Mit welcher Geschwindigkeit bewegt er sich in
S? Wir haben

7+t t+%
PR LS U (24.12)
Ji-% 1-%
Mit 22 = w't’ folgt dann
Nt 1+ Wt
o Wrwyr @t (24.13)
2 2
1- 2 1- 2

Daraus folgt die Geschwindigkeit des Punktes in S

z W +v

w=_"rv 24.14
t 14+ Wy ( )
C
Wir beobachten 2 2 P
2 £+‘_/ 1—W— 1-5
c 140y 1+%)?

Wenn |w’| < c und |v| < ¢, dann ist dieser Ausdruck positiv. Dann ist also auch |w| < c. Beispiel: w’ = v = 0.5c,
dannist w = 0.8c.
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24.c Viererstromdichte
Wir fassen Ladungs- und Stromdichte zusammen zur Viererstromdichte
(1) = (cp.)) (24.16)

und Uberzeugen uns, dass j* ein Vierervektor ist. Fur Ladungen der Geschwindigkeit v gilt (fir Ladungen
verschiedener Geschwindigkeit kbnnen die Beitrdge superponiert werden)

Fopr, =0, j=pyl-pu (24.17)

Falls p /1 — 82 ein Viererskalar ist, ist j* ein Vierervektor. Nun ist
q q

mit dem Volumen Vo im Ruhesystem und der Langenkontraktion V = Vg +/1 — 2. Da die Ladung g und Vg

Viererskalare sind, ist auch p /1 — 52 ein Viererskalar.
Wir bringen nun die Kontinuitétsgleichung in Lorentz-invariante Form. Aus p + divj = 0 folgt

(24.18)

iu
% _o, (24.19)

da 0j°/0x° = dp/at. Wir betrachten nun die Transformations-Eigenschaften der Ableitungen 6/9x*

of ox’ of of
= —=A 24.2
OXH  OX'H 9XY Hooxr’ (24.20)

das heisst die Ableitung transformiert sich geméR

0 0
=A) 24.21
OxX'H "ooxr ( )
wie X, = A, Man schreibt daher
0 19
— = =(==,V). 24.22
o =0 (0)= (7Y (24.22)
Man achte auf die Stellung der Indices. Ahnlich gilt
0 19
— = =(=—=,-V). 24.2
g = @) =G (24.23)
Man kann dann die Kontinuitdtsgleichung als
0. =0 (24.24)
schreiben. Generell ist die Viererdivergenz 9,P* = 6"P,, eines Vierervektors P ein Viererskalar.
24.d  Viererpotential
Wir fassen nun A und ® zusammen zum Viererpotential
(A) = (D, A), (24.25)
dann gilt
OAf = —%nj” (24.26)

in der Lorenz-Eichung mit der Eichbedingung

divA + %(D =0 - 9,A =0. (24.27)



90 H Lorentz-Invarianz der Elektrodynamik

Dabei ist der o’ ALemBerT-Operator
1
O=A- gaf = —3,0" (24.28)

ein Viererskalar o’ = o.
Wir zeigen nun, dass die retardierte Losung A manifest Lorentz-invariant ist. Wir behaupten

MW = ¢ [ ayroeGEee -y (2429
o= (¢ =y (X — ) = Sty — )P — (x— y)? (24.30)

0
0() { é 5 8 (24.31)

Wir betrachten nun generell die Integration iiber eine 6-Funktion, die von einer Funktion f abhéngt. Offen-
sichtlich tragen nur die Nullstellen t; von f bei,

f g(FE)dt= f " gOsCE o)t mit f(t) = o0. (24.32)
i ti—€
Mitz = f(t), dz = f’(t)dt folgt dann
Lo (Y d e gb)
[ awarnet - ) | o SO = D (24.33)

Damit ergeben sich die Nullstellen in der §-Funktion von (24.29) zu ty = tx + [X — y|/c und die Ableitungen zu
f'(ty) = c2(ty — tx) = +Clx — y|, was

X -yl
c

1 1 1
Ax) = = | dj6(55%)0(tx — t =fd3—"‘ ty — 24.34
09 =3 [ayraGeen-y = [Eyo - B (24.34)
ergibt. Wegen 0(ty —t,) erhalten wir die retardierte Losung. Sie ist in Ubereinstimmung mit (21.14) und (21.15).
Ersetzen wir die 6-Funktion durch 6(ty — ty), so ergibt sich die avancierte Losung. Man beachte, dass sich das
Vorzeichen der Zeitdifferenz langs des Lichtkegels unter eigentlichen Lorentz-Transformationen nicht dndert.
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25 Elektromagnetischer Feldtensor

25.a Feldtensor

Aus dem Viererpotential (A*) erhalten wir die Felder E und B,

B=rotA, E=-grad®— %A, (25.1)
zum Beispiel
OA3  HA2 A% oAl
Bi=—————= =0°A>—9°A%, E;=-——- — — =3'A° - °AL. 25.2
LT ox2 T ox3 9 FA, B axt  ox0 9 9 (25:2)

Wir fiihren daher den elektromagnetischen Feldtensor ein
FI" = 0'A" — O, FM = —F™. (25.3)
Er ist ein antisymmetrischer Vierertensor. Explizit lautet er

0 -E; -E, -Eg
E;, 0 -Bs B,

Yy —
(F*) = E, Bs 0 -B (25.4)
Es -B, B 0
25.b MaxweLrL-Gleichungen
25.b.a Dieinhomogenen Gleichungen
Die Gleichung div E = 4mp ldsst sich ausdriicken
10 20 3 _ 4m
NF1 + 9,F 7 + 05F % = — (25.5)
Aus der 1-Komponente von rotB — 1E = 42j folgt
0Bz 0B OE; 4w, 21 a1 o1 _ 4m
= e i N F? 4+ 93F3 + 9oF% = =1, 25.6
3X2 axg 6)(0 T =02 + 03 + 0o C J ( )

ghnlich fur die anderen Komponenten. Diese vier Komponenten-Gleichungen lassen sich zusammenfassen zu

4 .
P = %‘ i, (25.7)

Setzen wir die Darstellung der Felder durch die Potentiale ein, (25.3), so folgt
4
0 ("N = O"A) = ?]V. (25.8)

Mit der Bedingung fiir die Lorenz-Eichung d,,A* = 0, (24.27) folgt dann

8, 0" A = 4%“ I (25.9)

in Ubereinstimmung mit (24.26) und (24.28).
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25.b,3 Die homogenen Gleichungen
Ahnlich kann man die homogenen MaxwerLL-Gleichungen umschreiben. Aus divB = 0 wird

NMFR+0°FL + °F2 =0 (25.10)
und aus (rotE + 1B), = 0 wird

~0°F* - °F? - °F 7 = 0. (25.11)
Diese Gleichungen lassen sich zusammenfassen zu

IF + P+ 9 FY = 0. (25.12)
Man beachte, dass die Gleichung nur fir 2 # u # v # A nicht trivial ist. Sind zwei Indices gleich, so ver-
schwindet die linke Seite identisch. Man kann diese Gleichungen auch mit Hilfe des dualen Feldtensors

1
P = S Fa (25.13)

ausdriicken. Dabei ist e“* vollstandig antisymmetrisch gegen Vertauschung der Indices. Das heilt, er dndert
sein Vorzeichen, wenn zwei Indices vertauscht werden. Das impliziert, dass er verschwindet, wenn zwei Indices
gleich sind. Er ist daher nur von Null verschieden, wenn alle vier Indices verschieden sind. Wir normieren ihn
auf €22 = 1. Damit hat man explizit

0 -B; -B, -Bs
B O Es -E2

2
(F*™) = B, -Es 0 E, (25.14)
Bs E; -Ei1 O
und (25.12) ldsst sich schreiben
3,F" = 0. (25.15)
Man uberzeuge sich, dass e ein invarianter Pseudotensor vierter Stufe ist, das heif3t es gilt
€M = det(A)e™ 4, (25.16)

wobei det(A) gemaR der Diskussion nach (23.19) nur die Werte +1 annimmt und fir eigentliche Lorentz-
Transformationen gleich +1 ist (23.21).

25.c Transformation der elektrischen und magnetischen Felder

Da sich () und (A”) wie Vierer-Vektoren transformieren, gilt
F = AM A F (25.17)

fur die Transformation des elektromagnetischen Feldes. Wéhlen wir speziell

y 00 By
0 10 O
My _
AD)=1 9 01 o | (25.18)
By 0 0 vy
so folgt
E; = F0= AL A F“ = yF10 - ByF® = y(E; - 8By), (25.19)
also

v
Bl =v(E1- EBZ), (25.20)
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ghnlich
By = ¥(B1 + - E2) (25.21)
E;=v(Ez2+ %51)» By = y(B2 - %El) (25.22)
E,=Es  Bj)=Ba (25.23)
was wir auch zu
E| =E, B, =By Komponente || v (25.24)
E, = y(E. + % xB), B, =y(B.- % xE), Komponenten L v (25.25)

zusammenfassen konnen.

25.d Felder einer gleichformig bewegten Punktladung

Wir kdnnen daraus zum Beispiel die Felder einer Ladung, die sich mit gleichformiger Geschwindigkeit v = ve,
bewegt, berechnen. Im Ruhesystem S’ der Ladung, die im Ursprung ist, gilt

r/

= quS’ B/ = 0 (2526)

Im System S gilt fiir die Ladung xq = yq = 0, zq = vt. Wir driicken nun r” aus durch r und t und erhalten

qx ay qy(z-vt)
b (W v 25.27
£ (N Y G ) (25.27)
B = o (25.28)
N = r2=(0¢+y?+y%z-vt)?)%2 (25.29)
Es folgt
E1=y(El+ VBz) o _
E2 = y(E} - {B)) = _dy (g w (25.30)
Es=E, = W‘V‘)
By =y(B; - $E;) = %
~E2 ay(v 1)
Bz = y(B) + \'c/El) — quﬁX B= N (25.31)

B3=B,=0

Flachen konstanten Ns sind in Bewegungsrichtung abgeplattete Rotations-Ellipsoide. Dabei ist kurze Halbachse
/ lange Halbachse = 1/y = /1 - ‘C’—ﬁ also eine Verkiirzung, wie sie auch bei der Langenkontraktion auftritt.

25.e  DorpLEr-Effekt
Wir betrachten eine monochromatische ebene Welle
E=Ee’, B=Bge? mitg=k-r—owt (25.32)

Wir wissen, wie sich E und B und damit auch Eg und Bg transformieren. Es bleibt daher noch der Viererskalar
der Phase ¢ zu betrachten. Schreiben wir

() = (2. K. (25.33)

so folgt
¢ = —k,x". (25.34)
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Da (x*) ein beliebiger Vierervektor und ¢ ein Viererskalar sind, folgt, dass (k*) ein Vierervektor ist. Daher
erhdlt man fir die spezielle Lorentz-Transformation (25.18)

W =ckO =cy(k® - BK3) = y(w - Bck®), Kr1=kb KZ=K% KO =y(k®- ,8%). (25.35)
Ist der Winkel zwischen z-Achse und Ausbreitungsrichtung 6, so gilt k3 = 2 cos ¢ und es folgt

W' = wy(l—-pcosh). (25.36)

Ist daher v parallel beziehungsweise antiparallel zur Ausbreitungs-Richtung, so hat man die longitudinale
DorpLEr-Verschiebung

0=0: o =w,5 (25.37)
O=n: o =wi% (25.38)

Ist dagegen 6 = xt/2 beziehungsweise 6’ = ;t/2, so hat man die transversale DoppLer-Verschiebung

JT; / w
=5 W= (25.39)
o = g L W =w IR (25.40)

Dabei ist ¢” der Winkel zwischen der z’-Achse und der Ausbreitungsrichtungin S’.
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26 Rdativistische M echanik

Emstein erkannte, dass die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit und die sich daraus ergebende Lorentz-
Transformation nicht auf die Elektrodynamik beschrénkt ist, sondern allgemeine Giltigkeit in der Physik hat.
Hier betrachten wir ihre Anwendung auf die Mechanik ausgehend von der Kraft auf Ladungen.

26.a Lorentz-Kraftdichte
Die Kraftdichte auf bewegte Ladungen lautet

k =pE + %j x B, (26.1)
also zum Beispiel fiir die erste Komponente
1. . 1. . . 1.
k' = pB1+ —(J"Bs— JBo) = —(J°F - [P - JPFP) = —j,FY. (262)

Man fiihrt daher den Vierer-Vektor der Lorentz-Kraftdichte

kt = %jVF”V (26.3)
ein. Wir betrachten die zeitartige Komponente
1 1
K=Zj,F¥=2j-E. 26.4
2 N (26.4)

Wiéhrend die raumartigen Komponenten die mechanische Impulsénderung pro Zeit- und Volumen-Einheit
angeben, gibt die zeitartige Komponente die pro Zeit und Volumen zugefiihrte Energie an

() = Gi -E.K) (26.5)

26.b Lorentz-Kraft auf eine Punktladung
Die Vierer-Stromdichte am Ort x einer Punktladung g am Ort X ist
(%, 1) = qo3(x — Xq(D)V". (26.6)
Daher ist die auf die Punktladung wirkende Kraft gegeben durch
KK = gvvF’”. (26.7)

Dies ist kein Vierer-Vektor, da (v*) kein Vierer-Vektor ist. Multiplizieren wir sie hingegen mit y so erhélt man

einen Vierer-Vektor, die Minkowski-Kraft

YKH = %UVF’”. (26.8)

K ist der der Punktladung pro Zeiteinheit zugefiihrte Impuls, cK° die der Punktladung pro Zeiteinheit zugefiihrte
Energie. Die Minkowski-Kraft ist dann der pro Eigenzeit zugefiihrte Impuls beziehungsweise die pro Eigenzeit
zugefilhrte Energie durch c.

26.c Energie und Impuls eines Massenpunktes

Da Impulsénderung und Energiednderung durch c einen Vierervektor bilden, erwarten wir, dass auch mechanis-

cher Impuls und Energie durch c einen Vierervektor bilden

@)= GE.G). (26.9)
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Im Ruhesystem S’ erwarten wir G’ = 0, das heif3t

1
(G") = (ZE0. ). (26.10)
Im System S ergibt sich mit der speziellen Transformation (23.23) fiir v = ve,
E
G=  y3%Eoe = )'VC—;, (26.11)
E= ¢G’=cyG?= vyE,. (26.12)

Fur Geschwindigkeiten klein gegen die Lichtgeschwindigkeit folgt

G—Ev(l+v—2+ ) (26.13)
=2 2ce ) .
In der Newronschen Mechanik haben wir

Gnewton = MV (26.14)

fiir einen Massenpunkt der Masse m. Fur Geschwindigkeiten v < ¢ sollte der Impuls der Newronschen und der
relativistischen Mechanik Ubereinstimmen. Daraus folgt

m=— — Epg=mc*, G =mv. (26.15)

Fir die Energie E folgt dann m
E = mc?y = me? + Evz +O(v*/c?). (26.16)

Man ordnet dem Teilchen eine Ruheenergie Eq = mc? zu. Bei kleinen Geschwindigkeiten kommt dazu der aus
der Newronschen Mechanik bekannte Beitrag r—2"v2 hinzu. Damit gilt

GH = mu. (26.17)
Dieses G bezeichnet man als den Vierer-Impuls. Wir beobachten noch
G“G, = m*W'u, = m*c?, (26.18)

woraus 1
—G2+ §E2 =m?c?, E?=m?"*+G%? (26.19)
folgt.

Solange die Teilchen erhalten bleiben, ist die Ruheenergie Eq = mc? nicht beobachtbar. Bei der Umwandlung
von Teilchen wird sie jedoch beobachtet, zum Beispiel beim Zerfall eines Teilchens in zwei andere

A® - 77+ p*. (26.20)
Mit den Massen
my = 2182me, m; = 273me, mp = 1836m, (26.21)
folgt furr das vor dem Zerfall ruhende A die Energie- und Impuls-Bilanz
maC? = \/m},c“ +G2c2 + \/m%c“ + G3c? (26.22)
0 = Gr+Gp. (26.23)

Die Ldsung des Gleichungssystems ergibt

G| = 4c \/M(mA — M)(M = m)(M —mp)/Ma,  2M = mp + My +mp. (26.24)
Mit Hilfe der Vierervektoren kann man aus

G/ =G +G (26.25)
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nach G, auflésen und quadrieren

Gp”Gp,, = (G’f\ - G’;)(GAII —Gn) = G’;\GA,, + G’;G,,,, - ZG’j\G,w. (26.26)
Dies ergibt
mac® = mic? + mic® — 2muE, (26.27)
und damit )
A A T S
E, = m(mA +mZ - m3) (26.28)
und analog
¢ () 2, 2
Ep= m(m/\ -m2 4+ mp). (26.29)

26.d Bewegungsgleichung
Wir schreiben nun noch explizit die Bewegungsgleichung fiir Massenpunkte auf

u
d% = K, (26.30)

Wie wir friiher schon bemerkten, ist die Gleichung nicht manifest Lorentz-invariant. Wir haben jedoch

dG*  dGH dt dGH

_—-—_— e =y — = H

dr dt dr dt K (26:31)
wobei die rechte Seite wieder die Minkowski-Kraft ist. In dieser Form ist die Bewegungsgleichung manifest

LorenTz-invariant.
Falls eine Kraft die Ruheenergie eines Teilchens nicht dndert, so folgt aus

d
G G, = m%c? - E(Gﬂeﬂ) =0 — G*yK, =0 - WK, = 0. (26.32)
Die Kraft ist orthogonal zur Weltgeschwindigkeit. Als Beispiel dient die Lorentz-Kraft
U, K* = gyvﬂvvF’” -0, (26.33)

da F#” antisymmetrisch ist. Wir beobachten

cdE
FK,=-v-K+-— =0. 26.34
VK, v-K + C ( )
Die Gleichung (26.32) ist also dquivalent zu
dE
— —-v-K 26.
- v-K, (26.35)

die die der Masse zugefiihrte Leistung angibt.
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27 L aGranGe-Formulierung

27.a LacranGe-Funktion einer massiven Ladung im elektromagnetischen Feld

Wir behaupten, die Lacrange-Funktion £ einer Punktladung g der Masse m im elektromagnetischen Feld kann

gE‘SChriEben werden als
— C21“__I; _q(I)(rt)+_A(rt)r
c? ’ C ’

XX o
02

&
[

_me? |1+ X gAﬂ(x)xﬂ. 27.1)

Die Wirkung | kann dann

= f dtL = —mc? f dr- 34 f thﬂ f dr(-mc? — gA"uﬂ) (27.2)

das heift als Vierer-Skalar geschrieben werden.
Wir tiberzeugen uns nun, dass hieraus die korrekten Bewegungsgleichungen folgen. Die Bewegungs-Gleichung

lautet dor or
29= 9% _y, 27.3
dt ox, OX, ( )
woraus mit or .
O M dar ), = GO+ AT (27.4)
00Xy iz C c
1-2
dann
L qA + 9 (v V)A +qVD — —V(v A) = (27.5)

dt

folgt. Man beachte, dass in A nur die partielle Zeit-Ableitung von A steckt, daher haben wir dA/dt = A+(v-V)A.
Durch geeignetes Zusammenfassen der Beitrdge folgt

c({th+q(V(I)+ A)——vx(VxA) =0 (27.6)
;G qE—9va - o0 @7.7)

Also liefert die obige Lacrance-Funktion tatsachlich die korrekte Bewegungsgleichung.

27.b Lacrancedichte des elektromagnetischen Feldes

Die Lacrance-Dichte L des elektromagnetischen Feldes eines Systems von Ladungen setzt sich aus drei An-

teilen zusammen 1 1
L= —EF”VF - EAﬂjH + Lmech- (278)

Der mechanische Anteil ist fiir Punktladungen der Masse m;
Lo == Y mi® [ drs*(x-x (o). (279)
i

der nach Integration iiber d*x den entsprechenden Anteil der Wirkung | in (27.1) ergibt. Der zweite Anteil
in (27.8) beschreibt die Wechselwirkung zwischen dem Feld und der Ladung. Integration dieses Anteils fiir
Punktladungen unter Verwendung von

jur.t) = Z g 63(r -r) (27.10)



27 LaGraNGe-Formulierung 99

ergibt den entsprechenden Anteil in (27.1). Der erste Anteil ist der Beitrag des freien Feldes. Dass er die
korrekten MaxweLL-Gleichungen ergibt, werden wir unten nachpriifen. Die Wirkung selbst ergibt sich zu

-1 f dixL(X) = f dt f dPxL(x, 1) = f dtow). L) = f AL (X, 1). (27.11)

Die Wirkung muss nun extremal unter Variation der Felder A sein. Dabei betrachten wir F als Funktion von A
(25.3), Fyy = 9,A, — 3,A,,. Dann ergibt die Variation beziiglich A

1 1
oL = ——F,6F" — =],6A 27.12
8 H CJ ( )
SER = §(MAY — 'AM) = FOAY — I SAF (27.13)
FudF? = Fd"0A" - ,NavaAﬂ 2F 06N (27.14)
1
L = ——F,0"6A" — =j,0A". 27.15
47[ H CJ ( )

Damit erhalten wir flr die Variation der Wirkung nach A

ol

1 1
Ay _ _— v_ i v
fd X = g Fnd A" = S J,0A")

1 1 1
4 y 4 H v
- fd Xg 0 (FuwoA") + fd X(4—m3”Fuv - ?Iy)aA . (27.16)
Der erste Term der zweiten Zeile ist ein Oberflachen-Term (im vier-dimensionalen Raum). Aus dem zweiten
Term folgen die inhomogenen MaxweLL-Gleichungen (25.7)

4.
,FH = %‘ i, (27.17)

Die homogenen MaxweLL-Gleichungen sind bereits durch die Darstellung F,, = d,A, — d,A, erfillt.
Generell erhdlt man fiir eine Lagrange-Dichte, die von einem Feld (A#) und deren Ableitungen abhéangt, durch

Variation
f d*xsL(x)

- Ja (w(x) e 66~AV(x)‘9”‘SAV(X’)

\4 6L \4
f dAXaﬂ(w oA (x)) f i ((W(X) aﬂ((wAv (X)))(SA ). (27.18)

Es ist Ublich, die partiellen Ableitungen von L nach A beziehungsweise 0A mit §L/6... zu bezeichnen. Da die
Variation verschwinden muss, folgen allgemein die Bewegungsgleichungen

oL sL
r ((WAV(X)) T Y (27.19)

col

Dies ist die Verallgemeinerung der Lacranceschen Bewegungsgleichung (27.3) auf Felder. Neben der
Zeitableitung von 6L/§A" treten auch die raumlichen Ableitungen von 6L/6VAY auf.
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28 Energie-lmpuls-Tensor und Erhaltungsgr of3en

28.a Der Tensor

Im Abschnitt 15.b hatten wir aus der Dichte der Lorentz-Kraft einen Erhaltungssatz fur den Impuls des
elektromagnetischen Feldes ”im Vakuum”, das heil3t ohne Beriicksichtigung zusatzlicher Beitrdge in Materie
hergeleitet

d d
— = Q- — T
k 50~ 55 T7e, (28.1)
1
9 = ;-ExB (28.2)
1 s
o _ Y4B (2 2
T¥ = —4R(EQEﬁ+BaBﬁ) —8H(E +B?). (28.3)

Als nullte Komponente miissen wir die Energiedichte betrachten. Fiir diese hatten wir in Abschnitt 15.a gefun-
den

1 1 . 1.
—k® = -Zj-E==divS+ =l (28.4)
c c c
c
S = —ExB 28.5
4n % ( )
1 2 2
u = %(E +B?). (28.6)
Wir fassen zusammen
-kt = -4, T# (28.7)
mit dem elektromagnetischen Energie-Impuls-Tensor
—-u —%Sl —%82 —%83
(T/,[v) — _CgSl Tll T12 Tl3 (288)

02 Ta Tz T
—C0ss Tz Tz Ts3
Dieser Energie-Impuls-Tensor setzt sich also zusammen aus der Energiedichte u, dem Poy~ting-Vektor (En-

ergiestromdichte) S, der Impulsdichte g und dem Spannungstensor T.  Man beobachtet, dass T#” symmetrisch
ist, T#" = T, da T Symmetrisch ist und cgs = %S = ﬁE x B gilt. Man prift leicht nach, dass

1 1
v _ U Ay vk A4
TH = E(_ FUFY + g F ) (28.9)
gilt, entweder durch explizites Auswerten und Vergleich oder aus
Kt = 1j Frd = i(avF YRt = iaV(F Frty — L o (28.10)
¢ 4 M 4 M 4 0T '
Nun folgt aus
Foa(9'FH + ¢ FY + 9'F) = 0 (28.11)
die Beziehung
1
5 (FuF ™) + 2F,0"F = 0, (28.12)
so dass wir schlief3lich
1 v A 1 Av
ke = -0 (FuaF™) + ma"(FMF )
1 M =y 1 VK A
= Eav(— FFY + 297FF J) (28.13)

erhalten. T#” ist ein symmetrischer Vierertensor, das heif3t er transformiert sich gemaR
T = A A T (28.14)
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28.b Erhaltungssatze

Wir gehen aus von einem Vierervektorfeld (j#(x)). In jedem dreidimensionalen raumartigen Unterraum R des
vierdimensionalen Raums sei (j#) nur in einem endlichen Bereich von Null verschieden. Mit raumartig bezeich-
nen wir einen Raum, wenn je zwei Punkte des Raumes einen raumartigen Abstand haben. Eine Weltlinie, das
hei3t eine Linie, die berall Unterlichtgeschwindigkeit hat, durchstdl3t einen raumartigen Unterraum in genau
einem Punkt. Tragt man den Unterraum als x°(r) auf, so ist die Steigung stets kleiner 1. Fiir die Weltlinie ist
die Steigung dagegen uberall groRer 1. Die Punkte konstanter Zeit eines Inertialsystems bilden zum Beispiel
einen raumartigen Raum. Wir integrieren nun die Divergenz g, j* tber das vierdimensionale Volumen €, das
von zwei raumartigen Rdumen R und R’ begrenzt wird und erhalten

f d*x— f d*x(j° - o= )— . dsx(jo—% ). (28.15)

Den Beitrag d,j* integriert man einfach in x-Richtung
bis zur Begrenzung R beziehungsweise R’ oder bis j* ver-
schwindet. Fir die 0-Komponente ergibt das unmittelbar
den angegebenen Beitrag. Fir die 1-Komponente bleibt
zunéchst das Integral + [ dx°dx?dx® j* an der Berandung.Die
dx%-Integration l4sst sich aber in eine dxl%-lntegration um-
formen. Wichst (fallt) X = x° auf der Berandung mit x*, so
handelt es sich um die untere (obere) Grenze der Integration.
Daher das Minus-Zeichen vor ﬁ 29X Entsprechendes gilt fiir
die anderen Raumkomponenten.Wir kdnnen uns auch noch
davon {iberzeugen, dass

x9=X (x)

3 it
fR d*x(j° - a j f dV,,j (28.16)

mit (dV,,) = (1, —VX)d3x ein Viererskalar ist. Fihren wir namlich einen Vierervektor (j7) so ein, dass

T j” inR
JH - { 0 |n R/ ’ (2817)

f dv, j = f AV, J* = f g)‘(ﬂ (28.18)

wobei letzteres Integral offensichtlich ein Viererskalar ist, da sowohl d*x wie auch die Vierer-Divergenz von
j ein Viererskalar ist. Da aber das Feld (j*) beliebig ist, gilt fiir jedes infinitesimale (dV,) aus R, dass dV, j*
ein Viererskalar ist. Da (j*) Vierervektor ist, muss auch (dV*) Vierervektor sein. Damit kénnen wir (28.16)

schreiben als
f d*xa, j* = f dv,, j* - f dv,, j-. (28.19)
Q R 24

Dies ist der Gausssche Satz in vier Dimensionen.
Wir ziehen nun Folgerungen daraus:

so folgt

28.b.a Ladung

(j*) sei der Viererstrom der Ladungsdichte. Aus der Kontinuitétsgleichung 9, j* = 0 folgt fur jedes raumartige
R der gleiche Wert

q= % f av, j (28.20)
R

fiir die Ladung, da das Integral der Divergenz iber Q in (28.19) verschwindet (da der Integrand verschwindet),
und da man immer das gleiche R’ wéhlen kann. Die Ladung ist daher eine Erhaltungsgréie, genauer gesagt
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haben wir konsistentes Verhalten gefunden, denn wir haben bereits in Unterabschnitt 24.c angenommen, dass
die Ladung erhalten ist. Neu ist, dass ihre Bestimmung in einem beliebigen dreidimensionalen Unterraum
moglich ist.

28.b,8 Energieund Impuls

Aus
K= 9,TH (28.21)

folgt
f d*xkt = f dv,T# — | dv,T*. (28.22)
Q R R

In einem ladungsfreien Raum (k# = 0), das heift fur freie elektromagnetische Wellen gilt dann, dass die Kom-
ponenten des Strahlungs-Impulses

1
Gs=-= f dv, T+ (28.23)
CJr
unabhéngig von R sind. Sie sind also erhalten. Es sei nun (b,) ein beliebiger konstanter Vierervektor. Dann ist

b, T#" ein Vierervektor und 8, (b, T#") = 0. Damit wird dann b, G zum Viererskalar und G ist ein Vierervektor.
Sind nun im Vierervolumen Q Ladungen, so gilt

GE(R) = _% fg d*xk + GE(R'). (28.24)

Fir Punktladungen g; hat man (26.7, 26.30)

% f d*xkH =Z f dtK” =Z f dtG" =Z(G¢(R)—G¢(R')). (28.25)

Dabei ist G{'(R) = m;uf'(R) der Vierer-Impuls der Ladung #i an der Stelle, an der die Weltlinie der Ladung den
Unterraum R durchstof3t. Damit ist
G' =GL(R) + Y GI(R) (28.26)
i

der erhaltene Vierer-Impuls.

28.b.y Drehimpulsund Schwerpunktsbhewegung

Aus (28.7) folgt
(X' T = TV = Xk — Xk 4+ Tl T (28.27)

Da der Tensor T symmetrisch ist, kiirzen sich die beiden letzten Terme weg. Wir fiihren den Tensor
M#R) = —% fR AV, (x'TH = x T ) (28.28)
ein. Er ist antisymmetrisch M&* = —M£!. Auf Grund von (28.19) gilt
M&#(R) = —% fg dx(x'k = x'k') + Mg (R"). (28.29)
Fir Punktladungen erhdlt man
% fg d*x(x 'k — x'k?) = Z f dt(x'Kt - X('K}!) = Z f dt%(x?Gf‘ - X'G}), (28.30)

da x'G* = x*G*. Daher ist
M¥(R) = MZ(R) + M¥(R) (28.31)
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mit dem mechanischen Anteil
A
Ma'®R) = " (4Gl - xf‘Gf)|R (28.32)

eine ErhaltungsgroRe, das heit M (R) ist unabhzngig von der Wahl von R. Zugleich ist (M) ein Vierertensor.
Es bleibt noch die Bedeutung von M zu bestimmen. Hierzu betrachten wir M in dem dreidimensionalen Raum
R, der durch die konstante Zeit t im Inertialsystem S gegeben ist. Wir haben dann

M = _% deX(X/lTﬂO _ X;lT/lO) " Z (Xi/lGlil _ XlilGi/]) (28.33)

Wir betrachten zunéchst die raumartigen Komponenten

ues = [ dx(xegt - xgg) + 3 (06! - Xor), (28.34)

Dies ist fiir o # 8 eine Komponente des Drehimpulses L, ndmlich e,5,L,. Wir haben damit die Erhaltung des
Drehimpulses gefunden.
Ist eine Komponente zeitartig, so erhdlt man

M = ct( f d®xgd + ZG?) - %( f d®xxu + Z XE). (28.35)

Der erste Beitrag stellt ct multipliziert mit dem Gesamtimpuls dar. Der zweite Beitrag ist die Summe aller

Energien dividiert durch ¢ multipliziert mit der Ortskoordinate x*. Man kann diesen zweiten Beitrag als

den Energie-Schwerpunkt (tatsachlich die @-Komponente davon) multipliziert mit der Gesamtenergie dividiert

durch ¢ auffassen. Da Gesamtimpuls und Energie konstant sind, heif3t das, dass sich der Energie-Schwerpunkt

mit der konstanten Geschwindigkeit czgi%ggu'.s bewegt. Fir nichtrelativistische Geschwindigkeiten reduziert
R _ . gie

sich der mechanische Anteil auf

M% = c(tZG? - Z mix?]. (28.36)

Die Erhaltung dieser GroRe beinhaltet die gleichformige Bewegung des Massenschwerpunkts mit der
Geschwindigkeit Gesamtimpuls durch Gesamtmasse. Relativistisch geht das in die gleichférmige Bewegung
des Energieschwerpunktes tiber. Die Lorentz-Invarianz verknipft diese Erhaltung mit der Erhaltung des
Drehimpulses zur Erhaltung des antisymmetrischen Tensors M.
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29 Feld einer beliebig bewegten Punktladung

29.a Lienarp-WiecHERT-Potential

Wir bestimmen zundchst das Potential am Punkt (x*) einer Punktladung g, die sich auf einer Weltlinie r(t)
bewegt. Ihre Viererstromdichte ist

(X)) = quia3(x’ — rq(®), v* =(c,fqt)). (29.1)

Das Viererpotential ergibt sich dann nach (24.29) zu

1 . 1 1
AX(X) = S f d*x’ j”(X’)(S(ESZ)G(t -t)=q f dt’v”(t’)é(zsz)a(t —t) (29.2)
mit XO
$=a’, a =x -xt) (29.3) Beobachtungs-
I
- . — punkt (X) \ waltlinie
(a”) ist eine Funktion von (x”) und t’. Das Differential von
152 ergibt sich zu der Ladung
) Lichtkegel ./ ¥
d(zsz) = a,da” = a,dx” — a,v"dt’. (29.4)
Damit erhélt man das retardierte LitNnarp-WiecHERT-Potential \ o
1 o\Vg qu#
Aﬂ — M t' = = . 295
00 =00 555 = 2, = 2, (20.5)

or |

Dabei sind die beiden Ausdriicke mit dem Index , zu der Zeit t’ auszuwerten, zu der s> = Qund t > t'.
Wir beachten, dass a,v' = ac—a-v > 0,daa = c(t—t") = |Ja. Im momentanen Ruhesystem der Ladung ist
a,u”/c der Abstand zwischen Beobachtungspunkt und Ladung.

29.b Die Felder

Aus den Potentialen berechnen wir nun die Felder
F* = 9*AY — §"AX. (29.6)

Hierzu miissen wir die Ableitungen von v, a und t’ bilden

ov” o

voo= 29.7
g v ox, (29.7)
ot = H(X-xyt)=9" - vyﬂ (29.8)

B qt)) =9 X, '

o’ a*

= —, 29.9
O0Xy a-v) (299

wobei der letzte Ausdruck wegen s? = 0 aus (29.4) gewonnen wurde. Hier und im Folgenden verwenden wir

(a-v) = av,=ac-a-v=cla—-a-p) (29.10)
(v-v) = Vv, =c?2-v?=c?(1-5% (29.11)
awv) = avw=-a-w (29.12)
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Damit wertet man aus

, vt
= (a-v)
_— - vVaH
ya = ¢ (@a-v)
H@-v) = (0"aYV, + a9V
I veat v.ta vear
- g K (a'V) kTt K(a'V)
3 (V-v) (@-v)
Es folgt dann
v A DA v'oH(a-v)
G U U R e
y VAYY
- ey
b - V'(v-v) —v'(a-v)+Vv'(a-v)
- @-v)?
Damit ist )
ne 9 (1228 g1 gy, Loa s taa. By
0) = Goagp L o BB+ BB+ Ja-a P
und die Felder stellen sich dar
F* = a'b”"—-a’b*
E_af_ap - AA-A@-Ba) gax(@-pa)xp)
(@-a-p? cl@a-a-p)?
B = —axb:aXE
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(29.13)

(29.14)

(29.15)

(29.16)

(29.17)

(29.18)

(29.19)
(29.20)

(29.21)

Der Beitrag proportional zur Beschleunigung B fallt ab wie 1/a, fiir diesen Beitrag bilden a, E und B ein

Orthogonal-System. Der von 8 unabhéngige Beitrag féllt wie 1/a2 ab.

29.c Gleichformige Bewegung

(vergleiche Abschnitt 25.d). Der Skalar ya'v,/c ist gerade der Abstand zwischen Beobachtungspunkt und Ort

der Ladung im Ruhesystem der Ladung. Daher gilt

1 ’
a—a-B= ;lr L, (@-a-B)>=N/y>
Beriicksichtigt mana =r — vt’, a = c(t — t’), so folgt

a-Ba=r-vt'—vt+vt' =r —vt

und damit

E_ gy(r — vt) B - (r—vt)yx(r-vt)gy qyvxr

N - c(t—t)N cN

in Ubereinstimmung mit (25.30) und (25.31).

(29.22)

(29.23)

(29.24)
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29.d Beschleunigte Ladung momentan in Ruhe
Fur g = 0 vereinfachen sich die Gleichungen (29.20) und (29.21) zu
ga ¢

E = = + Eax (axp) (29.25)
I BN
B = o (axpB), (29.26)

woraus mit der Energiestromdichte S = z-E x B die in den Raumwinkel dQ abgestrahlte Leistung

dUS_z _ ta ¢ o ‘N2
o assS-n= 4n[a, E,B] = 4m:az(axﬁ) = 4ms(n X V) (29.27)
und die gesamte abgestrahlte Leistung
20,
Us= §5V (29.28)

(Larmor-Formel) folgt.
Fir eine harmonische Bewegung r q = Ioq COS(wt) Und V = —r oqw? cos(wt) folgt

L2075 — 1P}
Us = 5?0‘*0)4@05(@))2, Us = §C—§a)4 (29.29)

in Ubereinstimmung mit Abschnitt 22.b. Dies gilt fiir 3 < 1. Sonst hat man in 22.b auch Quadrupol- und hhere
Multipolanteile zu beriicksichtigen und hier, dass 8 nicht mehr vernachldssigt werden kann, was auf zusétzliche
Beitrage der Ordnung w® und héher fiihrt.

29.e  Abstrahlung, 8 # 0

Wir hatten gesehen, dass die Ladung im momentanen Ruhesystem die Leistung Us = %qu\'/z abstrahlt. Der
abgestrahlte Impuls ist Null wegen der Symmetrie der Strahlung (ohne Beriicksichtigung des statischen Anteils
von E, der aber so rasch abnimmt, dass er fur hinreichend groRes a nichts mehr beitréagt)

E(-a) =E(a). B(-a)=-B(a), Tas(-a)=Taps(a). (29.30)
Wir kdnnen daher den pro Eigenzeit abgestrahlten Impuls-Energie-Vektor schreiben als

d, 1 _w2g%( dutdu,
E(E Ss S) T AR s

dr dr (29-31)

dau® = cy « v- Vv = 0. Da die Formel lorentz-invariant geschrieben ist, gilt sie in jedem Inertialsystem, das
heif3t

dUs _ dru®2? (dt\*(_dov!) dov.)
dt dt ¢ 3c3\dr dt  dt

2
= 2L (0MOn - )

202 ,, ,. o
- 3—2372 (Y2 + 293V - ¥) + 72 - ¢2)). (29.32)
Mit dr/dt - u®/c = 1 und
. d 1 _ 3V-v
¥= g =7 (29.33)

folgt schliellich
. 2 . \ 2
Ug = 29° (74\'/2 N yﬁ%). (29.34)
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Beim Umlaufen in einem Synchrotron vom Radius r ist die Beschleunigung v = v2/r senkrecht zur Bewe-
gungsrichtung. Daraus folgt

. 2 2
Us = 30%c8%y*/r* = 3q%c(” - 1)/r® (29.35)
Pro Umlauf ist die abgestrahlte Energie
. 4
AUg = —Zzl"us = ?ﬂqzﬂsy“/r. (29.36)

Bei Desy ergibt sich fiir ein umlaufendes Elektron der Energie E =7.5 GeV und mec? =0.5 MeV ein Wert
vy = E/(mec?) = 15000. Fiir r = 32 m folgt dann AU = 9.5 MeV. Bei Petra hat man mit E = 19GeV ein
v = 38000 und mit r = 367m eine Energieabstrahlung von AU = 34MeV pro Umlauf.

Aufgabe Hera bei Desy hat r = 1008m und arbeitet mit Elektronen von E, = 30GeV und Protonen von
Ep = 820GeV. Man berechne deren Energieabstrahlung pro Umlauf.
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In diesem letzten Kapitel wird zum einen ein Riickblick in Form eines knappen Abrisses der geschichtlichen En-
twicklung der Elektrodynamik gegeben. Zum anderen aber wollen wir einen einfachen Effekt der allgemeinen
Relativitatstheorie, ndmlich den, dass der Zeitablauf vom Gravitationspotential abhangt, darstellen.

30 Kurze Geschichteder Elektrodynamik

Ich schlieRRe mit einer kurzen Geschichte der Elektrodynamik. Dabei habe ich vorwiegend die folgende Literatur
verwendet:

Sk Epmunp WHITTAKER, A History of the Theories of Aether and Electricity

EmiLio SeGre, Die groBRen Physiker und ihre Entdeckungen, Teil 1, Piper Band 1174

WiLnerm H. WestpHaL, Physik, Springer-Verlag

WiLnerm H. WestpHaL, Anhang |, Physikalisches Worterbuch

Max Born, Emi. Worr, Principles of Optics, Historical Introduction

Epmunp Horpe, Geschichte der Physik

Encyclopedia Brittanica: Stichworte ’Electromagnetic Waves’ und *Magnetism’

Worpemar Voicr, Theoretische Physik

J.D. Jackson and L.B. Oxkun, Historical roots of gauge invariance, Rev. Mod. Phys. 73 (2001) 663.

Eine geschichtliche Entwicklung nachzuzeichnen ist nicht einfach. Zum einen stellt sich die Frage, ob man
hinreichend vollstdndige Quellen hat. Zum zweiten werden h&dufig mehrere Personen fiir Entdeckungen oder
Erklarungen genannt, zuweilen zu recht unterschiedlichen Zeiten. Dies kann daran liegen, dass diese Personen
von ihren Entdeckungen gegenseitig nichts wussten. Es kann aber auch daran liegen, dass sie die Erschein-
ung unterschiedlich gut beobachtet oder erklért haben. Manchmal haben sie das Ergebnis auch besonders gut
weitergegeben, so dass ihre Arbeit sehr populdr wurde und sie als vermeintliche Autoren galten.

Wer hat zum Beispiel die Entstehung des Regenbogens erkldrt? DietricH vON FREIBERG, MAHMUD AL SCHIRAZI
und KamaL AL-Din, die anfangs des 14. Jahrhunderts fanden, dass im Regentropfen der Sonnenstrahl zweimal
gebrochen und ein- oder zweimal reflektiert wird, oder Descartes, der um 1625 fand, dass der dadurch ins-
gesamt entstehende Brechwinkel ein Extremum annimmt, so dass in diese Richtung eine besonders hohe In-
tensitdt an Licht gebrochen wird, oder Young und Amwry, die um 1820 und 1836 die Wellennatur des Lichts
beriicksichtigten? Alle haben ein Stiick zu unserem Wissen beigetragen.

Anfangs waren es vor allem drei verschiedene Phdnomene der Elektrodynamik, die dem Menschen auffielen,
ohne dass er Zusammenhénge zwischen diesen erahnte. Das offensichtlichste war das Licht, das ihm hervor-
ragende Orientierung bot und ihm zuweilen mit furchterregenden und auch angenehmen Erscheinungen entge-
gentrat, wie dem Blitz und dem Regenbogen.

Zwei andere schon im Altertum bekannte Phdnomene waren weitaus seltener zu beobachten, die seltsamen
Eigenschaften zweier Minerale, Bernstein (n1extpov) und Magnetit (7 480 Mayvntil). Ersterer zieht leichte
Kdrper an, wenn man ihn reibt, letzterer hat die Kraft, Eisen anzuziehen und trégt seinen Namen von der Stadt
Magnesia in Thessalien, wo man ihn findet. Man sagt, TaarLes voNn Mier (um 600 v. Chr.) habe bereits die
Eigenschaften dieser Minerale gekannt.

Entsprechend entwickelten sich die Untersuchungen dieser Phdnomene parallel zueinander in einer Theorie des
Lichts, der Elektrostatik und der Magnetostatik, bevor man erkannte, dass diese miteinander verkniipft sind.

30.a Theorie des Lichts bis FRESNEL

Heron voN ALEXANDRIEN begriindete die Gleichheit von Einfallswinkel und Reflexionswinkel bei einem Spiegel
damit, dass das Licht den kiirzesten Weg nehme. Generell war man im Altertum und weitgehend im Mittelalter
der Ansicht, dass die Naturabldufe einen Endzweck haben. Man fragte sich: Warum lauft etwas so ab und nicht
wie lauft es ab?

109
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Heron und ProLemAus vertraten die Ansicht, dass man mit Sehstrahlen sah, die vom Auge ausgingen und vom
gesehenen Objekt reflektiert wurden. Acuazen (ibn al Haitham) kam zur korrekten Ansicht, dass das Licht von
der Sonne oder einem anderen strahlenden Korper ausging und vom Karper reflektiert in unser Auge gelangte.
Avrnazen machte bedeutende Entdeckungen auf dem Gebiet der Optik (1030): Lochkamera und Parabolspiegel.
KepLer lernte sehr viel aus seinen Werken. ALuazen wusste bereits, dass bei der Brechung der einfallende, der
reflektierte und der gebrochene Lichtstrahl in einer Ebene liegen.

In das 13. Jahrhundert gehort die Erfindung der Brille.

Die Erklérung der Entstehung des Regenbogens durch zweimalige Brechung und ein- oder zweimalige Reflex-
ion des Sonnenlichts im Regentropfen wird zu Beginn des 14. Jahrhunderts von DietricH voN FREIBERG UNd vOn
AL-Schirazi und KamarL aL-Din gegeben.

SneLLivs von Roven fand experimentell das nach ihm benannte Brechungsgesetz um 1621. Descartes gab
eine theoretische Herleitung unter der Annahme, dass die Geschwindigkeit in den beiden Medien feste Werte
hat und die Komponente parallel zur Grenzflache erhalten bleibt. Die Herleitung wird korrekt, wenn der
Geschwindigkeitsvektor durch den Wellenvektor ersetzt wird. Fermar fiihrte dagegen das Prinzip der klein-
sten Zeit (1657) ein und leitete daraus das Brechungsgesetz (1661) her.

Hooke war vermutlich 1667 der erste, der in seiner Arbeit Micrographia das Licht als Welle beschrieb, da
er Beugungserscheinungen beobachtet hatte, und durch theoretische Betrachtung des Verlaufs der Wellenfron-
ten das Brechungsgesetz herleitete. Huycens héngt ebenfalls der Wellentheorie in seinem Traité de la lumiére
(1678-1690) an. Wichtig wurde spéater vor allem fiir die Theorie der Beugung, aber auch der Brechung, das
Prinzip von Huvcens: Jeder Punkt einer Wellenfront kann selbst wieder als Quelle einer Sekunddrwelle betra-
chtet werden. Newron wird weitgehend mit der Emanationstheorie in Verbindung gebracht, das heif3t mit der
Vorstellung, Licht sei korpuskularer Natur. Das ist nicht ganz korrekt. Newron vermied es lange Zeit, \Vorstel-
lungen einzufiihren, die nicht experimentell Gberprifbar waren. Um einen Disput zu vermeiden und diese
Hypothese allgemein zu machen, soll jedermann hier seine Vorliebe haben; nur was immer das Licht sein mag,
nehme ich an, dass es aus Strahlen besteht, die sich nach den jeweils herrschenden Umsténden durch Grofe,
Form oder Energie unterscheiden.” Spater allerdings favorisierte er die Korpuskular-Theorie.

NewTton untersuchte die Farben dinner Blattchen intensiv. Er nahm an (Opticks), dass ’jeder Lichtstrahl bei
seinem Durchgang durch eine reflektierende Oberfldche in einen Ubergangszustand gebracht wird, welcher
beim Fortgang des Strahls sich in gleichen Abstdnden wiederholt; bei jeder Wiederholung entlédsst er den Strahl
leicht durch die néchste reflektierende Oberflache und zwischen den Wiederholungen Iasst er ihn reflektieren.’
Er fand, dass die Intervalle zwischen leichtem Durchgang mit der Farbe variieren und diese am grofiten fiir
rotes, am kiirzesten fir violettes Licht waren. Hétte er das Wellenbild akzeptiert, so hétte er die Wellenladngen
des sichtbaren Lichts bestimmen konnen.

Das inzwischen bekannte Phdnomen der Doppelbrechung erklarte Newron 1717 durch unterschiedlich geformte
Querschnitte der Lichtkorpuskel, was der Idee einer transversalen Polarisation nahe kommt. Huycens Wellen-
theorie maB dem Ather elastische Eigenschaften bei; er zog dabei allerdings nur longitudinale Wellen in
Erwégung und musste zur Erklarung der Doppelbrechung zwei verschiedene Arten von Wellen einfiihren, von
denen sich eine isotrop, die andere dagegen sphéroidal ausbreitete. Zu jener Zeit wurde Newton’s Erkldrung
Uiberwiegend akzeptiert.

In diesem Kurs haben wir die Doppelbrechung und die Beugung nicht behandelt. Sie spielten in der Entwicklung
der Theorie des Lichts eine wichtige Rolle. Es sei angemerkt, dass Doppelbrechung in anisotropen Kristallen
auftritt, in denen die Dielektrizitatskonstante ein Tensor ist.

1675 konnte Romer durch Beobachtung der Verdunklung der Jupitermonde erstmals die Zeit bestimmen, die
das Licht fir die Strecke Sonne-Erde bendtigt. Bis dahin war es nicht klar, ob sich Licht instantan oder mit
endlicher Geschwindigkeit ausbreitet.

1728 fand James BrapLey die Aberration, das heif3t eine Verdnderung der Richtung des Lichts von einem Stern
auf Grund der senkrechten Bewegung der Erde gegen das Licht. Dies wurde als Beweis fiir die Korpuskular-
natur des Lichts angesehen. bereits 1677 hatte Romer in einem Brief an Huvagens ein derartiges Phdnomen
vermutet.

1744 griff Mauveerturs die Kontroverse zwischen Descartes und Fermar wieder auf. Er war zwar von der
Korpuskularnatur des Lichts Uiberzeugt, wollte aber FErmars Methode erhalten. Er forderte daher, dass *der Weg
derjenige ist, fir den die Wirkung am kleinsten wird’ und erlangte, dass an Stelle von Fermars fdt = fds/v
jetzt fvds extremal werden sollte. Er fiihrte damit erstmals das Prinzip der kleinsten Wirkung ein, das alsbald
auch von Euter und Lacrange aufgegriffen wurde und heute als das Prinzip gilt, das die Dynamik der Natur
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beherrscht.

1801 flihrte THomas Youna das Konzept der Interferenz zweier Wellen ein und brachte damit das Huyaenssche
Konzept von neuem ins Spiel. Er ist in der Lage, die Newronschen Ringe mit diesem Konzept zu erklaren.
Mavus fand 1808, dass reflektiertes Licht normalerweise partiell polarisiert ist und fand den Winkel der Totalpo-
larisation, jetzt als Brewsterscher Winkel bekannt (nach GIl. 18.22). Das Problem, den auBergewdhnlichen
Strahl in doppel-brechenden Kristallen zu erkléren, verblieb mit Erkldrungen beider Seiten: LapLace argu-
mentiert 1808 mit der Wirkungsfunktion fiir Korpuskel, Younc 1809 fiir Wellen, wobei sich beide nur in
der Anisotropie des Kristalls einig sind. Die Situation wurde noch komplexer, als Brewster 1815 auch
Kristalle mit zwei auBergewdhnlichen Strahlen entdeckte (der Fall dreier verschiedener Eigenwerte des Dielek-
trizitatstensors.

Fiir 1818 schrieb die franzdsische Akademie einen Preis fiir die Erkldrung der Beugung aus. Die Anhénger
der Emissionstheorie (LapLacke, Porsson, Bror) waren siegessicher, aber Fresner legte eine Arbeit vor, in der
er fuend auf den Arbeiten von Huyeens and Youna die Beugung fir mehrere Anordnungen mit der Wellen-
theorie beschrieb. Poisson, der die Arbeit sorgféltig studierte, fand, dass im Mittelpunkt des Schattens einer
kreisformigen Scheibe ein heller Fleck sein miisste und verlangte eine experimentelle Uberpriifung. Araco
fand den hellen Fleck und Fresner gewann den Preis. Nachdem Younc auch 1818 die Aberration mit der
Wellentheorie erklért hatte, wurde diese die fiihrende Theorie.

Youna schlug 1817 erstmals vor, bei Licht kbnne es sich um Transversalwellen handeln. Dies wurde un-
terstitzt durch die Beobachtung, dass zwei senkrecht zueinander polarisierte Lichtstrahlen keine Interferenz
zeigen. Fresner griff diese Idee auf und entwickelte in den Folgejahren eine erfolgreiche Theorie der Dop-
pelbrechung, obwohl ihm die MaxweLL-Gleichungen noch nicht zur Verfligung standen. Geschickte Experi-
mente von Amry (1831) zur Unterdriickung von Newtonschen Ringen bei Einstrahlung des Lichts unter dem
Brewster-Winkel und die Messung der Lichtgeschwindigkeit in Luft und Wasser bewiesen die Wellennatur
des Lichts. (Im Medium groRerer Brechzahl sagt die Wellentheorie eine Kleinere, die Korpuskulartheorie eine
grolRere Geschwindigkeit vorher.)

FresneL leitete einen Ausdruck fiir die Anderung der Lichtgeschwindigkeit in einem bewegten Medium her, der
experimentell von Fizeau (1851) bestétigt wurde. Es gab jedoch mehrere verschiedene Theorien dariiber unter
anderem auch eine von Stokes (1846). Verschiedene Ideen rivalisierten bei der Frage, in welchem Umfang
Materie den Ather mitfiihrt.

Es sei bemerkt, dass der Ather als elastischer Festkdrper in der Folgezeit viele hervorragende Wissenschaftler
beschéftigte und die Elastizitatstheorie zur Blite brachte. Bei der Anwendung auf das Licht blieb es jedoch ein
Problem, Longitudinalwellen zu unterdriicken..

Ein Ratsel blieb, ob der Raum oberhalb der Erde ein Plenum sei, das dem Licht die notwendigen elastis-
chen Eigenschaften zur Ausbreitung gibt, oder ein Vakuum, das den Planeten ihre Bewegungen erlaubt. Diese
Diskussion bestand schon Jahrhunderte vorher. Nach Descartes war der Raum ein Plenum, von einem Medium
ausgefillt, unseren Sinnen nicht wahrnehmbar, das Kréfte iibertragen kann und Effekte auf die materiellen
Korper Ubertragen kann, die in ihm eingebettet sind, genannt Ather. Gassenpr, ein Anhdnger von KopPERNIKUS
und Gauier, flhrte hingegen die Doktrin der antiken Atomisten wieder ein, dass das Universum aus massebe-
hafteten Atomen, ewig und unverdnderlich bestehe, die in einem Raum, der abgesehen von ihnen selbst leer ist.
Seine Doktrin wurde bald darauf von Newron aufgenommen und wurde Ausgangspunkt der darausfolgenden
Naturphilosophie.

30.b Elektrostatik

Bereits TuaLes von Mier (600 v. Chr.) berichtet, dass geriebener Bernstein (griechisch ’elektron”) leich-
te Korper anzieht. Um 1600 entdeckte Gieert, dass viele andere Stoffe durch Reiben die gleiche Eigen-
schaft annehmen. Er pragte hierfiir den Begriff “elektrisch’. Das Wort *Elektrizitdt” wurde von Browne 1646
eingefiihrt. GiLeerr arbeitete auch wesentliche Unterschiede zwischen magnetischen und elektrischen Kréften
heraus. (Magnete sind im Gegensatz zu elektrisierten Koérpern permanent. Magnetische Krafte werden durch
andere Substanzen nicht abgeschirmt. Magnete ziehen nur magnetisierbare Substanzen an, elektrisierte alle.)

Orro von Guerickg, bekannt durch die Herstellung des Vakuums in den Magdeburger Kugeln, machte sehr
friihzeitig - 1672 erschien die Experimenta nova magdeburgica - eine Reihe wichtiger Entdeckungen auf dem
Gebiet der Elektrizitat: Er fiihrte das erste Mal die Unterscheidung zwischen Leitern und Nichtleitern ein,
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beobachtete elektrische AbstoBung und Anziehung, die Influenz und baute die erste brauchbare Elektrisiermas-
chine. Seine Entdeckungen fanden aber offensichtlich keine allgemeine Beachtung.

Watt verglich 1708 den Funken, der von geriebenem Bernstein mit einem Knall Uiberspringt, mit Donner und
Blitz, ein Hinweis darauf, dass es sich beim Blitz um eine elektrostatische Entladung handelt.

Gray fand 1729, dass Elektrizitét durch bestimmte Stoffe ibertragen wird, die DesacuLiers Nicht-Elektrika oder
Leiter nannte. Gray fand auch, dass sich die Elektrizitét auf der Oberfliche von Kdrpern ansammelt. DuFay
beobachtete 1734, dass es zwei Arten von Elektrizitdt gibt, Glas- und Harzelektrizitdt und dass sich gleichartige
abstoRRen, verschiedenartige anziehen.

Verbesserte Elektrisiermaschinen wurden in verschiedenen Varianten zwischen 1744 und 1746 von JOHANN
HemwricH WINKLER, GEORGE MarTHIAS Bost und Bensamin WiLson entwickelt.

Der Kondensator in Form der Leidener Flasche wurde 1745 von Pieter van MusscHENBROEK erfunden, un-
abhéngig davon vermutlich etwas friither von Ewarp von Kieist, aber erst 1746 von J. G. KriGer beschrieben.
Wiriam Watson schloss 1746, dass *durch das Laden oder Entladen einer Leidener Flasche Elektrizitét trans-
feriert wird, aber nicht erzeugt oder vernichtet.” *Unter geeigneten Umstanden war es moglich die Elektrizitét in
einigen Korpern rarer zu machen als sie natiirlicherweise ist, und durch Ubertragung auf andere Korper denen
eine zusétzliche Menge zu geben und deren Elektrizitdt dichter zu machen.” Dies war ein erster Hinweis auf die
Erhaltung der Ladung.

Ahnliche Experimente, die Bexsamin FrankLIN nach einem Vortrag von Dr. Seenck, der von Schottland nach
Amerika gekommen war, durchfiihrte, brachten ihn 1747 ebenfalls zur Schlussfolgerung, ’dass die Gesamt-
menge Elektrizitdt eines isolierten Systems unverdnderlich ist’. Populdr wurde Frankrin durch die Erfindung
des Blitzableiters. Er bemerkte, dass es sich beim Blitz um eine elektrische Entladung handelt.

Die Einflhrung der Vorzeichen fir die Ladung wird sowohl Frankin als auch LicatenserG (1777)
zugeschrieben: ’Ich nenne diejenige Elektrizitat positiv, die, durch blankes Glas erregt, auf leitende Kérper
geleitet wird; die entgegengesetzte nenne ich negativ.’

Acepinus und WiLcke kamen zu dem Ergebnis, dass *gewdhnliche Materie’ (darunter verstanden sie ungefahr
das, was wir heute Materie ohne duBere Elektronen nennen wiirden) sich abstdl3t, die Teilchen der "elektrischen
Flussigkeit” (heute duBere Elektronen) sich ebenfalls abstoRen und gewdhnliche Materie und die elektrische
Flussigkeit einander anziehen. Weiterhin stellten sie fest, dass Glas und sogar Luft fiir die elektrische Flissigkeit
undurchdringlich ist, obwohl sich die elektrische Wechselwirkung Giber gréere Entfernungen erstreckt.

Das Phanomen der Influenz (auch elektrische Induktion), das schon von Guericke, Joun Canton und WiLcke
beobachtet worden war, erklarte Aepinus 1757 mit den elektrostatischen Kraften und der freien Beweglichkeit
der elektrischen Flussigkeit. WiLcke beschrieb 1762 viele Experimente im Zusammenhang mit der Influenz und
argumentiert, dass ein Dielektrikum im elektrischen Feld polarisiert ist.

JosepH PriesTLEY berichtet 1767 in seinem wenig beachteten Werk History and present State of Electricity von
einem von FrankuiN ausgefiihrten und von ihm wiederholten Experiment, dass im Inneren einer Metalldose
keine elektrische Kraft auftritt und die Innenfldchen keine Ladungen tragen. Er schliel3t daraus, dass sich gle-
ichnamige Ladungen mit einer Kraft abstoen, die umgekehrt proportional zum Quadrat des Abstandes ist.
’Konnen wir nicht aus dem Experiment schlieRen, dass die Anziehung der Elektrizitit denselben Gesetzen wie
die Gravitation genuigt,... da man leicht zeigen kann, dass die Erde, hétte sie die Form einer Schale, einen Korper
im Inneren nicht nach einer Seite mehr anziehen wiirde als zur anderen.’

DanieL BernouLLr hatte 1760 die Vermutung geéduRert, dass fiir die elektrostatische Wechselwirkung ein 1/r2-
Gesetz gelten sollte. Joun Rosison hatte 1769 vermutlich als erster die 1/r"-Abhéngigkeit mitn = 2 + 0.06
gemessen. CavenpisH hatte 1771 erkldrt, dass die Wechselwirkung mit einer inversen Potenz kleiner als 3
abféllt. Rosison und Cavenpisu lielen Jahre verstreichen, bis sie ihre Ergebnisse verdffentlichten. Cavenpisu
hatte 1775 vergleichende Angaben tiber die Leitwerte verschiedener Substanzen gemacht (Eisen, Seewasser,
etc.).

CouLowms Verifizierte 1785 mittels der von MicueLL und unabhingig von ihm entwickelten Drehwaage das 1/r?-
Gesetz sehr genau. Die Drehwaage diente auch zur Bestimmung der Gravitationskonstante (CavenbisH).
Poisson stellte 1813 die nach ihm benannte Gleichung fiir das elektrostatische Potential auf. LaprLack hatte 1777
gezeigt, dass der nach ihm benannte Operator angewandt auf das Gravitationspotential in dem Teil des Raums,
der materiefrei ist, Null ergibt. Poisson hatte nun die Dichte der Materie mit eingefiihrt und ausdriicklich
darauf hingewiesen, dass dies auch analog im elektrostatischen Fall gilt. Er hat damit das elektrostatische
Potential eingefiihrt und darauf hingewiesen, dass es auf der Oberflache von Leitern konstant ist. GEorGe GREEN
hat 1828 die Uberlegungen Porssons weitergefiihrt. Wir kennen das Greensche Theorem (B.67). Die Greensche
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Funktionen sind nach ihm benannt.
WirLiam TromsoN (Lorp Kerviv) (1845) und Mossortr (1847) stellten auf Grund von Uberlegungen Farapays
die Zusammenhénge zwischen Polarisation und elektrischem Feld her, die wir in Abschnitt 6 dargelegt haben,
D = E + 4nP = €E, pp = —4n divP.

30.c Magnetostatik

Bereits im Altertum waren Magnete bekannt. Sie sind nach der Stadt Magnesia in Thessalien benannt, in deren
Gegend der Magnetstein (Magnetit Fe3O4) natiirlich vorkommt, der die Eigenschaft hat, anderen Magnetstein
und Eisen anzuziehen. Bereits um 1000 waren in China magnetische Nadeln als Richtungsweiser bekannt. Der
englische Enzyklopéddist ALexanoer NEckam berichtet vom Kompass.

Der Kreuzfahrer Perrus PereGriNUs DE Maricourt gab 1269 in seiner Epistola de magnete eine genaue
Beschreibung der Magnetsteine. Er legte auf einen runden Magnetstein an verschiedenen Stellen eine Eisen-
nadel und markierte die Richtungen, welche die Nadel einnahm. Er fand, dass diese Kreise wie die Meridiane
der Erde verliefen und sich in zwei Punkten trafen, die er Pole nannte. Er beobachtete, dass ein zerbrochener
Magnet zwei Magnete mit Nord- und Stidpol bildet, es also keine magnetischen Monopole gibt.

Von zwei magnetischen Polen der Erde sprach zuerst 1588 Livio Sanuto. WirLiam Greert gab 1600 eine
umfassende Darstellung in seiner Arbeit De magnete. Er betont, dass die Erde ein grofer Magnet ist.

Ahnlich dem Kraftgesetz zwischen Ladungen untersuchte man auch das Kraftgesetz zwischen den Polen von
Magneten. Newton gab an, dass die Wechselwirkung fast mit 1/r3 abféllt. MicueLL fand 1750 auf Grund
eigener Messungen wie auch denen von Brook TavLor und MusscHENBROEK das 1/r?-Gesetz, wie auch Tosias
Mayer 1760, Lameert 1766. Dies fiihrte rasch zu der Vorstellung von *magnetischen Flissigkeiten” im Sinne
magnetischer Ladungen analog zu elektrischen. CouLoms vertrat die These, dass der Magnetismus in Molekiilen
gefangen sei, und nur innerhalb dieser kdnnten sich die beiden magnetischen Fliissigkeiten trennen und so eine
Magnetisierung bewirken. (Die TavLor-Reihe ist nach Brook TavrLor benannt, obwohl sie schon vorher bekannt
war).

Porsson flihrte 1824 nach dem elektrischen Potential auch ein magnetisches, dhnlich dem in Unterabschnitt 11.b,
ein sowie den quantitativen Begriff der Magnetisierung. Eine weiterfiihrende Theorie wurde von Green 1828
gegeben.

WiLLiam Traomson (Lorp Kervin) stellte 1847 die Gleichungen divB = 0 und rotH = O fiir den stromfreien
Raum auf, fuhrte die Beziehung B = H + 4xtM ein, fand den Ausdruck fiir die magnetische Energiedichte und
schloss daraus, dass in der Beziehung B = uH, die schon Poisson 1824 mit einem Tensor u fir anisotrope
Kristalle einfiihrte, u symmetrisch sein muss. Er prégte die Begriffe Suszeptibilitdt und Permeabilitat.

30.d Aufbruch zur Elektrodynamik

Lange stellten Elektrizitdt und Magnetismus zwei von einander unabh@ngige Phdnomene dar. Einen ersten Hin-
weis auf eine Beziehung ergab sich durch die Beobachtung, dass ein Blitz eine Kompassnadel ausschlagen lief3.
Auch gab es vereinzelt Félle, in denen durch Blitzschlag Magnete ummagnetisiert wurden oder Eisen mag-
netisiert wurde: 1731, so wird berichtet, schlug ein Blitz in eine Kiste mit Messern und Gabeln, die schmolzen.
Beim Aufheben bemerkte man, dass herumliegende N&gel angezogen wurden. Ein Schiff, das 1681 nach Boston
fuhr, wurde vom Blitz getroffen. Anschlieend zeigten die Kompassnadeln in die umgekehrte Richtung.
Experimentell verbesserte sich die Situation, als Vorra um 1800 den Prototyp der Batterie mit der nach ihm be-
nannten Sdule erfand, die es erlaubte, stetige Strome zu erzeugen. Tatsachlich stand damit jetzt eine elektrische
Leistung zur Verfligung, die die bisherige elektrostatische um einen Faktor 1000 tberstieg.

1820 beobachtete @rsteD, dass eine Magnetnadel durch einen parallel dazu flieRenden Strom abgelenkt wurde.
Diese Entdeckung verbreitete sich wie ein Lauffeuer in Europa. Bror und Savart bestimmten noch im gleichen
Jahr quantitativ die Kraft eines geraden Stromes auf einen Magneten. Auf Grund einer Rechnung von LapLACE
fuir einen geraden Draht und einem anderen Experiment mit einem V-férmigen Draht erschloss Bior 1824 die
Kraft zwischen einem magnetischen Pol und und einem Leiterelement, was im wesentlichen dem nun nach Bior
und Savart benannten Gesetz entspricht.

Awmpere nahm 1820 ein Kraft-Gesetz der Form

K= |1|29§9§f12(f1(r12)(dr1 -drp) + fo(re2)(F2 - dry)(F12 - dry)),
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zwischen zwei von Stromen I und I, durchflossenen Schleifen an. Durch Vergleich mit seinen Messungen
erhielter f; = A/r2,, f, = B/r2,. Jeder dieser beiden Beitrége ergibt einzeln bei geeigneter Wahl von A bzw. B
die Kraft zwischen zwei geschlossenen Leiterschleifen, vgl. (9.21). Ampere hatte aber bereits beobachtet, dass
die Kraft auf ein Leiterelement senkrecht zu diesem steht, was mit B = —3A/2 erfiillt wird. So steckt bereits in
seinem Kraft-Gesetz die Lorentz-Kraft, obwohl er den Begriff eines magnetischen Feldes nicht verwendet.
Nach Vorarbeiten von Ampere und Araco konstruierte WiLLiam Sturceon 1825 einen Elektromagneten, der das
zwanzigfache seines Gewichtes tragen konnte.

Humphrey Davy fand 1821, dass der Leitwert ('leitende Kraft’) von Metallen proportional ihrem Querschnitt
und invers proportional ihrer Lange waren. Georc WiLneLm Onm fand 1826-27 in seiner Arbeit Die galvanische
Kette den linearen Zusammenhang zwischen dem Strom durch einen Leiter und der Spannung, die am Leiter
anliegt. Kircunorr formulierte 1845 die nach ihm benannten Knoten- und Maschengesetze (13.10, 13.11).
MicuaeL Farapay, ein Buchbindergeselle mit naturwissenschaftlichen Interessen, bewarb sich 1812 um eine
Anstellung bei der Royal Institution in London. Sein Direktor, Humparey Davy, akzeptierte ihn, kaum ahnend,
dass er damit einen der grofiten zukiinftigen Experimentatoren in seinem Institut aufgenommen hatte. (Nach
Davys Tod wurde Farapay Direktor des Instituts.) Kurz nach der Entdeckung @rsteps untersuchte Farapay die
Experimente zur Elektrizitit und zum Magnetismus, die er 1821 in dem Historical Sketch of Electro-Magnetism
zusammenfasste. Angeregt durch die Influenz elektrischer Ladungen, d.h. die Beeinflussung elektrischer
Ladungen auf einem Leiter durch andere Ladungen, untersuchte er, ob ein Strom in einem Leiterkreis einen
Strom in einem anderen Leiterkreis anregen konne. Er fand, dass dies jeweils beim Verdndern des Stromes im
ersten Leiterkreis geschah. Dies war der Ausgangspunkt fiir das Induktionsgesetz (1831).

Als ein Politiker Farapay fragte, was denn seine Entdeckungen wert seien, antwortete er: ’Im Moment weiss
ich es noch nicht, aber eines Tages wird man sie besteuern kdnnen.” Bekannt sind natiirlich auch Farapays
Arbeiten zur Elektrolyse. Da er selbst keine klassische Ausbildung genossen hatte, bat er WirLiam WHEELER,
einen Philosophen und Mathematiker aus Cambridge um Hilfe bei der Wahl von Termini. Dabei entstanden
die uns geldufigen Begriffe wie Elektrode, Anode, Kathode, lon, Elektrolyse. Farapay entdeckte auch den
Diamagnetismus.

Farapay arbeitete sehr viel mit dem Konzept elektrischer und magnetischer Feldlinien. Er machte sie durch Gip-
skristéllchen und Eisenfeilspéne sichtbar. Diese Verfahren waren nicht neu, aber bei mathematischen Physik-
ern in der Nachfolge Newrons, die das Konzept der Fernwirkung vorzogen, nicht populdr. Bereits WiLcke
machte die elektrischen Feldlinien sichtbar. Viele Experimente Farapays zur Elektrostatik hatte WiLcke bereits
durchgefiihrt. Eine Zusammenstellung von Experimenten zum gleichen Thema beider Physiker findet sich in
der Geschichte der Physik von Horpe. Die magnetischen Kraftlinien wurden schon von Niccoro Caseo (1629)
und Petrus PereGriNus (1269) sichtbar gemacht. Der Leser Uberlege sich, wieso elektrische und magnetische
Kraftlinien durch langlich geformte Kdrper hoher Dielektrizitdtskonstante oder Suszeptibilitét sichtbar gemacht
werden.

Farapay hatte eine recht prazise Vorstellung vom magnetischen Feld. Er betrachtete es als Réhren von Feldlin-
ien mit der Eigenschaft, dass das Produkt aus der Feldstdrke und dem Querschnitt proportional ist, was der
Divergenzfreiheit entspricht. Er stellte fest, dass der induzierte Strom proportional zur Anzahl der Feldlinien
ist, die der Leiter tberstreicht; wir sagen heute proportional zur Anderung des magnetischen Flusses.

Der Name Elektron wurde 1890 von Jounstone Stoney gepragt. Vorher wurden auch (die heutigen) Elektronen
als lonen bezeichnet.

30.e Elektrodynamik und Wellen

Farapay beobachtete 1845, dass polarisiertes Licht, das man durch Glas schickt, seine Polarisationsebene éndert,
wenn parallel zum Strahl ein Magnetfeld angelegt wird. Das veranlasste ihn zur Vermutung, dass es sich beim
Licht um einen elektromagnetischen Vorgang handelt.

Bei den Bemiihungen um eine einheitliche Theorie des Elektromagnetismus gab es zwei Stof3richtungen. Die
eine ging vom Induktionsgesetz aus und fiihrte das Vektorpotential A ein, die zweite verharrte bei der Fern-
wirkungstheorie und fiihrte im Anschluss an die Untersuchungen Amperes geschwindigkeitsabhéngige Krafte
ein.
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Das Vektorpotential wurde auf Grund verschiedener Uberlegungen eingefiihrt. Franz Neumann stellte 1845/48
fest, dass sich die Induktionsspannung als Zeitableitung des Integrals §dr - A(r) schreiben lieR. Auf Grund
anderer Uberlegungen, die uns heute nicht mehr so zwingend erscheinen, haben 1846 sowohl WiLxeLM WEBER
als auch WiLLiam Tromson (Lorp Kewvin) das Vektorpotential eingefiihrt. Kircunorr verwendete es 1857.
Kircunorr (1848) und Riemann (1858) fiel auf, dass in den Kraftgleichungen fuir Ladungen und Strome Faktoren
eingehen, deren Dimension das Quadrat einer Geschwindigkeit c ist. Zwei Ladungen g1 und g, im Abstand r
iiben die CouLoms-Kraft q;q,/r? aufeinander aus, zwei Stréme I und I, der Lange | im Abstand r (r < )
die Kraft kl1I21/(c?r) mit einer Zahlenkonstanten k, die der Leser selbst bestimmen moge. Die Bestimmung
von ¢ zeigte, dass diese Geschwindigkeit gut mit der Lichtgeschwindigkeit tibereinstimmte. Es waren dann
WhHEeatsToNE 1834, Fizeau und Gounerie 1849, Foucaurr 1850, die erste Messungen zur Ausbreitungsgeschwin-
digkeit der Elektrizitdt durchfiihrten, wobei sie Werte erhielten, die um einen Faktor zwei oder anderthalb zu
grof3 oder zu klein waren. (Dass einige Werte groRer als die Lichtgeschwindigkeit waren, war méglich, da nicht
alle Anordnungen linear waren.)

Die Einfilhrung unterseeischer Kabel zur Ubertragung elektrischer Signale begann 1851 (Dover-Calais).
WiLLiam Taomson (Kewvin) fand 1854, dass sich fiir hinreichend hohe Frequenzen eine gedampfte Welle mit
nahezu konstanter Geschwindigkeit ausbreitet. Kimrcanorr fand 1857, dass diese Geschwindigkeit fir kre-
isformigen Querschnitt mit der Geschwindigkeit ¢ tibereinstimmte, die auch als Quotient zwischen den Kréften
zwischen zwei Ladungen und zwei Strdmen auftritt. Dieser Wert war kurz zuvor von WiLaerm WEeBer und
KonLrausch zu 3.1x10%%m/sec gemessen worden.

Schlie}lich war es MaxweLr, dem es auf Grund seiner Vorstellungskraft und analytischen Begabung gelang,
die Gleichungen der Elektrodynamik in sich geschlossen darzustellen. Er hatte durch das Studium Farapays
Experimenteller Untersuchungen viel gelernt und doch die notwendige Abstraktion behalten. An Forsgs schrieb
er 1857, dass er "keineswegs ein Konvertit zu den Ansichten Farapays’ war, aber 1858 schrieb er iber Farapay
als dem Kern alles elektrischen seit 1830.’

MaxweLL verwendete immer noch viele mechanische Analogien wenn er etwa die Felder B und D als
Geschwindigkeiten einer inkompressiblen Flussigkeit betrachtet. Er bemerkte 1861, dass in der Gleichung
rotH = %“j der Verschiebungsstrom D/(4x) zu j hinzuzufiigen ist, so dass die Erhaltung der Ladung
gewahrleistet ist. Aus diesen Gleichungen fand er, dass die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit durch c, das im
Verhiltnis der Kréfte zwischen Ladungen und Stromen auftritt, gegeben ist, was sehr gut mit den gemessenen
Werten Ubereinstimmte. Daraus schloss er *Wir kénnen kaum die Einlassung umgehen, dass das Licht aus
den transversalen Wellen des gleichen Mediums besteht, das die Ursache der elektrischen und magnetischen
Phdnomene ist” MaxweLLs Gleichungen enthielten die Potentiale @ und A, wobei er die Eichung verwendete,
die wir Couroms-Eichung nennen. Den kompletten Satz der Gleichungen der Elektrodynamik hatte er 1864
in seiner Arbeit On a Dynamical Theory of the Electromagnetic Field vorgestellt. Sein komplettes Lehrbuch
Treatise on Electricity and Magnetism erschien 1871.

1867 verdffentlichte Lubvic VALENTIN Lorenz seine Theorie des Elektromagnetismus, die den Verschiebungs-
Strom enthielt und die mit der nach ihm benannten Eichung die Ausdriicke (21.14) und (21.15) fur die re-
tardierten Potentiale enthielt. Die Arbeit ful3te auf der Potentialtheorie von FrRanz Neumann. Auch RiEmMaNN
fand 1858 diese retardierten Potentiale, doch wurde seine Arbeit erst 1867 zusammen mit der Lorenzschen
verdffentlicht. Vieles, was Lupvie Lorenz fand, wurde spater dem Hollander Henprick Lorentz zugeschrieben,
der umfassende Arbeiten zur Elektrodynamik schrieb. Dabei spielte auch die Fast-Namensgleichheit eine Rolle,
wie auch die unberechtigte Kritik MaxweLLs (1886) *Aus den Annahmen dieser beiden Arbeiten kdnnen wir
die Folgerungen ziehen, erstens, dass Kraft und Gegenkraft nicht immer gleich und entgegengesetzt sind, und
zweitens, dass man Apparate konstruieren kann, die beliebige Mengen Arbeit aus ihren Mitteln produzieren
kdnnen.” Ironischerweise hatte MaxweLL nicht bedacht, dass auch in den Feldern Energie und Impuls steckt.
Die Lorentz-Lorenz-Beziehung (1880), die der CLausius-Mossorti-Beziehung (6.34) dquivalent ist, wenn man
e durch das Quadrat n? des Brechungsindex ersetzt, geht auf beide zuriick.

In seinem Treatise on Electricity and Magnetism leitete MaxweLL den Spannungstensor des elektromagnetis-
chen Feldes her. Der Poynting-Vektor als Dichte des elektromagnetischen Energiestroms wurde von PoyNTING
1884 und von Heavisioe 1885 gefunden. Schliellich fand J.J. THomson 1893, dass die elektromagnetische Im-
pulsdichte durch den Poynting-Vektor ausgedriickt werden kann.

1889 gab Heavisie den Ausdruck (1.17) fur die Kraft an, die auf eine Ladung in einem Magnetfeld wirkt.
1881 hatte J.J. Taomson, der Kathodenstrahlen untersuchte, den halben Wert dafiir angegeben. Lorentz gibt
das korrekte Ergebnis in seiner Arbeit aus dem Jahr 1895 an. Sie wird heute als Lorentz-Kraft bezeichnet.
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MaxweLL gab bereits 1864 v x B als Beitrag zur elektromotorischen Kraft in einem bewegten Korper an.
Schon Wicke (1758) und Farapay (1837) hatten den Begriff der Polarisierung eines Isolators eingefiihrt. Die
Vorstellung, dass die Magnetisierung auf atomaren Strémen beruht, findet sich bereits bei CouLomB, AMPERE
und Taomson (Kewvin). Dieser Zusammenhang tritt in den Formulierungen MaxweLts nicht klar heraus. Es
ist das Verdienst Lorentz’, dass er 1895 mit seiner Elektronentheorie die Felder E und B als elementare Felder
einfiihrte und klarstellte, dass die beiden anderen D und H nur durch Polarisation und Magnetisierung entstehen.
’Sitz des elektromagnetischen Feldes ist der leere Raum. Es gibt in diesem nur einen elektrischen und einen
magnetischen Feld-Vektor. Dieses Feld wird erzeugt durch atomistische elektronische Ladungen, auf welche das
Feld ponderomotorisch zuriickwirkt. Eine Verkniipfung des elektromagnetischen Feldes mit der ponderablen
Materie besteht nur dadurch, dass elektrische Elementarladungen mit atomistischen Bausteinen der Materie
starr verbunden sind.” Lorentz hat damit eine klare Trennung zwischen Elektrodynamik und den Eigenschaften
der kondensierten Materie durchgefihrt.

AvLrreD LiENArRD Und EmiL WiecHerT gaben 1898 und 1900 die Potentiale einer beliebig bewegten Punktladung
an.

MaxwerL fand bereits 1873, dass das Magnetfeld unter der Eichtransformation A — A + Vy invariant ist. Doch
untersuchte er nicht die Konsequenzen fiir das skalare Potential. Lorentz gab 1904 die allgemeine Eichtrans-
formation an.

Neben Lorentz haben wir es vor allem auch Henrr Poincarg, OLiver Heavisipe und HemricH Hertz zu ver-
danken, dass sie die Grundziige der MaxwerLschen Theorie klarer herausgearbeitet haben, so dass diese eine
allgemeine Verbreitung fand.

Larmor und Scuwarzscaip filhrten 1900 und 1903 das Prinzip der kleinsten Wirkung fiir das kombinierte
System des elektromagnetischen Felds und geladener Teilchen ein.

MrcueLson und Mitarbeiter bestimmten seit 1878 die Lichtgeschwindigkeit mit hoher Prézision. Es war letz-
tendlich Heirica Hertz, dem es 1886 gelang, elektromagnetische Wellen herzustellen (Herrzscher Dipol) und
zu detektieren, zundchst im Meter-Bereich, dann auch kiirzere. Wiener wies 1890 die Wellennatur des Lichtes
nach, indem er es auf einen Spiegel auffallen lieR und die periodische Schwarzung der Photoschicht durch die
stehenden Wellen erhielt.

30.f Relativitatstheorie

Um die Geschwindigkeit der Erde gegen den postulierten Ather zu bestimmen, fiihrten MicreLson und Mor-
ey ihr Experiment erstmals 1887 mit negativem Ergebnis durch: Keine Bewegung gegen den Ather konnte
festgestellt werden. FrrzGerarp postuliert 1889, dass sich alle Gegensténde in Richtung der Bewegung gegen
den Ather verkiirzen. Lorentz gibt 1892 die Verkiirzung bis Ordnung v2/c? an (Lorentz-Kontraktion, Unterab-
schnitt 23.b,8). Wesentlich war Lorentz’ Beobachtung, dass die Annahme eines Athers, der sich mit Materie
bewegt, falsch war.

Voiagr fand 1887, dass die homogene Gleichung o® = 0 mit dem o’ ALemsert-Operator o (20.13) unter einer
Klasse von linearen Transformationen der x und t invariant ist. Larmor gab in seiner 1898 fertiggestellten und
1900 erschienen Arbeit Ather und Materie bereits die Transformation (23.2) an. Welchen Einfluss dies auf
Lorentz hatte, ist nicht bekannt. 1898 zog Poincarg bereits den Begriff der Gleichzeitigkeit in Zweifel. 1899
gab Lorentz die nach ihm benannte Transformation mit einem unbestimmten Skalenfaktor, der dem Faktor f
nach Gleichung (23.14) entspricht, an.

1904 fand Lorentz, dass die MaxweLL-Gleichungen ohne Ladungen und Stréme invariant unter den Transfor-
mationen (23.2) sind, falls man die Felder in geeigneter Weise mittransformiert (siehe Abschnitt 25). 1905
bemerkte Pomvcarg, dass man die Ladungs- und Stromdichten so transformieren kann, dass der volle Satz
MaxweLL-Gleichungen invariant unter Lorentz-Transformationen ist (vgl. Abschnitte 24 und 25).

EmsteN formulierte 1905 in Unkenntnis der Arbeit von Lorentz und gleichzeitig mit der oben genannten Arbeit
von Poincare die spezielle Relativitatstheorie in einer allgemeinen und vollstandigen Weise. Er bemerkte, dass
die Idee einer konstanten Lichtgeschwindigkeit in allen Inertialsystemen eine Realitét ist, die nicht nur die
Elektrodynamik, sondern die gesamte Physik einschlie3lich der Mechanik beherrscht, und welche die GaLLEr-
Invarianz abldst. Der Grund, dass es so lange dauerte, die (spezielle) Relativitatstheorie zu entwickeln und die
Wissenschaftler davon zu (iberzeugen, dass diese die Realitdt beschreibt, ist die Rolle, welche die Zeit in ihr
spielt.

Es war (und ist fiir manchen noch heute) schwierig zu akzeptieren, dass man den Begriff einer absoluten (d.
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h. vom Inertialsystem unabhédngigen) Gleichzeitigkeit aufgeben muss. Mehr zur Geschichte findet man in A.
Pais, ”Raffiniert ist der Herrgott..”” Albert Einstein, Vieweg Verlag Braunschweig. Ein anderes Problem besteht
darin, dass damit der Ather als Referenzsystem verschwand.

Eine elegante Formulierung des vierdimensionalen Raums wurde von Minkowskr 1908 eingefiihrt, die von Ein-
sTEIN zundchst als Uberfllissig bezeichnet, spater von ihm aber als niitzlich geschatzt wurde. Ausgehend von der
speziellen Relativitétstheorie, die in einem ebenen Raum beschrieben wird, entwickelte Enstemv die allgemeine
Relativitatstheorie unter der Annahme, dass die Gravitation durch eine Krimmung des Raums bewirkt wird.

30.g Von der klassischen zur Quanten-Elektrodynamik

Im Jahre 1900 stellte Max Pranck zundchst eine Interpolationsformel zwischen den beiden Grenzféllen fir die
Energieverteilung des schwarzen Strahlers in Abhéngigkeit der Strahlungsfrequenz her, ndmlich dem RayLEiGH-
Jeans-Gesetz (1900-1905) fir niedrige Frequenzen und dem Wienschen Gesetz (1896) fur hohe Frequenzen,
das Prancksche Strahlungs-Gesetz. Dieses stimmte hervorragend mit der Beobachtung Uberein. Wenige
Monate spater postulierte er, dass dies dadurch zu erkldren sei, dass elektromagnetische Strahlung der Frequenz
v = w/(2m) keine beliebige Energie haben kdnne, sondern nur in ganzzahligen Vielfachen von hy auftrete,
wobei h eine neue Elementarkonstante ist, die man heute als PLancksches Wirkungsquantum bezeichnet. Diese
Energiequantelung wurde alsbald durch den lichtelektrischen Effekt bestétigt: Die kinetische Energie der an
einer Metalloberflache ausgeldsten Elektronen ist von der Lichtintensitdt unabhdngig und hangt nur von der
Frequenz des Lichts ab (Lenard 1902).

\on dieser Beobachtung bis zu einer Quanten-Theorie der Elektrodynamik dauerte es ein Vierteljahrhundert.
Erst musste die Quantentheorie furr die Teilchen, die man bisher als punktférmige Massen angesehen hatte,
entwickelt werden, bis auch das elektromagnetische Feld quantisiert werden konnte (P.A.M. Dirac 1927, P.
Jorpan und W. PauLr, 1928; W. Heisenserc und W. Paur, 1929; siehe z.B. W. HerrLer, The Quantum Theory of
Radiation).
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31 Gravitations-Zeitdilatation

3l.a Lichtquant im Gravitationsfeld

Wir wollen hier noch einen Effekt der allgemeinen Relativitétstheorie betrachten, der sich elementar herleiten
lasst, namlich den unterschiedlichen Gang von Uhren im Gravitationspotential. Die Aussage ist, dass Uhren
in verschiedenen Entfernungen eines massiven Korpers unterschiedlich rasch gehen, weiter entfernt schneller,
ndher daran langsamer. Dies ist ein Effekt, der beim HareLe-Kearing-Experiment bereits beobachtet wurde. Bei
diesem Experiment lieR man Caesium-Atomuhren im Flugzeug um die Erde fliegen (J. C. HareLe and R. E.
KEarting, Science 177, 166 (1972)). Dabei kann man einmal die Zeitdilatation beobachten, aber der Effekt, dass
Uhren in verschiedenen Hohen unterschiedlich gehen, ist von der gleichen GréRenordnung. Diesen zweiten
Effekt wollen wir nun erkléren.
Wir geben zwei Erkldrungen: Die erste macht Gebrauch von der Erhaltung der Energie. (Zwar gilt in der
allgemeinen Relativitdtstheorie der Satz von der Erhaltung der Energie nicht mehr generell. In einem Raum,
der auBen hinreichend flach wird, gilt er aber trotzdem. Wir brauchen daher diesen Einwand nicht zu beachten.)
Fallt ein Korper der Masse m um die Hohe h in einem Gravitationsfeld der Beschleunigung g, so gewinnt er
6E = mgh an kinetischer Energie. Dies gilt zumindest fiir Massen einer Geschwindigkeit v < c.
Das hat zur Konsequenz, dass auch Lichtquanten beim Fallen im Gravitationsfeld Energie gewinnen und beim
Aufsteigen gegen das Feld Energie verlieren. Ware das nicht der Fall, so kdnnte man ein Perpetuum mo-
bile bauen, indem man Teilchen und Antiteilchen fallen l&sst, unten in Lichtquanten zerstrahlen lasst. Diese
lasst man nach oben fliegen und bildet wieder das Teilchen-Antiteilchenpaar, wobei man dann dem System die
gewonnene potentielle Energie entnehmen konnte. Da sich die Energien aller Masse um 6E = mgh = g?hE
verdndert, muss dies auch fiir Lichtquanten gelten, das heif3t wir finden fiir ein Lichtquant der Energie E = 7w
6E ghE gh

ow = T2 Czw. (31.2)
Dieser Verlust an Frequenz beim Verlassen eines Gravitationsfeldes ist als Rotverschiebung im Gravitations-
feld bekannt. Sie l&sst sich zum Beispiel mit dem Mossauer-Effekt messen. Der Frequenzverlust bei einem
Hohenunterschied von etwa 20 m gentigt bereits. Vergleichen wir nun den Gang zweier Atomuhren unten und
oben mit einem Hohenunterschied h, dann beobachtet man oben, dass die Frequenz der unteren Uhr um éw
kleiner ist. Die obere Uhr geht also rascher um einen Faktor

ow gh

1+;=1+§. (312)

31.b Aquivalenz-Prinzip

Die allgemeine Relativitdtstheorie bedient sich nicht der Quantentheorie und damit der Beziehung E = 7%w.
Sie fiihrt aber das Aquivalenz-Prinzip ein. Dieses Prinzip sagt aus, dass sich ein Bezugssystem, das sich
frei unter der Gravitationskraft bewegt, wie ein Inertialsystem verhdlt. Nehmen wir also an, wir betrachten
ein System, das sich wie ein freifallender Fahrstuhl bewegt. Nehmen wir an, die untere Uhr sei zu einem
bestimmten Zeitpunkt bezogen auf den Fahrstuhl in Ruhe und strahle mit der Frequenz w nach oben. Bis dieses
Licht bei der oberen Uhr angekommen ist, vergeht die Zeit t = h/c. Betrachtet von unserem freifallenden
Fahrstuhl bewegen sich Erde und Uhren nach der Zeit t mit der Geschwindigkeit v = gt nach oben. Ein
Beobachter an der oberen Uhr wird also eine Dopplerverschiebung um die Frequenz dw = wv/c beobachten
(fir das schwache Gravitationsfeld, das wir hier betrachten, geniigt es im Unterabschnitt 25.e nur den Beitrag
linear in B8 zu betrachten). Damit folgt eine Dopplerverschiebung von
gh

ow = ?(u,

(31.3)

was mit dem oben gewonnenen Ergebnis ibereinstimmt.

Sie werden jetzt fragen, wie kann man das Aquivalenz-Prinzip anwenden, wenn das Gravitationsfeld nicht
tiberall in die gleiche Richtung und mit der gleichen Stérke wirkt. In der Tat wird dann die Beschreibung
komplizierter. Man kann dann ndmlich der Beschreibung nicht mehr einen ebenen Raum zu Grunde legen und
muss sich dann ernsthaft in die allgemeine Relativitétstheorie einarbeiten.
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A Umrechnung zwischen M al3systemen der Elektrodynamik

Neben dem Gaussschen Malsystem werden noch eine Reihe weiterer cgs-Systeme sowie das SI-System (inter-
nationales MaRsystem, Giorai-System) verwendet.

Wiéhrend das Gausssche MaRsystem alle elektromagnetischen GréfRen in cm, g und s ausdriickt, verwendet das
Giorai-System neben den mechanischen Einheiten m, kg und s noch zwei weitere Einheiten A (Ampere) und V
(\Volt), allerdings nicht unabhéngig voneinander, vielmehr gilt fur die Einheit der Energie

1kgm?s2=1)J=1Ws=1AVs. (A.1)

Die Umrechnung einiger gebrduchlicher Mal3systeme ineinander kann durch drei Umrechnungsfaktoren e, o
und  beschrieben werden. Dabei kdnnen ey und uo (im SI-System als Dielektrizitdtskonstante und Perme-
abilitatskonstante des Vakuums bekannt) und die Verkettungskonstante

Y = C+eopo (A.2)

dimensionsbehaftet sein, wahrend ¢ ein dimensionsloser Zahlenfaktor ist. Man unterscheidet zwischen ratio-
nalen Mafsystemen (¢ = 4mx) und nicht rationalen MaRsystemen (i = 1). Die Umrechnungsfaktoren einiger
gebrduchlicher MaRsysteme sind

MaRsystem € 1o v ¥
Gauss 1 1 c 1
Elektrostatisch (esu) 1 c? 1 1
Elektromagnetisch (emu) c? 1 1 1
HEeAvISIDE-LORENTZ 1 1 c 4n
Giorat (SI) (o)™ & X—r‘:'] 1 4n

Die Feldstarken im Gaussschen MalRsystem driicken sich durch die GroRen der anderen Mal3systeme (mit einem
Stern versehen) folgendermalien aus

E = VyeE* analog elektrisches Potential

D = \y/&D®

P=1 MP* analog Ladung, Strom und deren Dichten,

elektrische Momente (A3)
B = vy/uoB*  analog Vektorpotential, magnetischer Fluss
H = yuoH*
M = uo/yM* analog magnetische Momente
Fur die mit Leitfahigkeit und Widerstand verkniipften Grofien gilt
o =1/(ye)o” analog Kapazitat
R = ygR* analog Induktivitét (A.4)

Fur die elektrische und magnetische Suszeptibilitét gilt

X=X/ (A.5)
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Wir erhalten damit die folgenden Gleichungen fiir beliebige MaRsysteme (d.h. der * ist jetzt weggelassen): Die
MaxweLL-Gleichungen in Materie lauten dann

1. 4
otH = =D+ —jp), (A6)
4 ¥
divD = 4—npf, (A7)
¥
1.
rotE = --B, (A.8)
Y
divB = 0. (A.9)
Fur die Materialgleichungen folgt
D = EoE + %P, (Alo)
= iB—4—nM. (A.11)
Ho 1/
Fir die Lorentz-Kraft folgt
K = q(E + X8 (A.12)
Fur die Energiedichte u und den Poynting-Vektor S folgen
u = if(E.de-dB) (A13)
4n ’
-
S = 4HE x H. (A.14)

Wiéhrend im Gaussschen System alle FeldgroRen E, D, P, B, H und M in der Einheit

Ydyn/cm = 4Jerg/cm?® (A.15)

gemessen werden, werden im Giorai-System E in V/m, D und P in As/m?, B in Vs/m?, H und M in A/m
gemessen. Je nach FeldgroRe entspricht 1 dyn®/2 cm=t im Gaussschen System den folgenden Werten im Giorai-
System (analog fiir die weiteren in (A.3) und (A.4) angegebenen GréRen)

E = 3-10°V/m (A.16)
D = 107°/(12m) As/m? (A.17)
P = 107°/3 As/m? (A.18)
B = 107*Vsm? (A.19)
H = 10%/(4n) A/m (A.20)
M = 10°A/m. (A.21)

Fiir Widerstinde gilt c"1230Q. Fiir genaue Berechnungen sind die Faktoren 3 (auch die 3 in 12 = 4 - 3) durch
den Faktor 2.99792458 zu ersetzen. Diese Zahl multipliziert mit 108m/s ist die Lichtgeschwindigkeit.

Fir folgende vielgebrauchte Einheiten im Gaussschen und im elektromagnetischen System sind eigene Namen
tblich:

magnetische Induktion 1 dyn? cm~1=1 G (GauR)
magnetische Feldstirke 1 dyn%2 cm~1=1 Oe (Oerstedt)
magnetischer Fluss 1dyn2 cm =1 Mx (Maxwell)

Im SI-System haben aufler Ampere und Volt folgende GréRen einen eigenen Namen:
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Ladung 1 As =1C (Coulomb)
Widerstand 1V/A =1 Q (Ohm)
Leitwert 1 A/V =1S (Siemens)
Kapazitét 1 As/V =1F (Farad)
Induktivitét 1Vs/A =1H (Henry)
magnetischer Fluss 1Vs =1Whb (Weber)

magnetische Induktion 1 Vs/m?=1T (Tesla).

Historisch ist das internationale oder SI-System aus dem elektromagnetischen System entstanden. Da in diesem
die Einheiten fiir praktische Zwecke unbequem groB oder klein waren, white man fiir die Stromstirke 1 A
= 101 dyn¥2 und fiir die Spannung 1 V = 108 dyn*/2 cm s~. Giorar entdeckte, dass dann beim Ubergang auf
mks-Einheiten die Beziehung (A.1) gilt. Allerdings ging man dann vom nicht rationalen zum rationalen System
uber.
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B Formeln zur Vektorrechnung

Der Leser mdge die Aufgaben B.11, B.15, B.34-B.50 und die Aufgabe nach B.71 selbst 16sen oder die Ergeb-
nisse dem Skriptum an anderer Stelle entnehmen.

B.a Vektoralgebra

B.a.e Summationskonvention und orthonor male Basis

Wir verwenden die Summationskonvention, die besagt, daB tber alle Indices, die zweimal in einem Produkt
auftreten, summiert wird. Daher steht
a=a,e, (B.1)

fur
3
a= ) a,8, = &€ + e + ks,
a=1
Wir setzen im Folgenden voraus, dafl die Vektoren e;, e, ez in der Zerlegung (B.1) ein orthonormales und
ortsunabhéngiges Rechtssystem darstellen. Dann sind a;, a,, az die Komponenten des Vektors a beziiglich der
Basis ey, &, €.
B.as Skalarprodukt
Fir das Skalarprodukt gilt

a-b=b-a=a,b,, (B.2)
insbesondere
_ | 1fire=p8
e(t'eﬁ_(saﬁ_{ Ofura,;{;ﬂ (83)

mit dem gegen Vertauschen der Indices symmetrischen KroNecker-Symbol &, g, und

a-e, =a,. (B.4)
B.ay VektoriellesProdukt
Fur das vektorielle Produkt gilt
axb=-bxa=eg,a,bze, = (abz —azbz)e; + (ashy — aibs)er + (ashr — azbi)es (B.5)

mit dem total antisymmetrischen Levi-Civita-Symbol

+1  fir(e,8,7) =(1,2,3),(2,3,1),(3,1,2)
€py =4 -1 fir(e,8,v)=(1,3,2),(2,1,3),(3,2,1) (B.6)
0  sonst
Mit Determinanten schreibt man
001 Op1 Oy1
€ By = 60,2 6,8,2 6y,2 (87)
60,3 6,8,3 6}/,3
Durch Multiplikation mit a,, bz und e, und Ausfiihren der Summe erhélt man aus (B.5)
ap by e
axb= ados bg (57} (B.8)
az bz e
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Insbesondere gilt

axa=0 (B.9)
und
€y X € = €8y€y- (B.10)
Man driicke die Summe
CapyCny = (B.11)
mit Hilfe von Kronecker-Deltas aus.
B.as Mehrfachprodukte
Fur das Spatprodukt gilt
ai b]_ C1
[ab,c]=(axb)-c=a-(bxc)=epyakpc,=| a2 by ¢ (B.12)
as b3 C3
Es ist
[a,b,c] =[b,c,a]l =[c,a,b] = —[a,c,b] = -[b,a ] =—[c,b,a]. (B.13)
Fir das Dreifach-Produkt folgt
ax (b xc) = (ac)b — (ab)c. (B.14)
Man driicke das Vierfach-Produkt
(axb)-(cxd)= (B.15)

mit Hilfe von (B.11) oder (B.14) durch Skalarprodukte aus.

B.b Vektoranalysis

B.b. Raumliche Differentiation, Nabla-Operator

Die rdumliche Differentiation wird mit dem Nabla-Operator V durchgefiihrt. Er ist ein Differential-Operator
mit Vektoreigenschaften, in kartesischen Koordinaten

V = e,0,, (B.16)
wobei 9, fiir 9/0x, steht. Man bezeichnet
VO(r) = ,0,P(r) = grad d(r) (B.17)
als Gradient,
(b(r)V)a(r) = bu(r)d.a(r) = (b(r) grad)a(r) (B.18)
als Vektorgradient,
Va(r) = d,a,(r) = diva(r) (B.19)
als Divergenz und
Vxa(r) = (e, X €)0aas(r) = €,5,0.35(r)e, = rota(r) (B.20)

als Rotation.
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B.b,s Zweifache Ableitung, L aplace-Operator

Soweit die Differentiationen vertauschbar sind, gilt

VxV=0, (B.21)
woraus
rot grad®(r) = O, (B.22)
divrota(r) = O (B.23)
folgt. Das Skalarprodukt
V-V=0,0,=2 (B.24)
wird als Laprace-Operator bezeichnet. Daher ist
div grad ®(r) = A®(r). (B.25)
Man findet
aa(r) = grad diva(r) — rot rota(r), (B.26)

indem man in (B.14) aand b durch V ersetzt und den Vektor c stets auf die rechte Seite schafft.

B.b.y Ableitungvon Produkten

Bei Anwendung des Nabla-Operators auf Produkte von zwei Faktoren erhdlt man geméaR der Produkt-Regel
zwei Summanden, indem man einmal den ersten Faktor differenziert und den zweiten konstant hélt, und zum
zweiten den zweiten Faktor differenziert und den ersten festhalt. Dann formt man unter Berticksichtigung des
Vektor-Charakters des Nabla-Operators die Ausdriicke so um, dass die konstant gehaltenen Faktoren links, die
zu differenzierenden rechts vom Nabla-Operator stehen. Man findet

grad(®¥) = ®grad¥ + ¥Ygrad® (B.27)
div(da) = addiva+a- gradd (B.28)
rot(®da) = orota+ (grad®)xa (B.29)

div(axb) = b-rota—a- roth (B.30)

rot(axb) = adivb-bdiva+ (bgrad)a- (agrad)b (B.31)

grad(a-b) = axrotb+bx rota+ (bgrad)a+ (agrad)b (B.32)
A(DY) = DAY +WPAD + 2(grad @) - (grad \P). (B.33)

B.c Spezielle Ausdricke

Man bestimme fiir r = |r| und fiir konstanten Vektor ¢

gradr? = (B.34)
divr = (B.35)

rotr = (B.36)
grad(c-r) = (B.37)
(cgrad)r = (B.38)
grad f(r) = (B.39)
divicxr) = (B.40)
rot(cxr) = (B.41)

grad % = (B.42)
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div? - (B.43)
rot:_f _ (B.44)
div% - (B.45)
rot% = (B.46)
grad % - (B.47)
div % - (B.48)
rot % = (B.49)
1
grad g (B.50)
wobei singulére Punkte auszunehmen seien.
B.d Integral-Satze
B.d.« Linien-Integrale
Fir ein skalares oder vektorielles Feld A(r) gilt
2
[ @rmam = aca - ac, (B.51)
r
das heift
r2
f drgrad®(r) = @O(rp) — @(ry), (B.52)
ry
2
(drgrad)a(r) = a(ro) —a(rq). (B.53)

r

B.d,8 Flachen-Integrale

Nach Stokes lasst sich ein Fldchenintegral Uber die Flache F der Form

f (df x V)A@r) = 9§ drA(r) (B.54)
F oF

in ein Linienintegral tiber den Rand dF umformen, wobei das Linienintegral im Rechtschraubensinn zur Rich-
tung von df zu fiihren ist (Korkenzieherregel). Insbesondere folgt

f df x gradd(r) = 95 dra(r), (B.55)
F 9F
fdf- rota(r) = 95 dr - a(r). (B.56)
F aF

B.d.y Volumen-Integrale

Nach Gauss lésst sich ein Volumenintegral der Form

f d3rvA(r) = f dfA(r) (B.57)
\% v
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in ein Integral Uiber die Oberflache 9V umformen. Dabei weist df nach aufien. Insbesondere folgt

fdsrgradcb(r) = df d(r), (B.58)
\% Vv
fdsrdiva(r) = f df - a(r), (B.59)
\% v

fdsrrota(r) df x a(r). (B.60)
\% %
B.d.5 Volumen-Integrale lber Produkte

Setzt man fir @(r) oder a(r) in den Gleichungen (B.58-B.60) Produkte ein und verwendet die Gleichungen
(B.27-B.30), so erhalt man

fdsrd)(r)grad‘l‘(r)+fd3r‘I’(r)grach(r) = f df d(r)¥(r), (B.61)
\% \% v
fd3rtl)(r)diva(r)+fd3ra(r)~ grad®(r) = f df - a(r)@(r), (B.62)
\% \% Vv
fd3r®(r)rota(r)+fdsr(gradcb(r))xa(r) = f df x a(r)o(r), (B.63)
\% \Y Vv
fdsrb(r)- rota(r)—fdsra(r)~ rotb(r) = f df - (a(r) x b(r)). (B.64)
\Y \% Vv

Diese Gleichungen erlauben die Umformung eines Volumen-Integrals in ein anderes Volumen-Integral und ein
Oberflachen-Integral. Dies ist die Ubertragung der partiellen Integration von einer auf drei Dimensionen. In
vielen Féllen verschwindet das Oberflachenintegral im Limes eines unendlichen Volumens, so dass die Glei-
chungen (B.61-B.64) die Umformung eines Volumenintegrals in ein anderes erlauben.

Ersetzt man a(r) in (B.62) durch rota(r) oder b(r) in (B.64) durch grad ®(r), so folgt wegen (B.22) und (B.23)

fdsr grad ®(r) - rota(r) = f df - (a(r) x grad ®(r)) = f df - (@(r) rota(r)). (B.65)
\% ov ov
Ahnlich erhilt man aus (B.63)
fd3r grad d(r) x grad\P(r) = f df x (grad¥(r))@(r) = —f df x (grad @©(r))¥(r). (B.66)
\Y% v v

Ersetzt man a(r) in (B.59) durch ® grad ¥ — W grad @, so folgt der Greensche Satz

fd?’r((l)(r)A‘P(r) —¥(r)ad(r)) = f df - (O(r)grad ¥(r) — ¥(r) grad ®(r)). (B.67)
\% ov

B.e Der LapLace-Operator von 1/r und Verwandtes

B.ea Der LapLace-Operator von 1/r

Fir r # 0 findet man A(1/r) = 0. Wertet man das Integral iber eine Kugel vom Radius R unter Verwendung
von (B.59) aus,

1 1
fA(F)d?‘r = fdf- grad(F) = —frrd§2~ % = —4n (B.68)
mit dem Raumwinkelelement dQ, so erhélt man —4s. Man schreibt daher

A(%) = —4n6%(r), (B.69)
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wobei Diracs Delta-"Funktion” 63(r) (eigentlich eine Distribution) die Eigenschaft

f B (1)o3(r - ro) = {f(r") falls ro € v (B.70)

sonst .
hat. Aus
c 1

A =cA = —4mcs3(r —r’)
[r —r’| [r—r’|

folgt mit (B.26,B.43,B.44)

dc~(r—r’)+rtc><(r r’)

4mcs3(r —r’) = —grad div —— + rot rot
( ) g |r _r;|3 |r_r/|3

c
Ir—r’| Ir—r’|
Man bestimme die ¢-Funktions-Anteile in (B.45) bis (B.49). Welche Dimension hat 63(r)?

= gra (B.71)

B.es Darstellung eines Vektorfeldesals Summe einesrotationsfreien und eines diver genzfreien Feldes

Wir schreiben das Vektorfeld a(r) als

a(r) = fdsr’a(r’)ds(r -r) (B.72)
und erhalten aus (B.71), da a(r’) nicht von r abhangt,
3./ a(r) r-r)., f 3p7 o )X (T —1’)
alr) = fd rgrad ——————= B 475 d°r e (B.73)
was sich als
a(r) = —grad ®(r) + rotA(r) (B.74)
mit
L () -
o) = yp fd r TarTE (B.75)
1 Al x (=1
AN = -~ fd P (B.76)

schreiben l&sst. Falls die Integrale (B.75) und (B.76) existieren, erhédlt man auf diese Weise eine Darstellung
von a(r) als Summe des rotationsfreien Feld — grad ®(r) und des divergenzfreien Feldes rot A(r). Mit (B.48)
folgt

divA(r) = 0. (B.77)
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C Kugelflachenfunktionen

C.a Eigenwert-Problem und Separation der Variablen

Gesucht sind die Eigenfunktionen Y

AY (0, ¢) = AY (6. ¢) (C.1)
mit
- i ﬁ sin gi + L 6_2
" sing 6o 90 sin20 092’
wobei die Operatoren (Multiplikationen mit Funktionen und Differentiationen) von rechts nach links angewen-
det werden (vergleiche 5.16). Man fiihrt dann den Separations-Ansatz ein

Q (C.2)

Y = g(cosd)h(¢). (C.3)
Mit d d d
- 9 _ 9 __ [1_%
& =cosb, a0 sin ed 050 1-¢ ae (C.49)

folgt durch Einsetzen in die Eigenwertgleichung und Division durch h(g)

d dg, =~ 9(&) ,d*(g) _
d_g((l - é“z)@) + 1_—52( ag2 /N(#)) = 19(8). (C5)

Die Gleichung lasst sich nur erfiillen, wenn d2h(¢)/d¢?/h(¢) konstant ist. Da auRerdem h(¢ + 2m) = h(¢) sein
soll, folgt _
h(¢) = "™ mit ganzem m. (C.6)

Damit reduziert sich die Differentialgleichung fir g auf

d_g) _m?g() _

d
@-g) 7= =106 C7)

C.b  Zugeordnete LeGenbre-Funktionen

Beachtet man, dass (wenigstens flr positives m) der Faktor e'™ von der analytischen Funktion (x + iy)™ =
r™(sin 6)™e'™ herriihrt, so liegt es nahe, einen Faktor (sing)™ aus g herauszuziehen,

9(¢) = GinO)"G(¢) = (1 - &)™*G(9), (C.8)
woraus dann fir G die Gleichung
—m(m + 1)G(€) - 2(m + 1)éG’(€) + (1 - £)G” = AG(é) (C.9)

folgt.
Fir die Funktion G kdnnen wir eine TavLor-Entwicklung ansetzen

GE) = Y ad, G'(E) =) kadl, G"(@) =) kik-1ag? (C.10)
k k

k

und finden durch Koeffizienten-Vergleich
[m(m+ 1) + 2(m + 1)k + k(k — 1) + AJax = (k + 2)(k + 1)ay, 2. (C.11)

Setzen wir
A=-l(1+1), (C.12)
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so lautet die Rekursionsformel
a2 (M+k+1+1)(Mm+k-1)

— C.13

ak (k+L)(k+2) (€.13)

Die Reihenentwicklung bricht bei einem endlichen k ab, wenn der Z&hler verschwindet, also insbesondere fiir
ganzes nicht negatives k = | — m. Diesen Fall wollen wir weiter untersuchen. Ohne ndhere Betrachtung sei

erwdhnt, dass in den anderen Féllen die Funktion Y ein nichtanalytisches Verhalten fiir cos 6 = +1 entwickelt.
Der fiihrende Term hat dann den Koeffizienten a,_m. Durch Anwendung der Rekursionsformel findet man

o -m(-m-1)
d-m-2 = —W l-m
(I =m)(I —=m - 1)l
T @-pa o™ (€14
C(-m)(-m-1)(I-m-2)(1-m-3)
B = @-1)@2-3)2-4 A-m
C(=m)(-m—1)(1-m-2)—m-3)i(l - 1)
- Q- D@I-3)2021-2)2 A-m. (C.19)
B (1 = m)!1(2l - 2K)!
A2 = (_)k(l “m = 2011 - K2k ™ (C.16)
Ublicherweise wahlt man 2y
a|,m = W (Cl?)
Dann folgt
OMw— @-26 I i
C©& = Zu Zk: (1= m - 2K)! k(I —k)!(_)kfl * (C.18)
B (_)m | kdIergzl—Zk _ (_)m dl+m(§;2 _ l)l
T zk: (k)(_) dgvm T 2l dgm (C.19)
Man bezeichnet dann die Losungen g(¢) in der Form
m _ _ 2m/2ﬂ d|+m 2 _ 1yl
P& =01-¢9) -1 (C.20)

2I|! détl+m

als zugeordnete Lecenpre-Funktionen. Bis auf Normierung ist Y m(6, ¢) durch P"(cos 6)e'™ gegeben.
Die Differentialgleichung fiir g hangt nur von m? ab, aber nicht vom Vorzeichen von m. Wir vergleichen daher
P"und P;™. Es sei m > 0, dann folgt

g I S -m dk@E - 1)' d-mke + 1)
dgi-m -1 a ( K ) dek dg-mK
I-m
= (I = m)t ) .
) ; K=~ m -1~ Kim + R & e+ D™ (C.21)
d|+m I-m l+m dm.tk(é‘; _ 1)| d|,k(§+ 1)|
dgh+m (§2 _ 1)I . (k + m) dem+k dex

T
3 o

(1 +myn e
T A MmN - -m- KK (=D M+ DS (C22)

=

Der Vergleich zeigt

| - m)!
PIM(¢) = El - m;:(—)mP.m(f), (C.23)

das heif3t, bis auf die Normierung stimmen die beiden Losungen uberein.
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C.c Orthogonalitat und Normierung
Wir betrachten das Normierungs-Integral
21 . .
Nimrmy = f d¢f d cos 6P"(cos )e "™ P} (cos H)e'™?. (C.24)
0 -1
Die Integration tiber ¢ ergibt

+1
Nimrm = 2%0mmw il P{n(f)P[n(f)df

I’ 1 +1
~ 2w [ PP
2a(l” + m)! Sy
= TWomy e (C.25)
mit 1 dl 2 | dl’ 2 I’
, + +m -1 -m -1
1= (o f d(j_:m ) d(;,_m ) ge. (C.26)
Durch partielle Integration findet man
, dl+m(§_-2 _ 1)I dl’—m—l(é_-z _ 1)I’ ,
I = (- m[ , w1 c.27
) dé:l+m dfl -m-1 » 1 ( )

Der erste Faktor in eckigen Klammern enthélt mindestens —m, der zweite m + 1 Nullstellen bei ¢ = +1. Die
eckige Klammer verschwindet demnach. Das heift 1!} ist unabhangig von m fiir -1 < m < I. Fiir I’ > | folgt

I =1l = 0, da der erste Faktor des Integranden von 1!!" verschwindet. Fir I’ < | folgt I}, = 1" = 0, da der
zweite Faktor des Integranden von III verschwindet. Furl = |” werten wir aus
+1 2l (2 |
d9(& - )
b=t =) [ e - (©28)

Der erste Faktor im Integranden ist die Konstante (2I)!

1N = (2! f 1(1 - &)de. (C.29)
-1

Das letztere Integral ergibt 22+1112/(21 + 1)! (man findet das, in dem man den Integranden (1 +&)'(1-&)' schreibt
und I mal partiell integriert, in dem man jeweils die Potenz von 1 — & differenziert und die von 1 + & integriert.
Das ergibt das Normierungsintegral

(I+m)y 2
Nimrny = 2 —Ow . .
Imi’n TE(I T 2T+ 1 IOmm (C.30)
Damit ergeben sich die orthonormierten Kugelflachenfunktionen
o 2A+1(0-m)! img
Yim(6, ¢) = an () P/"(cos 6)e"™™. (C.31)

C.d Bemerkung zur Vollstandigkeit

Entwickeln wir eine in den drei kartesischen Koordinaten x,y,z in der Umgebung des Ursprungs analytische
Funktion f in eine TavLor-Reihe

f(r) = Za. WXyizZ = Z " (6, ), (C.32)

ijk
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so sind die Beitrége proportional zu r" in denen mit i + j + k = n enthalten. Dies sind insgesamt (n + 1) + n +
n-D+..=0n+2)(n+1)/2 Terme

=

n—-

0(@.6) = > Y an i) ICK (€33)

k=0 j=0

Andererseits konnen wir die Funktion f, auch durch die Funktionen Yim(6, ¢) = /=P|™(cos 6)e™, darstellen,
da sich diese als (sing)™Me™ = ((x + iy)/r)™ multipliziert mit einem Polynom in cos# der Ordnung | — |m|
schreiben lassen. Dabei konnen die auftretenden Potenzen (cos6)'-M-2¢ = (z/r)-M-2((x2 + y2 + 72)/r?)k
geschrieben werden. Zusitzlich fiihren wir noch einen Faktor ((x? + y? + z2)/r?)™/2 gin. Dann erhalten wir
Beitrage furl = n,n—2,n—4, .... Da m jeweils von —I bis I 1auft, ergibt das insgesamt (2n + 1) + (2n—3) + (2n—
7) + ... = (n+ 2)(n + 1)/2 linear unabhéngige (weil orthogonale) Beitrdge. Der Raum dieser Funktionen hat
daher die gleiche Dimension wie der der f,. Wir kdnnen daher jede Funktion f, durch eine Linearkombination
von Kugelflachenfunktionen ausdriicken.
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