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23 Lorentz-Transformation

23.a Gavuwer- und Lorentz-Transforma-
tion

Die Gleichungen der Newtonschen Mechanik sind
invariant gegen die Garier-Transformation (GaLmer-
Invarianz)

X=X, y =y,

Wir werden im Folgenden sehen, dass die MaxweLL-
Gleichungen bei geeigneter Transformation von
Feldern, Stromen und Ladungen invariant sind gegen
lineare Transformationen der Koordinaten X, y, z
und t, die die Lichtgeschwindigkeit invariant lassen
(Lorentz-Invarianz). Eine derartige Transformation
lautet

’

X' =X,

’

z

y =Y,

Betrachten wir zwei Ladungen q und —qg, die sich
fir t < 0 am gleichen Ort befinden und auch fiir
t > At am gleichen Ort sind, sich aber im Intervall
0 <t < At gegeneinander bewegen, wobei sie sich
zur Zeit 0 am Ort ro trennen und zur Zeit At am
Ort r; wieder zusammen kommen. Diese erzeugen
nach (21.14) und (21.15) ein Feld, das sich von diesen
beiden Ladungen mit Lichtgeschwindigkeit ausbrei-
tet und am Ort r nur fur Zeiten t von Null ver-
schieden ist, fir diet > |r — rolJ/cund t < At +
[r — ry]/c gilt und zwar unabhéngig vom Inertialsys-
tem, in dem wir uns befinden. (Wir missen dabei
nur voraussetzen, dass sich die Ladungen nicht mit
Uberlicht-Geschwindigkeit bewegen.) Wahlen wir
insbesondere At infinitesimal, so kommt der Licht-
blitz zur Zeit t = |r — rg|/c an, bewegt sich also mit
Lichtgeschwindigkeit.

Zl

23 Lorentz Transformation

23.a Garwer and Lorentz Transforma-
tion

The equations of Newton’s mechanics are invariant
under the GaciLer transformation (GaviLer invariance)

=z-vt, t'=t (23.1)

We will see in the following that MaxweLL’s equa-
tions are invariant under appropriate transformations
of fields, currents and charges against linear transfor-
mations of the coordinates X, y, z, and t, which leave
the velocity of light invariant (Lorentz invariance).
Such a transformation reads

vz

t—
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, = ¢ - (23.2)
1 V-

T

Consider two charges q und —q, which are fort < 0
at the same point and which are also for t > At at the
same point, which move however in the time interval
0 < t < At against each other. They separate at time 0
at ro and they meet again at time At at ry. They gen-
erate according to (21.14) and (21.15) a field, which
propagates with light-velocity. It is different from
zero at point r at time t only, if t > |r — ro|/c and
t < At + |r — ry|/c holds. This should hold indepen-
dently of the system of inertia in which we consider
the wave. (We need only assume that the charges do
not move faster than with light-velocity.) If we choose
an infinitesimal At then the light flash arrives at time
t = |r — ro|/c, since it propagates with light-velocity.
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Da die Lorentz-Transformation nicht mit den Geset-
zen der Newrtonschen Mechanik vertraglich ist und
die GaLiLer-Transformation nicht mit den MAXweLL-
Gleichungen (das Licht misste sich in einem be-
wegten Inertial-System mit einer von der Richtung
abhéngigen Geschwindigkeit ausbreiten), entsteht die
Frage, welche der drei Mdglichkeiten in der Natur
erfullt ist:

(i) es gibt ein ausgezeichnetes Inertialsystem fir die
Elektrodynamik, fur das die MaxweLL-Gleichungen
nur gelten (Ather-Hypothese),

(ii) die Newton-Mechanik ist abzudndern,

(iii) die MaxweLL-Gleichungen sind abzuédndern.

Die Entscheidung kann nur experimentell getroffen
werden. Ein wesentlicher Versuch zur Widerlegung
von (i) ist der MicHeLsoN-MorLEY-Versuch:

Ein Lichtstrahl trifft auf einen

H Lorentz Invariance of Electrodynamics

Since the Lorentz transformation is not in agreement
with the laws of Newton’s mechanics and the GALILEr
transformation not with MaxweLL’s equations (in a
moving inertial frame light would have a velocity
dependent on the direction of light-propagation) the
question arises which of the three following possibil-
ities is realized in nature:

(i) there is a preferred system of inertia for electrody-
namics, in which MaxweLL’s equations hold (ether-
hypothesis),

(if) NewTton’s mechanics has to be modified

(iif) MaxweLL’s equations have to be modified.

The decision can only be made experimentally: An
essential experiment to refute (i) is the MicHELSON-
MorLEY experiment:

A light beam hits a half-transparent

halbdurchlassigen  Spiegel  Spp, sz mirror Spy, is split into two beams,
wird durch diesen geteilt, an 1 which are reflected at mirror Spy
zwei Spiegeln Sp; und Sp, im Sp and Spp, resp. at distance |
Abstand | reflektiert und an dem h and combined again at the half-
halbdurchléssigen Spiegel wieder ‘ transparent mirror. One observes
zusammengefiihrt. Man beobachtet | Sp, the interference fringes of both
die Interferenz der beiden Licht- ‘ 1 beams at B. If the apparatus moves
strahlen bei B. Bewegt sich die with velocity v in the direction of
Apparatur mit der Geschwindigkeit the mirror Spq, then the time t; the
v in Richtung Spiegel Spi, so light needs to propagate from the
betragt die Laufzeit t; zwischen 75,7 half-transparent mirror to Sp; and
dem halbdurchléssigen Spiegel und back is
dem Spiegel Sp; und zuriick

I I 2lc 21 V2

tl:c—v+c+v=c2—v2=€(1+§+'")' (23.3)
Fir die Laufzeit t, zum Spiegel Sp, ergibt sich The time t; the light needs to the mirror Spy is
2l 2l v2
= \/ﬁ = F(l + 2_C2 + ), (234)

da sich die Lichtgeschwindigkeit ¢ in die beiden
Komponenten v und Vc2 — v2 zerlegt. Damit bleibt
ein Gangunterschied

-

der durch Verschiebung der Interferenzen messbar
waére, wenn zum Beispiel v die Geschwindigkeit der
Erde gegeniiber der Sonne ist. Diese Verschiebung
wurde nicht beobachtet. Man kann einwenden, dass
das daran liegt, dass der Ather von der Erde mit-
gefuhrt wird. Es gibt jedoch viele weitere \ersuche,
die fir die Lorentz-Invarianz sprechen, das heil3t der
Konstanz der Lichtgeschwindigkeit im Vakuum un-
abhangig vom Inertialsystem.

since the light velocity ¢ has to be separated into the
two components v and Vc2 — v2. Thus there remains
the time difference

Iv2
th=—
C

(23.5)
which would be measurable by a displacement of the
interference fringes, if for example the velocity v is
the velocity of the earth against the sun. This dis-
placement has not been observed. One may object
that this is due to a drag of the ether by the earth.
There are however many other experiments, which are
all in agreement with LorenTz invariance, i.e. the con-
stancy of the velocity of light in vacuum independent
of the system of inertia.
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Dafiir spricht vor allem, dass die Konsequenzen
fuir die Mechanik bei Versuchen mit Teilchen nahe
der Lichtgeschwindigkeit, insbesondere bei Elemen-
tarteilchen bestens bestatigt werden.

Entwicklung der Relativitatstheorie

Um die Geschwindigkeit der Erde gegen den pos-
tulierten Ather zu bestimmen fiihrten MicueLson und
Morrey ihr Experiment erstmals 1887 mit nega-
tivem Ergebnis durch: Keine Bewegung gegen den
Ather konnte festgestellt werden. Zur Erkldrung
postulierten Frrzcerarp (1889) und Lorentz (1892),
dass sich alle Gegenstdnde in Richtung der Bewe-
gung gegen den Ather verkiirzen. (vgl. Lorentz-
Kontraktion, Unterabschnitt 23.b.5).

Im Folgenden werden wir die Idee der vierdimen-
sionalen Raum-Zeit entwickeln, innerhalb deren man
Transformationen vornehmen kann &hnlich den or-
thogonalen Transformationen im dreidimensionalen
Raum, an die wir bereits gewdhnt sind. Allerdings
handelt es sich dabei nicht um einen EukLipischen
Raum, d. h. einen Raum mit definiter Metrik,
vielmehr haben Raum und Zeit unterschiedliche
Metrik (siehe metrischer Tensor g, Gleichung 23.10).
Man nennt diesen Raum auch Minkowski-Raum. Wir
verwenden dabei die moderne von Minkowskr 1908
eingefiihrte vierdimensionale Notation.

Ausgehend von den Grundideen der speziellen
Relativitétstheorie

Die Naturgesetze und Ergebnisse der Experimente
in einem Inertialsystem sind unabh&ngig von der
Bewegung des Systems als Ganzem.

Die Lichtgeschwindigkeit ist in jedem Inertialsystem
die Gleiche und unabhangig von der Geschwindigkeit
der Quelle.

werden wir in den folgenden Abschnitten die
Lorentz-invariante Formulierung der MaXweLL-
Gleichungen und der relativistischen Mechanik
einfuhren.

23.b Lorentz-Transformation

Wir fuihren die Notation
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The consequences in mechanics for particles with ve-
locities comparable to the velocity of light in partic-
ular for elementary particles have confirmed Lorentz
invariance very well.

Development of the Theory of Relativity

In order to determine the velocity of the earth against
the postulated ether MicueLson and MorLey per-
formed their experiment initially in 1887 with the
negative result: No motion against the ether was de-
tected. In order to explain this Firzeerarp (1889) and
Lorentz (1892) postulated that all material objects
are contracted in their direction of motion against
the ether (compare Lorentz contraction, subsection
23.b.B).

In the following we will develop the idea of a four-
dimensional space-time, in which one may perform
transformations similar to orthogonal transformations
in three-dimensional space, to which we are used.
However this space is not a EucLibean space, i.e. a
space with definite metric. Instead space and time
have a metric with different sign (see the metric ten-
sor g, eg. 23.10). This space is also called Minkowski1
space. We use the modern four-dimensional notation
introduced by Mmnkowskr in 1908.

Starting from the basic ideas of special relativity

The laws of nature and the results of experiments in
a system of inertia are independent of the motion of
such a system as whole.

The velocity of light is the same in each system of in-
ertia and independent of the velocity of the source
we will introduce the Lorentz-invariant formulation
of MaxweLL’s equations and of relativistic mechanics.

23.b Lorentz Transformation

We introduce the notation

X=ct, xt=x, xX¥=zy, x3=z (23.6)
oder kurz or shortly
(x*) = (ct, 1) (23.7)

ein und bezeichnen diese als die kontravarianten
Komponenten des Vektors. Weiter fiihrt man

(x,) = (ct,—r).

and denotes them as the contravariant components of
the vector. Further one introduces

(23.8)
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ein, die als die kovarianten Komponenten des Vektors
bezeichnet werden. Dann konnen wir auch

XH = g”VXV9

schreiben (Summationskonvention) mit

@)=@)=

O O O

Man bezeichnet g als den metrischen Tensor. Generell
gilt fir das Herauf- und Herunter-Ziehen von Indices

C-#..=g"C-y-,

Wir vereinbaren: Indices «, 4, u, v laufen von 0 bis 3,
Indices «, B, v, ... von 1 bis 3. Man beobachtet, dass
nach (23.11) g, = 99" =6, ¢, = 000 = &,
mit dem KroNecker-Delta ist.

Wird ein Lichtblitz zur Zeit t = 0 bei r = 0 erzeugt,
so wird seine Wellenfront durch

s2=ct-r
beschrieben. Wir bezeichnen das durch die Koor-
dinaten x* beschriebene System mit S. Wir pos-
tulieren nun mit EwsteN: In jedem Inertialsystem
breitet sich das Licht im Vakuum mit der gleichen
Geschwindigkeit c aus. (Prinzip von der Konstanz der
Lichtgeschwindigkeit) Dann gilt fir den Lichtblitz im
gleichférmig bewegten System S’ (dessen Ursprung

firt =1t = O mitdem von S Ubereinstimmt)

5/2
Unter der Annahme eines homogenen Raum-Zeit-
Kontinuums muss die Transformation zwischen x’
und x linear sein

XH = A X,

und es muss gelten s’ = fs? mit einer Konstanten
f. Verlangen wir, dass der Raum isotrop ist und kein
Inertialsystem ausgezeichnet ist, so folgt f = 1. Die
Bedingung s’? = s? impliziert

52 = XHX, = A XA X = 2 = X"6, X

was flr beliebiges x erfullt ist, wenn

NS

erflllt ist.
folgt aus

Die Umkehrtransformation von (23.14)

XC=6,%" = ASAX = A

— yHy —
=X xﬂ—O.

H Lorentz Invariance of Electrodynamics

which are called covariant components of the vector.
Then we may write

Xy = QuvX” (23.9)
(summation convention)

0 0 O

-1 0 O

0 -1 o0 (23.10)
0 0 -1

One calls g the metric tensor. Generally one has the
rules for lifting and lowering of indices

Coryro=guC- - (23.11)

We introduce the convention: Indices «, 4, g, v run
from O to 3, indices «, B, y, ... from 1to 3. One
observes that according to (23.11) g,,” = 9.9 = 6,
0", = g#g,, = 6", with the Kronecker delta.

If a light-flash is generated attime t = O at r = 0, then
its wave front is described by

=x'%x,=0 (23.12)
. We denote the system described by the coordinates
x* by S. Now we postulate with EinsteN: Light in
vacuum propagates in each inertial system with the
same velocity c. (principle of the constance of light
velocity) Then the propagation of the light flash in
the uniformly moving system S’ whose origin agrees
att =t’ = 0 with that of S is given by

(23.13)

Requiring a homogeneous space-time continuum the
transformation between x” and x has to be linear

(23.14)

and s’? = fs? with some constant f has to hold. If we
require that space is isotropic and no system of inertia
is preferred, then f = 1 has to hold. The condition
5’2 = s? implies

(23.15)

which is fulfilled for arbitrary x, if

=5,¢ (23.16)

holds. The inverse transformation of (23.14) follows
from

(23.17)
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Aus (23.16) folgt speziell fiir v = k = 0 die Beziehung
(A%)? - 3,(A®®)? = 1. Man beachte, dass A?; =
+A%, A0 = —AC. Daher ist [A%] > 1. Man un-
terscheidet zwischen Transformationen mit positivem
und negativem A%, da es keinen kontinuierlichen
Ubergang zwischen diesen beiden Klassen gibt. Die
Bedingung A% > 0 sagt aus, dass A® = &, > 0,
das heilt eine in S’ ruhende Uhr l1auft von S aus gese-
hen in der gleichen Zeitrichtung, wie die in S syn-
chronisierten Uhren (und nicht riickwarts).

Schlieflich ldsst sich noch eine Aussage (Uber
det(A”,) machen. Aus (23.16) folgt

Aﬂvgp/lA/lpng — 5‘//(.

Unter Verwendung des Determinanten-

Multiplikationssatzes folgt

det(A*,)? det(g,..) det(g™) = 1.

Da det(g,.) = det(g”) = —1 folgt

det(A%)) = +1.

Betrachten wir nur Rechts-Basis-Systeme, so ist
det(A”,) = +1. Transformationen, die

AP >0,

erfiillen, heiRen LORENTZ-

Transformationen.

eigentliche

Gl. (23.21) hat die Konsequenz, dass das vierdimen-
sionale Raumzeitvolumen invariant ist

dt'd3r’ = %d“x’ =

Legen wir die z- und die z’-Achse in Richtung der
Relativgeschwindigkeit v der sich gegeneinander be-
wegenden Inertialsysteme und setzen wir zusétzlich
X' = X, ¥ =Yy, so folgt die spezielle Transformation
(23.2). Die zugehorige Matrix A lautet

det(A")) =1

1 a(X/O’ X’l, X/Z, X/S)

1 1
= d*x = = det(A*))d*x = =d*x = dtd®r.
c a(x0 x1, x2, x3) X c BUA™,)d X c X '
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From (23.16) one obtains in particular forv = k = 0
the relation (A®)? — 3,(A*%)? = 1. Note that A% =
+A%, A% = —A®0. Thus one has |A%| > 1. One dis-
tinguishes between transformations with positive and
negative A%, since there is no continuous transition
between these two classes. The condition A% > 0
means that A% = &, > 0, that is a clock which is at
rest in S’ changes its time seen from S with the same
direction as the clock at restin S (and not backwards).

Finally we can make a statement on det(A”,). From
(23.16) it follows that

(23.18)

Using the theorem on the multiplication of determi-
nants we obtain

(23.19)
Since det(g,.) = det(g°*) = —1 one obtains

(23.20)

If we consider only a right-basis-system then we have
det(A”,) = +1. Transformations which fulfill

(23.21)

are called proper Lorentz transformations.

Eq. (23.21) has the consequence that the fourdimen-
sional space time volume is invariant

(23.22)

If the direction of the z- and the z’-axes point into the
direction of the relative velocity between both inertial
systems and X’ = X, Yy’ =y, then the special transfor-
mation (23.2) follows. The corresponding matrix A
reads

y 0 0 -By
0 10 O

Hy _
By 0 0 vy

mit with

1

y= . =" (23.24)
17 c

23.b.a Zeitdilatation

Wir betrachten nun eine in S’ ruhende Uhr im System
S. Aus

vz’
t= ’y(t’ + ?)

23.b.a Time Dilatation

We consider now a clock in the system S which is at
restin S’. From

(23.25)
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folgt dann

AL =

Die in S’ ruhende Uhr geht von S aus betrachtet
langsamer

H Lorentz Invariance of Electrodynamics

we find that
ot

23.26
g (23.26)

o
Thus the clock at rest in S’ runs slower when seen
from S

o 1 [ 2
AU = —| At==At=4/1- =SAtL 23.27
(9'[ r Y CZ ( )
Dieses Phdnomen bezeichnet man als Zeitdilatation. This phenomenon is called time dilatation.
23.b,8 Langenkontraktion 23.b,8 Lorentz Contraction
Aus From
Z =y(@z-vt) (23.28)
folgt one obtains
o7’
%= 507 (23.29)
und damit and therefore
Az = 0 A7 = lAz’ = w/l v AZ' (23.30)
2 c2 '

Ein MaRstab, der in S’ ruht und in der Richtung der
Relativ-Bewegung ausgedehnt ist, erscheint also in S
verkiirzt. Man bezeichnet das als Ldngenkontraktion.
Dagegen bleiben die Entfernungen senkrecht zur Be-
wegungsrichtung unverdndert: Ax” = Ax, Ay’ = Ay.

Diese Verkiirzung bewirkt, dass in (23.3) die Lange

I durch 14/1- ‘c’—i zu ersetzen ist. Dann stimmen
die beiden Laufzeiten des Lichts unabhéngig von der
Geschwindigkeit v Uberein, t; = to.

A length-meter which is at rest in S’ and is ex-
tended in the direction of the relative movement, ap-
pears consequently contracted in S. This is called
LorenTz contraction or FirzGeraLp-LorENTZ CONtrac-
tion. However, the distances perpendicular to the ve-
locity are unaltered: AX’ = Ax, Ay’ = Ay.

This contraction has the effect that in (23.3) the length

| has to be replaced by | {/1 — "é Then the two times
the light has to travel agree independent of the veloc-
ity v, t1 = to.
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24  Viererskalare und Vierervek- 24 Four-Scalars and Four-
toren Vectors

24.a Abstand und Eigenzeit als Vierer- 24.a Distance and Proper Time as Four-

skalare Scalars
Eine GroRe, die invariant A quantity which is invari-
gegen Lorentz-Transforma- xO=ct ant under Lorentz transfor-
tionen ist, heil’t Viererskalar. ) mations is called four-scalar.

Beispiel: ~ Gegeben seien Zukunft Example: Given two points
Zwei Raum-Zeit-Punkte future in space-time (events) (x),
(Ereignisse) (x#), ('X). Die raumartiger ("X). The quantity
GroRe Abstand x3
space-like
distance
Vergangenheit
past
|
$2= (X - R)(X, — %) (24.1)

ist ein Viererskalar. Sie hat in jedem Inertialsystem  is a four-scalar. It assumes the same number in all
den gleichen Wert. Speziell fir ‘X = 0 (Ursprung) ist  systems of inertia. Especially for X = 0 (origin) it is
2 = XX, $2 = XX,

24.a.0 Raumartiger Abstand s? < 0 24.a.0 Space-like distance s? < 0

Wenn s? < 0, dann gibt es Inertialsysteme, in denen I s> < 0, then there are systems of inertia, in which
beide Ereignisse gleichzeitig stattfinden x’© = 0. Sei  both events occur at the same time x’° = 0. If for

etwa (x*) = (ct, 0,0, z). Dann erhélt man aus (23.2) example (x*) = (ct,0,0,z). Then one obtains from
23.2)
t—-3 -
v y = M (24.2)
2 2
J = 1-%
mit v = tc?/z with v = tc?/z

=0, 7= Z(l =74/1- +22 - 22 = + V-2, (24.3)

Man bezeichnet daher zwei solche Ereignisse als  Thus one calls such two events space-like separated.
raumartig zu einander gelegen.

24.a,8 Zeitartiger Abstand s? > 0 24.a,8 Time-like distance s?> > 0

In diesem Fall existiert ein Inertialsystem, in dem In this case there exists a system of inertia in which
beide Ereignisse am gleichen Ort stattfinden (x’ = 0).  both events take place at the same pointin space (x’ =
In der Transformation (23.2) wéhlen wir v = z/t.  0). We choose v = z/t in the transformation (23.2) and
Dann folgt obtain
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, t1-%) V2o 2 s
=—2"=t 1—§=S|gn(t) t2—§=5|gn(t)6, 7 =0.

1-¥

I
Ein Ereignis ist friher als das andere, das heif3t, das
Vorzeichen von t’ stimmt mit dem von t Giberein.

Eigenzeit r

Unter der Eigenzeit T versteht man die Zeit, die im
jeweiligen Ruhesystem verstreicht. Bewegt sich ein
Punkt mit der Geschwindigkeit v(t), so gilt fiir seine
Eigenzeit

ds

dr=— =
C

also

1) 2
T:f \/ _Y (t)dt.
t c?

Die Eigenzeit ist unabhéngig vom Inertialsystem, also
ein Viererskalar.

24.a.y Lichtartiger Abstand s?> = 0

Wenn ein Lichtblitz direkt von einem Ereignis zu
einem anderen lduft, dann ist deren Abstand s = 0.
Die in einem Inertialsystem gemessene Zeit kann je
nach Inertialsystem beliebig lang oder kurz sein, je-
doch kann sich die Reihenfolge der Ereignisse (bei
einer eigentlichen Lorentz-Transformation) nicht
umkehren.

Ein weiterer Viererskalar ist die Ladung.

24.b  Weltgeschwindigkeit als Vierervek-
tor

Transformiert sich eine vierkomponentige GroRe (A*)
beim Ubergang von einem Inertialsystem zum an-
deren wie die Raum-Zeit-Koordinaten (x*), so bilden
sie einen Vierervektor

V2
\/1- ?dt,

H Lorentz Invariance of Electrodynamics

(24.4)

One event takes place before the other that is the sign
of t’ agrees with that of t.

Proper Time t

The proper time 7 is the time which passes in the rest
system under consideration. If a point moves with
velocity v(t) its proper time varies as

(24.5)

that is

(24.6)

The proper time is independent of the system of iner-
tia, thus it is a four-scalar.

24.a.y Light-like distance s? = 0

If a light flash propagates directly from one event to
another, then the distance of these two events s = 0.
The time measured in a system of inertia depends
on the system of inertia and may be arbitrarily long
or short, however, the sequence of the events (under
proper Lorentz transformation) cannot be reversed.

Another four-scalar is the charge.

24.b  World Velocity as Four-Vector

If a four-component quantity (A*) transforms by the
transition from one system of inertia to another as the
space-time coordinates (x*), then it is a four-vector

AR = A A (24.7)
Ein Beispiel ist die Weltgeschwindigkeit An example is the world velocity
dx#  dx# dt mit o dx° dt
H = — = — — = H . = — =C— =C. 24
Y P B A I T (24.8)

Die Weltgeschwindigkeit (u“) = (cy,vy) ist ein
Vierer-Vektor. Da 7 invariant gegen Lorentz-Trans-
formationen ist, transformiert sie sich wie (x#). Dage-
gen ist (c, v) kein Vierer-Vektor. Es ist

W, = (2 -

The world velocity (u*) = (cy,vy) is a four-vector.
Since 7 is invariant under Lorentz transformations,
its components transform like (x#). However, (c, V) is
not a four-vector. One has

V2)y? = ¢2. (24.9)
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Allgemein ist das Skalar-Produkt zweier Vierer-
Vektoren (A*) und (B) ein Viererskalar

A¥B, = A", A A'B,

Wir zeigen das folgende Lemma: Ist (&%) ein
beliebiger Vierervektor (oder hat man einen
vollsténdigen Satz Vierervektoren) und ist ab,
ein Viererskalar, dann ist auch (b*) ein Vierervektor.
Beweis:

a‘b, = a™b;,

Da dies fiir alle (a*) oder einen vollstédndigen Satz gilt,
gilt auch b, = A* b;. Dies ist aber die Transforma-
tionsformel (23.17) fur Vierervektoren.

Additions-Theorem fuir Geschwindigkeiten

Das Inertialsystem S’ bewege sich gegeniiber S mit
der Geschwindigkeit v in z-Richtung. In S’ bewege
sich ein Punkt mit der Geschwindigkeit w’ ebenfalls
in z-Richtung. Mit welcher Geschwindigkeit bewegt
er sich in S? Wir haben

Mit zZ = w't’ folgt dann

’
= A*,a"b;.

o 1+
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Quite generally the scalar product of two four-vectors
(A#) and (B#) is a four-scalar

= §5A’B, = A’B,. (24.10)
We show the following lemma: If (a*) is an arbitrary
four-vector (or one has a complete set of four-vectors)

and a*b,, is a four-scalar then (b*) is a four-vector too.
Proof:

(24.11)

Since this holds for all (a*) or for a complete set, one
has b, = A*,b,. This, however, is the transformation
formula (23.17) for four-vectors.

Addition theorem for velocities
The system of inertia S’ moves with velocity v in z-
direction with respectto S. A point in S’ moves with

velocity w” also in z-direction. With which velocity
does the point move in S? We have

’ vZ
t+F

t= . (24.12)

V2
1-2

With 2/ = w’t’ one obtains
. (24.13)

From this one obtains the velocity of the point in S

wW +Vv

z
W= s T (24.14)
te
Wir beobachten We observe
2
L k- _a-a-g) 241
I T B (1 + %Y)2 (24.15)
c? c?

Wenn |w’| < ¢ und |v| < ¢, dann ist dieser Ausdruck
positiv. Dann ist also auch |w| < c. Beispiel: W’ =v =
0.5c, dann ist w = 0.8c.

24.c Viererstromdichte

Wir fassen Ladungs- und Stromdichte zusammen zur
Viererstromdichte

(1) = (cp. 1)

und Uberzeugen uns, dass j* ein Vierervektor ist. Flr
Ladungen der Geschwindigkeit v gilt (fur Ladungen
verschiedener Geschwindigkeit kdnnen die Beitrdge
superponiert werden)

=pv, (=0,

If W'| < cand |v| < ¢, then this expression is positive.
Then one obtains also |w| < c. Example: w' = v =
0.5c, then one obtains w = 0.8c.

24.c  Current Density Four-Vector

We combine charge- and current-density in the
charge-current density

(24.16)

and convince us that j* is a four-vector. For charges
of velocity v one has (the contributions of charges of
different velocities can be superimposed)

J=py1-p2

(24.17)
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Falls p /1 — 52 ein Viererskalar ist, ist j* ein Vier-
ervektor. Nun ist

p=o=

\ Vo

mit dem Volumen Vp im Ruhesystem und der
Langenkontraktion V = Vg+/1 — 52. Da die Ladung
q und Vo Viererskalare sind, ist auch p+/1 — 32 ein
Viererskalar.

Wir bringen nun die Kontinuitdtsgleichung in
Lorentz-invariante Form. Aus p + divj = 0 folgt
aj
axe

da 9j%0x° = 0dp/ot.  Wir betrachten nun
die Transformations-Eigenschaften der Ableitungen

0/ 0xH

Vi7

H Lorentz Invariance of Electrodynamics

If p /1 -2 is a four-scalar then indeed j* is a four-
vector. Now one has

q (24.18)

with the volume Vy in the rest system and the Lorentz
contraction V- = Vg+/1 — 82. Since the charge g and
Vo are four-scalars this holds also p /1 — 52.

We bring the equation of continuity in Lorentz-
invariant form. From p + divj = 0 one obtains

(24.19)

E

since 0j°/x° = dp/At. We consider now the trans-
formation properties of the derivatives d/dx*

of ox” of of
- Z A 24.2
XM IXH OX” *ooxv’ (24.20)
das heisst die Ableitung transformiert sich geméR that is the derivatives transform according to
0 0
— =A) 24.21
OX'H Y ( )
wie X, = A,"%,. Man schreibt daher as X;, = A, Xy Thus one writes
0 10
— =4, (B,)=(==,V). 24.22
o =0 (0)=(C7Y) (24.22)

Man achte auf die Stellung der Indices. Ahnlich gilt

9
ox,

Man kann dann die Kontinuitdtsgleichung als

&, (9

=0

schreiben. Generell ist die Viererdivergenz 9,P*
O*P,, eines Vierervektors P ein Viererskalar.

24.d  Viererpotential

Watch the positions of the indices. Similarly one has

19
=(==,-V). 24.23
CaV) (24.23)
Then the equation of continuity can be written

(24.24)

. Generally the four-divergency 9,P* = o*P, of a
four-vector P is a four-scalar.

24.d Four-Potential

Wir fassen nun A und @ zusammen zum  We combine the potentials A and @ in the four-
Viererpotential potential
(A) = (D, A), (24.25)
dann gilt then one has
o = A% i (24.26)
in der Lorenz-Eichung mit der Eichbedingung in the Lorenz gauge with the gauge condition
divA + %(i) =0 - 9,A =0. (24.27)
Dabei ist der o’ ALemBerT-Operator There the o’ ALEMBERT Operator
1 2
0=4-500 =0, (24.28)



24 Viererskalare und Vierervektoren

ein Viererskalar o’ = 0.

Wir zeigen nun, dass die retardierte Losung A} mani-
fest LorenTz-invariant ist. Wir behaupten
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is a four-scalar o’ = 0.

We now show that the retarded solution A¥ is mani-
festly Lorentz-invariant. We claim

M = ¢ [ a0 -y (2429
S = (¢ = Y)(X — V) = Sty — 1) — (x - y)? (24.30)

0
) { S 8 (24.31)

Wir betrachten nun generell die Integration Uber eine
6-Funktion, die von einer Funktion f abhdngt. Offen-
sichtlich tragen nur die Nullstellen t; von f bei,

ti+e H
f TERUOLEDY ft OGO

Mit z = f(t), dz = f’(t)dt folgt dann

e f/ (i) f
Jowssoa=3 [ gy 2000 RN

Damit ergeben sich die Nullstellen in der ¢-Funktion
von (24.29) zu ty = ty = |x — y|/c und die Ableitungen
zu f'(ty) = c2(ty — tx) = +clx — yl, was

1 1 1
u _ = Ay il of = o2 _ — 3 HY —
Ar(x) = ¢ fd yIe(5s7)0(t — ) fd Yax—yi) (v tx

ergibt. Wegen 0(ty — ty) erhalten wir die retardierte
Losung. Sie ist in Ubereinstimmung mit (21.14)
und (21.15). Ersetzen wir die 6-Funktion durch
0(ty — tx), so ergibt sich die avancierte Losung. Man
beachte, dass sich das Vorzeichen der Zeitdifferenz
langs des Lichtkegels unter eigentlichen Lorentz-
Transformationen nicht dndert.

We consider now generally the integration over a 6-
function, which depends on a function f. Apparently
only the zeroes t; of f contribute,

f(t;) = 0. (24.32)

With z = f(t), dz = f’(t)dt one obtains

(24.33)

Thus the zeroes in the é-function of (24.29) are t, =
tx =[x —yl|/c and their derivatives are given by f’(t,) =
c2(ty — ty) = =clx — y|, which yields

X =yl

c

. The factor 6(ty —ty) yields the retarded solution. The
solution is in agreement with (21.14) and (21.15). If
we replace the 0-function by 6(ty —t,), then we obtain
the advanced solution. Remember that the sign of the
time difference does not change under proper Lorentz
transformations.

) (24.34)
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25 Elektromagnetischer Feldten-
sor

25.a Feldtensor

Aus dem Viererpotential (A*) erhalten wir die Felder
E und B,

H Lorentz Invariance of Electrodynamics

25 Electromagnetic Field Tensor

25.a Field Tensor

We obtain the fields E and B from the four-potential

1.
B=rotA, E=-grad® - EA’ (25.1)
zum Beispiel for example
A3 A2 OA®  OA!
=— —— =PA2- A, Ej=-—— - — =A% - 9°AL. 25.2
LT o3 ! axt  oxo (25:2)

Wir fiihren daher den elektromagnetischen Feldtensor
ein

F = A — A,

Er ist ein antisymmetrischer Vierertensor. Explizit
lautet er
0 -E
E, O
Y —
FI=1 g, B,
Es -B>

25.b  MaxweLL-Gleichungen

25.b.a Die inhomogenen Gleichungen

Die Gleichung div E = 4mp l&sst sich ausdriicken

A
O + ,FD 1 goF % = ?“JO.

Aus der 1-Komponente von rotB - 1E = 4] folgt

9B2 9E1 4m

Thus we introduce the electromagnetic field tensor

FoY = . (25.3)

It is an antisymmetric four-tensor. It reads explicitely

-E, -Es
-Bs B;
0 -8B (25.4)
B:1 0
25.b MaxweLL’s Equations
25.b.a The Inhomogeneous Equations
The equation divE = 4mp reads
(25.5)

From the 1-component of curlB — 1E = “j one
obtains
4y

— — - = 02F? + 93F3 + 9oF " = —j1, 25.6
axz axg BXO 7 — 02 + 03 + 0o c J ( )
ghnlich fur die anderen Komponenten. Diese vier  similarly for the other components. These four
Komponenten-Gleichungen lassen sich zusammen-  component-equations can be combined to
fassen zu
4r .
9, FH = %‘ v, (25.7)

Setzen wir die Darstellung der Felder durch die Po-
tentiale ein, (25.3), so folgt

0, (0"AY — 'A) = 4%‘ iv.

Mit der Bedingung fiir die Lorenz-Eichung 9,A* = 0,
(24.27) folgt dann

0,0 =

If we insert the representation of the fields by the po-
tentials, (25.3), we obtain

(25.8)

Together with the condition for the Lorenz gauge
0,A" =0, (24.27) one obtains
47 .

_J"

(25.9)
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in Ubereinstimmung mit (24.26) und (24.28).
25.b,8 Die homogenen Gleichungen

Ahnlich kann man die homogenen MaxweLL-
Gleichungen umschreiben. Aus divB = 0 wird

IFE+ P+ °F =0

und aus (rotE + 1B), = 0 wird

—(92F30 _ 63':02 _ 60':23 =0.

Diese Gleichungen lassen sich zusammenfassen zu

O'FH + UF + 9FM = 0.

Man beachte, dass die Gleichung nur flir A # u # v #
A nicht trivial ist. Sind zwei Indices gleich, so ver-
schwindet die linke Seite identisch. Man kann diese
Gleichungen auch mit Hilfe des dualen Feldtensors

~ 1
EX = EEpvk/lFK/1

ausdriicken.  Dabei ist e“**” vollstandig antisym-
metrisch gegen Vertauschung der Indices. Das heif3t,
er andert sein Vorzeichen, wenn zwei Indices ver-
tauscht werden. Das impliziert, dass er verschwindet,
wenn zwei Indices gleich sind. Er ist daher nur von
Null verschieden, wenn alle vier Indices verschieden
sind. Wir normieren ihn auf €22 = 1. Damit hat man
explizit

0 -Bi

En=| ot

Bs
und (25.12) ldsst sich schreiben

8,E" =0

Man Uiberzeuge sich, dass € ein invarianter Pseudoten-
sor vierter Stufe ist, das heif3t es gilt

E//lwol — det(A)epVK/l’

wobei det(A) gemal der Diskussion nach (23.19) nur
die Werte +1 annimmt und fir eigentliche LorenTz-
Transformationen gleich +1 ist (23.21).

25.c Transformation der elektrischen
und magnetischen Felder

Da sich (9*) und (A”) wie Vierer-Vektoren trans-
formieren, gilt

FH — AIIKAV/IFKA

B> -Es
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in agreement with (24.26) and (24.28).

25.b,8 The Homogeneous Equations

Similarly the homogeneous MaxweLL’s equations can
be written. From div B = 0 one obtains

(25.10)
and (curl E + B) = 0 reads

(25.11)
These equations can be combined to

(25.12)

One observes that these equations are only non-trivial
for A # u # v # A. If two indices are equal, then the
left-hand side vanishes identically. One may repre-
sent the equations equally well by the dual field tensor

(25.13)

. Here €% is completely antisymmetric against in-
terchange of the four indices. Thus it changes sign,
if two of the indices are exchanged. This implies that
it vanishes, if two indices are equal. It is only differ-
ent from zero, if all four indices are different. It is
normalized to €222 = 1. Then one obtains explicitely

-B2 -Bs
Es -E;
0 E, (25.14)
-E; O
and (25.12) can be written
(25.15)

One should convince oneself that € is an invariant
pseudo-tensor of fourth order, i.e.

(25.16)

where det(A) takes only the values +1 according to
the discussion after (23.19). For proper Lorentz
transformations it equals +1 (23.21).

25.c  Transformation of the Electric and

Magnetic Fields

Since (0) and (A”) transform like four-vectors, one
has

(25.17)
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fur die Transformation des -elektromagnetischen
Feldes. Wahlen wir speziell

H Lorentz Invariance of Electrodynamics

for the transformation of the electromagnetic field. If
we choose in particular

y 00 By
0 1 0 O
Hy _
By 0 0 vy
so folgt then one obtains
Ei — FIlO — AlKAO/lFK/l — ’}/Flo —ﬂyFls — ,y(El _,BBZ)» (2519)
also thus
, v
Ey=(E1-Ba), (25.20)
ghnlich similarly
, v
By=7(Bi+cE2) (25.21)
’ V ’ V
E;=y(Ez+_B1).  By=(B2-_Ey) (25.22)
E;=Es, B;=Bs, (25.23)
was wir auch zu which can be combined to
, ; Komponente
By =E, By =By, component IIv (25.24)
/ v , v Komponenten
EL=y(E.+_xB). B, =yB.--xE). ot LV (25.25)

zusammenfassen konnen.

25.d Felder einer gleichformig bewegten
Punktladung

Wir kdnnen daraus zum Beispiel die Felder einer
Ladung, die sich mit gleichformiger Geschwindigkeit
v = ve, bewegt, berechnen. Im Ruhesystem S’ der
Ladung, die im Ursprung ist, gilt

’ r/

E = qﬁ,

Im System S gilt fir die Ladung xq = yq = 0, zq = Vvt.
Wir driicken nun r’” aus durch r und t und erhalten

25.d Fields of a Point Charge in Uni-
form Motion

From this we can determine the fields of a charge
which moves with constant velocity v = ve,. In the
rest system S’ of the charge, which is supposed to be
in the origin of S’, one has

B’ = 0. (25.26)

In the system S the coordinates of the charge are xq =
Yg = 0, zg = vt. Now we express r’ by r and t and
obtain

E - (% B L(ZN‘ "t)), (25.27)

B = o (25.28)

N = rd=02+y?+9%(z-w)?)%2 (25.29)
Es folgt It follows that
Ex = y(E; + YB)) = & .

Eo = y(E; - 1B = B Lg - D=V (25.30)
Es = Ej = 260 §
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By = (8} - 4E7) = -3
’ ’ X
B2 = (B, + {E}) = B

B3=B,=0

Flachen konstanten Ns sind in Bewegungsrichtung
abgeplattete Rotations-Ellipsoide. Dabei ist kurze

Halbachse / lange Halbachse = 1/y = /1 - ‘C’—i also

eine Verkirzung, wie sie auch bei der L&ngenkontrak-
tion auftritt.

25.e  DorpLEr-Effekt

Wir betrachten eine monochromatische ebene Welle
E = Ege",

Wir wissen, wie sich E und B und damit auch Eq und

B, transformieren. Es bleibt daher noch der Vierer-
skalar der Phase ¢ zu betrachten. Schreiben wir

B = Boe'?
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= vxn)

N (25.31)

Areas of constant N are oblate rotational ellipsoids.
The ratio short half-axis / long half-axis is given by

1/y = 4/1- ‘C’—i thus the same contraction as for the
LoreNTZ contraction.

25.e  DorpLER Effect

We consider a monochromatic plane wave

mit , _
with @ = K-r— ot (25.32)
We know, how E and B and thus Eq and Bg transform.
Thus we are left with considering the phase ¢ which

is a four-scalar. If we write

() = (Z.K). (25.33)
so folgt then
¢ = —k,x* (25.34)

. Da (x*) ein beliebiger Vierervektor und ¢ ein

Viererskalar sind, folgt, dass (k*) ein Vierervektor

ist. Daher erhdlt man fur die spezielle Lorentz-
Transformation (25.18)

W = kO = cy(k0 - B%) = ylw—BAk), K=K K2=KE K=y - ).

Ist der Winkel zwischen z-Achse und Ausbreitungs-
richtung 6, so gilt k3 = 2 cos 6 und es folgt

W' = wy(l - pcosb).

Ist daher v parallel beziehungsweise antiparallel zur
Ausbreitungs-Richtung, so hat man die longitudinale
DorppLer-Verschiebung

follows. Since (x*) is an arbitrary four-vector and ¢
is a four-scalar, it follows that (k*) has to be a four-
vector. Thus one obtains for the special Lorentz
transformation (25.18)

(25.35)
If the angle between z-axis and direction of propaga-
tion is 6, then k3 = 2 cos @ holds, and one obtains

(25.36)

Thus if v is parallel and antiparallel to the direction of
propagation, resp., then one deals with the longitudi-
nal DoppLER shift

0=0: o =w\15 (25.37)
O=m: o =w,{E (25.38)

Ist dagegen 6 = m/2 beziehungsweise 8’ = /2, SO
hat man die transversale DoppLer-Verschiebung

9=

g =

Nla Nl a

Dabei ist & der Winkel zwischen der z’-Achse und der

Ausbreitungsrichtung in S”.

=

wA+1-p2.

If however 8 = /2 and & = =/2, resp., then one
deals with the transverse DoppLER Shift.

— (25.39)

12
(25.40)

Here ¢ is the angle between the z’-axis and the direc-
tion of propagationin S’.
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26 Relativistische Mechanik

EmnsteiN erkannte, dass die Konstanz der Licht-
geschwindigkeit und die sich daraus ergebende
Lorentz-Transformation nicht auf die Elektrody-
namik beschrénkt ist, sondern allgemeine Gultigkeit
in der Physik hat. Hier betrachten wir ihre Anwen-
dung auf die Mechanik ausgehend von der Kraft auf
Ladungen.

26.a Lorentz-Kraftdichte

Die Kraftdichte auf bewegte Ladungen lautet

k=pE+%j><B,

also zum Beispiel fiir die erste Komponente

1. . 1, . . 1. o,
kl =PE1 + E(1283_ J382) — E(JOI:lO_ J2|:12 _ J3Fl3) — EJVFl .

Man fiihrt daher den Vierer-Vektor der Lorentz-
Kraftdichte

k¢ = 2,
<

ein. Wir betrachten die zeitartige Komponente

1. 1.
KO = EJVFOV= ~j-E.

Wiéhrend die raumartigen Komponenten die mechani-
sche Impulsanderung pro Zeit- und Volumen-Einheit
angeben, gibt die zeitartige Komponente die pro Zeit
und Volumen zugefihrte Energie an

() = Ci-E.K)

26.b Lorentz-Kraft auf eine Punktla-
dung

Die Vierer-Stromdichte am Ort x einer Punktladung g
am Ort Xg ist

(%, 1) = 43(x — Xq())V".

Daher ist die auf die Punktladung wirkende Kraft
gegeben durch

Kt =

Dies ist kein Vierer-Vektor, da (v*) kein Vierer-Vektor
ist. Multiplizieren wir sie hingegen mit y so erhélt
man einen Vierer-Vektor, die Minkowski-Kraft

yKH =

va F~.

u, F*,

H Lorentz Invariance of Electrodynamics

26 Relativistic Mechanics

EsteN realized that the constance of light velocity
in vacuum and the resulting Lorentz transformation
is not restricted to electrodynamics, but is generally
valid in physics. Here we consider its application to
mechanics starting from the force on charges.

26.a Lorentz Force Density

The force density on moving charges reads

(26.1)

that is e.g. for the first component

(26.2)

Thus one introduces the four-vector of the LorenTz
force density

(26.3)

. We consider the time-like component

: (26.4)

The time-like component gives the mechanical energy
acquired per time and volume, whereas the space-like
components give the rate of change of mechanic mo-
mentum per time and volume

(26.5)

26.b Lorentz Force Acting on a Point
Charge

The four-current-density at x of a point charge ¢ at Xq
reads

(26.6)

Thus the force acting on the point charge is given by

(26.7)

This is not a four-vector, since (v*) is not a four-
vector. If we multiply it by y then we obtain a four-
vector, the Minkowski force

(26.8)
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K ist der der Punktladung pro Zeiteinheit zugefiihrte
Impuls, cK® die der Punktladung pro Zeiteinheit
zugefiihrte Energie. Die Mmnkowski-Kraft ist dann
der pro Eigenzeit zugefiihrte Impuls beziehungsweise
die pro Eigenzeit zugefiihrte Energie durch c.

26.c Energie und Impuls eines Massen-
punktes

Da Impulsédnderung und Energiednderung durch ¢
einen Vierervektor bilden, erwarten wir, dass auch
mechanischer Impuls und Energie durch c einen Vie-
rervektor bilden

@)= (GE.G).

Im Ruhesystem S’ erwarten wir G’ = 0, das heil3t

6" = GEoO).

Im System S ergibt sich mit der speziellen Transfor-
mation (23.23) fiir v = ve,

G= yc_vz Eoe, =
E= c¢G°=cyG"°=

Fur Geschwindigkeiten klein gegen die Licht-
geschwindigkeit folgt

In der Newronschen Mechanik haben wir

GnNewton = MV

fur einen Massenpunkt der Masse m. Fir Geschwin-
digkeiten v < c sollte der Impuls der Newronschen
und der relativistischen Mechanik ubereinstimmen.
Daraus folgt
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K is the momentum which is fed into the point charge
per time unit, cK® is the power fed into it. The
Minkowski force is the momentum and the energy di-
vided by c, resp., fed into it per proper time.

26.c Energy and Momentum of a Mass

Point

We assume that also mechanical momentum and
energy/c combine to a four-vector, since the change of
momentum and energy divided by ¢ are components
of a four-vector

(26.9)

In the rest system S’ we expect G’ = 0 to hold, i.e.

(26.10)

In the system S the special transformation (23.23)
yields for v = ve,

yv%, (26.11)
yEo. (26.12)

For velocities small in comparison to light-velocity
one obtains

Vv
ozt ) (26.13)
In NEwToN’s mechanics we have

(26.14)

for a mass point of mass m. For velocities v <« c the
momentum of Newton’s and of the relativistic me-
chanics should agree. From this one obtains

Eo
m=— - Eo= me?, G =myv. (26.15)
Fir die Energie E folgt dann Then one obtains for the energy E
m
E =mc?y = mc? + Evz +O(v*/c?). (26.16)

Man ordnet dem Teilchen eine Ruheenergie Eq =
mc? zu. Bei kleinen Geschwindigkeiten kommt dazu
der aus der Newronschen Mechanik bekannte Beitrag
22 hinzu. Damit gilt

GH = mut.

Dieses G bezeichnet man als den Vierer-Impuls. Wir
beobachten noch

o — m2 M o m2A2
G'G, = m“u*u, = m-c”,

One associates a rest energy Eo = mc? with the
masses. At small velocities the contribution %vz
known from Newronian mechanics has to be added

(26.17)

This G is called four-momentum. We finally observe

(26.18)
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woraus
2 1 2 2.2
-G+ —2E = m“c”,
C
folgt.

Solange die Teilchen erhalten bleiben, ist die Ruheen-
ergie Eq = mc? nicht beobachtbar. Bei der Umwand-
lung von Teilchen wird sie jedoch beobachtet, zum
Beispiel beim Zerfall eines Teilchens in zwei andere

H Lorentz Invariance of Electrodynamics

from which one obtains

E? = m%c* + G%? (26.19)

One does not observe the rest energy Eq = mc? as
long as the particles are conserved. However they are
observed when the particles are converted, for exam-
ple, when a particle decays into two other ones

A% = 7+ p*. (26.20)
Mit den Massen With the masses
my = 2182me, m; = 273me, mp = 1836me (26.21)

folgt fiir das vor dem Zerfall ruhende A die Energie-
und Impuls-Bilanz

one obtains the momentum and energy bilance for the
A which is at rest before the decay

mac? = \/m},c“ +G2c2 + \/m%c“ + G3c?

0 = G.+G,

Die Ldsung des Gleichungssystems ergibt

(26.22)
(26.23)

The solution of the system of equations yields

G| = 4c \/M(mA — M)(M = m)(M —mp)/Ma,  2M = mp + My +mp. (26.24)
Mit Hilfe der Vierervektoren kann man aus By means of the four-vectors one may solve
G/ =G/ +Gy (26.25)
nach G, auflésen und quadrieren with respect to G, and take the square
Gp'Gp = (G, — GR)(Gay — Gr) = GGy + GGy — 2G, Gy (26.26)
Dies ergibt This yields
mac® = mAc® + m2c? — 2my E,, (26.27)
und damit and therefore
E,= C—z(m2 +m2— m2) (26.28)
d 2mp A d p .
und analog and analogously
E, = ‘:—Z(m2 —m2 + m2). (26.29)
P zmA A T p

26.d Bewegungsgleichung

Wir schreiben nun noch explizit die Bewegungsglei-
chung fiir Massenpunkte auf
dGc*

— =K~

dt

Wie wir frilher schon bemerkten, ist die Gleichung
nicht manifest Lorentz-invariant. Wir haben jedoch

dG*  dG* dt

dr

dt dr - Tdt

26.d Equation of Motion

Finally we write down explicitely the equations of
motion for point masses

(26.30)

As mentioned before these equations are not mani-
festly Lorentz-invariant. We have, however,

dGg#

= yKH, (26.31)



26 Relativistische Mechanik

wobei die rechte Seite wieder die Minkowski-Kraft
ist. In dieser Form ist die Bewegungsgleichung mani-
fest LorenTz-invariant.

Falls eine Kraft die Ruheenergie eines Teilchens nicht
andert, so folgt aus

d
GG, = m?c? — 37(GGy) =0 - G'yK, = 0 - u'K, = 0.
T

Die Kraft ist orthogonal zur Weltgeschwindigkeit.
Als Beispiel dient die Lorentz-Kraft
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where the right-hand side is the Minkowskr force.
In this form the equations of motion are manifestly
LorenTz invariant.

If the force does not change the rest energy of a parti-
cle, one obtains from

(26.32)

The force is orthogonal on the world velocity. An ex-
ample is the Lorentz force

u,K* = gyvﬂvvF’“’ =0, (26.33)
da F#” antisymmetrisch ist. Wir beobachten since F#” is antisymmetric. We observe
cdE
VK, = -v-K+-—=0. 26.34
H + C dt ( )
Die Gleichung (26.32) ist also dquivalent zu Thus equation (26.32) is equivalent to
dE
— =v-K, 26.35
. (26.35)

die die der Masse zugefiihrte Leistung angibt.

which yields the power fed into the kinetic energy of
the mass.
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27 LaAGraNGE-Formulierung 27 Lagrangian Formulation

27.a LaAcranGe-Funktion einer massiven 27.a Lagrangian of a Massive Charge in
Ladung im elektromagnetischen the Electromagnetic Field
Feld

Wir behaupten, die Lacrange-Funktion £ einer  We claim that the Lagrangian £ of a point charge g of
Punktladung q der Masse m im elektromagnetischen ~ mass m in an electromagnetic field can be written

Feld kann geschrieben werden als
—mczw/l——i’z— o(r.t) + IARY -

L =
: 2 X%, Q .
= —mc*4/1+ = EA”(x)x,,. (27.1)
Die Wirkung | kann dann Then the action | can be written
2 q dx, 2 9
| = | dtL=-mc* | dr - < thﬂW = | dr(-mc” - EA”uﬂ), (27.2)
das heift als Vierer-Skalar geschrieben werden. that is as a four-scalar.

Wir Uberzeugen uns nun, dass hieraus die korrek-  Now we show that this Lagrangian yields the correct
ten Bewegungsgleichungen folgen. Die Bewegungs-  equations of motion
Gleichung lautet

doL oL
e 0, (27.3)
woraus mit from which by use of

0L ™ Gy = 67+ dac (27.4)
00Xy /1 2 C c
c2
dann one finally obtains
d.. 9, .49 q _
dtG+ CA+ C(v V)A +qV® CV(v A)=0 (27.5)
folgt. Man beachte, dass in A nur die partielle Zeit- . Note that A contains only the partial time-derivative
Ableitung von A steckt, daher haben wir dA/dt =  of A, thus we have dA/dt = A + (v- V)A. By suitable

A+ (V- V)A. Durch geeignetes Zusammenfassen der  combination of the contributions one obtains
Beitrdge folgt

EG+q(Ve1>+1'A)—9\/><(V><A) =0 (27.6)
dt c c
EG— E-JdyxB = o0 (27.7)
a- 9= ¢ - '

Also liefert die obige Lagrange-Funktion tatsdchlich ~ Thus the Lagrangian given above yields the correct
die korrekte Bewegungsgleichung. equation of motion.
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27.b Lacrancedichte des elektromag-
netischen Feldes

Die Lacrange-Dichte L des elektromagnetischen
Feldes eines Systems von Ladungen setzt sich aus drei
Anteilen zusammen
1 .
L= 1 6nF F
Der mechanische Anteil ist fir Punktladungen der
Masse m;

Lo == Y me® [ dra* (- x(o).

der nach Integration tiber d*x den entsprechenden An-
teil der Wirkung | in (27.1) ergibt. Der zweite Anteil
in (27.8) beschreibt die Wechselwirkung zwischen
dem Feld und der Ladung. Integration dieses Anteils
fur Punktladungen unter Verwendung von

. ax;,
INEEDY Qiﬁﬁ(r -r)
i

ergibt den entsprechenden Anteil in (27.1). Der erste
Anteil ist der Beitrag des freien Feldes. Dass er die
korrekten MaxweLL-Gleichungen ergibt, werden wir
unten nachprifen. Die Wirkung selbst ergibt sich zu

| = % f d*xL(x) = f dt f d3xL(x,t) = f dtL(t), L) = f d3xL(x, t).

Die Wirkung muss nun extremal unter Variation der
Felder A sein. Dabei betrachten wir F als Funktion
von A (25.3), F,, = 9,A, — 0,A,. Dann ergibt die
Variation beziglich A

1

1 ...
w EA”J” + Lmech.
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27.b Lagrangian Density of the Electro-
magnetic Field

The Lagrangian density L of the electromagnetic field
of a system of charges consists of three contributions

(27.8)

The mechanical part for point charges of mass m;
reads

(27.9)

which vyields after integration over d*x the corre-
sponding contribution to the action | given in (27.1).
The second contribution in (27.8) describes the inter-
action between field and charge. Integration of this
contribution for point charges using

(27.10)

yields the corresponding contribution in (27.1). The
first contribution is that of the free field. Below we
will see that it yields MaxweLL’s equations correctly.
The action itself reads

(27.11)

The action has to be extremal if the fields A are varied.
There we have to consider F as function of A (25.3),
F.v = d,A, —0,A,. Then the variation with respect to
Avyields

1
oL = ——F,0F" — =],0A” 27.12
87t H CJ ( )
OFH = (A - "AY) = HSAY — §"OA! (27.13)
FuoF" = Fud'0A — F0" A = 2F , 0" 5A” (27.14)
1 1
L = ——F,0"6A" - =j,6A". 27.15
5 R oA = 26 (27.15)

Damit erhalten wir flir die Variation der Wirkung nach
A

ol

Der erste Term der zweiten Zeile ist ein Oberflachen-
Term (im vier-dimensionalen Raum).  Aus dem
zweiten Term folgen die inhomogenen MaXwELL-
Gleichungen (25.7)

duF" =

Thus the variation of the action with respect to A is

1 1
A ( _ _— v_ i v
fd X = g Fnd A" = S J,0A")

1 1 1
_ N y A (_— i v
fd X0 (FudA") + fd X( e Fo =3 v )JOA.

(27.16)

The first term of the second line is a surface-term (in
four dimensions). From the second term one con-
cludes MaxweLL’s inhomogeneous equations (25.7)

A (27.17)

c
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Die homogenen MaxweLL-Gleichungen sind bereits
durch die Darstellung F,, = d,A, — d,A, erfiillt.

Generell erhdlt man fiir eine Lacrance-Dichte, die
von einem Feld (A*) und deren Ableitungen abhéngt,
durch Variation

H Lorentz Invariance of Electrodynamics

MaxweLL’s homogeneous equations are already ful-
filled due to the representation F,,, = 9,A, — 0,A,.

Generally one obtains for a Lagrangian density, which
depends on a field (A*) and its derivatives by variation

col = f d*xsL(x)
_ f d4x((s A‘SVL(X)aAv(x) + 68;;';()() (WAV(X))
= [ (o) s [ (o @

Es ist Uiblich, die partiellen Ableitungen von L nach A
beziehungsweise dA mit §L/6... zu bezeichnen. Da
die Variation verschwinden muss, folgen allgemein
die Bewegungsgleichungen

Usually one denotes the partial derivatives of L with
respect to A and dA by 6L/6.... Since the variation
has to vanish, one obtains in general the equations of
motion

oL

oL
* )
Dies ist die Verallgemeinerung der LaGrangeschen
Bewegungsgleichung (27.3) auf Felder. Neben der
Zeitableitung von 6L/SA” treten auch die raumlichen
Ableitungen von §L/6VA" auf.

- =0 27.19

SAY(X) ( )
This is the generalization of LaGrancGe’s equations of
motion (27.3) for fields. There appear derivatives of
JL/6VA” with respect to the space variables besides
the time-derivatives of 5L/6A".



28 Energie-Impuls-Tensor

28 Energie-Impuls-Tensor und

ErhaltungsgroiRen

28.a Der Tensor

Im Abschnitt 15.b hatten wir aus der Dichte der
Lorentz-Kraft einen Erhaltungssatz fir den Impuls
des elektromagnetischen Feldes ”im Vakuum”, das
hei3t ohne Beriicksichtigung zusétzlicher Beitrdge in
Materie hergeleitet

28 Energy Momentum Tensor 131

28 Energy Momentum Tensor
and Conserved Quantities

28.a The Tensor

In section 15.b we have calculated the conservation
law for momentum from the density of the Lorentz
force in vacuo that is without considering additional
contributions due to matter

d d
_ — _ af p
k atgs 6xﬁT e, (28.1)
1
9 = ;—ExB (28.2)
1 s
o _ Y4B (2 2
T = 4H(EQEﬁ+BaBﬁ) o (E%+B?). (28.3)

Als nullte Komponente miissen wir die Energiedichte

The zeroth component is the energy-density. For this

betrachten. Fir diese hatten wir in Abschnitt 15.a  density we have obtainded in section 15.a
gefunden
1. 1 . 1.
-k® = -Zj-E=Z=divS+=u (28.4)
C c C
s - “ExB (28.5)
4n
1 2 2
u = g(E +B?). (28.6)
Wir fassen zusammen We summarize
—kH = -5, TH (28.7)

mit dem elektromagnetischen Energie-Impuls-Tensor

with the electromagnetic energy-momentum tensor

—-u —%S 1 —%S 2 —%S 3
—C0st  Tu T T13
T = 28.8
() —C0s2 Ta To To3 (28.8)
—C0s3s  Ta1 Ta2 Ta3

Dieser Energie-Impuls-Tensor setzt sich also zusam-
men aus der Energiedichte u, dem Poynring-Vektor
(Energiestromdichte) S, der Impulsdichte g und dem
Spannungstensor T.

Man beobachtet, dass T#” symmetrisch ist, T#” = T"#,
da T, symmetrisch ist und cgs = 1S = LE x B gilt.
Man prift leicht nach, dass

1

TH _( _ Fﬂ/]F/lV + %gvale/lK)

- 4n
gilt, entweder durch explizites Auswerten und Ver-
gleich oder aus
1

. 1
k= EJJFM = E(ayFM)FM =

1 1
— & (F F*) — —F,,0"F.
20 (PP = 2P

This energy-momentumtensor is built up from the en-
ergy density u, the PoynTing vector (density of energy
current) S, the momentum density g, and the stress
tensor T.

One observes that T#” is symmetric, T#” = T, since
Top is symmetric and cgs = 1S = L E x B holds. One
easily checks that

(28.9)

holds either by explicit calculation and comparison or
from

(28.10)
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Nun folgt aus

H Lorentz Invariance of Electrodynamics

From

Foa(9"FH + FY + 9'F) = 0 (28.11)
die Beziehung one obtains the relation
1
Eaﬂ(FMFM) + 2F, 0 F* = 0, (28.12)
so dass wir schlieflich so that finally we obtain
ke = iaV(F FHY) + iaﬂ(F JFY)
4n =\ " 167 Y
1 1
— H Ay vk A4
- an(— FUFY + g7 F ) (28.13)

erhalten. T#” ist ein symmetrischer Vierertensor, das
heift er transformiert sich geman

T = AIlKAV/]TK/l.

28.b Erhaltungssatze

Wir gehen aus von einem Vierervektorfeld (j#(x)). In
jedem dreidimensionalen raumartigen Unterraum R
des vierdimensionalen Raums sei (j*) nur in einem
endlichen Bereich von Null verschieden. Mit raumar-
tig bezeichnen wir einen Raum, wenn je zwei Punkte
des Raumes einen raumartigen Abstand haben. Eine
Weltlinie, das heil3t eine Linie, die tberall Unter-
lichtgeschwindigkeit hat, durchstoBt einen raumarti-
gen Unterraum in genau einem Punkt. Tragt man
den Unterraum als x°(r) auf, so ist die Steigung stets
kleiner 1. Fur die Weltlinie ist die Steigung dagegen
liberall groBer 1. Die Punkte konstanter Zeit eines
Inertialsystems bilden zum Beispiel einen raumarti-
gen Raum. Wir integrieren nun die Divergenz o, j*
tiber das vierdimensionale Volumen Q, das von zwei
raumartigen R&umen R und R’ begrenzt wird und

erhalten
o .
4,98 _ 3,(i0
de anH fRd X(j

Den Beitrag d,j* integriert man einfach in x*-
Richtung bis zur Begrenzung R beziehungsweise R’
oder bis j* verschwindet. Fir die 0-Komponente
ergibt das unmittelbar den angegebenen Beitrag.
Fur die 1-Komponente bleibt zunéchst das Integral
+ [ dx°dx?dx®j* an der Berandung.

. T# is a symmetric four-tensor, i.e. it transforms ac-
cording to

(28.14)

28.b Conservation Laws

We start out from a four-vector field (j*(x). In any
three-dimensional space-like subspace R of the four-
dimensional space be (j*) different from zero only
in a finite region. We call a space space-like if any
two points in this space have a space-like distance.
A world-line, i.e. a line which everywhere has a ve-
locity below light-speed hits a space-like subspace in
exactly one point. If one plots the subspace as a func-
tion xO(r) then its slope is everywhere less then 1. The
slope of the world-line is everywhere larger than 1.
For example, the points of constant time in an inertial
frame constitute such a space-like space. We now in-
tegrate the divergence g, j* over the four-dimensional
volume Q, which is bounded by two space-like spaces
R and R’ and obtain

oX

X"
ox J

Hes 3y( ;0 9 a

)= [ (- Ger)
The contribution 8, j* is integrated in x*-direction un-
til the boundary R or R” or until j* vanishes. This
yields immediately the contribution given for the 0-
component. For the 1-component one obtains initially

the integral + [ dx°dx?dx®j* at the boundary.

(28.15)
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Die dx%Integration Ilasst The dx%-integration may be
sich aber in eine dx*Z%- transformed into an dx*2%-
Integration umformen integration. If X = X0
Wichst (fallt) X = x° increases (decreases) at the
auf der Berandung mit boundary with x*, then this
x!, so handelt es sich is the lower (upper) limit of
um die untere (obere) the integration. Thus we
Grenze der Integration. have a minus-sign in front of
Daher das Minus-Zeichen %, similarly for the other
vor %. Entsprechen- space-components.

des gilt fur die anderen

Raumkomponenten.

Wir kénnen uns auch noch davon iiberzeugen, dass

Joe 5

mit (dV,,) = (1, -VX)d®x ein Viererskalar ist. Fuhren
wir namlich einen Vierervektor (j*) so ein, dass

X

=

so folgt

. — a
Ho_ - Ay 2
fRdV"J fRdvﬂj Ld Xaxﬂ’

wobei letzteres Integral offensichtlich ein Viererska-
lar ist, da sowohl d*x wie auch die Vierer-Divergenz
von j ein Viererskalar ist. Da aber das Feld (j*) be-
liebig ist, gilt fur jedes infinitesimale (dV,,) aus R, dass
dv, j* ein Viererskalar ist. Da (j*) Vierervektor ist,
muss auch (dV*#) Vierervektor sein. Damit kdnnen wir
(28.16) schreiben als

f d*xa, j* = f dv,,j* - f dv,, .
Q R R

Dies ist der Gausssche Satz in vier Dimensionen.

Wir ziehen nun Folgerungen daraus:

28.b.a Ladung

(j*) sei der Viererstrom der Ladungsdichte. Aus der
Kontinuitétsgleichung 9, j* = 0 folgt fiir jedes raum-
artige R der gleiche Wert

1
=z i
c fRdV”J

jll
0

We may convince ourselves that

(28.16)

(l

f av, j*

with (dV,) = (1, -VX)d3x is a four-scalar. If we in-
troduce a four-vector (j*), so that

inR

then it follows that

(28.18)

where the last integral is obviously a four-scalar, since
both d*x and the four-divergence of j is a four-scalar.
Since the field (j*) is arbitrary, we find that dV,, j*
has to be a four-scalar for each infinitesimal (dV,) in
R. Since (j#) is a four-vector, (dV*) must be a four-
vector, too. Then (28.16) reads

(28.19)

This is the divergence theorem in four dimensions.

From this we conclude:

28.b.a Charge
(j#) be the four-vector of the current density. One ob-

tains from the equation of continuity d,j* = 0 for
each space-like R the same result

(28.20)
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fur die Ladung, da das Integral der Divergenz Uber
Q in (28.19) verschwindet (da der Integrand ver-
schwindet), und da man immer das gleiche R” wéhlen
kann. Die Ladung ist daher eine Erhaltungsgrofie,
genauer gesagt haben wir konsistentes Verhalten ge-
funden, denn wir haben bereits in Unterabschnitt 24.c
angenommen, dass die Ladung erhalten ist. Neu ist,
dass ihre Bestimmung in einem beliebigen dreidimen-
sionalen Unterraum maglich ist.

28.b.,8 Energie und Impuls

H Lorentz Invariance of Electrodynamics

for the charge, since the integral of the divergence in
Q in (28.19) vanishes, (since the integrand vanishes)
and since one may always choose the same R’. Thus
the charge is a conserved quantity, more precisely we
have found a consistent behaviour, since we already
have assumed in subsection 24.c that charge is con-
served. New is that it can be determined in an arbi-
trary space-like three-dimensional space.

28.b,8 Energy and Momentum

Aus From
ki =9,TH (28.21)
folgt one obtains
f dxk+ = f dv,T# — | dV,T~. (28.22)
Q R R

In einem ladungsfreien Raum (k# = 0), das heil3t fur
freie elektromagnetische Wellen gilt dann, dass die
Komponenten des Strahlungs-Impulses

1
oio_t f dv, T
CcJr

unabhéngig von R sind. Sie sind also erhalten. Es
sei nun (b,) ein beliebiger konstanter Vierervektor.
Dann ist b, T#” ein Vierervektor und d,(b,T*") = 0.
Damit wird dann b,G5 zum Viererskalar und Gy ist
ein Vierervektor.

Sind nun im Vierervolumen Q Ladungen, so gilt

GL(R) = _% f d*xkt + GL(R)).
Q

Fir Punktladungen g; hat man (26.7, 26.30)

% f d*xk* =Z f dtK” =Z f dtG* =Z(G¢(R)—G¢(R')).

Dabei ist G'(R) = mju/'(R) der Vierer-Impuls der
Ladung #i an der Stelle, an der die Weltlinie der
Ladung den Unterraum R durchstoRt. Damit ist

G" =GLR) + Y GI(R)

der erhaltene Vierer-Impuls.

28.b.y Drehimpuls und Schwerpunktsbewegung

Aus (28.7) folgt

(X' T — T ) = Xk — Xkt + i - T,

In a charge-free space (k* = 0), i.e. for free electro-
magnetic waves one finds that the components of the
momentum of radiation

(28.23)

are independent of R. Thus they are conserved. Now
be (b,) an arbitrary but constant four-vector. Then
b, T#" is a four-vector and 8, (b, T#") = 0. Then b,G%§
is a four-scalar and G% is a four-vector.

If there are charges in the four-volume Q, then one
obtains.

(28.24)

For point-charges gi one has (26.7, 26.30)
(28.25)

Here GI'(R) = mju/(R) is the four-momentum of the
charge #i at the point where its worldline hits the
three-dimensional space R. Then

(28.26)

is the conserved four-momentum.

28.b.y Angular Momentum and Movement of
Center of Mass

Eg. (28.7) yields

(28.27)
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Da der Tensor T symmetrisch ist, kiirzen sich die bei-
den letzten Terme weg. Wir fiihren den Tensor

1
MYR) =~ fR AV, (X'TH — ¢ T)

ein. Er ist antisymmetrisch M = —M%*. Auf Grund

von (28.19) gilt

Miﬂ(R):-% fg d*x(x!

Fir Punktladungen erhdlt man
f dx(x K - x'k) =
da x'G# = x*G*. Daher ist

M¥(R) =
mit dem mechanischen Anteil

MiR) = . (4G - X6

I
eine ErhaltungsgroBRe, das heift M#(R) ist un-
abhangig von der Wahl von R. Zugleich ist (M) ein
Vierertensor.

Es bleibt noch die Bedeutung von M zu bestimmen.
Hierzu betrachten wir M in dem dreidimensionalen
Raum R, der durch die konstante Zeit t im Inertialsys-
tem S gegeben ist. Wir haben dann
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Since the tensor T is symmetric, the last two terms
cancel. We introduce the tensor

(28.28)

. Itis antisymmetric M2 = —M%*. Due to (28.19) one

has
k' = x'k') + Mg“(R"). (28.29)
For point-charges one obtains
fdt x 1KY - x”K” fdt ‘Gf - x’,’Gf) (28.30)
since x”Gf‘ = %*G*. Therefore
M&(R) + M¥(R) (28.31)
including the mechanical contribution
(28.32)

is a conserved quantity, i.e. M#(R) is independent
of the choice of R. Simultaneously (M) is a four-
tensor.

Finally we have to determine the meaning of M. For
this purpose we consider M in the three-dimensional
space R given by constant time t for a system of inertia
S. Then we have

1
M¥ = -2 f (X THO — X T10) 4 Z (Gl - xG) (28.33)
|
Wir  betrachten  zundchst die  raumartigen  First we consider the space-like components
Komponenten
M = f dx(x"08 — ¥°g2) + Z( X'GP - X'GP). (28.34)

Dies ist fiir  # B eine Komponente des Drehimpulses
L, némlich e,s, L,. Wir haben damit die Erhaltung des
Drehimpulses gefunden.

Ist eine Komponente zeitartig, so erhdlt man

MO = ct( fdsxg‘s’ +>.6)
i

Der erste Beitrag stellt ct multipliziert mit dem
Gesamtimpuls dar. Der zweite Beitrag ist die Summe
aller Energien dividiert durch ¢ multipliziert mit der
Ortskoordinate x*. Man kann diesen zweiten Beitrag
als den Energie-Schwerpunkt (tatsdchlich die a-
Komponente davon) multipliziert mit der Gesamten-
ergie dividiert durch ¢ auffassen. Da Gesamtim-
puls und Energie konstant sind, heilt das, dass
sich der Energie- Schwerpunlkt mit der konstanten
Geschwindigkeit cz%m bewegt. Fir nicht-
relativistische Geschwindigkeiten reduziert sich der
mechanische Anteil auf

- %( fdsxx"u + Z x;’Ei).
i

This is for @« # B a component of the angular mo-
mentum L, namely €,s,L,. Thus we have found the
conservation of angular momentum.

If one component is time-like then one finds

(28.35)

The first contribution is ct multiplied by the total mo-
mentum. The second contribution is the sum of all
energies times their space-coordinates x® divided by
c¢. This second contribution can be considered as the
center of energy (actually its a-component) multi-
plied by the total energy divided by c. Since total mo-
mentum and total energy are constant, one concludes
that the center of energy moves with the constant ve-
locity c2iodmomentum — For non-relativistic velocities

total energy *
the mechanical part of the energy reduces to
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M@ = c(tZG;’ —Zmixf’].
i

I
Die Erhaltung dieser GroRe beinhaltet die gleichfor-
mige Bewegung des Massenschwerpunkts mit der
Geschwindigkeit Gesamtimpuls durch Gesamtmasse.
Relativistisch geht das in die gleichférmige Bewe-
gung des Energieschwerpunktes liber. Die LorenTz-
Invarianz verknupft diese Erhaltung mit der Erhal-
tung des Drehimpulses zur Erhaltung des antisym-
metrischen Tensors M.

H Lorentz Invariance of Electrodynamics

(28.36)

Then the conservation of this quantity comprises the
uniform movement of the center of mass with the
velocity total momentum divided by total mass. In
the theory of relativity this transforms into a uniform
moving center of energy. Lorentz invariance com-
bines this conservation with the conservation of an-
gular momentum to the antisymmetric tensor M.
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29 Feld einer beliebig bewegten
Punktladung

29.a Lienarp-WiecHERT-Potential

Wir bestimmen zun&chst das Potential am Punkt (x*)
einer Punktladung g, die sich auf einer Weltlinie rq(t)
bewegt. Ihre Viererstromdichte ist
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29 Field of an arbitrarily Moving
Point-Charge

29.a LieNnarp-WiEcHERT Potential

First we determine the potential at a point (x*) of a
point-charge q which moves along a world-line rq(t).
Its four-current density reads

J(X) = (X = rq(), v = (c, (1)) (29.1)

Das Viererpotential ergibt sich dann nach (24.29) zu According to (24.29) the four-potential reads

1 Ay, ’ 1 2 ’ ’ ’ 1 2 ’
A*(x) = < d*x’ j*(x )6(55 o(t—t)=q | dt'v¥(t )6(§s )o(t—t) (29.2)
mit with

s“=a’a,, a =x"-xyt). (29.3)
(a”) ist eine Funktion 0 (@) is a function of
von (x”) und t’. Das Beobachtungspunkt () and t'.  The

Differential von 1s2
ergibt sich zu

Lichtkegel
light cone

point of observation

differential of 1s? is

Weltlinie der Ladung given by

world line of charge

ro(t)

d(%sz) =a,da’ = a,dx’ — a,v’dt’.

Damit erhalt man das retardierte LiENARD-WIECHERT-
Potential

Af(X) = av(t)

Dabei sind die beiden Ausdriicke mit dem Index , zu
der Zeit t’ auszuwerten, zu der s = Qundt > t’.

Wir beachten, dassa,v' =ac—a-v>0,daa=c(t -
t') = |al. Im momentanen Ruhesystem der Ladung
ist a,u”/c der Abstand zwischen Beobachtungspunkt
und Ladung.

29.b Die Felder

Aus den Potentialen berechnen wir nun die Felder

F = /A — A

1 g
i, a,v
v

(29.4)

Thus one obtains the Lienarp-WiEcHERT potential

_qw
Foau

(29.5)

r
Here the two expressions with the index , are to be
evaluated at the time t’ at which s> = 0 and t > t'.

We note thata,v’ = ac—a-v > 0, sincea = c(t-t") =
lal. a,u¥/c is the distance between point of observa-
tion and charge in the momentary rest system of the
charge.

29.b The Fields

Starting from the potentials we calculate the fields

(29.6)
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Hierzu missen wir die Ableitungen von v,

bilden

i

oHa’

ot
0%y
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aund t/ In order to do this we have to determine the deriva-
tives of v, aand t/

ov” ot

3 %, (29.7)
o
v _ () = gtV — Y
FX —xyt) =g -v o, (29.8)
aH

wobei der letzte Ausdruck wegen s? = 0 aus (29.4)  where the last expression has been obtained from s? =
gewonnen wurde. Hier und im Folgenden verwenden 0 by means of (29.4). Here and in the following we

wir use
(a-v) = av,=ac-a-v=c(a—-a-p) (29.10)
(v-v) = Vv, =c?2-v?=c?(1-5% (29.11)
awv) = avw=-a-w (29.12)
Damit wertet man aus One evaluates
o
oV = (‘; fiv) (29.13)
VaH
= g’”—% (29.14)
Ma-v) = (0"a“)V, +a(0"vY)
— IlKV _ ﬁv +a ﬁ
B TR M PN
(V-v) a-v)
— yH_gul Y M
= V-a (a-v)+ @V (29.15)
Es folgt dann Then one obtains
, Voo o vidt(av)
rA = a”(q(a-v))‘q(a-w PR
VHVY
= aﬂbv—qW, (2916)
V(v-v)=v(a-v)+Vv'(a-v
b - QU Ve @917
Damit ist Therefore
PO B PRI ) - A N VIS DIy
0) = Ga g |1+ o BA-B) + BaB)+ (@-a-p)p (20.18)
und die Felder stellen sich dar and the fields read
F* = a'b’"-a’b* (29.19)
1-p)@-pa) gax(@-pa)xp)
E_ap®_ap = U ,
ab” —ab @-a By + C@a_a By (29.20)
B = —axb=2XE (29.21)
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Der Beitrag proportional zur Beschleunigung ,B fallt
ab wie 1/a, fiir diesen Beitrag bilden a, E und B ein
Orthogonal-System. Der von 8 unabhdngige Beitrag
fallt wie 1/a2 ab.

29.c Gleichformige Bewegung
(vergleiche Abschnitt 25.d). Der Skalar ya'v,/c
ist gerade der Abstand zwischen Beobachtungspunkt

und Ort der Ladung im Ruhesystem der Ladung. Da-
her gilt

1
a-a-p=—-|r|,
y

Beriicksichtigt mana = r — vt’, a = c(t — t’), so folgt
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The contribution proportional to the acceleration ,B
decreases like 1/a; a, E, and B constiute an orthog-
onal system for this contribution. The contribution
independent of g falls off like 1/a2.

29.c  Uniform Motion

(compare section 25.d). The scalar ya'v,/c is the dis-
tance between the point of observation and the point
of the charge in the rest-system of the charge. Thus
one has

(a-a-B)°=N/y". (29.22)

Considering thata = r —vt’, a = c(t — t’), one obtains

a-pa=r—-vt'—vt+vt' =r—-wt (29.23)
und damit and thus
gy(r — vt) (r=vt)x(r—vt)gy qyvxr
E=—"——*> B= = 29.24
VR c(t—t)N cN ( )

in Ubereinstimmung mit (25.30) und (25.31).

29.d Beschleunigte Ladung momentan
in Ruhe

Fur 8 = 0 vereinfachen sich die Gleichungen (29.20)
und (29.21) zu

ga

in accordance with (25.30) and (25.31).

29.d Accelerated Charge Momentarily
at Rest

The equations (29.20) and (29.21) simplify for 3 = 0
to

- q '

E = = + ca3ax (axp) (29.25)
_ -9 axi

B 2 (axp), (29.26)

woraus mit der Energiestromdichte S = ;ZE x B die
in den Raumwinkel dQ abgestrahlte Leistung

dUs  ,. . _ca ~
d—Q_aS~n_E[a,E,B]_

und die gesamte abgestrahlte Leistung

Us
(Larmor-Formel) folgt.

Fiir eine harmonische Bewegung rq = roq cos(wt) und
V = —roqw? cos(wt) folgt

2 9°rgq
3

"3 ¢

Us w*(cos(

from which the power radiated into the solid angle
dQ can be determined with the energy-current density
S=4ExB

q2 2

q

e @% B)? = 1 x V)? (29.27)
and the total radiated power
202,
§ %vz (29.28)

(Larmor-formula) follows.

For a harmonic motion rq = rgqcos(wt) and v
—Toqw? cos(wt) one obtains

2 1 pf2> 4
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in Ubereinstimmung mit Abschnitt 22.b. Dies gilt fiir
B < 1. Sonst hat man in 22.b auch Quadrupol- und
hohere Multipolanteile zu berticksichtigen und hier,
dass B nicht mehr vernachléssigt werden kann, was
auf zusitzliche Beitrige der Ordnung w® und hoher
fuihrt.

29.e  Abstrahlung, 8 # 0

Wir hatten gesehen, dass die Ladung im momentanen
Ruhesystem die Leistung Us = %q;z\'/z abstrahlt. Der
abgestrahlte Impuls ist Null wegen der Symmetrie der
Strahlung (ohne Berlicksichtigung des statischen An-
teils von E, der aber so rasch abnimmt, dass er fir
hinreichend grof3es a nichts mehr beitrégt)

E(-a) = E(a),

Wir konnen daher den pro Eigenzeit abgestrahlten
Impuls-Energie-Vektor schreiben als

d, 1
grlcUs G =

dau® = cy o« v-v = 0. Dadie Formel lorentz-invariant
geschrieben ist, gilt sie in jedem Inertialsystem, das
heil3t

dt dt ¢ 3c3

dUs dr u® 292 dt
dr

B(-a) = -B(a).

Ut 202 ( dut dul)
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in agreement with section 22.b. This applies for 8 <«
1. Otherwise one has to take into account quadrupole
and higher multipole contributions in 22.b, and here
that 8 cannot be neglected anymore, which yields ad-
ditional contributions in order w® and higher orders.

29.e Emitted Radiation 8 # 0

We had seen that in the system momentarily at rest
the charge emits the power Ug = gqgv% The emitted
momentum vanishes because of the symmetry of the
radiation (without consideration of the static contri-
bution of E, which, however, decays that fast that it
does not contribute for sufficiently large a)

T(yﬁ(_a) = T(yﬁ(a)'

Thus we may write the energy-momentum-vector
emitted per proper time

(29.30)

dr dr (29-31)

since U° = ¢y o v- v = 0. Since the formula is writ-
ten in a lorentz-invariant way, it holds in each inertial
frame, i.e.

J 525

dt dt

2
= 2L (0MOn - )

2

2q

= @yz (V2 + 2y3(v - ¥) + ¥2(v* - ¢?)). (29.32)
Mit dz/dt - u®/c = 1 und With dr/dt - u®/c = 1 and
. d 3V-V
= — =y — 29.33
Y=g — Yz (29.33)
C2
folgt schlieRlich one obtains finally
1 _ 2042, s(vV-V)
Us = 55(y ey (29:34)

Beim Umlaufen in einem Synchrotron vom Radius r
ist die Beschleunigung v = v?/r senkrecht zur Bewe-
gungsrichtung. Daraus folgt

. 2 2
Us = 30%8%y*/r = 3q%c(y” - 1)?/r2

Pro Umlauf ist die abgestrahlte Energie

AU, = 27r -

v Us= 3

Orbiting in a synchrotron of radius r a charge under-
goes the acceleration v = v2/r perpendicular to its
velocity. Thus one has

(29.35)
The radiated energy per circulation is
A% 2ge 4 (29.36)
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Bei Desy ergibt sich fiir ein umlaufendes Elektron der
Energie E =7.5 GeV und mec® =0.5 MeV ein Wert
y = E/(mee?) = 15000. Fiir r = 32 m folgt dann
AU = 9.5 MeV. Bei Petra hat man mit E = 19GeV ein
v = 38000 und mit r = 367m eine Energieabstrahlung
von AU = 34MeV pro Umlauf.

Aufgabe Hera bei Desy hat r = 1008m und ar-
beitet mit Elektronen von E¢ = 30GeV und Protonen
von Ep = 820GeV. Man berechne deren Energieab-
strahlung pro Umlauf.
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At Desy one obtains for an orbiting electron of energy
E =7.5 GeV and mass moc?® =0.5 MeV a value y =
E/(moc?) = 15000. For r = 32m one obtains AU =
9.5MeV. Petra yields with E = 19GeV a y = 38000
and with r = 367m a radiation AU = 34MeV per
circulation.

Exercise Hera at Desy has r = 1008m and uses elec-
trons of E, = 30GeV and protons of Ep = 820GeV.
Calculate the energy radiated per circulation.
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